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Einfiihrung

Die Theorie elliptischer Kurven hat sich als ein Gebiet erwiesen, dem ei-
ne Schliisselfunktion in der Entwicklung der arithmetischen Geometrie zu-
kommt. Gleichzeitig handelt es sich auch um einen Bereich, der durch An-
wendungen in der Kryptographie oder der Codierungstheorie zusehends auch
praktische Bedeutung im Sinne einer angewandten Forschung erlangt hat.
Trotzdem bleiben viele naheliegende Fragen unbeantwortet oder zumindest
nicht vollstandig geklart.

Ist eine elliptische Kurve E iiber einem Korper k definiert, so tragen die k-
rationalen Punkte von E die Struktur einer abelschen Gruppe. Fiir £ = Q
ist dies, wenn auch nicht mit der selben Begrifflichkeit, bereits seit der Re-
naissance bekannt. Ist etwa k = Q oder k eine endliche algebraische Erwei-
terung von Q, also ein Zahlkorper, so besagt der Satz von MORDELL-WEIL,
dass E(k) endlich erzeugt ist. Nach dem Struktursatz fiir endlich erzeugte
abelsche Gruppen gilt dann also

B(k) ~ 7" x H(Z/p?Z),

mit einer ganzen Zahl r > 0, dem Rang von E(k), d.h. der Anzahl un-
abhéngiger freier erzeugender Elemente von E/(k).

Man kann sich nun folgende Frage stellen: Variiert man £ und betrachtet
jeweils den Rang r von E(k) iiber festem k, welche Werte konnen fiir r auf-
treten? Insbesondere, kann r fiir verschiedene Kurven beliebig hoch werden,
oder ist r fiir alle F/ beschrankt? Man vermutet, dass r beliebig hoch wer-
den kann. Ein allgemeiner Beweis dieser Vermutung ist jedoch bislang nicht
gelungen.

Man kann nun diese Fragestellung auch iiber Korpern k, welche keine
Zahlkorper sind, untersuchen. Ein besonders aussichtsreicher Fall ist der,
dass k ein Funktionenkorper ist. Die endliche Erzeugtheit von E(k) ist auch
in dieser Situation bekannt, hier stellt der Satz von NERON-LANG die analoge
Aussage zu MORDELL- WEIL bereit, unter der Voraussetzung, dass k endlich
iiber seinem Primkorper erzeugt ist. Da nun Funktionenkorper ebenso wie
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Zahlkorper globale Korper sind, kann die Untersuchung des Problems mogli-
cherweise auch helfen, neue Aufschliisse iiber die Situation im Zahlkorperfall
zu gewinnen. Besonders interessant sind in diesem Kontext die rationalen
Funktionenkdrper tiber endlichen Grundkérpern, d.h. k = F,(t), mit ¢ = p™,
m > 1, da hier einerseits héufig weitreichende Analogien zu Zahlkérpern be-
stehen, und andererseits aber manche Aussagen leichter zu gewinnen sind,
etwa weil solche Korper nur nicht-archimedische Stellen haben.

Hier, iiber k = F,(t), ist es tatséchlich gelungen, die eingangs gestellte
Frage zu beantworten:

TATE-SHAFAREVICH, 1967, ULMER, 2002: Der Rang elliptischer Kurven
tiber IF,(t) ist nicht nach oben beschrinkt.

Dabei gaben TATE und SHAFAREVICH in [TS67] einen konstruktiven Beweis,
fiir p # 2. ULMER fand eine génzlich andere Konstruktion, die auch fiir p = 2
funktioniert, in [Ul02]. Das Ziel der vorliegenden Diplomarbeit ist es, die
Konstruktion von TATE und SHAFAREVICH im Detail nachzuzeichnen.

Die Konstruktion von Tate und Shafarevich

Die Konstruktion elliptischer Kurven mit beliebig hohem Rang gelingt TATE
und SHAFAREVICH, indem sie zu einer festen elliptischen Kurve F, die iiber
k definiert ist, quadratische Twists E™' beziiglich der Funktionenkérper
k(C) von hyperelliptischen Kurven C' durchfiihren.

Ist C' eine gegebene Kurve mit C(k) # 0, und L = k(C), dann ist
E(L) ~ Mor(C, E), und weiter Mor(C, E) ~ Homy(J(C), E) & E(k), wo
J(C) die jacobische Varietit von C' ist, also E(L)/E(k) ~ Homy(J(C), E).
Uber einem endlichen Korper k ist E(k) aber eine reine Torsionsgruppe.
Somit ist Rang E(L) = Rang Homy(J(C), E).

Bei TATE und SHAFAREVICH wird nun fiir C' eine hyperelliptische Kurve
gewihlt, und es werden quadratische Twists E™' von E relativ zum Funk-
tionenkorper von L = k(C) betrachtet. In diesem Fall ist E™(L) ~ F(L)
und E™st((t)) ist isomorph zu E(L) modulo der Operation der Galois-
Gruppe der quadratischen Erweiterung L/k(t), also E™s'(k(t)) ~ E(L)/o
mit den einzigen nichttrivialen o € Gal(L | k(t)). Da allgemein gilt E(k(t)) ~
E(k), kann man nun, wieder fiir endliches k zeigen, dass

Rang E™(k(t)) = Rang E (L) = Rang Homy (J(C), E).

Gelingt es nun, C' so zu wihlen, dass J(C) eine Zerlegung der Form J(C) ~
E" x A zulésst, mit einer abelschen Varietét A und einer moglichst hohen Zahl
an Faktoren, die isogen zu F sind, so ist auch der Rang von Homy(J(C), E)
hoch.
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Dabei, eine geeignete Familie von Kurven C' zu wéhlen und die Rénge
konkret zu bestimmen, helfen bei der Konstruktion von TATE und SHAFA-
REVICH zwei Ergebnisse:

Das eine Ergebnis stammt aus einer Arbeit von TATE {iber die Endomorphis-
menringe abelscher Varietéten iiber endlichen Korpern, [Ta66]. Dieser Arbeit
kommt eine grofle Bedeutung fiir die Theorie abelscher Varietédten zu. Neben
vielen anderen Resultaten stellt sie auch einen Zusammenhang zwischen den
Zetafunktionen abelscher Varietdten und ihren Homomorphismen her. Sind
die Zetafunktionen von C' und F bekannt, so kann dieser Zusammenhang
eingesetzt werden, um Rang Homy(J(C), E) zu bestimmen. Insbesondere ist
der Rang von Homy(J(C), E') hoch, wenn der Zahler der Zetafunktion von £
denjenigen von C' zu einer moglichst hohen Ordnung teilt, was gerade dqui-
valent dazu ist, dass J(C') moglichst viele zu E isogene Faktoren aufweist.

Das andere Ergebnis ist ein Resultat aus der Arbeit [Wei52] von ANDRE
WEIL. WEIL ermittelt fiir einen allgemeinen Typ von Kurven, der auch viele
hyperelliptische Kurven umfasst, eine Darstellung der zugehorigen Zetafunk-
tion. Es wird dadurch méglich, eine Familie hyperelliptischer Kurven dieses
Typs so zu wihlen, dass deren Zetafunktionen einen Zihler aufweisen, der
in hoher Ordnung durch einen Faktor teilbar ist, wie er im Zéahler der Zeta-
funktion einer iiber k supersinguléren elliptischen Kurve auftritt. Wahlt man
also E' so, dass F supersingulédr iiber k ist, erhédlt man einen hohen Rang fiir

Bt (J(1)).

Eine Besonderheit der Konstruktion mit quadratischen Twists ist, dass
die so entstehenden Kurven isotrivial sind, das heifit, sie werden iiber einer
Korpererweiterung, in diesem Fall bereits L selbst, isomorph zu der iiber dem
Konstantenkorper £ definierten Grundkurve E. Zu dieser Situation, welche
so nur iiber Funktionenkorpern auftritt, gibt es iiber Q oder {iber einem
Zahlkorper keine Entsprechung. Insofern ist hier nicht wahrscheinlich, dass
die Methoden von TATE und SHAFAREVICH benutzt werden konnen, um
neue Einsichten im Zahlkorperfall zu gewinnen. Durchaus anwendbar kénn-
te ein solches Vorgehen jedoch iiber Q(¢) sein, siehe beispielsweise [RS01],
von A. SILVERBERG und K. RUBIN, die quadratische twists iiber Q und
Q(t) sehr eingehend studiert haben, etwa in [RS02], [RS04] und [Sb04]. Ei-
ne Aufstellung einiger Fragen, bei deren Behandlung die Analogien zwischen
Zahlkorpern und Funktionenkorpern von Nutzen sein konnen, findet sich in
[U104].
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Uberblick

Mit der vorliegenden Arbeit wollen wir die Konstruktion von TATE und SHA-
FAREVICH aus [TS67] verstiandlich machen. Wir werden zunéchst das theore-
tische Grundgebaude an Aussagen, wie man sie der Standardliteratur entneh-
men kann, aufbauen, wobei wir Grundbegriffe der algebraischen Geometrie
und der Theorie algebraischer Kurven voraussetzen. Weiterhin werden wir
die benotigten Ergebnisse aus den Arbeiten TATES und WEILS darstellen.
Dies geschieht in den Kapiteln 1 und 2, wobei das erste Kapitel geometri-
schen und das zweite zahlentheoretischen Hilfsmitteln gewidmet ist.

In Abschnitt 1.1 ndhern wir uns dem Begriff elliptischer Kurven aus ver-
schiedenen Blickwinkeln, die Gruppenstruktur wird eingefiihrt, grundlegende
Begriffe wie abelsche Varietédten werden definiert und einige offene Fragestel-
lungen diskutiert.

In Abschnitt 1.2 werden Endomorphismenringe abelscher Varietédten defi-
niert und deren Struktur ndher untersucht. Insbesondere werden die Frobenius-
Endomorphismen eingefiihrt, und zumindest das Grundgeriist der Theorie
elliptischer Kurven wird entworfen.

In Abschnitt 1.3 werden die Zetafunktionen definiert und die historische
Entwicklung der Weil-Vermutungen dargestellt. Entsprechende Séatze fiir el-
liptische Kurven und fiir abelsche Varietdten werden bewiesen, ausgehend
von vorher angefiihrten Resultaten. An dieser Stelle werden auch die jacobi-
schen Varietdten von Kurven eingefiihrt und deren wichtigste Eigenschaften
beschrieben.

In Abschnitt 1.4 wird die Theorie supersingulérer elliptischer Kurven sys-
tematisch entwickelt.

Abschliefilend, in Abschnitt 1.5, werden diejenigen Resultate aus [Ta66],
welche fiir die Konstruktion elliptischer Kurven hohen Ranges relevant sind,
zusammengestellt und einige Folgerungen aus diesen bewiesen.

In Kapitel 2 werden zunéchst in Abschnitt 2.1 die gauBschen und die ja-
cobischen Summen als klassische Hilfsmittel der Zahlentheorie eingefiihrt,
die fiir die Untersuchung von Zetafunktionen nach WEIL benétigt werden.
Der Satz von HASSE-DAVENPORT, welcher das Verhalten der Gauf- und
Jacobi-Summen unter Korpererweiterungen beschreibt, wird diskutiert und
bewiesen.

Aus diesem Kontext wird dann die grundlegende Arbeit WEILS iiber Ze-
tafunktionen, [Wei49], in Abschnitt 2.2.1 nachgezeichnet. Im Anschluss, Ab-
schnitt 2.2.2, werden wir mit diesen Methoden einen vollstédndigen Beweis fiir
die in [Wei52] angegebene Produktzerlegung der Zetafunktionen bestimmter
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Kurven fiithren, der sich in dieser Form nicht in der Literatur findet.

Im Kaptel 3 schlieflich wird die Konstruktion von TATE und SHAFAREVICH
detailliert dargestellt. Der Begriff des quadratischen Twists wird allgemein
eingefithrt und die oben angedeuteten Zusammenhénge werden Schritt fiir
Schritt entwickelt.

Abschlieend wird noch in Abschnitt 3.2 ein Ausblick auf neuere Arbeiten
gegeben, in denen mit anderen Methoden als bei TATE und SHAFAREVICH
elliptische Kurven hohen Ranges iiber F,(t) konstruiert werden. Das Vorge-
hen SHIODAS in [Shi86] wird skizziert und das wesentliche Resultat ULMERS
aus [Ul02] wiedergegeben.
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Kapitel 1

Geometrische Hilfsmittel

1.1 Elliptische Kurven

Definition 1 (Elliptische Kurven). Elliptische Kurven lassen sich auf ver-
schiedene Arten definieren:

e FEine elliptische Kurve iiber einem Korper k ist ein Paar (E, (’)), be-
stehend aus einer nichtsinguldren Kurve vom Geschlecht 1 iiber k£ und
einem Punkt O € E. Eine elliptische Kurve ist {iber einem Kérper k
definiert, wenn E als Kurve tiber k definiert ist, und O € E(k). Meist
werden wir eine elliptische Kurve nur mit £ bezeichnen, wenn die Wahl
von O klar ist.

e Eine elliptische Kurve E ist eine vollstédndige, zusammenhéngende Grup-
penvarietit der Dimension 1 iiber einem Grundkorper k.

e Eine elliptische Kurve E ist eine nichtsingulére projektive Kurve, die
durch eine Gleichung der Form

Y2Z + a1 XYZ +asYZ? = X +axX?Z +ay X 7% +agZ®  (1.1)
iiber einem Grundkorper k definiert ist.

Wir wollen auf den folgenden Seiten sehen, wie diese unterschiedlichen
Definitionen zusammenhéngen.

1.1.1 Weierstrafigleichungen

Standardreferenz zum Folgenden ist [Sil86], Ch. III, das meiste hier Bendtigte
findet sich auch kiirzer in [Sto00], Kap. 2, S.17ff. |

Im Folgenden bezeichne k einen Korper und k seinen algebraischen Ab-
schluss.
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Definition 2. Eine homogene Gleichung der Form (1.1), als auch ihre inho-
mogene Form in den affinen Koordinaten (x,y),

v+ azy + asy = 3 + asx? + aux + ag, ai,...,ag € k, (1.2)
bezeichnen wir als Weierstrafigleichung.

Setzt man in (1.1) Z = 0, so bleibt nur die Gleichung X? = 0 iibrig, was
den folgenden Satz impliziert.

Satz 1. Fine projektive Kubik C, die durch eine Weierstrafigleichung (1.1)
definiert ist, hat genau einen Punkt O = (0 o1 O) € C(k) im Unendlichen.

Bemerkung 1. Der Punkt O € C(k) ist ein nichtsingulérer Punkt, denn fiir
(XY, 2)=Y?Z +a, XY Z 4+ a3sY Z* — X® — 0y X*Z — ay X Z* — agZ®

sind die partiellen Ableitungen

0 0 0
a_X (Xﬂ}/?Z”O:a_Y (X7Y7Z)|O:O7 aber ﬁf<X7Y72)|O7éO

Es ist gebréauchlich, einige weitere Groflen zu einer Weierstrafigleichung
bzw. der durch sie gegebenen Form einer Kurve zu definieren:

by = a% + 4ay, by = araz + 2ay4, bg = a§ + 4ag,
bg = a%a(j — a1a3a4 + 4asag + agag — ai,
cy = b3 — 24by, cg = —bi + 36byby — 216bg,
A = —b3bg — 8b3 — 272 + 9bybybs,

C3

sowie j = ﬁ, wenn A # 0
Man bezeichnet ¢, und cg als Invarianten der Kurve, A als deren Diskrimi-
nante und j als j-Invariante der Kurve.

(1.3)

Satz 2. Eine durch eine Weierstrafigleichung definierte kubische Kurve C' ist
genau dann nichtsinguldar, also elliptisch, wenn die zugehorige Diskriminante

A # 0 ist.
Satz 3. Sind zwei Kurven C,C" dber k durch Weierstrafigleichungen mit

Koeffizienten aj,a’,j = 1,...,6 definiert, so sind diese genau dann isomorph
tber k, wenn zwischen ihnen eine Abbildung der Form
b ¢ — c’
N(zy) — (Pz+rudy + suls +t)

mit r,s,t €k, und u € k*

besteht. Es gelten dann die folgenden Aussagen:
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[ ] (;5(00) = Ocl.
e [Fiir die Koeffizienten hat man die Beziehungen

ua; =aj + 2s

/ /
u’ay =dy + say + 3r — s

2
uPaz =ay +ra) + 2t
utay = aly — say + 2ray — (t +rs)ay + 3r* — 2st

uSag = ag + ray — tay + r’ay — rta) +r® — .

o Fiir die Invarianten gilt

u'cy = ¢, ubeg = s, u?A = A’ und j = j', sofern definiert.

Mit solchen Koordinatentransformationen lasst sich nun meist eine etwas
handlichere Form der Kurvengleichung erzielen:

Satz 4. Sei C iber einem Korper k durch eine Weierstrafigleichung definiert.

o [st char(k) # 2, so ist C' isomorph zu einer Kubik mit der (affinen)
Gleichung
C' o y? =2 + aha® + dyr + ag.

o Ist char(k) # 2,3, so ist C' isomorph zu einer Kubik mit der (affinen)
Gleichung
C' oy =2+ dyr +af.
Die Formeln fiir die Diskriminante und die j-Invariante der Kurven
vereinfachen sich dann zu

1728(4a})”  1728(4a}?)
A’ da)® +27a?

A = —16(4d)° +27a5%),  j =

Man spricht in beiden Fallen von einer kurzen Weierstrafgleichung. (Aufer-
dem gilt jeweils Oc = O¢r.)

Bemerkung 2. Sofern char(k) # 2,3, lassen sich die beiden verkiirzten Wei-
erstrafgleichungen jeweils in der Form

y2 = 2% + bya? + 8byx + 16bg

bzw. y* = 2% — 27cyw — 5dc,

schreiben, mit den Konstanten der alten Gleichung, aus (1.3), Seite 2.
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Satz 5. Zwei elliptische Kurven E, E' iiber einem Kérper k sind genau dann
isomorph iber k, wenn j(F) = j(E'). Umgekehrt gibt es zu jedem j € k eine
elliptische Kurve E tber k mit j(E) = j.

Definition 3. Eine Weierstrafigleichung liegt in Legendre-Form vor, wenn
sie sich (in affinen Koordinaten) schreiben lésst als

v =z(z—1)(z—A), mit 0,1# )€k

Satz 6 (vgl. [Sil86], S. 54). Sei char(k) # 2. Jede iiber k definierte elliptische
Kurve E ist tiber k isomorph zu einer elliptischen Kurve E\ in Legendre-
Form.

1.1.2 Das Gruppengesetz

Sei E eine projektiv gegebene elliptische Kurve iiber einem Grundkérper k
mit dem ausgezeichneten Punkt O. Nach dem Satz von Bézout (vgl. [Har77],
1.7.8) schneidet jede Gerade L C P? die Kurve E in 3 Punkten (mit Vielfach-
heit gezéhlt) {iber dem algebraischen Abschluss, da F eine Kurve vom Grad
3 ist.

Wir definieren nun folgendermaflen eine Verkniipfung ¢ auf E:

Definition 4 (Verkniipfungsregel). Sei E eine elliptische Kurve, P,Q) € F
und L die Gerade durch P und @, bzw. die Tangente an E in P, falls P = ().
Sei R der dritte Schnittpunkt von L mit F, L' die Verbindungsgerade von R
mit O (bzw. die Tangente, falls R = O). Dann ist P @ () der Punkt auf £
so, dass L' N E aus den Punkten O, R, P & @ besteht, wobei moglicherweise
Punkte zusammenfallen.

Lemma 1 ([Sil86], Prop 2.2, S. 55). Die Verkniipfung & auf E hat folgende
FEigenschaften:

1. Schneidet eine Gerade L die Kurve E in den (nicht notwendig ver-
schiedenen) Punkten R, P,Q) € E, so gilt (P ® Q)® R= 0.

P& O =P firalle Pe E.
P®Q=Q®P firalle PQ€eFE
Zu jedem P € E gibt es einen Punkt P’ € E, mit P® P' = O

S N

Fiir jedes Tripel P,Q,R € E gilt

(PeQ)eR=P® (QaR)
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Beweisskizze. 1. Dies ist klar aus Definition 4

2. Setzt man in Definition 4 ein Q@ = O, so ist L = L' und damit
(P,O,R)=(R,O,P®O) also P®O = P.

3. P®Q = QP ist klar, da die Konstruktion der Summe @ symmetrisch
in P und @ ist.

4. Ist R der dritte Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von P, O mit
E, so folgt aus 1. und 2., dass P& R= (P O)®d R = 0.

5. Dieses Assoziativgesetz ldsst sich grundsétzlich auf drei Arten nach-
priifen:

e Man verwendet explizite Formeln (s.u., Satz 7) in den Koordina-
ten, um dies nachzurechnen, wobei man zu vielen Fallunterschei-
dungen gezwungen ist.

e Man arbeitet auf der Ebene von Divisoren. Das Assoziativgesetz
wird dann zu einer Konsequenz des Satzes von Riemann-Roch und
es stellt sich heraus, dass die durch @ definierte Struktur als abel-
sche Gruppe isomorph zu Pic’(E) ist, der Gruppe der Divisoren
vom Grad 0 modulo Hauptdivisoren. Dies ist sicherlich von einem
systematischen Standpunkt aus der beste Weg, da wir allerdings
bislang keine Divisoren verwendet haben, werden wir dem nicht
weiter nachgehen.

e Man zieht allgemeinere geometrische Aussagen zu Hilfe. Dieser
Weg wird in [Sto00], S. 23ff beschritten. Hauptsichliches Hilfs-
mittel ist dabei folgende Aussage:

Seien L;, L; C P? (fiir i,j = 1,2,3) paarweise verschiede-
ne Geraden in allgemeiner Lage, so, dass die Schnittpunk-
te P;; = L;N L, paarweise verschieden sind. Sei auflerdem
C' eine ebene projektive Kubik, so, dass 8 der Punkte P,
auf C' liegen. Dann liegt auch der 9te Punkt auf C'.

Wendet man diese Aussage auf die in der Konstruktion von P@Q),
(P®Q)®R, QB R, PH(Q® R) gemiB der Konstruktion in Defi-
nition 4 jeweils auftretenden Geraden und Hilfsgeraden L, L’ an,
so ergibt sich die gewiinschte Aussage. Da FE als irreduzible Kurve
von Grad 3 > 1 keine Gerade enthélt, ist die Voraussetzung allge-
meiner Lage dann gegeben, wenn keine der beteiligten Punkte zu-
sammenfallen. Ansonsten sind noch weitere Uberlegungen nétig,
vgl. [Sto00].
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]

Theorem 1. Mit der Verkniipfung & erhdlt E(k) die Struktur einer abel-
schen Gruppe mit dem Nullelement O, die wir ab jetzt additiv mit Gruppen-
operation + und Inversionsabbildung — schreiben werden.

Es gilt auflerdem: Ist k ein Kdrper, tiber dem E definiert ist, so ist die Menge

E(k) der k-rationalen Punkte von E eine Untergruppe von E(k).

Bemerkung 3. Die Gruppenstruktur auf £ kann auch mit einem anderen
ausgezeichneten Punkt als (0 : 1 : 0) weitgehend analog definiert werden.
Durch die Wahl dieses Punktes ist die Gruppenstruktur dann eindeutig fest-
gelegt.

Wir wollen nun noch explizite Formeln fiir die Summe zweier Punkte in
E angeben.

Satz 7. Sei E durch eine Weierstrafigleichung
E:y? + aixy + asy = 2° + aox® + asx + ag
tber einem Korper k affin gegeben. Dann gilt:
1. Fir P = (z,y) € E(k) ist —P = (a:, —y — a1 — &3).

2. Sind E(k) 5 P, = (x;,y:), i = 1,2,3 Punkte mit P, + P, = P3. Falls
nun T, = Ty SOwie Yy, + Yo + a1x2 + az = 0, dann st

P+ P =0.
Andernfalls gilt
1]3:)\2"—@1/\—(12—1’1—1'2, ygz—()\+a1)x3—y—a3, (14)

wobei \,v definiert sind durch

Y2 —
wenn Ty # Ty

A\ To — T

322 + 2a911 + ag — a1y B
wenn T4 = Ty
2y1 + a1 +ag
Y12 — Y21

D wenn T # T

To — 1

UV =

—x? + agx1 + 206 — azin
291 + a1z + as

wenn x4 = Ty .
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1.1.3 Abelsche Varietiten
Zum Folgenden stellen [MilAb] sowie [MilAV] Grundreferenzen dar.

Eine Gruppenvarietét iiber einem Korper k ist eine Varietdat GG, zusammen
mit reguldren Abbildungen

w:GxG—G Multiplikation

inv:G—G Inversion,

und einem Element O € G (k), so, dass die durch p, inv definierte Struktur auf
G (k) eine Gruppe mit neutralem Element O darstellt, d.h. es gilt ,u(g, (’)) =
u(O, g) = g fiir jedes g € GG, und die folgenden Diagramme kommutieren:

G x, G M o G GxpGxpG L Gx,. G
ianidl l# /indl l#
GXkGL OedG GXkG L) G

Gilt zusétzlich u(p, q) = ,u(q, p) fiir alle p,q € G, so nennt man die
Gruppenvarietit G' kommutativ.
Fiir jede k-Algebra R tragt dann auch G(R) eine Gruppenstruktur.

Beispiel. ([Sil94], Example 1.1.2, S. 291) Die additive und die multiplikative
Gruppe von k sind kommutative Gruppenvarietiten G,, G, :

G, ~A', G,~{zeA :z+#0},
dabei werden die Gruppengesetze jeweils definiert durch

Gy xG, — G, d G, xG,, — G,
. (x,y) = T4y b o (x,y) = xy

Mittels G, = {(z,y) € A? : 2y =1}, v = (z,1/z) kann G,, ebenfalls als
affine Varietét realisiert werden.

Beispiel. Elliptische Kurven sind kommutative Gruppenvarietiten, mit der
im vorherigen Abschnitt definierten Gruppenstruktur.

Definition 5. Fiir a € GG, definieren wir die Translation mit a als die Abbil-

dung
{G - G
ty - .
g — pla,g)
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Bemerkung 4. Jede Gruppenvarietét ist automatisch nichtsingulér. Denn als
Varietit enthilt G eine offene nichtsinguldre Untervarietit U C G, U # ().
Deren Translate t,U, a € GG, bedecken dann ganz G. Da durch einen nichtsin-
guldren Punkt nur eine Zusammenhangskomponente gehen kann, folgt weiter,
dass jede zusammenhédngende Gruppenvarietét auch irreduzibel ist.

Definition 6 ([MilAV], §1). Eine abelsche Varietét iiber einem Grundkérper
k ist eine vollstandige, zusammenhéngende Gruppenvarietét iiber k.

Satz 8 ([MilAV], Cor. 2.2). Jede regulire Abbildung o : A — B zwischen
abelschen Varietdten ist die Komposition eines Gruppenhomomorphismus mit
ewner Translation.

Aus diesem Satz ergibt sich, dass die Gruppenstruktur einer abelschen
Varietdat durch die Wahl des neutralen Elements O eindeutig bestimmt wird.

Korollar 1 ([MilAV], Cor. 2.4). Die Gruppenstruktur einer abelschen Va-
rietdt ist kommutativ.

Beweis. Aus dem vorherigen Satz ergibt sich, dass die Inversionsabbildung
inv: A — A ein Homomorphismus ist, da inv(O) = O. Dass die Inversion
ein Homomorphismus ist, charakterisiert aber gerade abelsche Gruppen. [

Satz 9 ([MilAV], Th. 7.1, S.113). Jede abelsche Varietit A ist projektiv, d.h.
es gibt eine abgeschlossene Einbettung ¢ und ein m mit ¢ : A — P™.

1.1.4 Die Struktur der Gruppen

Wir wissen nun also, dass die rationalen Punkte einer abelschen Varietét
die Struktur einer abelschen Gruppe tragen. Wenn diese endlich erzeugt ist,
dann ist damit die Frage nach der Struktur dieser Gruppen im wesentlichen
beantwortet. Dies ist allerdings zunéchst nur iiber endlichen Kérpern klar,
denn wenn A iiber k =, definiert ist, so ist A(k) C P}* und damit endlich.
In Charakteristik 0 haben wir folgende Antwort:

Theorem 2 (Mordell-Weil, vgl. [LEM], S. 26f, Th. 4.1). Ist A eine abelsche
Varietdt iber einem Zahlkérper k, so ist A(k) endlich erzeugt.

Fiir elliptische Kurven iiber Q, d.h. im Falle dim A = 1 wurde dies be-
reits von H. POINCARE vermutet und von MORDELL 1921 bewiesen. ANDRE
WEIL konnte dies dann auf Zahlkérper und beliebige Dimensionen erweitern,
und NERON bewies das Theorem schlieflich auch fiir k£ endlich erzeugt iiber
Q. Wegen der groflen Bedeutung dieses Theorems bezeichnet man im Falle
elliptischer Kurven die Gruppe E(k) als Mordell-Weil Gruppe von FE iiber k.
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Ein weiterer arithmetisch interessanter Fall ist der von Funktionenkorpern.
Hierfiir gibt es eine analoge Antwort, das Theorem von NERON und LANG,
die allerdings im Detail etwas komplizierter ausfillt, ibid. Theorem 4.2.

Fiir die Verwendung im Rahmen dieser Diplomarbeit geniigt folgende
Fassung:

Theorem 3 (ibid. Corollary 4.3). Sei L endlich erzeugt iber seinem Primkérper
und sei A eine abelsche Varietit, die iber L definiert ist. Dann ist A(L) end-
lich erzeugt.

Wendet man nun den Struktursatz fiir abelsche Gruppen auf A(k) an, so
erhélt man

Satz 10. Sei k ein Korper und entweder k endlich, oder k endlich er-
zeugt tiber Q oder k ein Funktionenkorper, der endlich erzeugt tiber seinem
Primkérper ist. Sei A eine tiber k definierte abelsche Varietat. Dann gilt

Alk) =~ 7 x H(Z/pfiZ), (1.5)

mit einem freien Anteil ~ 77, r > 0, und einem Torsionsanteil Ayrs(k).

Definition 7. Man bezeichnet den Rang r des freien Anteils in (1.5) als den
Rang von A(k).

Bemerkung 5. Im Fall k = [F, ist dieser Satz Kklar, s.o., insbesondere ist der
Rang r = 0 und $A(k)srs endlich. Genauer gilt fiir eine abelsche Varietiat A
der Dimension g iiber k

FA(F) < (14 va)™,
vgl. hierzu [Sb00], S. 13.

1.1.5 Offene Fragen

Es gibt nun eine Reihe von Ergebnissen und Vermutungen, welche den Rang
und die Torsionsgruppe von abelschen Varietdten betreffen. Ein Aufstellung
davon findet sich in [Sb00], Ch. 2 und 3, mehrere Beispiele gibt auch [LEM].
Wir wollen einiges davon wiedergeben:

Vermutung 1 ((starke) Torsions-Vermutung). Ist A eine abelsche Varietdt
der Dimension d, die tiber einem Zahlkorper k (vom Grad m) definiert ist,
dann gilt $A(k)wrs < C mit einer nur von d und k (nur von d und m)
abhdngigen Konstante C.
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Fiir d = 1 und m = 1 ist die starke Torsionsvermutung schon seit lénge-
rem durch MAZUR bewiesen:

Satz 11 (Mazur, 1975). Ist E eine tiber Q definierte elliptische Kurve, so
ist E(Q)iors isomorph zu einer der folgenden 15 Gruppen:

Z]mZ mitm=1,2,...,10 oder m = 12
Z)27 X Z/mZ mit m =2,4,6,8

Fiir elliptische Kurven wurden einige weitere Félle nach und nach gezeigt,
bis schliefilich MEREL den Beweis fiir alle m erbrachte:

Satz 12 (Merel, 1996). Ist E eine elliptische Kurve tiber einem Zahlkérper
k vom Grad m, so ist $E(k)iors nach oben durch eine Konstante beschrankt,
die nur von m abhdngt.

Fiir abelsche Varietédten iiber Zahlkorper sind ebenfalls einige speziel-
le Falle bekannt, die allgemeine Vermutung bleibt jedoch offen. Man kann
die Torsionsvermutung auch auf andere globale Kérper verallgemeinern, vgl.
[Sb00], S. 14, insbesondere vermutet man:

Vermutung. Ist A eine abelsche Varietdt, ohne konstanten Teil, iiber einem
Funktionenkérper k, und sei d die Dimension von A. So gilt: $A(k)iors wird
nach oben durch eine Schranke begrenzt, welche nur von d und k abhdingig
15t.

Fiir d = 1, also fiir elliptische Kurven, ist auch hier einiges bekannt. Bei-
spielsweise zeigte LEVIN die absolute Beschrianktheit von E(k)s im Falle,
dass k£ ein Funktionenkorper einer Variable ist.

Rangvermutung Auch iiber den Rang einer abelschen Varietdt gibt es
Vermutungen. Fiir sehr warscheinlich hélt man die folgende Aussage, die
bereits in der Einfithrung erwidhnt wurde, SILVERBERG bezeichnet sie als
,, Teil der Folklore®.

Vermutung 2. Der Rang elliptischer Kurven iiber Q ist nicht nach oben
beschrinkt.

Allgemeiner:

Vermutung 3. Der Rang elliptischer Kurven tiber globalen Kdrpern ist nicht
nach oben beschrinkt.
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Fiir Funktionenkorper sind tatsdchlich einige Félle bewiesen, sogar kon-
struktiv:

Der Beweis iiber F,(t), fir p # 2, durch TATE und SHAFAREVICH in

[T'S67] ist das Hauptthema der vorliegenden Diplomarbeit, der Fall Fy(t) ist
in dem neuerlichen Beweis durch ULMER in [Ul02] beinhaltet, siche Abschnitt
3.2.2, ab Seite 95
Beweise iiber F,(t), sowie eine Zusammenstellung weiterer Konstruktionen,
finden sich in der Arbeit von Bouw, DIEM und SCHOLTEN, [BDS04], siehe
dazu auch [DS05]. Der Fall F,(#) mit p = —1 mod 4 geht auch aus der Kon-
struktion von SHIODA, [Shi86], hervor, siehe Abschnitt 3.2.1, Theorem 9, auf
Seite 93.
Im Gegensatz zur Situation iiber Funktionenkdrpern ist jedoch iiber Zahl-
korpern kein Beweis in Sicht. Tatséchlich erweist es sich als sehr schwierig,
iiberhaupt Beispiele elliptischer Kurven hohen Ranges iiber Q zu finden. So
war etwa bis 1977 keine elliptische Kurve bekannt, deren Rang iiber QQ die
Wert 7 {ibersteigt. MESTRE konstruierte 1986 ein Beispiel einer Kurve mit
Rang > 14. In den 1990er Jahren stieg die Bestmarke hier nach und nach
auf 23 (durch MARTIN und McMILLEN, 1998). Im Jahr 2000 stand der Re-
kord schliefllich bei 24 (ebenfalls MARTIN-MCMILLEN). Eingehend wird die
Suche nach elliptischen Kurven hohen Rangs in der Diplomarbeit von W.
KROWORSCH behandelt [Kr05].

Auch fiir allgemeinere abelsche Varietéiten gibt es in diesem Zusammen-
hang Vermutungen, auf die wir hier jedoch nicht weiter eingehen wollen.

1.2 Isogenien und Endomorphismen

1.2.1 Definitionen und allgemeine Aussagen

Wir geben fiir den grundlegenden Begriff der Isogenie im Fall elliptischer
Kurven eine Definition, die sich an dem Begriff der projektiven Kurve mit
einem ausgezeichneten Punkt orientiert, wie in Definition 1 auf Seite 1:

Definition 8. Eine k-Isogenie elliptischer Kurven E, E’ iiber einem Grundkorper
k ist ein nicht-konstanter k-Morphismus (von Kurven)

¢: E— E
mit ¢(OE) = OE/.
Zwei elliptische Kurven E, E’ heiflen isogen (iiber k), in Formeln E ~j E'

wenn zwischen ihnen eine k-Isogenie ¢ : E — FE’ besteht. Fir E ~; E’
schreibt man meist nur £ ~ E'.
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Bemerkung 6. Héaufig wird der Begriff Isogenie fiir elliptische Kurven auch
so definiert, dass auch konstante Isogenien, ¢(E) = Op, zugelassen sind, so
etwa bei SILVERMAN [Sil86], S. 70.

Satz 13 (vgl. [Sil8&6], S. 70, Th. 4.8, S. 75). Ist ¢ : E — E’ ein Homomor-
phismus mit ¢(Og) = Opr, so gilt entweder p(E) = E' oder ¢(E) = {(’)E/}.
Seien auflerdem Py, P, € E, so gilt:

APy + Py) = ¢(Pr) + o).
Insbesondere induziert jede Isogenie einen Gruppenhomomorphismus.

Durch diesen Satz sehen wir, dass unsere Definition mit der folgenden
allgemeineren Definition kompatibel ist.

Definition 9 (vgl. z.B. [MilAb], S. 30). Eine k-Isogenie abelscher Varietéten
A, A" iiber einem Korper k ist ein surjektiver k-Homomorphismus ¢ mit end-
lichem Kern (d.h. Ker ¢ hat Dimension 0). Zwei abelsche Varietéten heifien
isogen (iiber k), A ~; A’ wenn zwischen ihnen eine k-Isogenie besteht.

Auch hier spricht man iiber dem algebraischen Abschluss meist nur ,, A
isogen zu A’ und schreibt A ~ A’

Satz 14 ([MilAb], Prop. 6.1, S. 30). Fir einen Homomorphismus ¢ : A — B
abelscher Varietiten sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e ¢ ist eine Isogenie
e dim A = dim B und ¢ st surjektiv
e dim A = dim B und Ker ¢ ist endlich.

Das wichtigste Beispiel fiir Isogenien sind die im Folgenden definierten
Multiplikations-Abbildungen.

Satz ([MilAb], Th. 6.2, S. 30). Ist A eine abelsche Varietit der Dimension
g tber einem Korper k so ist fiir jedes n € 7 die Abbildung
A — A

[n] - a na:ia

7

eine Isogenie. Fiir n # 0 ist [n] eine nicht-konstante Abbildung vom Grad
deg(n) = n*. Auferdem ist [n] separabel, wenn char(k) = 0 oder char(k) t n.
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Definition 10. Seien A, A" abelsche Varietédten iiber k. Wir definieren
Homy, (A, A") = { k-Homomorphismen A — A'},

und

End;, (A) = Hom,, (A, A)

Durch (¢ + 1/J) (P) = ¢(P) + ¢(P) sowie (¢ o w) = ¢(¢(P)) erhalten
Homy(A, A’) und Endg(A) jeweils die Struktur eines Ringes, mit der kon-
stanten Isogenic A — O als Nullelement. Mittels Z < Endy(A), n — [n]
kann Z als Unterring von Endg(A) aufgefasst werden. Es gilt: Homy (A, A")
ist torsionsfreier Z-Modul.

Bemerkung 7. Sind A, A’ iiber einen Korper k definiert, so kann Homy (A, A") C
Homy (A, A’) = Hom(A, A’) gelten. Entsprechendes gilt auch fiir die Endo-
morphismenringe.

Definition 11. Die Menge A[m]| der m-Teilungspunkte von A zu m € Z
wird definiert als

Alm| = {P €A: [m|(P)= (9}.
Der Frobenius-Endomorphismus

Definition 12. Sei k£ ein Korper der Charakteristik p > 0. Und sei ¢ = p™,
m > 1. Zu jedem Polynom

F=Y X Xen o ek[Xi,..., X,

bezeichne
f(q) — Z Cngi,l co X Gin

das Polynom, welches man aus f durch Anwendung der Frobenius-Abbildung
k — k, x — 2% auf die Koeffizienten erhélt.

Sei nun V eine algebraische Varietét, die iiber k definiert ist durch Gleichun-
gen

h=fo=-=f=0 mit fi € k[ Xy, ..., X,
Dann bezeichnen wir mit V(@ die Varietét, die durch die Gleichungen
fl(q) :...:f1SQ) -0

definiert wird.
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Durch Anwendung des Frobenius z — z¢ auf die Koordinaten der Punkte
von V erhalten wir eine natiirliche Abbildung

V(@

r { V —
0 Wxy,.oyx,) — (2. 2l)

diese heifit g-Frobenius Morphismus.
Um zu sehen, dass tatsichlich Fr (V) = V@ geniigt es, fi(Q)(Frq(P)) =0
fiir P € V nachzurechnen:

FO(Fr(P)) = f7(ad,...,2%)
= (fi(z1,...,2z0))" (da char(k) = p)-
=0 (da f;(P) =0).

Sei nun speziell £ der endliche Korper F,, und k dessen algebraischer Ab-
schluss. Dann wird Gal(k | k) durch die Frobenius-Abbildung x — 29 erzeugt.
Anderseits ist k& C k eindeutig bestimmt durch 29 = z fiir jedes z in k. Ist
also die Varietdt V iiber k definiert, so gilt

V=v@  undauch V=V m>1.

Damit ist F'rgm ein Endomorphismus von V', der sogenannte ¢"-Frobenius-
Endomorphismus. Es gilt dann

FrgnV(Fgn) =V (Fgn)  fir m=1,2,3,....

Ist k vollkommen, so ist die Frobenius-Abbildung surjektiv. Fiir Varietéten,
welche iiber solchen Korpern definiert sind, ist der Frobenius-Morphismus
somit auch surjektiv.

Fiir eine Abelsche Varietéit A, die iiber einem endlichen Korper der Charak-
teristik p definiert ist, ist F'r, € End(A) eine Isogenie nach Definition 9, da
der Kern Null ist.

Satz 15 (siche [Sil86], S. 30f). Ist k ein vollkommener Kéorper mit char(k) =
p>0,qg=p". C eine iber k definierte Kurve und Fr : C — C@ der ¢-
Frobenius-Morphismus, so gilt

Frik(C9) = k(C)*
Fr st rein inseparabel

deg Fr =q
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Korollar 2 ([Sil86]. S. 31, [Har77], S. 302). Jeder Abbildung ¢ : C; —
Cy zwischen nichtsinguldren Kurven tber einem (vollkommenen) Kérper der
Charakteristik p ldsst sich als Komposition schreiben

Ao

wobet q = degmsep(w), EFr der g-Frobenius-Morphismus und X\ eine separable
Abbildung ist.

Satz 16 (siche [Sil86], Cor. 5.5, S. 83). Sei k = F,, und E dber k definier-
te elliptische Kurve, und sei Fr deren q-Frobenius-Endomorphismus. Seien
auflerdem m, n € Z. Dann gilt

m+no Fr € End(F)

ist separabel genau dann, wenn p t m. Insbesondere ist 1 — Fr immer sepa-
rabel.

1.2.2 Endomorphismen elliptischer Kurven

Wir wollen nun die zuletzt eingefithrten Begriffe fiir elliptische Kurven einge-
hender betrachten, und auch einige der allgemeinen Aussagen in diesem Fall
zeigen.

Die duale Isogenie

Satz 17 (und Definition). Ist ¢ : By — Ej eine nichtkonstante Isogenie vom
Grad deg(¢) = m, so existiert eine eindeutig definierte Isogenie ¢ : Ey — E)
mit der Eigenschaft

¢ o =[m] € End(E,) und
¢ o¢p=[m] € End(E).

Man bezeichnet ¢ als die duale Isogenie zu ¢. Die Abbildung ¢ < ¢ hat
folgende FEigenschaften:

o [st \: Fy — FEs5 eine weitere Isogenie, so gilt

—

Ao ggo;\.

<
I

o [st1): Fy — Es eine weitere Isogenie, so gilt

|

~

b+ =0+

<
Il
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o Fiir alle m € Z gilt

[m] = [m] und deg[m] = m?

~

o [s ist deg(¢) = deg(¢) und gz@ = ¢.

Beweise fiir die in Satz 17 gesammelten Aussagen finden sich z.B. in
[Sil86], I11.6, ab Seite 84.

Satz 18 (ibid., Coroll. 6.3). Die Gradabbildung deg : Hom(FE,, Ey) — Z ist
eine positiv definite quadratische Form.

Beweis. Wir zeigen, dass

(¢, ) = deg(¢ + ¢) — deg(¢) — deg(v)
bilinear ist. Durch (¢, ) € Z kann man in End(F;) rechnen:

[(¢,0)] = [deg(¢ + )] — [deg(¢)] — [deg(v)]
=(p+¢)o(p+¢)—dogp—toy
=gop+iog

Dieser Ausdruck ist sowohl in ¢ als auch in ¢ linear. Wegen deg(—¢) = deg(¢)
und deg(¢) > 0, mit Gleichheit genau fiir ¢ = 0, folgt die Behauptung. [

Korollar. Der Endomorphismenring End(E) einer elliptischen Kurve E ist
nullteilerfrei.

Beweis. Aus ¢potp = 0 folgt 0 = deg(porp) = deg(¢) deg(v), da Z Integritéits-
ring und die Gradabbildung nicht-entartet ist, muss dann bereits ¢ = 0 oder
1 =0 in End(F) gelten. O

Die Struktur der Torsionsgruppen

Korollar 3 (ibid., Coroll. 6.4). Ist E eine elliptische Kurve iber einem
Korper k und m € Z, m # 0. Wenn char(k) = 0 oder m prim zu char(k)
ist, so gilt

E[m| ~ (Z/mZ) x (Z/mZ).

Fiir char(k) = p hingegen gilt entweder
E[p’"]:{(’)}, fiir alle r=1,2,...

oder
Elp"| ~(Z/p"Z), firalle r=1,2,... .
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Beweis. (Nach [Sil86] S. 89f.) Unter den angegebenen Voraussetzungen ist
[m] eine finite, separable Abbildung. Da deg([m]) = m?, gilt dann §E[m| =
deg[m] = m? und fiir jedes d mit d | m gilt §E[d] = d*. Daraus ergibt sich
Elm| ~(Z/mZ) x (Z/mZ).

Bezeichne Fr den p-Frobenius-Endomorphismus. Fiir E[p"] gilt

tE[p'] = deg,,,[p'] = (deg,,,(Fr o Fr))"
= (degsep Fr)".

Ist nun Fr inseparabel, so ist degsepﬁ“ = 1 und somit §E[p"] = 1, ist Fr
hingegen separabel, so ist

degsepﬁ“ = degﬁ" =deg F'r = p,
folglich also §E[p"] = p". Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Definition 13. Ist E eine elliptische Kurve iiber einem Korper k der Cha-
rakteristik p > 0, so heifit £ supersinguldr, wenn E triviale p-Torsion hat,
d.h. wenn E[p"] = {O}. Sonst heifit £ gewohnlich.

Aus dem Beweis ergibt sich noch:

Korollar 4. Bezeichne Fr, den p"-Frobenius-Endomorphismus. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

o I supersinguldr
o Ir, (rein) inseparabel fir ein (und somit alle) r > 1
e 1E[p"] =1 fiir ein (und somit alle) r > 1.

Beweis. Es ist degg,, Fr, = (degge, F'r)". D.h. nach dem vorherigen Beweis

1 = deg,,, Frel= deg.,, Fr, < tE[p"] =1,
fiir ein beliebiges r > 1. ]

Wir werden uns im Abschnitt 1.4 nochmals nidher mit supersinguléren
elliptischen Kurven befassen.

Wir wollen hier noch einen Satz angeben, der die grundsitzliche Frage,
welche Struktur End(F) haben kann, beantwortet. Vorher wiederholen wir
eine Definition aus der Algebra:
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Definition 14. Eine Q-Algebra A der Form

A=Q+ Qo+ QB+ QaB, mit
042,62 € Qa 042 < Oa 62 < 07 Oéﬂ = _504

bezeichnet man als (definite) Quaternionenalgebra (iiber Q).

Beispiel. Das wohl einfachste Beispiel ist die Quaternionalgebra Q mit
o =p*=—1.
Tensoriert man diese mit R, so erhélt man die hamiltonschen Quaternionen.

Satz 19 ([Sil86], Theorem I11.9.4, S. 100f). Ist E eine elliptische Kurve, so ist
End(E) entweder isomorph zu Z, oder zu einer Ordnung eines imagindrqua-
dratischen Zahlkérpers, oder zu einer Ordnung in einer Quaternionenalgebra.

Bemerkung 8. Zum Beweis dieses Satzes werden tatsdchlich nur folgende
Aussagen verwendet, die wir bis auf die letzte alle schon kennengelernt haben:

e End(F) ist ein (freier) Z-Modul
e Die Existenz einer Involution ¢ — ¢ auf End(E)

e Die Existenz einer positiv definiten quadratischen Form auf End(FE),
der Gradabbildung.

e dimgpEnd(£) @ Q < 4.
Die letzte Aussage benétigt tieferliegende Hilfsmittel, die wir spater darstel-
len werden, siehe Korollar 8 auf Seite 37.
Anzahl der rationalen Punkte von F

Satz 20. Sei E eine elliptische Kurve, die iiber dem endlichen Korper k =T,
definiert ist. Weiterhin sei Fr € Endg(E) der q-Frobenius-Endomorphismus
von E. Dann gilt:

1. Die Anzahl der rationalen Punkte von E dber k, $FE (k) ist

E(k) =deg(Fr—1)=q+1—t,
mit  t=Fr+ Fr,

wobei die ganzen Zahlen t,q mittels Z — Endy(E) mit [t] und [q] iden-
tifiziert werden.
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2. Man hat die Abschditzung
1E(k) = (e + 1| <24,
insbesondere ist |t| < 2,/7.
3. In Endg(E) gilt die Relation
Fr* —tFr+4q=0.
Beweis. Zu 1.: Da Galﬁ/% | k) als topologische Gruppe von F'r erzeugt wird,
liegt ein Punkt P € E(k) genau dann in E(k), wenn Fr(P) = P. Also
ker(Fr —1) = E(k),
und somit
8(E(k)) = deg(Fr—1) = (Fr—1) (ﬁ" —1)
— FrFr—(Fr+Fr)+1=q—t+1.

Zu 2.: Wir haben in Satz 18 gesehen, dass die Gradabbildung eine positiv
definite quadratische Form deg : End(E) — Z darstellt. Also gilt fiir jedes
r,s€Z,s#0

1 1 ry2 T
0< gdeg(r—sFr) = ?(r2—trs+qs2) = (g) —t;—i—q.

Es folgt, dass das Polynom X2 —tX + ¢ € Q[X] nicht-positive Diskriminante
hat, ¢ — 4¢ < 0, und somit

BE(k) —q—1| = |t| < 2V/4.
Zu 3.: Es gilt
0= (Fr—ﬁ)(FT—Fr)
= [r? — (FT+ﬁ“)FT+FTﬁ‘
= Fr’ —tFr+q.

Dies war zu zeigen.

]

Definition 15. Wir bezeichnen das durch die polynomiale Relation in 3.

gegebene Polynom
X2 —tX +q¢q

als das charakteristische Polynom des Frobenius F'r von E, und
t=(Fr+ ﬁ’)

als seine Spur.
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Dann gilt:
E supersinguliar < Fr inseparabel < ¢t =0 mod p,

nach Satz 20 zusammen mit Korollar 4. Die letzte Aquivalenz ergibt sich,
indem man 16 auf F'r =t — Fr anwendet. Ist aber End(E) = End, (E), SO
werden wir spéter, in Abschnitt 1.5.2, sehen:

E supersingulir < t = £2,/q mit \/q € N.

1.2.3 Endomorphismen abelscher Varietiten

Man kann viele der Aussagen, die wir auf den letzten Seiten {iber elliptische
Kurven gemacht haben, auf abelsche Varietéten verallgemeinern.

Im Folgenden sei A eine abelsche Varietét der Dimension ¢ und k ihr
Grundkorper.

Satz 21 ([MilAb], Prop 9.13, S. 44). Die Gradabbildung deg : End(A) —
7, o — deg ac ist eine homogene polynomiale Abbildung vom Grad 2g.

Satz 22 ([MilAb], Th. 9.9, S.43). Sei A eine abelsche Varietit der Dimension
g tber einem Grundkérper k, und o € End(A), so gibt es ein eindeutig
bestimmtes normiertes Polynom P, € Z[X] vom Grad 2g mit

P, (7’) = deg(a — 7’) fiir alle r € Z.

Bemerkung 9. Die beiden vorangehenden Sétze behalten tiber End(A) ® Q
ihre Richtigkeit, wenn man fiir o ¢ End(A), na € End(A) die Definitionen
von deg(a) und P,(X) durch

deg,, = n?% deg,,,,, P.(X) =n %P, (nX)
erweitert.

Definition 16. Wir bezeichnen das Polynom P, als das charakteristische
Polynom von « und definieren die Spur Tr(«) durch die Gleichung

Po(X) = X% = Tr(a) X* "+ - 4 deg(a).

Der Frobenius-Endomorphismus einer abelschen Varietét
Ist der Grundkorper von A endlich, k = F,, so ist die Frobenius-Abbildung

Fr . (xoz«~~::cn)l—>(xg:~--:x%)

ein Endomorphismus von A. Es gilt dann der folgende Satz:
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Satz 23 ([MilAV], Th. 19.1). Sei Pp,(X) das charakteristische Polynom
des Frobenius-Endomorphismus von A und Pp.(X) = H?g (X — ai) dessen

Zerlequng in Linearfaktoren tiber Q, so gilt:

2g

HA(Fgm) = H(l —al") fir allem > 1, (1.6)

i=1

und |a;| = ¢*/2. (Riemann-Hypothese)
daher hat man die Abschdtzung

[BA(F,)| < 29972 + (2% — 29 — 1)¢*".

1.3 Zetafunktionen

Im Folgenden ist k& = F,, ein endlicher Kérper der Charakteristik p > 0,
k =T, der algebraische Abschluss.

Definition 17 (Weilsche Zetafunktion). Ist V' eine iiber k = IF, definierte
glatte projektive Varietét, so ist die Zetafunktion von V durch die folgende
Potenzreihe € Q[[X]] definiert:

m

Z(V,X) = exp(i Nmﬁ>, mit N, = 8V (Fgn).  (1.7)

Beispiel. Das einfachste Beispiel ist V = P!. Da die projektive Gerade iiber
F,m fiir jedes m > 1 aus ¢™ + 1 Punkten besteht, ist

Z(P', X) — exp(i@m 1)%) _

m=1

1 B 1
1—qX> (1 -X)(1—gX)

1
= exp(log % + log

Entsprechend erhélt man fir V =P

P (Fgm) = (L4+¢™+ (¢™)+ -+ (¢™)")

= Z(P7) = .

(1-X)1—=¢X)---(1-q"X)

ANDRE WEIL vermutete 1949 in [Weid9] eine Reihe von Eigenschaften
der Zetafunktion Z(V, X), fiir jede Varietéat V iiber k.
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Theorem 4 (Weil-Vermutungen). Sei V' eine glatte projektive Varietit der
Dimension n tiber dem endlichen Kérper k, so hat die Zetafunktion Z(V, X)
von V' folgende Figenschaften

1. Rationaliat:
Z(V,X) €QX).

2. Funktionalgleichung:
1
Z<V, —) =+ ¢"PPXEZ(V, X), (1.8)
"X
dabei ist E die Schnittzahl der Diagonale A =V x V' mit sich selbst
und entspricht der Euler-Poincaré Charakteristik von V.

3. Riemann-Vermutung:

PLX)Py(X) - - Pona(X)
By(X)Py(X) - Pzn(X)’

Z(V,X) = (1.9)
hierbei sind Po(X) = 1 — X, P5,(X) = 1 — ¢"X und fiir jedes i =
1,...,2n ist P(X) ein Polynom € Z[X], dass sich dber Q schreiben

ldsst als
P(X)=]](1 - ayX),
J
mit ganzen algebraischen Zahlen o, fiir die |oy;| = ¢*/>.

Bemerkung 10. Die Analogie zur riemannschen Zetafunktion wird nach einer
Substitution ¢ — ¢~—* deutlicher. Setzt man

C(V, s) = Z(V, q_s)

mit komplexen Argumenten s, so wird aus der (formalen) Potenzreihe eine
meromorphe Funktion, mit der Funktionalgleichung

C(V,n — s) =+ qE("/2’s)C(V, s).

Bemerkung 11 (Zur Geschichte des Theorems 4). Eine Reihe von Aussagen,
die man heute als Speziallfille des Theorems ansehen kann, finden sich schon
bei GAUSS. E. ARTIN zeigte in seiner Dissertation die obigen Eigenschaften
fiir einige spezielle elliptische und hyperelliptische Kurven, HASSE konnte sie
dann fiir elliptische Kurven allgemein nachweisen, und WEIL erbrachte 1948
in [Weid8] den allgemeinen Beweis fiir Kurven. 1949 duflerte er dann, nach-
dem er dort entsprechende Aussagen fiir bestimmte Flichen bewiesen hatte,
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siche Abschnitt 2.2, in seiner Arbeit [Weid9] das allgemeine Theorem als Ver-
mutung. Damit gab er ein Programm vor, welches die weitere Entwicklung
der algebraischen Geometrie mafigeblich beeinflussen sollte. DWORK zeigte
1959 die Rationalitdt und die Funktionalgleichung, aber erst P. DELIGNE
konnte 1973 durch den Nachweis der Riemann-Vermutung den Beweis des
Theorems abschliefen.

1.3.1 Weil-Vermutung fiir elliptische Kurven und abel-
sche Varietiten
Elliptische Kurven Wir wollen nun die Weil-Vermutungen fiir elliptische

Kurven beweisen. Das wesentliche Hilfsmittel dazu haben wir schon mit Satz
20 auf Seite 18 bereitgestellt.

Satz 24. Ist I eine elliptische Kurve iiber einem endlichen Kiorper k =T,
so hat die Zetafunktion von E folgende Form:

1 —tX + ¢X?
(1-X)(1-g¢X)

Z(E,X) = mit t =Tr F'r € Z. (1.10)

Der Zihler von Z(E,X) faktorisiert dabei tiber Q als

1—tX 4+¢X? = (1-aX)(1-aX),
mit |a} =./q.

Nach [Sto00], S.36f. In Satz 20 haben wir bereits gesehen, dass die Spur
t des Frobenius Fr ganzzahlig ist und die Ungleichung [t| < 2,/g erfiillt.
Das charakteristische Polynom des Frobenius aus Definition 15 hat somit
Diskriminante < 0, folglich gilt

(1.11)

X?—tX+q=(X—-a)(X -a),

mit o, @ € Q, |a| = /g und @ konjugiert zu a. Hieraus folgt die Zerlegung
(1.11) fiir die behauptete Form des Zahlers. Andererseits ergibt nach Satz 20
das Einsetzen von F'r in sein charakteristisches Polynom Null, und somit gilt
tiber Z[Fr]:

X2 X +q=(X—Fr)(X - Fr).

Damit haben wir einen Ringisomorphismus

Zla] — Z[Fr] — End(E)
a+— Fr,
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der auch fiir t = 0, i.e. @ = #,/q definiert ist, da End(F) ein Integritétsring
ist. Aus dem Beweis von Satz 20 wissen wir

bE(k) =q+1— Fr— Fr,

womit nun
tE(k)=q+1—-a—a.

Da Fr™ fir m > 1 der Frobenius-Endomorphismus von F,~ ist, gilt ebenso
HE(Fgn) = ¢" +1— Fr™ —Fr =q+1—a™ —a™

Damit konnen wir den Beweis abschlieflen:

Z(E,X) = exp<mz1 )
(@) X (@) s (@X)7
—eo( XS - - )
=1 m=1 m= m=
1
:eXp<1°g X o8y X_Og1—aX_0g1—aX>
C(1-aX)(1-aX)  1-tX +¢X?

(1-X)1-¢X) (1-X)(1-g¢X)’

Bemerkung 12. Die Funktionalgleichung von Z(F, X) lautet

1
J(E,—) =Z(F,X).
( ’ q X) ( ’ )
Als néchstes wollen wir die Rationalitdt und die Riemann-Vermutung

auch allgemeiner fiir die Zetafunktionen einer abelschen Varietét zeigen, vgl.
hierzu [MilAb], oder [MilAV], § 19.

Satz 25 ([MilAV], Cor. 19.4). Sei A eine abelsche Varietit der Dimension
g uber k = F,. Weiterhin sei Pp,(X) das charakteristische Polynom des q-
Frobenius-Endomorphismus von A, mit der Faktorisierung

P (X) =TT (X — a;) dber Q, wie in Satz 23, auf Seite 21. Dann gilt

7

P (X)) Py 1(X)
2(AX) = BEIR) — Poya () Py (X'

mit Pp(X) = H(l — aika) firk =1,2,...,2g, wobei a;y, fir festes k tber
alle Produkte a;, ---a;,, 0 < i3 <--- <1, < 2g lduft.
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Bewetis. Aus Satz 23 wissen wir bereits

29

A (Ep) = 1[0 - ar)

=1

Damit ergibt sich ergibt sich in Analogie zum vorherigen Beweis

(A X = exp(Z MX"L>

:exp(;:l(ug—l)k > 1) ’)

(D)=(i1,i) J=1

29
1 . 1
= exp (log — + g (—1) g log -
1-X k=1 () =(i1,-rik) 1-X HJ’=1 @i,

_ Pi(X) - Py 1(X)
 P(X)Py(X) -+ Pago(X) Pyy(X)’

wobei in der 2. und 3. Zeile die a;; aus {a; : i = 1,...,2¢g} sind und

grad P,(X) = (%). O

Da die a; alle nach Satz 23 |a;| = ¢'/? erfiillen, ist |a; ;| = ¢*/?
klar:

Fiir abelsche Varietiten tiber endlichen Korpern gilt die Riemann- Vermutung
aus Theorem 4.

, damit ist

1.3.2 Zetafunktionen von Kurven und jacobische Va-
rietidten

Der nachfolgende Satz, den wir ohne Beweis angeben wollen, schlie3t Satz 24
als Spezialfall ein und stellt ein weiteres Beispiel fiir Theorem 4 dar.

Satz 26 (Weil-Vermutung fiir Kurven). Sei C' eine glatte projektive Kurve
tber k, und sei g das Geschlecht von C, dann gilt

1. Z(C,X) € Q[t] ist eine rationale Funktion

2. Z(C, 1/(qX)) = ql_gXZ_ng(C’, X))

3. Z(C,X) =P(X)/((1-X)(1—¢X)) mit einem Polynom P(X) € Z[X]
vom Grad 2g, welches (iber C) folgermaflen faktorisiert

ﬁ 1—0{] de),

Jj=1
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wobei ov; ganzalgebraisch mit |a;| = ¢*/2.

Zu diesem Satz vergleiche etwa [Sto00], S. 37, ein Beweis mittels Schnitt-
zahlen wird in [Har77], App. C, Ex. 5.7 und V, Ex. 1.10 skizziert. Die Haupt-
aussage dieses Satz wird sich bald als Korollar zu Satz 28 ergeben.

Jacobische Varietidten von Kurven

Zu einer glatten projektiven Kurve C' vom Geschlecht ¢, die iiber einem
Korper k definiert ist, gibt es eine abelsche Varietdt der Dimension g, die
Jacobische von C, die durch eine Reihe dquivalenter Eigenschaften bestimmt
ist und jeweils iiber diese definiert werden kann. Als Grundreferenz fiir diesen
Abschnitt dient hierbei [MilJV].

Definition 18. Sei C' eine nichtsingulére projektive Kurve iiber einem Korper
kund C" = C x --- x C das r-fache Produkt von C' mit sich selbst. Wir de-
finieren die r-fache symmetrische Potenz C") durch den Quotienten

cn=cr/s,,

wo S, die symmetrische Gruppe mit r! Elementen ist, d.h. C) besteht aus
den ungeordneten r-Tupel von Punkten von C. Weiterhin bezeichnen wir mit
7 die Quotientenabbildung C™ — C (Py,..., P.) — Y, P.

es gilt dann

Lemma 2. Fiir eine nichtsingulire Kurve C ist C\) eine nichtsingulire
Varietdt.

Bemerkung 13. Zu genaueren Details der Konstruktion siehe [MilJV], §3, ab
S. 174.

Satz 27. Sei C eine nichtsingulire projektive Kurve vom Geschlecht g > 0
tiber einem Korper k. Dann gibt es eine abelsche Varietit J der Dimension
g, sowie eine kanonische Abbildung f : C'— J. die durch jede der folgenden
FEigenschaften eindeutig bestimmt sind:

1. J ist birational dquivalent zu C'9)
(vgl. [MilJV], §5 ab S. 182 insbesondere Theorem 5.1, Remark 5.6,
sowie §7 ab S. 189)

2. Isth : C'— A eine rationale Abbildung von C' in eine abelsche Varietdt,
dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus o : J — A,
so, dass h = ao f+a mit eitnem a € A . Sind f, h tber k definiert und
C(k) # 0, so ist auch « tber k definiert und a € A(k). ([Laj, Theorem
9 auf S. 35, vgl. auch [MilJV] Prop. 6.1 und 6.4, S. 185f)
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Definition 19. Die abelsche Varietdt J aus Satz 27 heiffit die jacobische
Varietédt von C, wir schreiben J(C').

Satz 28 ([MilJV], Th. 11.1, S. 200). Sei C' eine nichtsinguldre projektive Kur-
ve vom Geschlecht g diber einem endlichen Kérper k = F,. Sei weiterhin J
die Jacobische von C, P;(X) das charakteristische Polynom des k-Frobenius-
Endomorphismus von J und Py(X) = H?il (X — ai) dessen kanonische Zer-
legung in irreduzible Faktoren. Dann gilt: Die Anzahl der k-rationalen Punkte

von C' erfillt
2g

1O (k) = 1—Zaz~—l—q.

=1

Insbesondere ist |tC (k) — q — 1| < 2g¢"/2.

Korollar 5. Fiir die Zetafunktion von Z(C, X) von C gilt

H?il(l _aiX)
(1= X)(1—gX)’

Z(C,X) = (1.12)

mit den a; aus Satz 28.
Beweis. Bezeichne PJ*(X) das charakteristische Polynom des ¢"-Frobenius-

Endomorphismus von J, so folgt durch Anwendung von Satz 23 auf die abel-
sche Varietit J, dass P7*(X) = [[2%, (X — a}"). Damit ergibt sich

=1

29
(O(Fp) = 1= 3 ap 44"
i=1

Analog zum Beweis von Satz 24 erhélt man nun

[e'e) 29 Xm
Z(C,X):exp( (1+¢™ Za )
m=1
29
:G"Xp(longJrlg Z 1 aX )

. H?il(l - aiX)
eSS
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1.4 Supersingulire elliptische Kurven

In Definition 13, auf Seite 17, hatten wir supersingulére elliptische Kurven
durch die Eigenschaft E[p"] = 0, fiir jedes r, definiert. Aus dem Beweis 3,
Seite 17 hatten wir auflerdem gesehen, dass E supersinguldr genau dann,
wenn F'r rein inseparabel ist (Korollar 4). Wir wollen nun einige weitere Ei-
genschaften supersingulérer elliptischer Kurven kennenlernen. Basisreferenz
sind hierbei [Sil86], Chapter V, besonders § 3 und § 4 ab Seite 137, sowie
[Hus], Ch. 13 ab S. 242. Ein groler Teil der hier behandelten Aussagen geht
auf die grundlegenden Untersuchungen von MAX DEURING zuriick, [Deudl].

Um die Notation zu vereinfachen, werden wir nachfolgend fiir eine p-
Potenz p", r > 1, den p"-Frobenius durch F'r, statt F'r, notieren.

Lemma 3. E ist supersingulir genau dann, wenn [p| (rein) inseparabel ist.

Bewess. Es ist
degsep [p] = degsep(FT © ﬁ;) = degsep ﬁ

also .
degsep Fr=1 <« degsep [p] = 17

was dquivalent zur Behauptung ist. ]

Lemma 4. Gibt es (mindestens) ein r > 1, fir welches der p”-Frobenius
Fr,. € Z, dann gilt E ist supersinguldr.

Beweis. Ist F'r, € Z C End(FE). Da
'] = Fr, o Fr, = deg Fr,”

folgt nun Fr, = [£p"/?] (und r muss gerade sein), dann ist aber
LE[p"?) = degye, Fry =1,

da der Frobenius rein inseparabel ist. Also hat E triviale p"/? Torsion und
ist somit supersingulér. O

Lemma 5. Ist Endj E eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra, so ist B
supersinguldr.

Beweis. Ist ¢ € End(F) iiber k, definiert, so gilt

¢OFTTZFTTO¢7
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denn ¢ ist eine polynomiale Abbildung (z,y) — (f(z,y), g(z,y)), die genau
dann iiber k, definiert ist, wenn f, g € k.[z,y], d.h. also wenn

Fro(f(z,y)) = f(z,y).

AuBlerdem gilt natiirlich fiir n € Z

6 oln) =)o ¢.

Also: Q[F'r,] ist Teilmenge des Zentrums von von Endy, (F)® Q. Ist nun aber
Endj;(FE) eine Ordnung einer Quaternionenalgebra, so ist das Zentrum von
End,(F)®Q gleich Q. Das bedeutet, es gibt ein s, so, dass Fr, € Z fiir jedes
r > s mit s | r. Nach dem vorherigen Lemma ist dann E supersingular. [

Bemerkung 14. Tatséchlich ist Q[F'r,] gleich dem Zentrum von Endy, (E)®Q.
Es gilt auch die Umkehrung:

Lemma 6 (ohne Beweis, vgl. z.B. [Sil86], Th. V 3.1, S. 137). Ist E super-
singuldr, so ist Endg(F) eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra.

Wir werden spéter noch einen eigenen Beweis hierfiir erbringen, Korollar
8 in Abschnitt 1.5.

Satz 29. Sei k ein endlicher Kéorper der Charakteristik p. Und sei E eine
elliptische Kurve diber k. Es gilt dann:

1. E st supersinguldir genau dann, wenn

e End;(E) eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra ist

o Fr.eZ firemnr>1
2. E st gewdhnlich genau dann, wenn

e Endj;(FE) eine Ordnung in einem quadratischen Zahlkorper ist
o Fr. &7 firaller > 1

Beweis. Wir haben bereits gesehen: Die Tatsache, dass End(F) in einer Qua-
ternionenalgebra liegt, ist dquivalent dazu, dass E supersingular. Im Beweis
von Lemma 5 haben wir aulerdem gesehen, dass die Nichtkommutativitét
von End(FE) die Ganzzahligkeit des Frobenius impliziert, woraus wiederum
E supersingular folgt, nach Lemma 4.

Es bleibt also nur noch zu zeigen: Ist F gewohnlich, so ist Endj(E) Ordnung
in einem quadratischen Zahlkoérper. Aus E gewohnlich folgt Fr,. & 7Z, Vr,
dann ist aber End;(F) > Z, es handelt sich aber nicht um eine Ordnung in
einer Quaternionenalgebra. Dies ergibt die Behauptung. O
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Satz 30 ([Sil86], Th. V.3.1a, (iii)). Sei k ein endlicher Korper der Charak-
teristik p und E eine supersinguldre elliptische Kurve tiber k. Es gilt dann
](E) S ]Fp2.

Jede supersingulére elliptische Kurve in Charakteristik p ist also (bis auf
Isomorphie) bereits iiber I, oder 2 definiert.

Beweis. Da 13;1 . E® — FE nach Voraussetzung inseparabel ist, vom Grad
p, konnen wir Korollar 2, Seite 15, anwenden. Es ergibt sich dann, dass F'r,

sich als Kompositum

g®» ope?) Y g

darstellen lisst, wobei Fr’ die Frobenius-Abbildung E® — E ®*) und Y eine
separable Abbildung mit deg = 1 ist. Ein Morphismus glatter Kurven vom
Grad 1 ist aber ein Isomorphismus (siehe z.B. [Sil86], Cor. 2.4.1, S. 25), und

somit ergibt sich:
2

J(B) = j(BE®)) = j(B)".
Folglich ist j(E) € F . O

Satz 31 (Kriterien fur Supersingularitit). Sei k ein endlicher Korper mit
p = char(k) > 2.

o [st E eine elliptische Kurve iber k mit einer Weierstraf-Gleichung
By’ = f(x),

wo f(z) € k(x) ein kubisches Polynom mit (paarweise) verschiedenen
Wurzeln in k ist. Dann ist E supersinguldr genau dann, wenn der Ko-
effizient von P~ in f(x)®P~V/2 yerschwindet.

o [st E eine elliptische Kurve in Legendre-Normalform,
E:y=x(x—1)(z—N\), 0,1#\€k,

so ist B genau dann supersinguldr, wenn das sogenannte Deuring-
Polynom,

i=0
bet A eine Nullstelle hat.

Vergleiche [Sil86], V. Th. 4.1 auf S. 140, sowie [Hus], S. 348f}.
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Beweis. (Nach [Sil86], S. 141f) Es sei ¢ = tk. Sei x : k* — {£ 1} der
eindeutig bestimmte nichttriviale Charakter der Ordnung 2, d.h. x(z) = 1
genau wenn x ein Quadrat in £* ist. Erweitert man die Definition von y auf
k durch x(0) = 0, so kann x benutzt werden, um die Punkte von E(k) zu
zéhlen, denn

O# P=(z,y) c B(k) & f(z)=y" & x(f(2)) # -1

Ist X( f (ZL‘)) = 0, so erhiilt man zu = genau einen Punkt, (x,0), wihrend man
fiir X( f (x)) = 1 zwei verschiedene Punkte, (z, £y) erhélt. Unter Beriicksich-
tigung des zusétzlichen Punktes O ergibt sich

CE(R) =1+ q+ > x(f(@) = 1+q+ 3 (f@) 7, (1.13)

€k z€k

dabei wurde verwendet, dass x(z) = 2V/2 fiir alle z € k, da x(z) = 0
genau fiir z gleich 0 und 2z(9=1/2 = 1 genau dann, wenn x(z) = +1, wegen
29=1 =1 fiir alle z € k*. Nun ist aber, ebenfalls wegen 277! = 1 in k%,

: —1 wenng—1 |3
> =
0

= wenngqg — 11 4.

Wir multiplizieren nun f(z)@ /2 auf der rechten Seite von (1.13) aus. Da
grad f(z) = 3, ist der einzige Summand der Form a;z’, mit i | ¢ — 1, der zu
297! gehorige. Also ist

tB(K)=1- A, mod p, wenn A, = Koeffizient von 27! in f(x)@ /2.
(1.14)
Dabei ist natiirlich A; mod p zu betrachten, da in & summiert wird. Ande-
rerseits ist nach Satz 20 auf Seite 18

tE(k) =deg(Fr—1)=qg—t+1,
mit t = Fr + Fr.

Vergleicht man dies mit (1.14), so erhélt man
A, =+t (mod p),

da aber Fr = [t] — F'r, folgt hieraus mit Satz 16, vgl. die Bemerkung nach
Definition 15

A;=0modp & t=0mod p & Fr inseparabel < F supersingulér.
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Um den Beweis des ersten Teils abzuschlielen, miissen wir noch zeigen, dass
A, =0 genau wenn A, =0, fir ¢ = p™, m > 1. Wegen p"*' —1=(p" — 1) +
p(p—1) ist

f(a;)(p”lfl)/? — f(x)(pul)ﬂ (f(m)(pfl)ﬂ)i’“
und damit (da grad f = 3)

-
Apr+1 — AprAi 5

und die Behauptung folgt per Induktion.

Der zweite Teil des Satzes ist ein Spezialfall des ersten Teils. Denn der
Koeffizient A, von 27~ in [z(x —1)(z — \)]™ ist gleich dem Koeffizienten von
2™ in [(x — 1)(x — A)]™ und dieser ist gerade

m

A= 3 (M) 0 = )

i=0
U

Eine hochst interessante Folgerung erhélt man aus (1.13) und dem Beweis
des zweiten Teils.

Korollar 6 ([Hus|, Prop. 13.3.9, S. 251). Sei k = F, und E eine dber k
definierte elliptische Kurve mit

E:y2:x(x—1)(x—/\), A€k,
Dann gilt
tE(k)=1—(—1)"H,(A\) mod p.

Insbesondere ist E supersinguldr genau dann, wenn §E(k) =1 mod p, also,
wegen Satz 20, Seite 18, genau wenn §E (k) =p+ 1.

Hieraus ergibt sich mit §E£(k) = p+1—t (Satz 20) sofort ¢ = Fr+Fr=0
und mit Satz 24, Seite 23, somit

Korollar 7. Ist E eine supersinguldre elliptische Kurve, die iiber k = ),
definiert ist, so gilt

1+ pX?
(1= X)(1-pX)

Z(E,X) =

Neben den verschiedenen Kriterien, die es erlauben, eine elliptische Kurve
als supersingulér zu erkennen, ist auch folgende Bemerkung fiir die praktische
Anwendung wichtig:
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Bemerkung 15. Es gibt zu jeder Primzahl p (mindestens) eine elliptische
Kurve, die tiber [F, supersingulér ist, vgl. [Hus], S. 261.

Wir wollen nun noch einige Beispiel fiir supersingulidre Kurven angeben:

Beispiel. Betrachten wir folgende Weierstrafigleichung iiber £ = F,, mit einer
ungeraden Primzahl p,

E: y? =2+ ax, a€ k.

Behauptung: Ist p = 3 mod 4, so ist £ supersingulér.
Wir untersuchen nachfolgend die beiden Endomorphismen F'r, A\ € Endj(E),

Fr . (x,y) — (xp,yp)
A (x,y) — (—x,zy),
wobei 2 € F,,, mit 1> = —1. Ist nun (z,y) ein Punkt auf E, so gilt:
(/\oFr) (x,y) = )\(Fr(x,y)) = /\(xp,yp) = (—xp,zyp)
(FroX) (e,y) = Fr(Me.y)) = Fr(—a,0) = ((—17a?, 2y).

Da p nach Voraussetzung ungerade ist, (—1)? = —1 und " = 12, wenn p =
1 mod 4, und * # 1 sonst, also wenn p = 3 mod 4. In letzteren Fall gilt also

Fro)\(x,y) = (—xp,zpyp) =+ (—xp,zyp) =\o Fr (J:,y)

Damit ist aber Endj(E) nicht kommutativ und somit E supersingulér.

Beispiel. Betrachten wir nun iiber k = F,, p # 2,3, die elliptische Kurve zu
der Gleichung
E: =%+, bek.

Behauptung: Ist p = 2 mod 3, so ist E supersingulér.
Der Beweis lauft analog wie im vorherigen Beispiel, wir betrachten den Fro-
benius F'r sowie folgendes A € Endj(E):

A (x,y) — (Cm,y),
mit einer dritten Einheitswurzel ¢ € k, also (> =1, ¢ # 1. Es gilt dann
(/\oFr) (m,y) = /\(Fr(x,y)) = /\(xp,yp) = (Cxp,yp)
(Fro/\) (m,y) = FT()\(x,y)) = Fr(Cx,y) = (Cpxp,yp).
Da (2 # ¢, folgt im Falle p = 2 mod 3
Frol (:c,y) = ((2:1:7’,3/”) =+ ((xp,yp) =\o F'r (:c,y),

somit ist £ supersingular.



34 KAPITEL 1. GEOMETRISCHE HILFSMITTEL

1.5 Tates Ergebnisse von 1966

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Arbeit ,,Endomorphisms of Abe-
lian Varieties over Finite Fields“, [Ta66], von JOHN T. TATE befassen, auch
wenn eine genauere Darstellung den Rahmen dieser Diplomarbeit iiberschrei-
ten wiirde.

1.5.1 Der Hauptsatz von Tate

Sei im folgenden k ein endlicher Kérper der Charakteristik p und & sein
algebraischer Abschluss.

Definition 20. Sei A eine abelsche Varietit der Dimension ¢ iiber k, [ eine
Primzahl, [ # p, so bilden die I™-Torsionspunkte von A fiir m > 1 ein

projektives System mit den Abbildungen A[I™ ] gy A[l™]. Der Tate-Modul
T,(A) wird nun definiert als der projektive Limes

Ti(4) = lim A[I™).
AuBlerdem definiert man
Vi(A) = Q, ®z, T;(A),

wo Z;,Q; der Ring der ganzen [-adischen Zahlen, bzw. der Koérper der I-
adischen Zahlen sind.

Der Tate-Modul hat folgende Eigenschaften

e T;(A) ist ein freier Z;-Modul vom Rang 2¢g, und entsprechend ist V;(A)
ein Q;-Vektorraum der Dimension 2g.

e Die Galois-Gruppe G = Gal(k | k) operiert auf T;(A).

e [st B eine weitere abelsche Varietit iiber k, so gibt es eine kanonische
Injektion

Z; @ Homy, (A, B) — Home (Ty(A), T)(B)).

Diese Abbildung ist der Grund, warum dem Tate-Modul grofle Bedeutung
fiir das Studium der Endomorphismen abelscher Varietdten zukommt. Die
meisten End(A) betreffenden Aussagen, die wir in 1.2.1 und in 1.2.3 ange-
geben haben, werden iiblicherweise unter Riickgriff auf diese Darstellung des
Endomorphismenrings bewiesen.

TATES wichtigstes Ergebnis war nun das folgende Theorem.
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Theorem 5 (Hauptsatz von Tate). Die Abbildung
Z; @ Homy, (A, B) — Homg (Tl(A), Tl(B))

ist eine Bijektion. (Aquivalent dazu ist:
Q; @ Homy, (A, B) — Home (Vi(A), Vi(B)) ist bijektiv.)

Bemerkung 16. Die Arbeit [Ta66] steht methodisch und inhaltlich in engem
Zusammenhang sowohl mit den Untersuchungen DEURINGS [Deu41] iiber die
Endomorphismenringe elliptischer Kurven als auch mit grundlegenden spéte-
ren Arbeiten von YU. G. ZARHIN [Zh75] und G. FALTINGS [Fal83]:
ZARHIN gelang es 1975 die Methoden TATES auf den Funktionenkoérperfall
k =F,(t) zu iibertragen und das zu Theorem 5 analoge Ergebnis fiir abelsche
Varietéten tiber F,(t) zu zeigen, [Zh75] und [Zh74].

Man vermutete nun, dass dieses Resultat auch iiber Zahlkorpern seine Rich-
tigkeit behalten wiirde, was unter der (nicht ganz eindeutigen) Bezeichnung
Tate-Vermutung bekannt wurde. Diese Vermutung gehorte zu einem ganzen
Geflecht von Vermutungen, die zu einander in enger Wechselbeziehung stan-
den, und sich teilweise gegenseitig implizierten. Unter anderem gehorten dazu
mehrere Endlichkeitsséitze iiber abelsche Varietéiten, wie etwa der folgende:

Ist A eine abelsche Varietdt tiber einem Zahlkérper k, so gibt es
bis auf Isomorphie nur endlich viele abelsche Varietiten B tiber
k, welche zu A isogen sind.

Ganz besonders interessant war in diesem Kontext jedoch, dass diese End-
lichkeitsaussagen, auf jacobische Varietdten angewandt, iiber den Umweg der
sogannten Shafarevich-Vermutung die beriihmte Vermutung von MORDELL
implizierten, ein Zusammenhang, der 1968 von PARSHIN erkannt worden war.

Vermutung von Mordell: Ist C eine nichtsingulire projektive Kurve vom
Geschlecht g > 2 iiber einem Zahlkorper k, so ist C(k) endlich.

Diese Vermutung war von MORDELL bereits 1922 aufgestellt worden, in
[Mor22]. Sie hatte jedoch bislang jedem Versuch eines Beweises widerstan-
den. In seiner Arbeit [Fal83] gelang es nun GERD FALTINGS, die ARAKELOV-
Theorie, die er weiter verfeinert hatte, einzusetzen, um einige abgeschwéchte
Endlichkeitssidtze zu beweisen. Daraufhin nutzte er diese dabei, die Metho-
den TATES und ZARHINS in die Sprache der Zahlkorper zu iibersetzen, und
daraufhin iiber die nun bewiesene Tate-Vermutung die obige Endlichkeitsaus-
sage nachzuweisen, womit auch die Richtigkeit der Vermutung MORDELLS
gezeigt war. Fiir diese Leistung erhielt FALTINGS 1986 die Fields-Medaille.
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1.5.2 Weitere Ergebnisse
Definition 21. Seien f, f> normierte Polynome in Q[X], und sei jeweils
£(X) =]]p"™, fir i=1,2,
p

die kanonische Zerlegung von f; in paarweise verschiedene irreduzible Poly-
nome iiber einer Korpererweiterung K von Q. Wir definieren nun

r(fi, f2) =Y er(pea(p) gradp.

p

Die so definierte ganze Zahl 7“( f1, fg) ist unabhéngig von der Wahl des Er-
weiterungskorpers /. Man kann also beispielsweise K als einen gemeinsamen
Zerfallungskorper von f; und fy; wéahlen, dann ist gradp = 1.

Satz 32 ([Ta66], Theorem 1). Sind A, B abelsche Varietiten iber einem end-
lichen Kérper k, und Pf.(X) und PE.(X) die charakteristischen Polynome
der Frobenius-Endomorphismen beziiglich k von A bzw. B. Dann gilt:

1. Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

B ist k-isogen zu einer abelschen Untervarietit von A

1.15
= PE(X) teilt PA.(X) (1.15)

2. Der Rang von Homy (A, B) erfiillt
Rang Homy, (4, B) = r(PI?‘T(X), PET(X)), (1.16)

mit r: Q[X] x Q[X]| — Z wie oben definiert.
3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) A und B sind k-isogen, A ~y B
(b) Pp.(X) = PE.(X)
(¢) Ihre Zetafunktionen stimmen iberein, Z4(X) = Zg(X)
(d) tA(K") = 8B(K') fiir jede endliche Kérpererweiterung k' von k.

Wir wollen fiir den Fall elliptischer Kurven einige Folgerungen aus diesem
Satz ziehen.
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Korollar 8. Fiir elliptische Kurven tiber k = F, gilt:

Rang Endi(FE) € {2a4} falls ¢ = p*™,m > 1
{2} sonst.

Insbesondere ist Rang Endy(F) < 4, vgl. die Bemerkung zu Satz 19 auf Seite
18.

Beweis. Wir benutzen (1.16):
Rang Homy, (A, B) = r (Pf,, PR.) .
In End(E) gilt:
P (Fr)=Fr* — (Tt Fr)Fr 4 q = 0.

Dabei ist |Tr Fr| < 2,/q. Das quadratische Polynom P£ (X) hat nicht po-
sitive Diskriminante und somit verfiigt es entweder iiber keine Wurzel in Q
oder aber eine doppelt auftretende.

e Ist PE(X) ein Quadrat iiber Q, d.h. PE.(X) = £(X — \/6)2, so gilt
P(PE(X), PE(X)) =2 — 4.
Dieser Fall kann nur fiir /g € Q, also ¢ = p?™. m > 1, auftreten.
e Ist P£.(X) irreduzibel iiber Q, i.e. PE.(X) = (X —a) (X — @), so gilt
r(PE(X), Ph(X)) =1"+1*=2.
]

Lemma 7. Der Frobenius beziiglich k = Fyr, F'r,, ist ganzzahlig, genau dann,
wenn Endy(E) eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra ist.

Beweis. o Ist I'r, € Z, so ist
[p"] = Fro Ir = deg(Fr)? = Fr = [£p"/?],

und r eine gerade Zahl, vergleiche den Beweis von Lemma 4. Dann ist
aber |Tr Fr,| = 2p™/? € Z und somit

PE(X) = (X +p?)?,

also Rang Endy(F) = Rang End;(F) = 4. Damit ist aber End(FE) eine
Quaternionenalgebra, nach Satz 19, Seite 18.
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e Die Richtung Endy(F) Quaternionenalgebra = Fr, € Z wurde schon
gezeigt (siche Lemma 5 auf Seite 28): Es ist ndmlich Q[F'r,] im Zentrum
von Endy(F) ® Q, aber das Zentrum einer Quaternionenalgebra (iiber
Q) besteht nur aus Q.

[

Bemerkung 17. Man sieht Endg(E) = Endz(E) in diesem Falle auch, ohne
zu wissen, dass 4 der hochste mogliche Rang ist: Denn Z liegt im Zentrum
von Endg(F). Aus F'r, € Z folgt also, dass jedes ¢ € Endj(FE) mit dem p’-
Frobenius kommutiert und somit schon iiber &k definiert ist, also ¢ € Endy(E).

Beim Beweis von Korollar 7 hatten wir Folgendes gesehen: Ist E eine
supersingulére elliptische Kurve {iber I, dann ist Tr F'rp = 0. Damit ergibt
sich:

Korollar 9. Ist E supersinguldr iber k = F,, so gilt:

e PE(X) = (X —iyp)(X +1iyp), insbesondere ist P, (X) irreduzibel
tiber Q.

e Endy(E) S End;(E).

Ist E supersingulére elliptische Kurve iiber £ = [F),, so haben wir in Satz
7, Seite 32, die Zetafunktion Z(F,X) von E angegeben. Nach dem eben
Gesagten ist klar, dass diese nach Korpererweiterung eine deutlich andere
Form annehmen muss. Nach Satz 30 ist zu erwarten, dass dies bereits iiber
F,2 der Fall ist. Wir wollen das nachpriifen:

Ist £ supersinguldr iber k& definiert, so ist der Zahler von Z(E, X) von
der Form 1 + pX?2. Durch eine quadratische Erweiterung U? = X erhalten
wir die Zetafunktion von E iiber k2. Insbesondere ist hier der Zihler ein
Quadrat, und 0 # Tr F'r = £2,/q = £ 2p:

Z(E7 U2)]F s Z(E7 U)kZ(E7_U)k

B 1+ pU? 1+ pU?
(1 -U)1-pU) (1+U)14+pU)
(1+ pU?)? 1+ 2pU? + p2U*

R R (e U

Also

14 2pX + p?X?

1-X)1-pX)

in der Tat ist dies genau die Form, die man nach Korollar 8 erwarten wiirde,
mit ¢ = p? und Tr F'r, = +2p € Z.

Z(E.X), , =



Kapitel 2

Z.ahlentheoretische Hilfsmittel

2.1 Gauf3sche Summen und Jacobi-Summen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei wichtige Hilfsmittel, die zueinander in
enger Beziehung stehen, einfithren. Als grundlegende Referenzen dienen hier-

bei [Weid9], [Weib2] sowie [IR82].

2.1.1 Gaufische Summen

Die gaufischen Summen begegnen einem in der Zahlentheorie wie auch in der
algebraischen Geometrie auf Schritt und Tritt, so werden sie etwa in der Zah-
lentheorie zum Beweis der quadratischen Reziprozitit oder in der Theorie der
L-Reihen verwendet, vgl. beispielsweise das Buch von NEUKIRCH, [Neu92],
oder von IRELAND, ROSEN, [IR82].

Definition 22. Sei k = Fpn, mit n > 1, ¢ = p™,m > 0. Sei x ein nicht-
trivialer Charakter von £* und 9 ein nichttrivaler Charakter der additiven
Gruppe von k, d.h. ¢ : kT — @X, mit ) Z 1. Wir definieren die gaufische
Summe g(x, ) als

g0 v) = Y x(ww(u), (2.1)

u € kX

wobei die Summation durch die Vereinbarung x(0) = 0 auch iiber ganz k
erstreckt werden kann. Bleibt der additive Charakter i fest, schreibt man
oft auch vereinfachend g(x).

Fiir einen nichttrivialen multiplikativen Charakter y der Ordnung m auf
k> ist x fiir jedes zu m teilerfremde a > 0 wieder ein solcher Charakter.
Héaufig variiert man die betrachteten Charaktere von £* nur iiber eine solche

39
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Menge {x®:a=1,2,...}. Man definiert deshalb fiir fest gewéhltes 1, x

ga) = g(x",v) = Y x(u)*P(u). (2.2)

uek>*

Satz 33. Fir die iber k = Fn definierte gaufische Summe g(x, ) gilt:
g g0 v) =¢"

also |g(x.¥)| = V@' 2
Beweis.
9060 T 0) = <Z X(u)¢(u)> . <Z x(vfl)lb(—v))

= > > X u—v) =Y x(u) Y o((u—1))
=> x(u) (Z ¥((u—1)v) — ¢(o)) + 1(2 w(0>)

u#l vek veEKX
=D xW(0-1)+(¢" - 1)

u#l
== (3 xw) = x() +q" —1=g".

Hierbei wurde ausgenutzt, dass die Summen ), ¥(v) und ) .. x(u) je-
weils 0 ergeben, wenn 1, y nichttrivial. Denn dann gibt es ein ¢ € k* mit

X(t) # L Ist T =5 . x(u), so gilt

XOT = x(x(u) = ) x(tu)=T.

uekXx tuek>

Da x(t) # 1 folgt T' = 0. Analog sieht man ) _, v (v) = 0 fiir ¢ nichttrivial.
O

Ersetzt man in (2.1) w durch tu, mit einem ¢ € k,t # 0,

906 ) = x(6) Y x(w)i(tu),

uekX

so erhalt man

Korollar 10 (Fourier-Entwicklung von x(u)).

) = LY ST X ()

4 tek\{0}



2.1. GAUSSSCHE SUMMEN UND JACOBI-SUMMEN 41

2.1.2 Jacobi-Summen

Die folgende Darstellung richtet sich zum grolen Teil nach [Wei49].

Definition 23. Seien xo, ..., x, nichttriviale multiplikative Charaktere von
F,, x : F,” — QX, mit der Eigenschaft, dass ihr Produkt, xo - - x., trivial
ist. Wir definieren dann die Jacobi-Summe

j(X07"'aXT’) - Z Xl(vl)"'XT’(UT)

X
V1,...,0r € Fg

1+4vi+-+v,=0
1 (2.4)
= q——l Z Xo(uo) - - Xr(ur).
UQ,UT e, ur € IF;
ug+ur+--+up=0
Aus Symmetriegriinden gilt natiirlich auch
J(x0--- xr) = > Xolwe) - xro1(v2).
VQ,eeyUp—1 € ]F;<
vo+++++vp_1+1=0
Lemma 8. Es gilt j(Xo,---,Xr) = J(X0, - X2)-
Beweis. Mit u durchliuft u?P ebenfalls £*. Also
(q_l) j(XO?"'?XT) = Z XO(uO)--~Xr(ur)
uQ,...,ur € Fg
ug—l—u-—i-uf:O
= > xold) .. x(ud)
ug ..... ub € IF;
ug+.-~+u£70
= > xXb(wo) - (),
uQ,-.-,ur € Fg
uo+-+ur=0
= (=1 j(x0;- - x2),
da x(u?) = xP(u) fiir jedes u € k*. O

Satz 34. Fir die Jacobi-Summe j(Xo, - .., xr) tUber F, gilt:

J(X0 s xr) = éHg(xi,w), (2.5)

=0
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Beweis. Wendet man auf die Definition Korollar 10 an, und setzt fiir jedes
Xi, t = 0,...,r, die Fourier-Entwicklung mit einem fiir alle ¢ fest gewéahlten
additiven Charakter v ein, so erhélt man

(g—1) j(x0,-- - xr) =

o (ot ) D (ITx) 3 #(30m)

2 ui=0

wobei der Summationsindex i jeweils von 0 bis r lauft.

Durch Y. u; = 0 wird eine ¢"'-elementige Untergruppe der additiven
Gruppe (F,)" festgelegt. Auf dieser wirkt ¢ (Y, ¢;u;) als Charakter, der nur
genau dann konstant gleich 1 ist, wenn ¢y, = --- = t,. Andernfalls kann
man namlich fiir ein z € k£ mit ¢(2) # 1 das Gleichungssystem ) ., u; = 0,
> tiu; = z auflésen und erhalt u; mit P (> tiwg) # 1.

Da die Summe auf der rechten Seite iiber alle Elemente der Untergruppe
lduft, ist sie fiir einen konstanten Charakter gleich ¢"~*, und sonst 0, vgl. den
Beweis zu Satz 33. O

Mit Gleichung (2.3) erhélt man noch:
Korollar 11. Ist j(xo, ..., Xxr) eine Jacobi-Summe tber F,, so gilt:
j(X07 s 7X7“) E(X()? s JXT) = qT717

insbesondere ist |j(xo,---,Xr)| = V¢

In manchen Situationen ist auflerdem folgende Erweiterung der Definition
(2.4) sinnvoll:

Definition 24. Sind x;, ..., x; multiplikative Charaktere von F,, die nicht

alle trivial sind, ohne Einschriankung seien xo, ..., xs_1 die trivalen und
Xs, - - - » X¢ die nichttrivalen Charaktere. Dann definiert man
J(X0s - xe) = (=1)%(Xss - -+, Xt)- (2.6)

Offenbar gilt Lemma 8 weiterhin unverédndert auch fiir die so definier-
ten Jacobi-Summen, die anderen Formeln lassen sich jeweils auf den Faktor
J(Xs, .-, X¢) anwenden.



2.1. GAUSSSCHE SUMMEN UND JACOBI-SUMMEN 43

2.1.3 Gauf3- und Jacobi-Summen bei Korpererweite-
rungen

Wir haben bislang Gaufl- und Jacobi-Summen iiber endlichen Korpern k£ =
F, betrachtet, wo ¢ = p™, m > 1. Was ist nun die Beziehung zwischen den
entsprechend definierten Summen auf F, und auf einer Kérpererweiterung
F,»? Wir wollen zundchst unsere Notation festlegen:

e Sei k = F,. Mit k, bezeichnen wir dann die Erweiterung Fgn, n > 1,
und k; = k.

e Wir wihlen ein festes erzeugendes Element w der zyklischen Gruppe
k*. Jeder Charakter xy von k* wird dann eindeutig durch seinen Wert
X(w) bestimmt.

e Wir gehen nun induktiv vor und wéhlen fiir jedes n ein erzeugendes
Element w,, der zyklischen Gruppe k,,”, mit der Eigenschaft

N o (Wn) = Wi, fiir alle m mit m | n,
was wegen der Surjektivitdt der Norm moglich ist.
e Nun kénnen wir nichttriviale Charaktere y,, von k,” durch
Xn(Wn) = Xm (Nkn|km (wn)), fiir alle m mit m | n,
festlegen. Es gilt dann

Xn = Xm © Nkn\km .

AuBlerdem erweitern wir die Definition der y,, durch x,(0) = 0 auf ganz
ky .

e Analog konnen wir nun mit den additiven Gruppen der k;, i = 1,...
verfahren: Man wahlt einen nichttrivialen Charakter ) von k und erhélt
mit der Definition

Pn = P 0 Ty ke,

fiir jedes n einen nichttrivialen additiven Charakter von k.

Die Antwort auf die Frage, was mit einer gaufischen Summe bei Erwei-
terung ihres Definitsionskorpers geschieht, wurde nun von H. HASSE und
H. DAVENPORT in [DH35] gegeben. Thre Ergebnisse finden sich z.B. auch in
[Weid9], mit einem vollstindigem Beweis, der kiirzer ist, als der im Original.
Ein weiterer, auf P. MONSKY zuriickgehender, Beweis findet sich in [IR82],
11.4, Seite 163ft.
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Theorem 6 (Hasse-Davenport). Sei k = F,, k, eine endliche Erweiterung
mit [k, : k| = n, xn und 1, nichttriviale Charaktere von k,” und k-, fir
die Xn = X © Ny, i und 1, = 1 o Try, ., mit nichttrivialen Charakteren x, v
von k*, k, gilt. Seien jeweils g(x,v) und gn(Xn, ¥n) mittels x, v bzw. xpn, ¥p
gebildete gaufische Summen auf k und k,. Dann gilt:

— Gn(Xn: thn) = [—g(x, w)] ' (2.7)

Wir werden den Beweis aus [IR82] nachzeichnen, vorher wollen wir jedoch
eine wichtige Folgerung angeben:

Korollar 12. Seien k, k, wie oben und x;,; firi =20,...,r, 7 =1,...,n
nichttriviale multiplikative Charaktere von kj, mit Xn; = X1, © N, k. Sei-
en weiter J1(X1,0; - -+ X1.r) UNA jn(Xn0,- - Xnr) mit diesen gebildete Jacobi-
Summen, so gilt

jn(Xn,Oa s 7Xn,7“) - (_1)(n—1)(r+1) (jl(X1,07 cee 7X1,7‘))n' (28>
Beweis.
) 1
]n(Xn,m cen 7Xn,r> = q_ngn<Xn,0) T gn(Xn,r)
1 — n n— n
= q—n(—l)” Yo1(x10)" - (=1)" g1 (xas)
= (=)D Gy (s -5 x10))
mit (2.5), Seite 41. O

Beweis des Theorems von Hasse-Davenport: Der Beweis verlauft in
mehreren Schritten.

Zu jedem nichtkonstanten normierten Polynom f € k[z], f = 2™ —
c1z™ 4+ -+ (=1)"¢,, definiere

A(f) = d(er) x(em).
Es gilt
Lemma 9. A(fh) = A(f)A(h), fir alle normierten f,h € k|x].

Beweis. Ist f(z) = a™ — cia™ ' 4+ -+ + (=1)"¢,, und h(x) = 2" — bia'™t +
w4 (=D, so st f(z)h(z) = 5™ — (by + c) 2T 4 (=)™ e by
Also

A(fh) = ©(br + c)x(embr) = ©(br)v(cr)x(em)x(br) = A(f)A(R)
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Lemma 10. Sei a € k, (mit o &€ k) und f(x) ein normiertes, iber k irre-
duzibles Polynom mit f(a) = 0. Dann gilt

)\(f)n/d = U () xn(a), wo d = grad f.

Beweis. Ist f(z) = 2% — c;z%™! + -+ + ¢4, so hat man
n n/d
Try, k() = e und N, k(o) = ¢

Nun ergibt sich

Lemma 11. Es ist

90t t) = 3 (grad HA(F)" =,
7

wo tber alle normierten f € k[x] mit grad f | n und f irreduzibel diber k
summiert wird.

Beweis. Jedes « in k,, ist Wurzel eines normierten, iiber £ irreduziblen Po-
lynoms f mit d = grad f | n. Seien ay,...qq, dessen Wurzeln, dann liegen
diese alle in k,, (und haben gleiche Norm und Spur). Nach dem vorherigen
Lemma ist

D Xnloa)in(an) = dA(F)"

Summiert man nun iiber alle normierten irreduziblen Polynome, deren Grad
n teilt, so erfasst man alle a € k,,, und es folgt die Behauptung. [

Wir erweitern die Definition von A, indem wir A(1) = 1 setzen.

Lemma 12. Es gilt folgende Identitdit

> oaEt = I (=)

f normiert firred.,normiert
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Beweis. Durch Entwicklung als geometrische Reihe ist

o0

(1= AP =S ()"

v=0
Damit steht auf der rechten Seite
o
(/\( tgradf t21 gradfz fz)7

es wird hierbei fiir jedes v iiber alle v-Tupel irreduzibler normierter Polynome
in k[z] multipliziert. Da sich aber jedes normierte Polynom in k[z| als Produkt
normierter irreduzibler Polynome ausdriicken lésst, ist dies einfach

ST

fnormiert

Als néchstes zeigen wir

Lemma 13.
S OAMHE =14 g(x, )1, (2.9)
!
wobei auch hier iber alle normierten Polynome in k[z] summiert wird.
Beweis. Zunéchst hat man
S =30 (3 M)
f v=0 grad f=v

Betrachtet man auf der rechten Seite dieser Gleichung den Summanden fiir

v =1, so ist
AN =D Me—a) = x(a)p(a) = g(x,v).

grad f=1 ack a€k

Fiir v > 1 ergibt sich hingegen

Z A(f) = Z AMa¥ ="+ 4 (=1)%e)

grad f=v (1,00 ) ERY
= "2 Y vle)x(a) = (@) (X ve) -
c1,eoek cek cek
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Nun haben wir also

L+g0uu)t= [ (1= Ae=an) ™

firred.

Logarithmiert man beide Seiten und bildet die Ableitungen, so erhélt man

_9bey) 3 A(f)(grad f)eeradf=1
L+ 9069t 1— A(f)terads

f

Wir multiplizieren beide Seiten mit ¢ (um auf der rechten Seite wieder t&adf
im Zahler zu haben) und entwickeln die Briiche dann als geometrische Reihen:

S o1 gl )t = 0 (Y (erad fY(A) E).
v=1 f ov=l

Koeffizientenvergleich liefert nun

(~1)" Ygle ) = Y (grad HA(F)" =

grad f|v

Mit Lemma 11 ergibt sich die Behauptung des Theorems.

2.2 Die klassische Bestimmung von Zetafunk-
tionen

Fiir die Arbeiten [Wei49] und [Wei52] haben wir folgende grundlegende Situa-
tion: Wir wollen die Anzahl der Losungen gewisser algebraischer Gleichungen
iiber endlichen Kérpern allgemein bestimmen, und so die rationalen Punk-
te auf den zugehorigen algebraischen Varietédten zéhlen. Nach Untersuchung
des Verhaltens unter Korpererweiterung lassen sich dann deren Zetafunk-
tionen bestimmen. Das wesentliche Hilfsmittel bei dieser Untersuchung sind
die im vorherigen Abschnitt definierten Gaufl- und Jacobi-Summen und das
Theorem von Hasse-Davenport.

Vereinbarungen. Sei k, fiir n € N der endliche Kérper Fyn (und k1 = F,).
Wir wahlen dann fiir jedes n ein erzeugendes Element w, der zyklischen
Gruppe k,”, mit

N ko (Wn) = Wi, fir m | n,

wie auf Seite 43 erlautert.
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Ist @ € Q, mit (¢" — 1)a = 0 mod 1, so wird durch

2mial

Xan : wﬁl — e , (2.10)

ein Charakter von k,” definiert, der nichttrival ist, genau wenn o Z 0 mod 1.
Wir setzen diesen auf ganz k, fort durch

0 fiira #0mod 1
Xa,n(()) = .. _
1 fiir o =0 mod 1.

Da mit (¢™—1)a = 0 mod 1 auch (¢™ —1)a =0 mod 1, fiir [ = 1,2,.. ., gilt,
lasst sich zu jedem X, auch ein x4, analog definieren und es gilt dann

Xa,ml = Xa,m © Nkml|km .

Wir definieren nun Jacobi-Summen

jn (CY(), s 7a7“) = j(Xao,n7 te 7Xar,n)-
sowie gaulsche Summen

Q(Xa,n)a

mit entsprechend definierten nichttrivialen additiven Charakteren ,,, n =
1,2,..., so, dass ¢, = 1 o Try |, wie auf Seite 43.

2.2.1 Weils Ergebnisse von 1949

Die Anzahl der Losungen von Gleichungen iiber endlichen Kérpern

Wir wollen das Vorgehen WEILS in [Weid9] kurz darstellen. Sein Ziel war es,
zunidchst die Anzahl N der Losungen einer Gleichung der Form

apry’ + -+ a,x" =0, mit a; € k, n; > 0, (2.11)

iiber k£ anzugeben.
Bezeichne N;(u) fiir ein gegebens u € k die Anzahl der Losungen von
™ = u, so ist

1 wennu = (
Ni(u) = ¢ d; = ggT(n;;q — 1) wenn u d;-te Potenz in k

0 sonst.

Es gilt dann

N =Y No(up)--Ny(uy), (2.12)
L(u)=0
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wo iiber alle Punkte u = (uo, . .., u,) summiert wird, die auf der durch

r

L(u) = Z a;u; =0

1=0

definierten linearen Varietit in A, ™ liegen.

Wir benutzen nun die weiter oben fiir € Q, (¢ — 1)a = 0 mod 1, defi-
nierten Charaktere x,., von k,”. Da hier durchgehend n = 1 gilt, schreiben
wir der Ubersichtlichkeit halber nur y,.

Lemma 14. Es gilt N;(u) =), Xa(u), die Summe lduft dabei iber 0 < o <
1, a€eQ, (¢—1)a,dja =0mod 1.

Beweis. Fiir u = 01ist N;(0) = > xa(0) =1,i=0,...,r, und die Identitiét
ist trivial. Fiir v # 0 gilt
di—1
2 Xalw) =3¢,
e’ v=0
wo ¢ = X1/4,(u), eine di-te Einheitswurzel ist. Es ist ( = 1 genau dann, wenn
we (K)" Fiir (£A1wird ¥,¢"=0,da0=1-¢%=(1-¢) 3, ¢ 0O
Damit folgt sofort

Lemma 15.

N = 30 S () -+ e (1),

(u)=0 «a;
wo o, €Q, 0<q; <1, dya; =0 mod 1.

Lemma 16. Es gilt
N=q"+> Xao(to) - Xa, (1), mit
u,a so, dass L(u) =0, d;a; =0mod 1, 0 < oy < 1.

Beweis. Ist ag = -+ = a, = 0, 80 ist xa,(u) konstant gleich 1 fur alle i.
Die Summe fiir @ = 0 ist somit gleich der Anzahl der Punkte u auf der r-
dimensionalen Hyperfliche L(u) = 0 C k"', also gleich ¢". Sind einige, aber
nicht alle der «; gleich 0, also ohne Einschriankung

ag, - 1 #0, 05 =---=qa, =0, mit s <r,
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so gibt es ¢" 7% Punkte u mit u, ..., u, € k beliebig. Summiert man nun iiber
alle o, mit ag, ..., s 1 € {70,...,Ys_1} mit d;y; € Z, 0 < ~; < 1 fiir alle 4,
so ergibt sich

s—1
ZHX%(“@'): TSH Z X, (ui) = 0,
a =0 =0 L(u
da jeder Faktor 0 ist. O
Mit u; = a;u; gilt

Z Xao(U0) ** * Xa, (Ur) = Z Xao(aalu6) T Xa'r(a;lu',/‘)7

) a,u’
L(u)=0 >, u=0

ersetzt man also u; mit u;/a; und definiert
S(e) = S(ag, - 00) = > Xao(to) -+ Xa (ur)
22 wi=0

so erhélt man
N=q"+> Xaolag") - Xa, (a,")S(a),
mit d;a=0mod 1,0 < a < 1.

Lemma 17. Es gilt S(a) =0, wenn Y, a; & Z, und

S@)=(g—=1) ) Xm V1) Xay (V1)

14>, vi=
sonst.

Beweis. Nach Voraussetzung sind «; € Z, (¢ — 1)a; € Z. Per Definition gilt
dann x,,(0) = 0, und somit ist das Produkt [], xa,(u;) = 0 fiir u; = 0. Sei
ohne Einschrankung ug # 0. Schreibe v; = Z—O firl1<i<rund =), q.
Es gilt dann

S(a) = Z Xm(vl Xar UT Z XB UO

143, vi= ugEkX

Die Behauptung folgt nun, da »_, xs(uo) fiir 8 ¢ Z gleich 0 ist und sich fiir
B €Z zuq—1=fk* summiert, wegen yg = 1. n
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Mit Lemma 17 ergibt sich (unter Verwendung der oben definierten Jacobi-
Summen):

Satz 35.

N = qr—i_ (q_ 1)ZXO¢0<(I61>"'Xar<a;1>j<a0""7o‘7")7

(2.13)
wo d;o; = 0 mod 1, ZaiEOmod 1,0< o < 1.

Setzt man noch, gemif der erweiterten Definition 2.6, Seite 42, j(5) =
(=1)%j(a), fiir B = (Bo, ... Bssr) mit B, = a; ¢ Z fiir j = 0,...,5 —1 und
Bi, € Z fiir j = s,...,r, so erhilt man

Korollar 13. Die Anzahl Ny der Lisungen der Gleichung Y ;_,a;x;"+1 =0
151

Ni=q 4D Xeolag") - Xaola;") j(a0, -y, =Y au),
a =0
wo dijo; =0mod 1, 0 < a; < 1.
Beweis. Ist N’ die Anzahl der Lésungen von Y. a;z} + 2%} = 0, so gilt

K3 T

N'=(q—1)N, + N,

T
aus dem vorherigen Satz bestimmen, mit d,41 =n,11 =¢—1, a,41 = 1:

daul ] = 1 fiir u, 1 € k¥ und w?7] = 0 fiir u, 1, = 0. N’ liisst sich aber leicht

N =q"+(0-1) Y Xaola") ** Xar (@) Xarn 17 (@0, -, 0, 1)
[0

wobei, wie iiblich, summiert wird {iber a mit

r+1
O<a;<1,dijo;=0mod 1, :=0,...,74+1, und ZaiEOmodl.
i=0
Nun gilt
r+1
ZaiEOmodl, o2, i=1,....,r+1
i=0

& ZozzﬁéOmodl, o €0, i=1,...,m, ar+1:—2ai.
i=0

=0
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Damit lésst sich die Summe folgendermafien umschreiben:

S Xeol@g") X (a7 1 (00, 0 = D @),
i=0

a
> az0mod 1

Entsprechend ist N gleich

N = q7"+1 + (q_ 1) ZXao(aal) '"Xa,.(ar_l)j(a())--'7ara)7

mit 0 < a; < 1, dja; =0mod 1,i=0,...,7, und > ! ;a; = 0 mod 1. Wir
definieren hierzu noch ein a,;1 € Z, indem wir

Qi1 = Zai =0mod 1
i=0

setzen. Der zugehdrige Charakter ist dann trival, x,,,, = 1. Mit der erwei-
terten Definition der Jacobi-Summen ist jetzt

Z Xao(agl)'"Xar(a;l)j<ao,...,ar):

QO Qp
ag+-+a,=0 mod 1

T

- Z Xao(a’al)"'Xar(a;l)'1'j(a07~~‘7ara_z&i)-
Oyeery Qr i=0

«
ap+-+ar-=0 mod 1

Nun konnen wir N; ausrechnen:

N — N
Ny =
qg—1
_ qr—l—l _ qr
qg—1
+ Z Xao(aal)"'xozr(&;l)'1'j(a07-"7ara_zai)
Za;‘é(‘)}modl =0
- Z Xa0<a(;1)"'xar<a;)'1'j(a07"'7arv_zai)
zazgmodl =0
=7+ Xaolag!) + Xar (@) jlao, o ar, — Y ),
a =0

wobei noch 0 < o; < 1, d;a; = 0 mod 1 gilt. Es ergibt sich die Behauptung.
O
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Die Ergebnisse fiir £, Wir behalten unsere Notation bei, schreiben aber
nun wieder den Index n an x,, und j, aus. Wir wollen unsere bisherigen
Ergebnisse noch einmal allgemein fiir k,,, statt nur fiir k1, aufschreiben. Die
Gleichung (2.13) wird dann

Np=q" + (qn - 1) Z Xao,n(a’al)”'XarJZ(ar_l)jn(aOa'”7057“)7
0<a;<1
diOéiEO mod 1
(¢"—1)a;= mod 1
und fiir Ny, der Losungsanzahl von apx;® + - -+ + a2 + 1 = 0 iber k,,
ergibt sich aus (2.14)

Nip=4q"+ (qn - 1) Z Xao,n(a81> T Xar,n(a;1>jn(a07 C Q).
O<a;<1
diaiEO mod 1
a;=mod 1

Die Zetafunktion fiir apzj +--- + a,a)

Wir betrachten die Gleichung

apry + -+ apx; =0,

welche eine fiir 7 > 1 eine affine Varietit C A, " festlegt. Da es sich um eine

homogene Gleichung handelt, definiert sie aber auch eine projektive Varietit
Fr C P L Fiir p = char(k)  n weist diese offenbar keine Singularititen
auf. Wir wollen nun die Zetafunktion von F" bestimmen. Sei wie bisher N
die Anzahl der k-rationalen Punkte der affinen und N die Anzahl der k-
rationalen Punkte auf der projektiven Varietdt F'. Da jedem projektiven
Punkt eine affine Gerade durch den rationalen Nullpunkt mit (¢ — 1) k-
rationalen Punkten # 0 entspricht, und auch der Nullpunkt k-rational ist,
gilt

N =1+ (¢—1)N.

Es ist also

N=1+qg++¢"+> Xapi(a0) - Xa,1(ar)i(0n, ..., 0r), (2.15)

mit ggT(n,q—1)=d, do; € Z,0 < o; < 1.
Definition 25. Fiir a = (ay, ..., ) sei
p(a) =min{m € Z : (¢™ — 1)a; € Z alle i}.

Es gilt dann offenbar (¢™ — 1)oy; € Z, i = 0,...,r, fiir jedes A\ > 1.
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Auf k,,, m = 1,2,..., benutzen wir nun die anfangs definierten Charak-
tere Xam von ky,”, ¢y, von ki und die gauBischen Summen g,,(x.) sowie die
Jacobi-Summen j,, (o, ..., ;).

Da a; € k ist X,,n(ai) = X, (a;)™ fiir jedes m, mit xo = Xa,1- Nach (2.8)
und (2.7) auf Seite 44 gilt wegen Hasse-Davenport
gni(Xa) = (=1 Vgal(xa)'
jnl(a(b c ,Oé,«) = (_1)(171)(7171)]%(0407 s 705r)l’
Wir definieren noch N, = #F"(k,). Nach diesen Vorbereitungen kénnen

wir nun den Logarithmus der Zetafunktion von F, nach Definition 17, auf
Seite 21, angeben:

00 U oo r—1 .
Z}N”?:ZZ_Q

v

S (Rt o))

a =1

Die erste Summe auf der rechten Seite ist

oo r—1 r—1 oo
DN SECED B MR SR
v=1 m=0 m=0 v=1

Die zweite Summe lésst sich folgendermaflen umformen:

00 - o . ' )\U/,L(a))\
%3231(—1) (0 Rl e )i T
A ()
= T 122 ( 1%040(&0)'“%0@(@7”)].(04)) %

a)\l

=(-1)" Z ﬁlog(l - C(oz)U“(a)),

dabei haben wir C(«) = (—1)"""x,,(a0) - - - Xa, (ar) j(a) definiert.
Zusammen erhélt man

ZNZ,TV =— i log(1 —¢™U
+(=1)" Z ,u(la) log (1 — C(a)UH®).

a

(2.16)
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Bemerkung 18. e WEIL betrachtet statt des Logarithmus der Zetafunk-
tion die erzeugende Funktion der N,, > N,U”. Um zu seinen Formeln
zu gelangen, muss man lediglich hier log(...) durch % log(...) erset-
zen.

e Der storende Nenner ﬁ lasst sich beseitigen, da C(a) = C(qa) =

-+ = C(¢"'a) aufgrund von (8), auf Seite 41. Damit wird auch die
Rationalitét der Zetafunktion zu 2.16, Z(F", U), ersichtlich.

o Ist k = I, mit ¢ = 1 mod n, so vereinfacht sich die Rechnung erheblich:
Es ist dann d = ggT(n,q — 1) = n und na; € Z,Vi. Damit wird
p(a) = 1 und fiir eine Fermatflache X : zf + --- + 2 = 0 iber k ist
C(a) = (=1)""'j(a) und somit

—1

PU)EY
(1-U)1—qU)...(1—q¢~10)

mit P(U) = [[(1 = (-1 (a)U),

[0}

Z(X,U) =

n&zO,&;‘éO,ZaiEO mod 1.

i=0
Vergleiche hierzu auch [SK79], S. 107.

2.2.2 Weils Ergebnisse von 1952

Unser Ziel ist es nun, die Zetafunktion der nichtsingulédren projektiven Kurve
zu bestimmen, die durch die Gleichung

y© =zl 4+,

mit v,d € k*, und e, f € N, mit p{e, f und 2 < e < f, definiert wird. Fiir
diese Zetafunktion gibt WEIL in [Wei52| eine Produktzerlegung an, wobei er
einen Beweis nur knapp andeutet. Der nachfolgend dargestellte Beweis findet
sich so nicht in der Literatur.

Die Zetafunktion der affinen Kurve

Wir betrachten zunéchst die affine Kurve zu der Gleichung

y© = yal + 6. (2.17)
Wir stellen diese Gleichung um, in die Form
1
Tof — —yf+1=0. (2.18)

o o
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Bezeichnet man die Anzahl von Losungen (z,y), mit z,y € k,™, dieser Glei-
chung durch N, so erhidlt man aus (2.14)

o .
N, = qn + Z Xao,n(;)Xal,n(_(S)jn (O[(), Qq, —Qp — al)-

0<ag,a1<1
fapo=ea1=0 mod 1
(¢"—1)ao=(¢"—1)a1=0 mod 1
Die Bedingungen fag =0 mod 1 und 0 < o < 1 lassen fiir oy nur die Form
g = % zu, mit 0 < a < f. Da ap nur modulo 1 verwendet wird, ist hierbei

auch a nur modulo f zu betrachten. Analog ist ay = g, 0 <b<1und bnur
modulo e bestimmt. Die Formel fiir N,, lautet nun

) a b a
N, :qn+ Z Xﬂ,n(_)Xé,n(_(S) jn(_a T T
O<a<f ! v ‘ f € f

0<b<e
%(q"—l)EO mod 1

g(q"fl)zo mod 1

g). (2.19)

Als néchstes wollen wir den Logarithmus der Zetafunktion der affinen Kurve
aufschreiben, .
log Zy(U) = N,—.
U) ; -
Bevor wir dies explizit durchfiihren, lohnt sich jedoch erst, die Bedingungen
in der Summe genauer in Abhéngigkeit von k, zu analysieren:

a

Lemma 18. Sei mo = mg(a, b) der kleinste gemeinsame Nenner von 7 und l;f
und d = d(a,b) die Ordnung von q in (Z/moZ)™, der multiplikativen Gruppen
modulo mg. Dann gilt

a n :E
Fa D=7

Beweis. Wir bringen % und g auf ihren gemeinsamen Nenner:

(¢"—1) =0mod 1 = d|n.

b b
%: 7(71700’ E:EOO mit ggT (ag, bo, mp) = 1.
Es gilt nun
?(q —1)5;((] —1) =0mod 1 & Eg(q —1):m—(;(q —1) =0mod 1
my | ao(q" — 1) A my | bg(q” — 1)
mo | ggT (ao, bo) (¢" — 1)
my | (qn—l)

" =1 mod my.

3

Tt ¢
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Unser néchstes Zwischenergebnis ist die folgende Aussage:

Lemma 19. Es gilt

log Zo(U) = 1og Z d log (1+&(a, b)Ud“b) (2.20)

0<b<e

dabei ist £(a, b) definiert durch

(5 ag bO . a/(] bO a0+b0
b) = x 1 4((2)" (-0 mo’ my
¢(a, b) Xmo,d<(,y) (=9) )jd(mo my mo ) (2.21)
8 a ) .,a b a b .
Bewess.
1OgZO(U)—ZN"E
n>1 "
5 a b a by | U"
— "+ xen(D)xea(=0)in(5 = =5 = 2) | —
; ij ()X fre f el
(qU)" 5 a b _a bU
- + Pl X (=0) 0l S g = 250 )
PR ; ;Xj (V)XZ ( )j (f / 6) "

wo jeweils Giber a,b mit 0 <a < f, 0 <b <e, und $(¢" — 1), bgn—-1)=0
mod 1 summiert wird. Zu der Summe in der letzten Zeile liefern, laut Lemma
18, fiir ein festes Paar (a, b) nur diejenigen n, wo n = dI, [ > 1, einen Beitrag.
Also

log Zo(U) =
a b a b.U%

Z Zxadl Xt a 5)]&1(?, 5’7‘95

a,b LI>1

log
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Wir formen nun die Summe weiter um, mittels Hasse-Davenport und (2.8):

ol i
;ﬂ 2 %(_X? d(%)Xg,d(—d) ]d(%, g—% _ Z)Ud)l _
;%10g<1+><?7d(§)xbd(—d)jd(;, bj_%_ Z)Ud) )

> %Zlog(l—i-xslo d(é)x:%d( 5) i 2, % _aonjobo)Ud )
- %llog(lJrX 1 d((—)ao(—(S)bO)] (;_00’ % _aoﬂjobo)Ud)

Mit der obigen Definition von £(a, b),

_ Oyao gy} . (G0 b _dotbo
£<a7b)_X"10’d((’7) ( 6) ) jd(?’I’L(]?’fno7 mo )7

vereinfacht sich die Schreibweise zu

T2

0<a <f
0<b<e

log Zo(U) = log log (14 &(a, b)ueh),

wie behauptet. O

Um die Zetafunktion geschlossen als rationale Funktion darstellen zu
kénnen, miissen wir als néchstes versuchen, den fiir jedes Paar (a, b) ein-
zeln zu bestimmenden Nenner d(a, b) aus (2.20) zu eliminieren.

Satz 36. Fir die Zetafunktion der durch (2.18) definierten affinen Kurve
tber k gilt

T

Zo(U) = 1 _1qU : H(l + &(ay, bi)Ud(““b")>. (2.22)

1=

Dabei ist fiir jedes i = 1,...,r das Paar (a;,b;) so gewdhlt, dass sich die
Menge der (a,b) als disjunkte Zerlegung

{(a,b):O<a<f,0<b<e}:L-7ljB(ai,bi)
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schretben ldisst, mit
B(a;, b;) = {(qjai mod f, ¢’b; mod e) : j=0,1,2,... } )

Beweis. Hat man zwei Grofien o', 0, mit 0 < ¢’ < f und 0 < V' < e, fiir die
gilt @ = qa mod f, b =¢gb mod e (mit 0 < a < f,0<b < e), und definiert
zu diesen die entsprechenden GroBen my, d', ag, b, aus Lemma 18, so gilt

mg(a’,b") = mo(a,b), d'(d',b)=d(a,b),

ag = qag  mod mg, by =gby mod my.

Neben d(a’, V') = d(a,b) ist auch £(a’,0') = £(a,b), denn der Charakter x 1 ,
mq’
hat die Ordnung m, und iiber dem Grundkorper F, gilt

4] qao é ao .
(7) = (fy) , SOwWle
jd (qa07 qa, QQB) = jd (QOa g, 053) .

Dies verallgemeinert sich fiir ¢, 69 mit ) = ¢/a mod f, bY) = ¢b
mod e folgendermaflen:

§(qja mod £, ¢’b mod e) =¢(a, b),
d(qja mod £, ¢’b mod e) =d(a, b),

fir j =0,1,2.... Nun gilt

(a, b) = (¢"amod f,¢" mod e) & ¢g=q" mod f,b=q" mod e

b
& %(q"—l)zg(q”—l)z()modl
< ¢" =1 mod my
& d|n,

nach dem Beweis von Lemma 18. Damit hat die oben definierte Menge B(a, b)
genau d(a,b) Elemente. Wir kénnen die a;, b; nun so wihlen, dass

{(a,b):O<a<f,0<b<e}:L;jB(ai,bi).
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Dies liefert fiir die Zetafunktion

log Zo(U) = log Z d log (1 +&(a, b) Uh=)

0<b<e

# b, d(a;,b;)
~tog = U+Z 2y 8+ 8 b) U

i=1 (a,b)€B(a;,b;)

+Zlog 1+ &(ay, )Ud(‘”’bi)),

log

wegen des zuletzt Gesagten. Damit folgt die Behauptung. ]

Wir wollen nun die Faktoren in (2.22) nidher untersuchen.

Lemma 20. st %—i—g =0 mod 1, so sind die Nullstellen von 1+&(a, b)U4 @)
Einheitswurzeln, insbesondere haben sie Absolutbetrag 1.

Beweis. Die Bedingung % + lg’ =0 mod 1 ist gleichbedeutend mit by = —ay
mod m. Die (erweiterte) Definition der Jacobi-Summen liefert

jd(a07 g, O) = (_1)1Xao,d(_1)7

fiir den Fall ag + a3 =0 mod 1. Damit ergibt sich

) a . Qo bO
b) = xa <— 0—5"0> o 20
é(CL, ) Xm—o,d (7) ( ) jd(m()? m07 0)
_ 0 ao bo
= Xwgo,d<(§) (—9) )'(—X%,d(—l))
N b u 1.a
= 2 a(O) D) = xa(()).
Da X1/mo,q als Gruppencharakter nur Werte in den Einheitswurzeln annimmt,
folgt die Behauptung. O
Lemma 21. Ist %—l—g #0 mod 1, so haben die Nullstellen von 1+&(a, b) T4 )
1/2

den Absolutbetrag q~

Beweis. Die Bedingung % + g # 0 mod 1 ist gleichwertig mit ay + by Z 0
mod mg. Damit ergibt sich unter Verwendung von (2.5), Seite 41,

€la.b) = o a((D)" (o) du( 2, Lo 0t by

Y mo My Mo

d\a
= Xlod<(;) 0(—5)b°>
1

) Egd(meo )Qd(X:L% d)gd(X_a%rObojd)-
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Da die gauBischen Summen g4(...) den Absolutbetrag ¢%/? haben, ist

d
[€(a, b)| = q>.
Fiir eine Nullstelle w von 1 + &(a, b)T%@?) gilt folglich
1 1 1
w|? = |wl| = |- = , also |w| = —.
olf = ol = |~ 2ol = = ol = ==

]

Wir wollen die Anwendung der letzten beiden Lemmata durch ein Beispiel
illustrieren.

Beispiel. Wir betrachten den Fall e = f = 2, d.h. die Gleichung (2.18) hat
hier die Form y? = ~a? + 6 und beschreibt einen Kegelschnitt. 0 < a < f
und 0 < b < e lassen als einzige Mdoglichkeit a = b = 1 zu, also

QEOmodl.
e

1 _1 a+
20 e 20 f

Es ergibt sich dann my = 2 und ag = by = 1. Da d als minimale Zahl mit der
Eigenschaft ¢? = 1 mod my definiert ist, ergibt sich hier d = 1. Wir wihlen
also einen Erzeuger w;, von k;* und definieren damit den Charakter

X1 o wy —> e = ™ = 1.
mo
Es folgt dann
1\ a0 1
f(la 1) = _X%,l(_) = _X%,l(;) = Xla (’7)

v

Damit erhalten wir die Zetafunktion des affinen Kegelschnitts

1—x1,(7)U

Die Zetafunktion der nichtsingulidren projektiven Kurve

Bislang haben wir uns nur mit der affinen Kurve C{ befasst, die zu der
Gleichung y¢ = dzf + ~ gehort. Diese ist nichtsingulir, wie man leicht sieht.
Nun wollen wir die nichtsingulére projektive Kurve C' betrachten, die durch
diese Gleichung festgelegt wird, d.h. die nichtsingulére projektive Kurve mit
dem Funktionenkorper k(Cj).
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C entsteht aus Cy durch hinzufiigen von Punkten im Unendlichen, dies
sind endlich viele, denn die rationale Funktion z(P) € k(C) = k(C)), die
einem P € C seine xz-Koordinate zuordnet, hat nur endlich viele Polstellen.
Also:

C=CyU{hy,...,P,}, mitx(Pi):y(Pi):oo,izl,...,u.

Wir wollen nun den Beitrag, den diese Punkte zur Zetafunktion von Cj leis-
ten, ermitteln.

Die Menge { Py, ..., P,} bleibt unter Galois-Operationen invariant und
zerféllt somit in Bahnen unter der Operation der Galois-Gruppe.

Sei nun {Qo,...,Qm} C {Fo,...P,} eine solche Bahn. Dann sind die
Punkte Q;, i =1,...,m, iiber dem Korper k,, definiert und damit auch iiber
allen Erweiterungen k,,;, fiir [ > 1. Hingegen sind diese Punkte iiber k,, mit
m { n nicht sichtbar. Wir wollen fiir diese Punktmenge eine Zetafunktion
aufstellen:

l
um X:Um 1
log Z{Ql 77777 Qm}(U> = m ml = ( l ) = log 1 _ Um
>1 >1

Halten wir dies fest:

Lemma 22. Sei {Q1,...,Qn} C{Fo,...P,} eine Bahn unter der Operation
der Galois-Gruppe. Dann gilt

iU

Lemma 23. Sind X undY disjunkte, iber k,, n > 1, definierte algebraische
Mengen, so gilt
Zxuoy(U) =Zx(U) - Zy(U).

Beweis. Da X, Y nach Voraussetzung disjunkt sind, gilt

Uln

In
log Zxuy (U) = Y _#(XUY) (kin) 5 — = > (8 (ki) + ﬂY(kln))%

1>1 1>1
= log Zx(U) +log Zy (U).
Es folgt die Behauptung. O

Dies ergibt sofort



2.2. DIE KLASSISCHE BESTIMMUNG VON ZETAFUNKTIONEN 63

Korollar 14. Die Zetafunktion der Punktmenge { Py, ..., P,} hat die Gestalt

S

1
Zipy...py(U) = Hl——Umj’
j=1

wobei s die Anzahl der Bahnen unter Galois-Operationen ist.

Da die Punkte im Unendlichen zur restlichen Kurve disjunkt sind, kénnen
wir nun die Zetafunktion von C' angeben.

Theorem 7 ([Wei52], S. 493). Sei C' die nichtsingulire projektive Kurve,
welche durch die Gleichung

y° = oxl + 1, mity,0 € k*, e, f €N, ptef,
festgelegt wird. Dann hat die Zetafunktion von C' die Gestalt
[T, o (1= €(ai, i) Ut
(1=U)(1-qU) (2.23)

i b
mit a;, b; wie in Satz 36 auf Seite 58, mit a7 + — #0mod 1.
e

Beweis. Aus den bisherigen Resultaten haben wir

Z(C,U) =

Z(C,U) = Zeyup,...py = Zcy(U) - Zipy,...py (U)
1 . 1 (2.24)

i=1 j=1

Da Z(C,U) die Zetafunktion einer (geometrisch irreduziblen) nichtsin-
guldren projektiven Kurve ist, ldsst sie sich nach Satz 26, auf Seite 25, auf
folgende Form bringen:

_ P(U)
N T
mit P(U) :H(l—ajU) und |oj| = /g, j=1,...,2¢.

Da aufierdem «; # «; fiir i # j, ist diese Darstellung (als Bruch € Q(U))
vollstéandig gekiirzt.

Wir miissen nun untersuchen, welche der Faktoren in (2.24) sich dabei
wegkiirzen.
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o 1+&(az,b;) U@t mit ¢+ % = 0 mod 1: Wir haben gesehen, dass die
Nullstellen hier den Absolutbetrag 1 haben. Also kommt keiner dieser
Terme mehr im Zéhler von Z(C, U) vor, sie kiirzen sich gegen Faktoren
1 — U™ im Nenner.

o 1+ &(ay, b)) UMb mit ¢+ % 2 0 mod 1: Hier haben die Nullstellen
Absolutbetrag ¢~'/2, dies bedeutet keiner dieser Faktoren kann gekiirzt

werden, sie bleiben im Zahler erhalten.

e Entsprechend fallen alle der Faktoren 1— U™ mit m; > 1 weg. Nur ein
Faktor, 1 — U, bleibt. Nach dem bislang Gesagten ist der zugehdrige
Punkt im Unendlichen iiber allen k,, n = 1,2, ..., sichtbar.

[]

Bemerkung 19. Die im Beweis benutzte Aussage iiber Zetafunktionen nicht-
singulédrer projektiver Kurven, war 1952 bereits wohl bekannt. Schon 1931
hatte F. SCHMIDT gezeigt, dass eine solche Zetafunktion die Form

P(U)
-0 a)

hat, und WEIL selbst hatte 1948 in [Weid8| die von uns benutzte Version
dieser Aussage allgemein bewiesen, wie schon auf Seite 22 erwéhnt.

2(U) =




Kapitel 3

Rangkonstruktionen

3.1 Die Konstruktion von Tate und Shafare-
vich

Der erste Beweis fiir die Existenz von Familien elliptischer Kurven mit asym-

ptotisch beliebig hohem Rang {iber Funktionenkorpern iiber endlichen Kérpern

stammt von TATE und SHAFAREVICH, [TS67]. Das Ziel dieses Abschnitts ist

es, diesen Beweis nachzuzeichnen. Wir werden dabei folgendes Theorem zei-
gen:

Theorem 8. Ist E eine iiber k =1TF,, p # 2, definierte supersinguldre ellip-
tische Kurve, mit einer Gleichung der Form

E:y*=23+ar*+bx+c, mitab,cek,
und ist F(t) € k[t] ein Polynom der Form
F(t) =~tf +96,

mit v,0 € kX, und ganzzahligem f > 2, welches p" + 1 teilt fiir ein ungerades
n, dann ist fiir jedes solche F(t) eine elliptische Kurve E¥ iiber k(t) durch

EF . y? =2° + aF(t)2® + bF(t)%x + cF(t)* (3.1)

gegeben, und es gilt:
Rang E* (k(t)) = 2h, wo

h die Anzahl der normierten irreduziblen Teiler g von tf — 1 ist, mit

2 x—1 fiir f gerade
g r+1  fiir f ungerade.

65
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Man kann nun ~,6 € k* fest wihlen und fiir verschiedene Werte von f
den Rang der resultierenden elliptischen Kurve E¥ in Abhiingigkeit von f
betrachten. Insbesondere erhélt man mit f = p” + 1, fiir n = 1,3,5,..., wo
n die ungeraden Primzahlen durchléuft, das folgende Korollar.

Korollar 15. Bezeichne E, fiir eine ungerade Primzahl n die elliptische
Kurve EY zu dem Polynom

F(t) ="+ 44,
gemdfs Theorem 8, mit fest gewdhltem ~v,0 € k*. Dann gilt:

Rang B (F,(t)) = Prop

+p_17

insbesondere gibt es in der Familie {En :n=1,3,5,7... } zu jeder vorge-
geben Schranke N eine elliptische Kurve mit Rang > N.

Beweis. Fiir f =p" + 1, mit n prim, n # 2, ist

pt—p p—1
h =
on + 2 7

eine Aussage, deren Beweis wir abschliefend, nach dem Beweis des Theorems
8, nachtragen werden, siche Lemma 32 auf Seite 84.
Damit ergibt sich nach Theorem 8

Rang B/ (Fy(t)) =2-h = _p)—l—p—l,
n

wie behauptet, was offenbar

lim Rang B, (F,(t)) — oo

n—oo
impliziert. [

Das Vorgehen beim Beweis lasst sich folgendermaflen umreifien, wie be-
reits in der Einfiihrung angedeutet: Zu einem Polynom F'(t) der obigen Form
sei CF das nichtsingulire vollstindige Modell der durch

Ct s =F(t) (3.2)

definierten irreduziblen algebraischen Kurve. Nun entsteht £ durch einen
quadratischen Twist der Kurve E beziiglich des Funktionenkorpers L =
k(CT), wodurch ein enger Zusammenhang zwischen E¥ (k(t)) und E(k(CT))
besteht. Andererseits ist Rang E(k(C*)) gleich Rang Homy(J(CF), E), mit
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der Jacobischen J(CT) der Kurve C¥. Damit lassen sich die in Abschnitt
1.5 behandelten Ergebnisse TATES aus [Ta66] iiber Homomorphismen abel-
scher Varietéten mit den Resultaten WEILS iiber Zetafunktionen aus [Wei52],
Theorem 7 in Abschnitt 2.2.2, verbinden, um Rang von E¥ iiber k(t) zu er-
mitteln.

Im einzelnen werden wir zum Beweis des Theorems folgende Schritte
durchfiihren

e Wir betrachten allgemein quadratische Twists E¥™' einer {iber einem

Korper k definierten elliptischen Kurve E beziiglich einer quadratischen
Korpererweiterung L von k(t). Wir werden dann fiir L = k(C) sehen,
dass EWs(L) ~ F(L) und E®™s*(k(t)) ~ E(L)/o, mit (dem einzigen)
nichttrivialem o € Gal(L | k(t)). Daraus erhalten wir fiir endliches :
Rang E™**(k(t)) = Rang E(L).

e [st C eine nichtsinguldre, geometrisch irreduzible vollstandige Kurve
und L = k(C) ihr Funktionenkérper, so werden wir zeigen: Fiir eine
iiber k definierte elliptische Kurve FE ist F(L) ~ Mork(C, E) und wei-
ter Mory(C, F) ~ Homy(J(C), E) & E(k). Fir endliches k ergibt sich
daraus wiederum Rang F(L) = Rang Homy(J(C), F).

e Aus den Ergebnissen von TATE, aus Theorem 32, das wir in Abschnitt
1.5 dargestellt haben, leiten wir her, dass {iber einem endlichen Kérper
k gilt Rang Homy(J(C'), E) = 2h, wo h definiert ist iiber die Ordnung
zu der Pg, der Zahler der Zetafunktion von E, Py, den Zahler der
Zetafunktion von C| teilt.

e Schliellich werden wir unter Verwendung von Theorem 7, auf Seite 63,
welches Po(U) fiir Kurven des Typs CF angibt, Rang E¥" ermitteln,
wobei wir noch P(E) = 1+ pU?, aus Korollar 7, Seite 32, ausnutzen.

3.1.1 Quadratische Twists

Wir definieren in diesem Abschnitt den Begriff des quadratischen Twists.
Definitionen und einfache Beispiele hierfiir finden sich z.B. bei [Sb00], 3.4
auf S. 17f. und in [Har77], Example 7.8.5, S. 159. Der allgemeine Begriff des
Twists einer Kurve C' bzw. elliptischen Kurve E als einer zu iiber k zu C
respektive F isomorphen Kurve findet sich z.B. in [Sil86], Chap. X, S. 306ff.

Definition 26. Sei E eine elliptische Kurve, tiber einem Kérper K, char(K) #
2, definiert durch eine Gleichung der Form

E:y*=2*+ar®+br+cmita, b, ce K.
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Fiir ein D € K* bezeichnen wir die elliptische Kurve E%* mit der Gleichung

BN y? =2 + aDa® + bD*x + ¢D?

als quadratischen Twist von E mit D, oder auch als quadratischen Twist
beziiglich L = K(v/D).

Beispiel. K = Q und D eine ganze Zahl # 0, E ist gegeben in der Form

E:y*=2+ar+bmit a,bcQ,b#0 und
EP . y* = 2* 4+ D%ax + Db

ist der quadratische Twist mit D, was héufig auch in der isomorphen Form
EP . Dy =a2>+ax+b

angegeben wird, L ist hier, falls D ¢ Q?, der Zahlkorper Q(\/ﬁ), andernfalls
ist L = Q. (Zu diesem Beispiel vgl. [Sb00], S. 17).

Lemma 24. Fir E, E™" wie oben gilt E ~ E%S* diber L, explizit vermittelt
durch

E — EgViSt } . {Egvist N E }
: und : N ’
¢ {(96, y) — (Dz, Day) ¢ (z,y) = (% 3p)

mita € L, o = D.
Korollar. Fir E, EYS" wie oben gilt
J(E) = j(Ep™)

Beweis. Da E, E% isomorph iiber L C K sind, haben sie gleiche j-Invarian-
ten. Man kann dies natiirlich auch explizit nachrechen, z.B. fiir char K # 2,3

4a? 4(D%a)? -
(F) =1728——— =172 = j(Ewst
IE) =108 e = V8 Dy arpey D),
und analog (durch etwas langere Rechnung) auch fiir char K = 3. O

Wir werden uns speziell mit folgender Situation befassen: E ist iiber ei-
nem Korper k, char(k) # 2 definiert, K = k(t), der Funktionenkorper in
einer Variable und D = f(t) ein Polynom aus k[t], f(t) nicht konstant und
separabel, mit grad f(t) > 2.

Weiter sei C' das nichtsingulédre vollstédndige Modell der durch

C:s*=f(t)
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tiber k(t) definierten geometrisch irreduziblen algebraischen Kurve, und L =
k(C) ihr Funktionenkorper.
Den quadratischen Twist (beziiglich K = k(t)) von E mit f(t) bezeichnen
wir nun mit E}"(Vti)s‘t,
E ¢y’ =2 +ar’ + bz +c,
E}V("tl)“ =2 daf(t) 2+ bf(0)? v+ cf ()3

Wir formulieren Lemma 24 fiir unsere Situation um und erhalten:

Lemma 25. Uber L = k(C) sind E und E}"&i)st isomorph,

,_{’J twist
E = By

explizit:
. AN SEN L LN
('rvy) = (f(t)x,f(t)sy) (l‘,y) = (m’f(t)s>

Bemerkung 20. Es ist also F =~ E%)St iiber L, einer quadratischen Erwei-
terung von k(t). Allgemeiner liegt somit folgende Situation vor: Eine iiber
einem Funktionenkorper k(t) definierte elliptische Kurve E’ ist nach einer
endlichen Erweiterung zu einer Kurve F iiber dem Grundkorper £ isomorph.
Eine elliptische Kurve E’ mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als isotrivial.
Ein offensichtliches Kriterium hierfiir ist j(E') = j(F) € k.

Anhand der Gleichung von E%‘)St ist ersichtlich, dass E%‘)St als elliptische

Kurve bereits iiber k(t) definiert ist. Offenbar ist E}V(V;)St(k(t)) C E}Vg)st(L)

und damit isomorph zu einer Teilmenge von F(L). Wie sieht diese Teilmenge
genau aus?

Lemma 26. Ist o der Galois-Automorphismus der quadratischen Korperer-
weiterung [L : k(t)],
{ t—t
o ,
S —S

so liefert o einen Gruppenautomorphismus von E(L) und es gilt:
ES (k(t)) ~ {P € E(L) : o(P) = —P).

Beweis. Ist P = (z,y) ein Punkt aus E(L), so liegt 0(P) = (c(z),0(y)) eben-
falls in F(L), da k(t) unter o fest bleibt. Somit definiert o einen Gruppen-
automorphismus von F(L). Ist ¢ der Isomorphismus von F(L) auf E}V(th)St(L)
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und P € E(L) so ist

o(¢(P)) = o(d(x,y)) = o(f(t)z, f(t)ys) =
= (f(t)o(x), = f(t)o(y)s) = = (f(t)o (@), f()a(y)s) = — o(a(P)).

Das heifit, der Punkt @ = ¢(P) € E}"(V;)St(L) ist genau dann invariant unter

o, wenn o(P) = —P in E(L) gilt. Da E}V(‘;‘)St und E iiber L isomorph sind,
bedeutet dies, ein Punkt @ € E}V(th)“(L) ist genau dann schon iiber k(t),
dem Fixkorper von o, rationaler Punkt von E%i)“, wenn P = ¢~ 1(Q) die

Beziehung o(P) = — P erfiillt. O

Lemma 27. Fiir eine elliptische Kurve E, die iiber einem Kérper k definiert
ist, gilt:
E(k(t)) = E(k).

Beweis. Jeder Punkt P = (a(t),B(t)) € E(k(t)) definiert vermdge ¢ +—
(a(t), B(t)) eine k-rationale Abbildung ¢ : P' — E. Diese induziert eine
rationale Abbildung ¢* : k(E) — k(P') ~ k(t). Nehmen wir nun an, ¢* ist
nicht konstant. Wir haben dann eine Injektion k(E) < k(t). Damit ist nach
dem Satz von Liiroth k(E) ~ k(t) und somit auch E ~ P!. Widerspruch!
Folglich ist ¢ konstant in ¢, und P € E(k). O

Bemerkung. Alternativ kann man den Widerspruch im Beweis des Lemmas
auch folgendermaflen erhalten: ¢ ist einen k-rationale Abbildung nichtsin-

guliirer algebraischer Kurven, P! % E. Aus der Annahme, ¢ nicht konstant,
folgt dann nach dem Satz von Riemann-Hurwitz 0 = g(P') > g(F) = 1.

Lemma 28. Fir jedes P € E(L) ist P+ o(P) € E(k).

Beweis. Aus der Definition von o ist klar, dass o eine Involution ist, deshalb
ist P+o(P) fiir jedes P € E(L) unter o invariant und liegt somit in E(k(t)).
Nach Lemma 27 folgt dann aber schon P + o(P) € E(k). O

Aus den vorangegangenen Lemmata wissen wir

BHOD B Y

twist ~ : .
B3 (k(t)) ~ Kernp, mit p : { P o P+o(P)

also

0 — EWS (k(t)) — E(k(C)) - E(k)

ist exakt.
Ist nun k ein endlicher Korper, so konnen wir hieraus den nachfolgenden
Satz gewinnen.
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Satz 37. Sei k ein endlicher Korper, chark # 2, E eine iiber k definierte
elliptische Kurve, C' das nichtsinguldre, vollstindige Modell einer irreduziblen
algebraischen Kurve mit der Gleichung s* = f(t), L = k(C), und EY5* der
quadratische Twist von E mit f(t) beziglich L. Dann gilt:

Rang Ef{* (k(t)) = Rang E(L).

Beweis. Wir zeigen: Rang Kern p = Rang E(L).

Da k endlich, ist E'(k) ebenfalls endlich. Sei N = ord E(k) und r = Rang E(L).
Es gibt dann r unabhéngige Elemente P, ..., P, unendlicher Ordnung in
E(L), mit (Py,...,P.) ~Z". Auch (nPy,...,nP,) ~ 7" fiir jedes ganzzah-
lige n. Insbesondere gilt dies fiir n = N. Aber p(NP,) = Np(F;) = 0
in E(k) fir jedes i = 1,...,r. Also Z" ~ (NPy,...,NP,) C Kernp und
somit Rang Kern p = Rang F(L). Da E%5'(k(t)) ~ Kern p folgt die Behaup-

f@)
tung. O]

3.1.2 Elliptische Kurven iiber k(C') und die Jacobische
J(C)

In diesem Abschnitt bezeichnet k einen Korper, E eine iiber k definierte ellip-
tische Kurve, und C' eine vollstdndige, nichtsingulére, geometrisch irreduzible
Kurve iiber £ und L = k(C) C k(s,t) ihren Funktionenkérper sowie J(C')
ihre Jacobische Varietit.

Wir wollen die Gruppe E(k(C)) der rationalen Punkte von E iiber k(C)
néher untersuchen.

Satz 38. Unter den obigen Voraussetzungen gilt
E (k(C)) ~ Mor,(C, E).

Beweis. E(L) < Mory,(C, E):

Ist P = (z,y) € E(k(C)), so lassen sich die beiden Koordinaten von P als
rationale Funktionen in ¢ und s schreiben. P = (a(s,t), 5(s,t)) mit o, 5 €
kE(C). Damit ist zu jedem P eine k-rationale Abbildung erklért,

cC — E
(s,t) — (a(s,t),@(s,t))'

Da C', E nichtsingulire, projektive algebraische Kurven sind, ist diese Ab-
bildung sogar ein Morphismus C' — FE. Also ist E(L) isomorph zu einer
Untergruppe von Morg(C, E).
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Mor,(C, E) < E(L):

Jedes ¢ € Mory, (C’, E) ist als Morphismus auch eine k-rationale Abbildung
von C' nach E. Es gibt zu ¢ also rationale Funktionen, «, 5 € k(C), sodass ¢
sich fiir fast alle Punkte @) € C beschreiben lasst durch ¢(Q) = (a(Q), B(Q)).
Da ¢(Q) € E, erfiillen «, 8 insbesondere die Kurvengleichung von F,

% =’ +ao’ +ba+c,

also (o, ) € E(k(C)).
[

Um fortzufahren, benétigen wir eine grundlegende Eigenschaft jacobischer
Varietiten, die wir bereits in Satz 27, auf Seite 26, kennengelernt haben und
hier noch einmal kurz wiederholen wollen:

Satz. Sei C' eine nichtsingulire, geometrisch irreduzible projektive Kurve
iber k, mit C(k) # 0, und J(C) die zu C' gehorige jacobische Varietit. Die
kanonische Abbildung f : C — J(C) hat dann folgende Eigenschaft:

Ist h : C'— A eine rationale Abbildung von C auf eine abelsche Varietit,
so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus o : J(C) — A abel-
scher Varietdten, so, dass h in der Form h = ao f + a faktoriert, mit einem

a € A. Sind f, h iber k definiert, so ist auch « iber k definiert und a € A(k).
Hieraus ergibt sich als unmittelbare Folgerung

Korollar 16.
Mor(C, A) ~ Homy(J(C), A) ® A(k).

Satz 39. Ist der Korper k endlich, und sind E, C' und J(C') iber k wie oben
definiert, so gilt

Rang E (k(C)) = Rang Homy,(J(C), E).
Beweis. Mit A = E erhalt man aus dem letzten Korollar und Satz 38
E(k(C)) = Homy (J(C), E) ® E(k).
Da nun aber E(k) endlich ist, wenn k endlich ist, kann der freie Anteil in der
Zerlegung von E(k(C)), E(k(C)) ~ Z" ® Eios nur in Homy(J(C), E) liegen.

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. O

Wir wollen das bisher Gezeigte durch ein einfaches Beispiel illustrieren.
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Beispiel. Sei char k # 2,3. In der Konstruktion von EY )St wihlen wir C' = FE.

(t
Also:
E ¢y =234 ax +1, a,b € k, nicht beide 0,

C:s*=t"+at+b= f(t).
Zunichst bestimmen wir den Rang von E}V(Vg)St Nach Satz 37 gilt
Rang E75t (k(t)) = Rang E(k(EFSY),
woraus mit Satz 39 folgt
Rang E}‘E?)St (k(t)) = Rang Mory,(J(E), E).

Nach Satz 27, Seite 26, gilt J(E) birational dquivalent zu E¥). Da das
Geschlecht g(E) = 1, ist somit

Mork(J(E), E) ~ Endk(E, E)
Also ergibt sich
Rang EF{* (k(t)) = Rang End,(E) € {1,2,4},

nach Satz 19 in Abschnitt 1.2.2, wobei in Charakteristik p > 0 der Rang End,(F) =
2 falls E¥ gewohnlich ist und > 2 wenn E supersinguléar, vergleiche Abschnitt
1.4.

Als Néchtes wollen wir nach rationalen Punkten von EYS® iiber k(t)
suchen.

e Sind A(t), B(t) € k(t) mit
(A(t), B(t)s) € E,
so folgt

(BWF(6)?)" = B f(t)' = B(t)*s*-

Also gilt _
(A1), B(t)f(t)*) € By,

dieser Punkt ist sogar aus E%I)St (k(t)), da A(t), B(t), f(t) nach Voraus-

setzung Elemente von k(t) sind.
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e Insbesondere folgt fiir A(t) =t und B(t) = 1, wegen (t, s) € E}V(V;)St (k(E)),
(tF(®), F()%) € By (k(2))-

o Ist k =TF,, p # 2,3, so folgt aus f(t)? = f(t?) zunéchst (¢, s?) € E.

Da nun 1 »
(t,5") = ( ()7 s) = (t” F)= -s),

erhiilt man fiir A(t) = t*, B(t) = f(t)"z einen weiteren Punkt
(¢ (1), f<t>p%1 - >2) (#1(0), £(6)7) € Bt (k(t).
3.1.3 Zetafunktionen und der Rang

In diesem Abschnitt bezeichnet k einen endlichen Korper k = Fyn, n > 1
und p # 2. Wir fithren die Bezeichnungen des vorherigen Abschnitts weiter,
C ist eine nichtsinguléire, geometrisch irreduzible projektive Kurve iiber k,
L = k(C) ihr Funktionenkorper, J(C') die Jacobische und E' ist eine iiber k
definierte elliptische Kurve.

Wir werden einen Zusammenhang zwischen Homy(J(C'), E) und den Ze-
tafunktionen der beiden Kurven C' und F herstellen. Dies ermoglichen uns
Resultate aus der Arbeit TATES, [Ta66], die wir in Abschnitt 1.5 behandelt
haben.

Satz (aus [Ta66], siche Satz 32, Seite 36). Sind A, B abelsche Varietiten
tiber k = Fpn und fa und fp die jeweiligen charakteristischen Polynome des
Frobenius-Endomorphismus beziglich k von A und B.

1. B ist k-isogen zu einer abelschen Untervarietiat von A genau dann,
wenn fg einer Teiler von fa ist,

B~y ACA<S [y fa (3.3)
2. Fiir den Rang von Homy (A, B) qgilt

Rang(Homk(A, B)> =r(fa, fB), (3.4)

mat r (-, ) aus Definition 21, Seite 36, d.h.

T(fl, f2) = 261(19)62(29),

p

wenn f; = Hp p®) die kanonische Zerlequng von f;, i = 1,2, in Line-
arfaktoren iber einem gemeinsamen Zerfillungskorper K C Q wvon fi,
f2 15t.
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Satz 40. Sei A eine abelsche Varietdt und E eine elliptische Kurve, beide
tiiber einem endlichen Korper k definiert, und seien fa(U) sowie fr(U) die

charakteristischen Polynome der Frobenius-Endomorphismen (beziglich k)
von A und E. Uber Q ist dann

- L 1 N
fa(U) = fe(U)"q(U), mit h € §NO, ggT(g(U), fe(U)") = 1.
Definiert man eine h € Ny durch

B h falls fg(U) irreduzibel iber Q
|2k falls f5(U) ein Quadrat iber Q ’

so ist h wohldefiniert und es gilt
Rang Homy (A, E) = 2h.

Bemerkung 21. Es treten nur die beiden Félle, die in der Definition von
h angefithrt wurden, auf, also fg(U) zerfillt nicht schon iiber Q in zwei
verschiedene nichttriviale Faktoren, wie der folgende Beweis klar machen
wird.

Der folgende Beweis liefert zunéchst nur 2h € Ny, wie in der Behauptung.
Tatsichlich ist aber schon k € Ny, vgl. Bemerkung 22

Beweis. Nach Definition 15 und Satz 20, Seite 18f, ist fg(U) ein quadrati-
sches Polynom. Wie im Beweis von Korollar 8, auf Seite 37, miissen wir nun
zwei Félle unterscheiden: Entweder

feU)=U~-a) - (U-8), apfeQ a#p,

oder

feU)=(U-a)’, acQ

Im ersten Fall ist h € Ny, im zweiten Fall ist zumindest o2h € Ny. Es gilt
ggT(fE(U)h, g(U)) = 1 in beiden Fillen. Uber k = F, sind die Polynome
fe(U) und f4(U) normiert und haben Koeffizienten aus Z, nach Satz 20
sowie Satz 23, auf Seite 21. Nach Gleichung (3), Seite 19, ist

fE(U)zUQ—tU—i—q, mit ¢ = Tr F'r, |t| < 24/4,

damit ist t? — 4¢ < 0, also ist die Diskriminante von fg(U) negativ oder
Null, d.h. fg(U) ist genau dann irreduzibel iiber Q, wenn es zwei verschiedene
Wurzeln hat. Andernfalls ist fr(U) ein Quadrat in QU], fx(U) = (U=£/q)*
Da dann Z > t = 42, /q, ist in diesem Fall \/q € Q.

Also ist fg(U) irreduzibel iiber Q genau dann, wenn fz(U) kein Quadrat
in Q[U] ist. Wir berechnen r(fg(U), fa(U)) in beiden Féllen:
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e Sei fp(U)=(U—a)(U - ), mit a # p.

r(fa), f5(U)) = 3 en(pi)ealp:) = Z 1.h=2h=2h,

i=1,2
da h € Ny, ist hier h = h wohldefiniert.
e Sei fp(U) = (U —a)?=pU)>%
r(fA(U), fE(U)) =ep(plealp) =2- 2h = 4h = 2h,
wobei hier h € %NO und somit h = 2h wohldefiniert ist.

Der Rest der Behauptung ergibt sich aus (3.4) und (3.3). O

Satz 41. Sei C' eine nichtsinguldre, irreduzible projektive Kurve, tiber k de-
finiert, mit jacobischer Varietit J(C), und sei E eine elliptische Kurve tiber
k. Bezeichnen wir mit Z(C,U) und Z(E,U) die Zetafunktionen von C und
E,

Pc(U)
(1-0U)1—qU)

Py(U)
(1-U)(1-qU)

Z(C,U) = und  Z(E,U)=

so gilt:
Rang E(k(C)) = 2h,
wo h € Ny definiert ist iiber Po(U) = Pr(U)"R(U) fiir Pg(U) irreduzibel in

Q[U], und Po(U) = Pg(U)"?R(U) fiir Pp(U) ein Quadrat in Q[U], und R
in beiden Fillen zu Pg teilerfremd.

Beweis. Nach Satz 26, auf Seite 25, haben E und C' als Kurven Zetafunk-
tionen der obigen Form, mit Nenner (1 —U)(1—qU). Ist f(U) das cha-
rakteristische Polynom des Frobenius auf der Jacobi-Varietdt der jeweiligen
Kurve, und f(U) = [[%, (U — a;) dessen Zerlegung in Linearfaktoren, so hat
nach Korollar 5, (1.12) der Zéhler der Zetafunktion dieser Kurve die Form
PU) =TI, (1 = a;U). Also folgt fg(U) | frc)(U) & Pe(U) | Pe(U),
und auch das hier definierte h ist gleich dem in Satz 40. Damit erhélt man
Rang Homy (J(C'), E) = 2h. Aus Satz 39 im vorherigen Abschnitt folgt nun
die restliche Behauptung. O]

Bemerkung 22. Aufgrund von Satz (3.3) und dem fritheren Korollar 5 gilt

PE(U> teilt Pc(U) <~
J(C)~ E"x A, r >0, A abelsche Varietit iiber k.
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Dies lédsst sich noch prézisieren: Ist ndamlich J(C) ~ E" x A, mit A einer
abelschen Varietdt ohne zu F isogenen abelschen Untervarietdten, so gilt

Homy,(J(C), E) ~ Homy (E", E)
~ Homy (E, E)"

also haben wir Rang E(k(C)) = r-Rang End;, E. Mit Korollar 8 und Lemma
7, auf Seite 37f sieht man aber, dass die beiden Félle in der Definition von
h in Satz 40 und Satz 41 genau den beiden Féllen entsprechen, dass entwe-
der Endg E eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra ist, oder in einem
imagindrquadratischen Zahlkorper. Also

4h : RangEnd, E = 4

Rang E(k(C’)) =2h= {2}} : Rang Endy, /= 2

} — hRangEnd; E.
Das heiBt & = r. Insbesondere folgt hieraus auch i € Ny.

3.1.4 Die Zetafunktion von C¥

Im Folgenden ist £k = F,, p # 2, und k der algebraische Abschluss Fp. Unser
Ziel ist es, Theorem 8 zu beweisen. Wir haben bereits in Satz 37 gesehen,
dass Rang B (k(t)) = Rang E(k(C")), was nach Satz 39 wiederum gleich
Rang Homy, (CF , E) ist. Aufgrund von Satz 41 kénnen wir diesen Rang nun
aus den Zetafunktionen von C* und E bestimmen. Da E nach Voraussetzung
eine iiber [F, supersinguldre elliptische Kurve ist, hat deren Zetafunktion die
Form

1+ pX?
(= X)(-px)
aus Korollar 7 in Abschnitt 1.4. In Abschnitt 2.2.2 haben wir bereits einen
Ausdruck fiir die Zetafunktion von Kurven eines CF umfassenden Typs ken-
nengelernt, Theorem 7 auf Seite 63. Die dort angegebene Form eignet sich
jedoch noch schlecht, um h aus Satz 41 zu bestimmen, unser Ziel ist deshalb
folgende Aussage:

Z(E,X) =

Satz 42. Seir C' das nichtsinguldre, vollstindige Modell einer irreduziblen
algebraischen Kurve, die iber k durch eine Gleichung der Form

s¢ =~t! +6, v,0 € kX,
definiert ist, wobei e und f ganze Zahlen sind, mait

2<e<f pfef und
m=kgV(e, f) | (p"+1) fir einn> 0.
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Bezeichne kg fiir ein ¢ € Hom((Z/eZ) x (Z] fZ), k*) die Kdrpererweiterung

ko = k(6(8), o(n)), mit Eﬁii (%//;?)’

und dgy = [ky : k| deren Grad. Es gilt dann:

1. Wird ¢ so gewdhlt, dass

P(§) # 1, o(n) # 1, o(&n) # 1, (3-5)

fir erzeugende Elemente &,m von (Z/eZ) x (L] fZ), so ist dys gerade,
d¢ = 26¢.

2. Po(U), der Zihler der Zetafunktion von C, ldsst sich als Produkt

Po(U) = [J(1+peU®) (3.6)
¢

darstellen. Das Produkt liuft dabei tiber diejenigen Reprdsentanten ¢
der Restklassen unter der Operation von Gal(ks, | k), welche (3.5)
erfiillen.

Wir behalten im Rest dieses Abschnitts die Bezeichnungen und Voraus-
setzungen des Satzes bei. Im Folgenden sei ( eine fest gewéhlte primitive
m-te Einheitswurzel in k*. Nach Definition sind e, f Teiler von m, sowie
e < f. Da aulerdem ord ¢(&) | e und ord ¢(n) | f, gibt es ganze Zahlen a, b,
so, dass

G = p(n) =M

Wir setzten nun my = ord ¢, sowie ag = mgaf~t, by = mgaf~', und wihlen
dann ein festes erzeugendes Element w von k,™, mit der Eigenschaft

1

(mmeTt = (wp%—l)(mw*{

Dann konnen wir einen Gruppencharakter x definieren durch

o QF
X : { ¢ 2\ - (3.7)
W eXp(md))
Beweis von 42, 1. Teil. Behauptung: d, ist gerade
Es gilt mg = kgV(ordy, ¢(§), ordy, ¢(n)), und kg = k(¢™™ ).
Nun ist dg die kleinste ganze Zahl, fiir die m, | p? — 1, also ist p% =
1 mod my und die Restklasse von p in (Z/myZ)™ hat die Ordnung d,. Nach
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Voraussetzung (3.5) ist mg > 2, my | m. Aus m | p"+1, also p” = —1 mod m,
folgt somit p" = —1 mod mgy. Dann ist dg als Ordnung der Restklasse p+m,
ein Teiler von 2n. Da aus d, | n folgen wiirde p” = 1 mod my, muss d gerade
sein, dy = 2c4.

]

Korollar. Setzt man k., = Fpes, so ist x auf k trivial, also X(hﬁ) =1

Y22

Beweis. Da p% = 1 mod my ist p° = p
Definition von y

= —1 mod my, und somit ist per

Fiir ein = € ky*, x = W', ist
6 I(p°+1) o1’
N o) =18 = 0 (o).

Da die Norm surjektiv ist, folgt

X p°P 41
ke, = <w >

Es ergibt sich x(u) =1 fiir jedes u € k[, . O

Wir hatten bereits in Abschnitt 2.2.2 die von WEIL 1952, in [Wei52], ge-
fundene Produktzerlegung fiir Po(U), hergeleitet, (2.23) in Theorem 7, auf
Seite 63. An unsere bisherigen Notation angepasst lautet diese folgenderma-
Ben:

Lemma 29 (Theorem 7, nach [Weib2]). Fiir den Zihler Po(U) der Zeta-
funktion Z(C,U) von C gilt die Produktdarstellung

Po(U) = [[Ls(U), mit
¢

(3.8)
Lo(U) = 14 x((v716)" (=6)") j (a0, bo) U™,
mit den Jacobi-Summen
ilaobo) = D x@)®x@)™,  wowy €k, (3.9)

z+y+1=0

und x wie in (3.7) definiert.
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Der zweite Teil des Beweises von Satz 42 besteht nun darin, (3.8) auf die
Form (3.6) zu bringen.

Dabei nutzen wir den engen Zusammenhang zwischen Jacobi-Summen
und den gauflschen Summen, die wir Abschnitt 2.1.1 kennengelernt haben,

g(r) = > x(@)¢(x), (3.10)

LUEkqu

mit einem fest gewihlten nichttrivialen additiven Charakter 1 von kI, wie
in Definition 2.1.
Insbesondere gilt nun nach (2.5), auf Seite 41:

j(ao, bo) = p_d¢g(a0)g(bo)g(—a0 — bo)- (3.11)
Dieser Ausdruck ldsst sich mit dem folgenden Lemma weiter vereinfachen.

Lemma 30. Sei K = F,, L eine quadratische Kérperweiterung von K und

k = F, der Primkérper. Sei 0 : L* — @X ein nichttrivialer Charakter,
welcher auf K* trivial ist, also 0(x) =1 fir alle x € K* (C L*). Weiterhin
sei 1)y, ein nichttrivialer additiver Charakter von L™, der wie auf Seite 43, in
Abschnitt 2.1.3, erliutert, aus einem nichttrivialen additiven Charakter 1y,
von k™ hervorgeht,

V() =y (TFL|k(JU)), fir alle x € L.

Dann gilt

S )i (@) = 0(c) g,

zelX

mit einem c € L™, fiir welches Trpk(c) = 0. Dieses ¢ hingt nicht von 6 ab.

Beweis. Wir zerlegen L™ in Nebenklassen beziiglich K*,
L* = a;K*, a; € L\K*.
Da 0 auf K konstant 1 ist, erhdlt man so
Z 0(z)r(r) = Ze<ai> Z Yr(ay).
reLX i yeK*

Nun ist aber, da die a; K additive Gruppen sind,

Z Yr(ay) = Z Yr(ay) —1= {_1 fiir ¢, # 1 auf ¢; K

yeK ™ yeK q—1 fir ¢y =1aufaK
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Nach Voraussetzung ist 6 # 1 auf L* /K>, also ist
> O(a) =0,
a;€L% /KX

denn fiir nichttriviales 6 gibt es @ € L*/K* mit 0(a) # 1. Fir T'= ), 0(a;)
gilt dann aber 0(a)T = >, 0(a-a;) = T und somit T" = 0, wie schon am
Ende des Beweises zu Satz 2.3 erldautert. Zusammen erhélt man also

S o) = (> 6(a))a (3.12)
vers 1/1L(aiiK):0

es wird dabei nur noch iiber solche ¢ summiert, fiir die ¢, (a; K') verschwindet.
Wir wéhlen eines dieser a; aus und setzen ¢ = a;. Nach Definition gilt

Uy, (cy) =Yy (Truk (cy)) sowie
Tro(ey) = (Traqeo Troe) (cy).
da 1 nichttrivial ist, folgt unittelbar

TrL|K(cy) = 0.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Summe auf der rechten Seite von (3.12)
nur aus dem Summanden 6(c) besteht.

Annahme: Die Summe enthélt zwei verschiedene Summanden 6(a;), 6(a;)
mit a; # a;. Dann ist ¢, trivial auf @,/ + a,;K. Nach Voraussetzung ist
¥y, aber nichttrivialer Charakter auf L, er kann also hochstens auf einer
Nebenklasse a; K konstant den Wert 1 annehmen, weil a; K +a; K = L wegen
[L: K] = 2. Es ergibt sich ein Widerspruch.

Damit ist das Lemma bewiesen. [

Lemma 31. Fir j(ag,by), die Jacobi-Summe aus Lemma 29, gilt
j(a07 bO) = pC¢'

Beweis. Wendet man Lemma 30 mit L = kg, K = k., ¥ = ¢ und 0 = x
auf die gauBischen Summen (3.10) an, so hat man

g9(r) = x(c)'p™, fir 7 = ag, bo, —ag — bo.
Nun l&sst sich (3.11) umformen
j(ao, bo) = p~**g(ao)g(bo)g(—ao — bo)
= px(e)x(e) x(e) T (p%)?
= TN (™)X () x (¢ 0T) = piex(crottomaomto)
= p“x(1) =p~.



82 KAPITEL 3. RANGKONSTRUKTIONEN

Dank dieses Lemmas konnen wir nun den Beweis von Satz 42 abschlieflen.

Beweis von Satz 42, 2.Teil. Day,0 € k = I, nach Voraussetzung, und x auf
ke, trivial ist, ergibt sich mit dem vorangegangenen Lemma aus (3.8)

Lo(U) = 14 x((r718)"*(=0)") jlao, bo)U" = 1+ pFoUs.
Die Produktzerlegung von P (U) hat nun die behauptete Form
Po(U) =[] Lo =[] (1 +pU™).
@ @

O

Satz 43 (Folgerung). Ist C* die iber einem endlichen Kérper k = F, defi-
nierte Kurve aus (3.2), so hat die Zetafunktion Z(C¥,U) die Form

1+ pU%)"R(U
2(cF vy = —FerU) eV RU) g
(t-p)A-pU) (1-p)(1-pV)
wo h wie in Theorem 8 definiert und R(U) € Q[U] ein zu (1 + pU?) teiler-
fremder Rest ist.

Beweis. Nach den Definitionen von f, F(t) und C* in Theorem 8 ist in
Satz 42 e = 2, und f ein Teiler von p" + 1, mit n ungerade. Also teilt
m = kgV(e, f) ebenfalls p" + 1. Nach dem ersten Teil des Beweises von Satz
42 ist dy = 2 ggT(dy, n). Damit folgt, da n ungerade, dass ¢, = ds/2 ebenfalls
ungerade ist. Dann ist aber jeder der Faktoren in (3.6) durch 1+ pU? teilbar,

Per(U) =[] Le(U) =10+ @u?)=)
¢

¢
cp—1
=TI +20?) Y (-1)pv% = (1+p0%)" RU),
¢ =0

mit einem zu 1+pU? teilerfremden Rest R(U). Betrachten wir nun die Bedin-
gungen aus (3.5). Da e = 2 ist, fiihrt ¢(£)° = 1 zu ¢(§) = —1. ¢(n) wiederum
ist ungleich 1 und erfiillt ¢(n)/ = 1. Damit ist fiir ein ungerades f die Anzahl
der ¢, die (3.5) erfiillen, gleich derjenigen der iiber k irreduziblen Teiler g von
t/ — 1, die ungleich ¢ — 1 sind. Die weitere Bedingung ¢(£n) = —é(n) # —1
impliziert noch g # t + 1. Fiir ungerades f ist dies bereits erfiillt, wegen
#(n)! = 1, fiir gerades f muss es jedoch zusitzlich beriicksichtigt werden.
Damit ist £{¢} = h mit h aus Theorem 8. O
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3.1.5 Der Rang von E¥

Es gelten die Bezeichnungen aus Theorem 8§:
Es ist k =TF,, p # 2, E eine supersingulére elliptische Kurve iiber k,

E =23+ ar? +bxr+c, mita,b,c€k.
Zu fmit f>2, f|p"*+1 fiir ein ungerades n, ist

ct . s =F(t), mit
F(t) =~tf +6, v,0 € k™,

als eine geometrisch irreduzible, nichtsinguldre, projekive hyperelliptische
(oder elliptische) Kurve iiber k definiert. Als Twist von £ mit F(t) beziiglich
k(C) haben wir die elliptische Kurve E* iiber k(t) erhalten,

EF oy =2 +aF(t)a? + bF(t)*x + cF (1) (3.14)

Wir wollen den Rang von E*'(k(t)) ermitteln, und somit den Beweis des
Theorems abschliefen. Dazu wissen wir bereits

Rang E” (k(t)) = Rang E(k(C")) (Satz 37)
Rang E(k(C")) = Rang Homy (J(CT), E) (Satz 39).

Nach Satz 41 benotigen wir die Zdhler der Zetafunktionen von C' und
E, um RangHomy(J(CT), E) zu berechnen. Fiir C¥ wurde dieser schon
bestimmt:

Por(U) = (14 pU*)"R(U), mit ggT((1+pU?), R(U)) =1 (Satz 43),
mit h wie in Theorem 8. Da E per Definition supersingulér ist, haben wir
Pe(U) =1+ pU?,
nach Korollar 7 auf Seite 32. Also Por(U) = Pg(U)"R(U), damit ist
Rang Homy (J(C), E) = 2h,
nach Satz 41, denn 1 + pU? irreduzibel iiber Q. Es ergibt sich
Rang E (k(t)) = 2h,

wo h die Anzahl der irreduziblen, normierten Teiler von tf —1 ist, die ungleich
t — 1 und fiir gerades f zusitzlich ungleich ¢/ + 1 sind. Damit ist der Beweis
von Theorem 8 abgeschlossen.
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3.1.6 Die normierten irreduziblen Teiler des Polynoms
th—1

In dem Beweis des sich an Theorem 8 anschlieBenden Korollars 15 wurde
folgende Aussage benotigt:
Ist n eine ungerade Primzahl, so gilt

p"—p p—1

=p"+1 = h=
f=p+ om 2

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem nachfolgenden Lemma.

Lemma 32. Sind p und n ungerade Primzahlen, so hat das Polynom
F(t)=t"" -1
genau

p"—p p-—1
2
2n + 2 *

normierte irreduzible Teiler. Davon sind genau

p"—p
i 2n

vom Grad 2n,
° ;%1 vom Grad 2,
e 2 vom Grad 1, namlicht — 1 und t + 1.

Fiir den Beweis brauchen wir zunichst ein weiteres, allgemeineres Lemma.

Lemma. Ist F(t) ein normiertes, separables Polynom aus F,[t], so ist die
Anzahl der normierten, irreduziblen Teiler vom Grad d von F(t) genau

1 —
C—lﬁ{ae]Fp : F(a) =0,a € Fpa, aber o & Fym fiirm < d}

Beweis. Ist a € Fp, schreiben wir
G = Gal(IE‘p(a) | IFp)

sowie
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fir die Bahn von « unter G. Da G' durch den Frobenius-Automorphismus
x> 2P erzeugt wird, gilt B(a) = {a? : i=0,1,...}. Dann ist

r[G(t — 04") = H(t — api)

ein normiertes, tiber F, irreduzibles Polynom aus F,[t].
Hat man umgekehrt ein irreduzibles normiertes Polynom g(t) € F,[t], mit
einer Nullstelle o € I, so gilt

gty=T] (t-5).

peB(a)

Fiir d = grad g(t) gilt
d=1B(a) = [Fy(a) : F,],  alsoFy(a)=TFu.
Wir definieren nun
L={a€F,: Fla)=0}.

Da F(z) als separabel vorausgesetzt wurde, gilt
F(t)y=]]-«).

a€L

Haben wir eine Zerlegung von F(¢) in normierte irreduzible Faktoren Fj(t),
F(t) = Fu(t) By (1) F3(t) - - B (8),
und ist a; € F, eine Nullstelle von Fj(t), so gilt
Fi(t) = H (t—a) und d; = grad F(t) = [Fp(ey) : Fp].
a€eB(a;)

AuBerdem ist B(a;) C Fy(ay), aber B(ai;) NFym = O fiir jedes m < d;.
Wir definieren jetzt fiir d € N

Ld)={a€L: a€Fu, adgFum fir m<d}.

Nach dem bisher Gesagten ist klar, dass L(d) genau aus den Nullstellen der
Polynome F;(z) mit d; = d besteht, also

Lo = | J{B(w) : grad F(t) = d} .

Folglich gilt
tL(d) =d -4 {i : grad Fi(t) = d},

also §L(d) ist die Anzahl der irreduziblen Teiler von F'(t) vom Grad d. O
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Beweis von Lemma 32. Das Polynom F(t) ist separabel, wie man sofort an
F'(t) = t*" sieht. Wie im vorangegangen Beweis definieren wir
L={a€F,: Fla)=0} ={a€eF,: o =1}.
Fiir ein o € L gilt
" =a-a?" = (oﬁ”n“)pk1 =a-1=aq,

es ergibt sich also o € Fp2n und somit L C [Fen.
Nach Voraussetzung ist n eine ungerade Primzahl, das heif3t, die einzigen
Teiler von 2n sind 1, 2, n und 2n, also hat IF,2n genau die folgenden Teilkérper:

Fp, ]Fp27 Fpn, ]Fp2n .

Da eine Bijektion zwischen den Bahnen B(«a) von a € L unter Galois-
Operation und den normierten irreduziblen Teilern von F'(¢) besteht, miissen
wir jetzt untersuchen, wie sich die Elemente von L auf die Teilkérper von [F2n
verteilen:

e Was ist I, N L7
Fir a € IF, gilt:
a€F,NL <= o’ =a und ' =1
— o’ =a und o’ =1
— a ==+l
Also ist
F,NL={-1,+1}

und somit sind ¢ + 1 und ¢ — 1 die einzigen Teiler von F'(t) vom Grad
1.

e I N Fp2:
Fir o € I, so gilt:
a€FpNL o =a und o' =1
— o” 1 =1 und " =1
2 n
e 88T =1Lp"+1) _ | o P+l — 1,

wobei die Hilfsaussage ggT(p? — 1, p" + 1) = p + 1 angewendet wurde,
die wir im Anschluss beweisen werden. Damit ist

LNF,p = {a : ap“}
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und es ergibt sich
ﬂ(Lﬂsz) =p+2 = ﬂ(LﬂFPQ\Fp) =p-—1,

da +1, —1 schon in F, liegen. Mit dem vorangegangen Lemma gibt es
also genau 251 irreduzible normierte quadratische Teiler von F(t).
o LNFyn:
Fiir o € F, hat man:
aclF,NL < o =a und T =1
— o =a und o? =1
— a ==+l
Also ist LNFyn = {£1} und

LN (Fp\F,) = 0.
e Wir kénnen L folgendermaBien zerlegen:
L=L0F = (LNF,) U (LN (F:\F,))
U (L0 (Fp\F,) ) U (20 (Fpe\(Fye UF,)) ).

Die Menge L hat p" +1 Elemente, da sie iiber die Bedingung o?"** = 1
definiert ist. Setzt man dies mit den bisherigen Ergebnissen zusammen,
so folgt

$LN (Fpn\(Fpe UF,0)) = (p"+1) — (p+1).
Eine Konjugationsklasse unter der Operation von Gal(F,. | F,) um-
fasst 2n Elemente, und somit gibt es genau

pt—p
2n

normierte irreduzible Teiler von t?"*! — 1 vom Grad 2n.

Hilfsaussage: Sind p, n ungerade Primzahlen, so gilt

geT(p* —1,p"+1) =p+1.
Beweis: Bekanntlich ist

PP-1=@p+1)(p-1),
PP+l =(p+1)((=p)" "+ (-p)" > +...+ (-p) + 1),
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also

ggT(p2 -1, p"+ 1) =
(p+1)ggT(p—1, (=p)" "+ (=p)" >+ ...+ (-p) + 1).

Dies ist gerade gleich p + 1, denn aus d | p — 1 folgt p = 1 mod d, was aber
wegen n ungerade

0 (—p)" ' +...+(—p)+1=(-1)""1+...+(-1)+1=1mod d

impliziert. [

3.2 Konstruktionen mit nicht konstanter j-
Invariante

Ein Grundmerkmal der in Abschnitt 3.1 dargestellten Konstruktion von TA-
TE und SHAFAREVICH ist die Verwendung quadratischer Twists. Eine Folge
daraus ist, dass die so gewonnen Kurven E*" alle dieselbe j-Invariante wie die
Ausgangskurve E aufweisen. Insbesondere ist j € F,,, und die so gebildeten
Kurven sind alle isotrivial, vgl. Lemma 25, auf Seite 69 sowie Bemerkung 20.
Man kann nun die Frage stellen: Ist es auch moglich, Familien von elliptischen
Kurven asymptotisch beliebig hohen Ranges iiber F,(¢) zu konstruieren, de-
ren j-Invarianten nicht in I, liegen, also keine Konstanten sind?

3.2.1 Die Konstruktion von Shioda

Eine erste Annéherung an diese Frage geschieht durch TETSUI SHIODA in
[Shi86]. Wie bereits aus dem Titel ,An explicit algorithm for computing the
Picard number of certain algebraic surfaces” ersichtlich, liegt SHIODAS In-
teresse hier nicht unmittelbar auf den elliptischen Kurven sondern auf der
Theorie algebraischer Fliachen. Die elliptischen Kurven dienen ihm nur als
Beispiel fiir die Anwendung seiner allgemeineren Resultate. Entsprechend
sind seine Methoden sehr verschieden von den bislang von uns behandel-
ten, und eine detaillierte Darstellung wiirde den gegebenen Rahmen dieser
Diplomarbeit iibersteigen. Wir werden uns deshalb auf einige Bemerkungen
und das Zitieren seiner wesentlichen Ergebnisse beschranken.

Picard- und Lefschetz-Zahl Sei X eine nichtsingulédre projektive Va-
rietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Die Picard-Zahl, die
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wir mit p(X) bezeichnen wollen, stellt eine wichtige geometrische Invariante
von X dar. Sie lasst sich definieren durch

p(X) = Rang NS(X) = Rang (Pic(X)/Pic"(X)), (3.15)

wo NS(X) die sogenannte Néron-Severi Gruppe von X durch Pic(X)/Pic®(X)
definiert ist, siehe z.B. [Har77], S. 140. Fiir die Theorie algebraischer Flachen
ist es von groflem Interesse, deren Picard-Zahlen berechnen zu kénnen.

Die Lefschetz-Zahl, A\(X), einer Fliche X ist, im Gegensatz etwa zu p(X),
eine birationale Invariante der Flache, fiir die immer A(X) > 0 gilt. Sie ist
eng mit der Picard-Zahl verbunden, genauer gilt die Beziehung

A(X) = by(X) = p(X), (3.16)

mit der 2ten Betti-Zahl by(X), welche ebenfalls keine birationale Invariante
ist. Als birationale Invariante ist A(X) invariant unter Aufblasungen und
kann somit auch fiir Flachen betrachtet werden, welche nicht als minimales,
nichtsingulidres Modell vorliegen. Zum Zusammenhang zwischen A(X) und
p(X) in Charakteristik p, siche etwa [Zar71], S. 122.

Shiodas wichtigstes Ergebnis in [Shi86] stellt ein Verfahren dar, durch das
die Lefschetz- und damit mittels (3.16) auch die Picard-Zahl von sogenannten
Delsarte-Fliachen berechnet werden kann.

Delsarte-Flichen

Definition 27. Eine Delsarte-Flache im Sinne SHIODAS ist eine algebraische
Fliche X4 C P}, welche durch eine Gleichung der Form

3
Xa: Z bixyxitxg?as® = 0, (3.17)
=0

mit Koeffizienten b; € k*, i = 0,...,3, gegeben ist, wobei die Exponenten
a;j, 1,5 = 0,...,3, eine Matrix A € Mat(4 x 4,Z) bilden, die den folgenden
Bedingungen geniigt:

Zaoj:---:Zagj (318)

fiir jedes j gibt es ein ¢ mit a;; = 0.

Bemerkung 23. Der Name Delsarte-Fléche rithrt daher, dass J. DELSARTE
1951, in [Del51], fiir einen recht allgemeinen Typ von Varietédten Bedingungen
aufgestellt hatte, welche fiir Flichen in P¥ zu (3.18) dquivalent sind, unter
denen sich der Beweis der Weil-Vermutungen auf ein, im allgemeinen jedoch
kaum zugéngliches, kombinatorisches Problem reduzieren lésst.
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Shiodas Algorithmus fiir die Picard-Zahl

Im Folgenden sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und X 4 eine Dels-
artefliche mit Exponentenmatrix A = (a;;). Um das Hauptergebnis Shiodas
formulieren zu konnen, miissen wir etwas Notation festlegen:

Wir bezeichnen mit A* die komplementare Matrix zu A, also die Matrix
mit A - A* = det(A) 1. Seien nun ¢, d und B definiert durch

|det(A)]
5

und weiterhin seien M, und Ly C M, die (Z/dZ)-Moduln

6 =ggT(aj;), d= und B =dA™ ' =45 1A%

M, = {(ao,(zl,ag,ag) €(Z2/dZ) : ag+ -+ a3 =0 mod d},
LA = {(ao,al,aQ,ag)B : (ao,al,ag,ag) S Md}
Wir definieren nun die Mengen ", B" (p), fir n,m € Z, m prim zu

char(k), p = char(k) > 0 , welche in der Theorie der Fermatflachen eine
wichtige Rolle spielen:

n+1

U = {(ao,...,an+2) eZ"? :0<aq <m,Zai EOmodm}
i=0
n+1
B,(0) = { (a0, ) €41 - ;<%> = DLV, T m) =1}
n+1l f—1 tpja
B (p) = {aZ JRSPIS ZZ< ) = —|—1)f,Vt geT(t, m)—l}
=0 7=0

wo f = ordg ;% (p) gesetzt wurde, und (z) = x — [z den gebrochenen
Anteil einer rationalen Zahl x bezeichnet.

Im Folgenden bendtigen wir die Mengen 7. 8" nur fiir n = 2, in die-
sem Fall bezeichnet man die Elemente von B2 als Fermatquadrupel, und
sonst, im allgemeinen, die von B%-2 als Fermat-k-tupel. Wir fithren noch
eine weitere Bezeichnung ein,

Ti(p) = 45— Bi(p), fiir p =0 oder p prim,
und kénnen nun das Hauptergebnis SHIODAS formulieren:

Satz 44. Fiir die Lefschetz-Zahl der Delsarte-Fliche X 4 tiber dem Grund-
korper k, mit p = char(k) > 0, gilt:

A(X4) = §(T3(p) N1 La). (3.19)
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Haben wir ein nichtsinguléres projektives Modell X von X4 vorliegen, so
ist die Picard-Zahl p(X) definiert, und wir erhalten aus (3.16):

Korollar 17. Ist by(X) die 2.te Betti-Zahl von X, so gilt fir die Picard-Zahl
p(X): )

p(X) = b2(X) — £(T5(p) N La).
Bemerkung 24. Die Methode hinter dem Beweis von SHIODAS Hauptsatz

besteht darin, die Kohomologiegruppen der Delsartefliche X, mit denen
einer Fermatfliche X,

Xyt a4+ af+ab+a8=0,

mit d wie oben aus A berechnet, in Bezichung zu setzen, wobei fiir char(k) =
0 die klassischen Kohomologiegruppen iiber C, und fiir char(k) > 0 die
l-adischen Kohomologiegruppen zu eine Primzahl [ # char(k) zur Anwen-
dung kommen. Die Geometrie der Fermatflichen wiederum war zu diesem
Zeitpunkt bereits sehr intensiv studiert worden.

Fiir die Anwendung auf elliptische Kurven von Funktionenkérpern in
Charakteristik # 0 ist das folgende Korollar entscheidend

Korollar 18. Ist X 4 eine Delsarte-Fliche iiber dem Kérper k mit char(k) =
p >0 und ist p* = —1 mod d fiir ein ganzzahliges v > 0, so gilt

A(X4) = 0. (3.20)

Bemerkung 25. Eine Fliche X, fiir die A(X) = 0, wird auch als supersin-
guldr bezeichnet, was nicht mit dem Begriff “supersingulér” als Gegenteil
von “gewohnlich” fiir elliptische Kurven nach Definition 13 auf Seite 17 ver-
wechselt werden sollte.

Beweis zu Korollar 18. Es gelte p” = 1 mod d, und sei f = ord gz~ (p)-
Ohne Einschriankung gilt v < f, sonst betrachte v mod f. Sei ¢ teilerfremd
zu f und a #Z 0 mod d. Dann

0% plat=—p™at modd = 0+#pat+p"™at=0 modd
pat pat
=1.
S (P
Aus p? = p/ =1 mod d ergibt sich 2v = f damit erhalt man

3 f Pagt 3 f/2 Pagt Pt az 3 f/2
SIS <3S S -y 5y

fir alle ¢t mit ggT(¢,d) = 1 und alle (ao, ...,a3) € U5 Also B2 = 42 nach
Definition, woraus die Behauptung folgt. ]
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Anwendung auf elliptische Kurven

SHIODA wendet nun seine Methode auf eine Reihe von Beispielen an. Die fiir
uns wichtigsten sind die, in denen er sich mit elliptischen Fldchen befasst.
Wir geben kurz eine Definition dieses Begriffs (vgl. [Sil94], S. 202):

Definition 28. Sei C' eine nichtsingulére projektive Kurve iiber einem Korper
k. Eine elliptische Flache iiber C' besteht aus

1. einer Flache &,

2. einem Morphismus 7 : € — C, so, dass die Faser & = 77'(t) fiir alle

bis auf endlich viele Punkte ¢ € C(k) eine nichtsinguldre Kurve vom
Geschlecht 1 ist,

3. einem Schnitt von 7, o9 : C — £.

Wir wollen die Theorie elliptischer Flachen nicht vertiefen, die nétigen
Grundlagen vermittelt z.B. [Sil94] in Chapter III, ab Seite 187, insbesondere
wird dort auch der Algorithmus von TATE behandelt, der es ermdoglicht, ein
minimales Modell einer elliptischen Fliche zu erhalten, das Néron-Modell
oder auch Néron-Kodaira Modell.

Wir begniigen uns mit der Feststellung, dass jeder elliptischen Kurve iiber
einem Funktionenkérper k(t) eine elliptische Fliche £ iiber der Kurve C' = P}
iiber k, zugeordnet werden kann, deren generische Faser wieder E iiber k(t)
ist.

SHIODA studiert nun elliptische Kurven, welche durch eine affine Weier-
straigleichung der folgenden Form, iiber k(t) gegeben sind:

E :y? =2* 4+ at"z + bt™, a,bek,ab#0,n,m €7, (3.21)

wobei vorausgesetzt ist, dass k algebraisch abgeschlossen ist. Fiir das mini-
male Modell € der dieser Kurve zugeordneten elliptischen Fliche iiber Pj,
benutzt er Methoden, welche man beispielsweise in [Sil86] Ch. X, S. 358f
bzw. in [Sil94], Ch. III nachlesen kann, um die geometrischen Invarianten der
Fldche zu untersuchen. Er wendet dann noch die sogenannte Shioda-Tate
Formel,
Rang E(k(t)) = M(€) =2 ) (n, — 1),

an, welche einen Zusammenhang herstellt zwischen dem Rang der ellipti-
schen Kurve, der Lefschetz-Zahl der zugehorigen elliptischen Flédche sowie
der Anzahl der Komponenten n, der Fasern der endlich vielen Punkte t,, fiir
die & aus der obigen Definition keine nichtsingulire Kurve ist, siche [Shi72],
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[Tat66b], ein recht lesbarer Beweis findet sich auch in [MP86]. Schliefilich
erhélt er dann:

4 falls eg =€ =0
/\(f:’) =D — Rang E(E?(t)) —<¢2 fallsey+ e >0, €geae =0 (3.22)
0 falls €, €x > 0,

wobei D = |2m—3n/|, ¢y der kleinste nichtnegative Rest mod 12 von min(2m, 2n)
und e, der kleinste nichtnegative Rest von — max(2m, 2n) mod 12 sind. (Die-

se Groflen hatten sich aus der Betrachtung der singuléren Fasern von & er-
geben.)

Theorem 9. Sei k = F,, mit p = —1 mod 4, und k der algebraische Ab-
schluss von k. Bezeichne Ey fiir N € N, N ungerade und > 0, die elliptische
Kurve dber k(t) mit der (affinen) Weierstrafigleichung

pN 41

Ex:yP=2+c+t 2 |

so0 hat diese iiber k den Rang

RangEN(l%(t)) =V — {il)) , p= {_11 mod 3.

Insbesondere wird also der Rang iiber k(¢) in der Familie {Ey : N =
1,3,...} asymptotisch beliebig hoch.

Bemerkung 26. Laut ULMER, [Ul02], S. 297, ist
En(Fpen(t)) = Ex(k(1)),

mit anderen Worten, Ey erreicht bereits nach einer endlichen algebraischen
Korpererweiterung maximalen Rang. Es ldsst sich sogar zeigen, dass der Rang
von Ey (k(t)) mit N — oo ebenfalls gegen unendlich strebt.

Beweis. Wir setzen m = #. Die projektive Form der Gleichung von Ey,
aufgefasst als Flache &y iiber k, ist

Zm—ZyQ _ Zm—3X3 _ sz—l —_Tm — O,
mit den projektiven Koordinaten

(Z:X:Y:T):(xo:xl:xg::vg).
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Man sieht, dass Ey sich somit als Delsarte-Fldche zur Matrix

m—2 0 2 0
m—3 3 0 0
A= m—1 10 0
0 00 m

auffassen lasst. Wir wollen die Lefschetz-Zahl dieser Fliache bestimmen, wozu
wir das Néron-Modell von £y nicht zu kennen brauchen. Man berechnet leicht

0 0 —2m? 0
—2m  2m(m—1) m(m—2) 0
—6m —2m(m —3) 3m(m—-2) 0 |’
0 0 0 —4m
6 = ggT(a;;) =m, det(A) = —4m, d = 6" |det(A)| = 4.

A" =

Da nach Voraussetzung p = —1 mod 4, also p = —1 mod d, folgt nach Ko-
rollar 18, dass A(Ex) = 0. Sei nun Ey das Néron-Modell von Ey. Da die
Weierstrafigleichung von Ey vom obigen Typ (3.21) ist, mita =b=1,n=10
und m = m, kénnen wir (3.22) anwenden. Wir miissen dazu lediglich noch
€0, €x berechnen:

€0 =min(2m, 0) mod 12 =0
€so = — max(2m, 0) mod 12 = —(p" + 1) mod 12.
Somit erhalten wir

4 p=-—1mod3

Rang Ey (k(t)) = p™ +1—
ns N(()) b {2 p=1mod 3

]

Mit Ausnahme von Korollar 18 war die gesamte Theorie in diesem Ab-
schnitt, einschliefllich der hier nur angedeuteten Untersuchung elliptischer
Flidchen, so aufgebaut, dass immer auch char(k) = 0 zugelassen war. Die
Hoffnung, eventuell in der Familie 'y oder einer anderen Familie elliptischer
Kurven des Typs (3.21) ein Beispiel fiir das Auftreten beliebig hohen Ran-
ges in Charakteristik 0 zu finden, scheint sich jedoch nicht zu bewahrheiten,
zumindest gilt:

Satz 45 (vgl. [Shi86], Cor. 9). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kiorper
mit char(k) = 0, E eine elliptische Kurve dber k(t), mit einer Weierstrafs-
gleichung des Typs

E . y* =2+ at"z + bt",
a,b € k,ab# 0, n,m € Z und 2m # 3n.
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Dann st

Rang E (k(t)) < 56,

mit Gleichheit genau dann, wenn m = 0 mod 2 und 2m = 3n mod 23-32-.5-7.

3.2.2 Die Konstruktion von Ulmer

Die Ideen SHIODAS liefern, zumindest in der urspriinglichen Form, nur iiber
F,(t) Familien elliptischer Kurven mit asymptotisch beliebig hohem Rang,
und auch dies nur fiir p = —1 mod 4. In [U102] baut jedoch DoucLAs ULMER
die Methode SHIODAS aus, eine Beziehung zwischen einer elliptischen Flache
und einer geeigneten Fermatfliche auszunutzen, um zu einer Konstruktion
zu gelangen, die fiir jedes p, sogar fiir p = 2, eine Familie elliptischer Kurven
liefert, deren Rang bereits iiber F,(¢) asymptotisch unbeschrénkt ist.
Sein Hauptresultat ist der folgende Satz:

Theorem 10. Sei k = F,, mit p einer beliebigen Primzahl, und k dessen
algebraischer Abschluss, sowie k(t) der rationale Funktionenkérper in einer
Variablen iber k. Sei weiterhin E die tiber k(t) durch die Weierstrafigleichung

E y2+xy::1:3—td, wo d=p"+1, n>0,
definierte elliptische Kurve, dann gilt:
1. Die j-Invariante j(E) ist nicht konstant, genauer

GE) =741 -2 3% 49) 7 (¢ k).

2. Fir den Rang der Mordell-Weil-Gruppe von E iber k(t) gilt

pr—1
on '

Rang E (k(t)) >
und

Rang E(k(t)) < Rang E(F,2«(t)) = Rang E(k(t)) = {i: ., 2J‘(j

Bemerkung 27. ULMER zeigt aulerdem, dass die Vermutung von BIRCH und
SWINNERTON-DYER fiir £ gilt, und zwar iiber jedem F,(¢) fiir ¢ = p™,
m > 1.
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Korollar 19. Fiir die Familie elliptischer Kurven {En n=1,2,3,... },
tiber F,(t), mit
E, : y*+yr=a> "t

qilt
nh—>1£10 Rang E,, (F,(t)) — oc.
Ahnlich wie schon vorher, Satz 45, stellt sich auch in diesem Fall heraus,
dass der Rang von Kurven des Typs E, iiber Q(¢) und sogar iiber Q(t)
absolut beschrénkt ist, vgl. [Ul02], Rem. 1.6.
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