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Aufgabe 1 (2+2 Punkte)

Seien X ein topologischer Raum und A ⊂ X . Zeigen Sie:

(a) Sind X kompakt und A abgeschlossen, so ist auch A kompakt.

(b) Der topologische Raum A (versehen mit der induzierten Topologie) ist genau dann
kompakt, wenn A eine kompakte Teilmenge von X ist.

Aufgabe 2 (2+2 Punkte)

Seien (X , {Fx }x∈X ) und
(
Y , {Gy }y∈Y

)
topologische Räume. Zeigen Sie:

(a) Das Paar
(
X ×Y , {T(x,y)}(x,y)∈X×Y

)
mit

T(x,y) := {
U ×V ; U ∈Fx ,V ∈Gy

}
für alle (x, y) ∈ X ×Y

ist ein topologischer Raum.

Bemerkung: Man sagt, das mengentheoretische Produkt X ×Y wird mit der Produkttopologie
versehen.

(b) Sind X und Y kompakt, so ist auch X ×Y kompakt.

Hinweise zu (b)

1. Der topologische Raum {x}×Y (∀x ∈ X ), versehen mit der von X ×Y induzierten Topo-
logie, ist kompakt.

2. Sei {Wi }i∈I eine offene Überdeckung von X ×Y . O.b.d.A. kann man annehmen, dass die
Mengen Wi von der Form Ui ×Vi sind, mit offenen Teilmengen Ui von X und Vi von Y .

Es existiert zu jedem x ∈ X eine endliche Teilmenge Ix ⊂ I , mit {x}×Y ⊂⋃
i∈Ix

Wi =: Wx .
Für Ux :=⋂

i∈Ix
Ui (x ∈ X ) gilt p−1(Ux ) ⊂Wx , wobei p die Projektion auf die x-Koordinate

bezeichnet.

Das System {Ux }x∈X ist eine offene Überdeckung von X . Benutzen Sie nun die Kompakt-
heit von X , um eine endliche Teilmenge I ′ ⊂ I mit

⋃
i∈I ′ Wi = X ×Y zu konstruieren.

Bitte wenden! −→

Abgabe: 28. Juni, bis spätestens 11 Uhr ct.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und seien Ai (i ∈ I ) zusammenhängende Teilmengen, die einen
Punkt gemeinsam haben. Zeigen Sie, dass dann die Vereinigung der Ai zusammenhängend
ist.

Abgabe: 28. Juni, bis spätestens 11 Uhr ct.


