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1. Einleitung

In der mathematischen Forschung werden klassische Billards intensiv hinsichtlich un-
terschiedlichster Aspekte untersucht. Billards beschreiben die Bewegung eines Masse-
punktes, des sogenannten Billardballs, in einem beschrénkten Gebiet des R", n € N,
dem Billardtisch, ohne Krafteinwirkung, bis auf einen anfanglichen Anstofs. Beim An-
stoft des Billardballs an den Rand des Gebiets tritt eine Reflexion auf, bei der die
Energie erhalten bleibt. Anschliefsend bewegt sich der Billardball in eine neue Rich-
tung gemék des Reflexionsgesetzes weiter, bis er erneut an den Rand stofit. So entsteht
mit fortlaufender Zeit eine Billardbahn. Weitere Informationen zu klassischen Billards
sind beispielsweise in [Tab05] zu finden.

Wir stellen uns im Verlauf dieser Arbeit die Frage nach magnetischen Billards und der
Anderung der Dynamik unter Einfluss eines magnetischen Felds. Genauso wie vorher
bewegt sich der Billardball in einem beschrankten Gebiet des R™, n € N, jedoch wird
der Billardtisch zuséatzlich von einem Magnetfeld durchstofen. Anschaulich kénnen wir
uns ein geladenes Teilchen vorstellen, welches durch ein Magnetfeld von der Bahn sei-
ner freien Bewegung abgelenkt wird. Die Bewegung des Billards unter Einfluss eines
Magnetfeldes wird derart verandert, dass sie nicht mehr der typischen Bewegung eines
Billards entlang von Geradensegmenten entspricht. Das Teilchen erfahrt durch die vom
Magnetfeld induzierte Lorentzkraft eine Ablenkung. Insbesondere verdndert sich die
Richtung der Bewegung, aber die Energie bleibt erhalten.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir geschlossene von einem Magnetfeld beein-
flusste Orbits mit vorgegebener Energie auf diesem beschrankten Gebiet im R™, n € N.
Dabei erklaren wir sowohl deren Bewegung innerhalb des Billardtisches als auch das
Verhalten am Rand, genauer gesagt das Reflexionsgesetz. Im Folgenden werden wir
solche Orbits magnetische Anstofforbits nennen.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, zu zeigen, dass ab einem bestimmten Energie-
wert solche magnetischen Anstofforbits auf einem Billardtisch im R", n € N, welcher
von einem Magnetfeld durchstoffen wird, existieren. Des Weiteren zeigen wir, dass ein
magnetischer Anstofforbit hochstens dim(Billardtisch) + 1 Anstofpunkte hat und wir

geben eine implizite obere Schranke an die Periode dieser Orbits an.



2 1 Einleitung

Der in dieser Arbeit gegebene Beweis beruht auf dem Artikel Periodic Bounce Orbits
of Prescribed Energy von Albers und Mazzuchelli, [AM11]. In diesem Artikel wird die
Existenz von periodischen Anstoflorbits mit vorgeschriebener Energie auf einem Bil-
lardtisch im R", n € N, ohne den Einfluss eines Magnetfelds, gezeigt. Dabei beziehen
sich die Autoren auf den Artikel [BG89|, der die Existenz von periodischen Anstofs-
trajektorien mit einer kleinen Anzahl von Anstofpunkten beweist. Die beiden Beweise
beruhen auf einem Approximationsschema, welches die sogenannte Penalty-Methode
verwendet. Wir werden dieses Approximationsschema auch verwenden und es an den
Einfluss des magnetischen Felds anpassen.

Zuerst zeigen wir fiir den Beweis der Existenz von magnetischen Anstofforbits in Kapi-
tel 2 das Setup auf und fithren anschlieffend eine formale Definition eines magnetischen
Anstoflorbits ein. Danach statuieren wir das wesentliche Theorem dieser Arbeit, wel-
ches obere Schranken an die Periode der Orbits liefert.

In Kapitel 3 erklaren wir das bereits erwahnte Approximationsschema fiir das soge-
nannte Free-time-Wirkungsfunktional. Wir beweisen, dass eine Folge approximativer
Losungen dieses Funktionals gegen einen magnetischen Anstofforbit mit vorgeschriebe-
ner Energie konvergiert, vorausgesetzt ihr Morse-Index ist uniform beschrankt.
Kapitel 4 liefert schliefslich den Beweis des eingangs beschriebenen Theorems. Da-
fiir iibertragen wir das zuvor genannte Approximationsschema von der Lagrangeschen
Sprache in seine entsprechende Hamiltonsche Formulierung via Legendre-Dualitidt und
wenden darauf symplektische Strukturen in Hamiltonscher Dynamik an, um entspre-

chende Losungen des Free-time-Wirkungsfunktionals zu finden.



2. Statuierung des Theorems

Wir fiihren in diesem Kapitel unsere verwendete Notation ein und statuieren das we-
sentliche Theorem dieser Arbeit. In diesem Theorem wird die Existenz magnetischer
Anstoflorbits aufgezeigt und eine obere Schranke an deren Periode gegeben. Dafiir be-

ginnen wir mit einer formalen Definition des magnetischen Anstofsorbits.

2.1. Einfuhrung

Sei 2 C R", n € N, ein offenes, beschrinktes und glatt berandetes n-dimensionales

Gebiet, sei V' € C*®({2) eine glatte Funktion, das sogenannte Potential, und sei «
eine 1-Form auf der abgeschlossenen Menge €2, das heifit, fiir Funktionen a;:  — R,

t=1,...,n, konnen wir
n
Qq = Zai(Q)in
i=1

schreiben. Wir studieren das Lagrange-System gegeben durch

L:TO=QxR" —R

(2.1)
(q,v) — %|U‘2 + a,(v) — V(q).

Sei ¢ die geschlossene 2-Form definiert vermoge o := da. Dadurch wird ein eindeutiger
Endomorphismus Y : TQ — TQ definiert, der fiir alle ¢ € {2 und fiir alle v und w € T,
durch

(Yy(v),w) := gq(v,w) (2.2)

gegeben ist.
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Bemerkung 2.1.1. Mit Hilfe dieser Beziehung kénnen wir den Endomorphismus Y ex-

plizit bestimmen. Dafiir berechnen wir fiir alle v und w € T,Q mit ¢ € Q2

oy(v,w) = (day)(v,w) = (Z (Z %(q)dqj) A dqi> (v, w)

i=1 \j=1 %

- > (g(;" (q) — %(@) dg; A dg; (v, w).

J<i
i,j=1,...,n

Daraus folgt

Y = [Z (G- Gw) ] |

Damit kénnen wir jetzt magnetische Anstoforbits des Lagrange-Systems definieren und

deren Energie bestimmen.

Definition 2.1.2. Eine stetige und stiickweise glatte Abbildung v: R/7Z — Q, 7 > 0,
heift magnetischer Anstofiorbit zu dem obigen Lagrange-System (2.1), falls eine

(moglicherweise leere) endliche Teilmenge B C [0, 7] existiert, sodass
(1) v die Euler-Lagrange-Gleichung
V') + Y0 (Y () +VV(y(1) =0 Vi ¢ B (2.3)
erfillt, und,

(2) fiir jedes t € B der Punkt y(¢) im Rand 0% liegt, links- und rechtsseitige Ablei-

tungen existieren, das heifst,

Y (tF) = lim 5'(s) (2.4)

s—tt

existieren, wobei wir s — ¢* fiir s \( ¢ und analog s — ¢~ schreiben, und ~ das

Reflexionsgesetz

—(Y(t), v (+(t))) #0,
V(¢ ) (Yt ), v (v(®))) v (1(1)

<7 >
(t))

’y’(t+) . <7/(t+), > V

erfiillt, wobei v die dufere Normale zu 0f2 ist.
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Dabei nennen wir die Zeiten t € B Anstofizeiten und die Punkte ~(t) fir t € B
Anstofipunkte.

Bemerkung 2.1.3. Das soeben beschriebene System héngt nicht explizit von der Varia-
blen t ab. Aus diesem Grund schreiben wir in dieser Arbeit der besseren Ubersichtlich-

keit halber oftmals nur v statt ().

Bemerkung 2.1.4. Die Energie fiir einen magnetischen Anstofsorbit ~ ist definiert durch

BG(0) = 92 (4(0),7/(6) -+ (1) — L(+(1),7'(0)

=3V OF + V(1))
und unabhéngig von t ¢ B, denn es gilt

%E(v(t)) _ % (I OF + V(1))

="+ (VV(1).7)

= (7. Y,(¢)) = (7, VV () + (VV(7),7)
= -7, Y,(¢))

= —daoy, (7,7).

Dieser Ausdruck verschwindet, da die 2-Form de, eine schiefsymmetrische Bilinearform

mit zwei identischen Eintragen ist. Also folgt

d

SE (1) =0.

Zur Statuierung des zentralen Theorems dieser Arbeit bendtigen wir noch eine Vari-
ante der Definition des Mané-kritischen Wertes. Weitere Informationen finden sich in
[Abb13| sowie in [CMPO04].

Definition 2.1.5. Mit den zuvor gegebenen Definitionen ist der Mané-kritische

Wert gegeben durch

c(a) = max (3o + V(g)) (2.6)
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Bemerkung 2.1.6. Mit Hilfe des Mané-kritischen Werts konnen wir feststellen, ab wel-
chem Energiewert entscheidende Verdnderungen in unserem zu untersuchenden Setup

auftreten.

2.2. Resultat

Unter Verwendung dieser Vorbereitungen formulieren wir das wesentliche Theorem die-
ser Arbeit.

Theorem 2.2.1. Fir alle Energiewerte E > c¢(a) und o = 0 nahe 02 ezistiert ein
magnetischer Anstoforbit v: R/7Z — Q, 7 > 0, mit der Energie E(y) = E, hichstens
dim Q2 + 1 Anstofipunkten und der Periode

7 < C - diam(Q) - 2(2E — 2min V)2, (2.7)
Q

wobei C' = C(E,a,0) > 0 ist.

Bemerkung 2.2.2. Im Abschnitt 4.2 sehen wir, wie die Voraussetzungen E > ¢(«) sowie
a = 0 nahe 99 in den Beweis dieses Theorems einflieflen. Das Theorem 2.2.1 beweisen

wir schlieflich in Kapitel 4.



3. Approximationsschema

Wie in der Einleitung bereits angekiindigt, verwenden wir zum Beweis des Theo-
rems 2.2.1 das schone Approximationsschema von Benci-Giannoni [BG89|, welches
von Albers-Mazzucchelli [AM11] modifiziert wurde. In diesem Approximationsschema
wird eine modifizierte Lagrange-Funktion verwendet. Dafiir fligen wir zu der urspriing-
lichen Lagrange-Funktion einen zusatzlichen Term hinzu, den sogenannten Penalty-
Term. Dadurch erhalten wir das Free-time-Wirkungsfunktional. Die Losungen dieses
modifizierten Systems konvergieren gegen die Losungen des Originalproblems, welches
in Gleichung (2.1) erklért wurde, und liefern folglich die gesuchten Anstoforbits. An-
schlieftend stellen wir eine Verbindung zwischen der Anzahl der Anstofpunkte und dem
Morse-Index her. Mit diesen Techniken konnen wir dann in Kapitel 4 die Existenz von
Losungen des approximativen Problems zeigen. Weitere Details zu den Lagrangeschen

Formulierungen befinden sich in [Maz11] sowie in [Abb13].

3.1. Lagrangesche Formulierung

Zur Einfithrung dieser modifizierten Lagrange-Funktion ben6tigen wir folgendes Setup.
Sei 2 C R™, n € N, wie zuvor ein offenes, beschranktes Gebiet mit glattem Rand und
V € €*(1Q) eine glatte Funktion. Wir fixieren dy € (0, 1) geniigend klein, insbesondere
so klein, dass die Abstandsfunktion gegeben durch

distoo(¢q) = min {|g — ¢| | ¢ € 90} (3.1)

in allen Punkten ¢ €  mit distgo(q) < 2dy < 1 differenzierbar ist.
Wir betrachten eine glatte Abbildung k: [0,00) — [0,2dy] (vgl. Abbildung 3.1) mit
0<Kk <1, k(x) =z fir  <dy und k(z) = const. fiir x > 2d,.



8 3 Approximationsschema

Abbildung 3.1.: Beispiel fiir eine Funktion k.

Damit definieren wir die Funktion h € C>(Q) (vgl. Abbildung 3.2) vermdoge

h: Q — [0, 2d]
. (3.2)
h(q) = k (distaa(q)) -
Die Abbildung A besitzt folgende Eigenschaften:
e h(q) = distan(q) fiir alle ¢ € Q mit distoq(q) < do, da k(z) = = fiir z < dj gilt,
o h(q) > do, falls distgn(q) > do, weil 0 < k' <1,
e 0<h<1,weil h: Q— [0,2do] und 2dy < 1 gelten,
e h(q) = const., falls distgn(q) > 2dy, da k(z) = const. fiir x > 2dy und

o [VA|<1,da0<k <1.

Wir definieren eine Funktion U € C*(2) (vgl. Abbildung 3.2) durch

U(q) == : (3.3)

Somit ist U eine positive Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

e U wiichst wie —>— nahe 99, da h(q) = distsa(q) fiir alle ¢ nahe 99 gilt, und

diStg)Q2
e U ist konstant in dem Bereich {distgn(q) > 2dy}, da h(q) = const., falls fiir die
Abstandsfunktion distaa(q) > 2d, gilt.

Fiir ¢ > 0 fithren wir jetzt die modifizierte Lagrange-Funktion ein:

L.: TQ=QxR"—R

(3.4)
(q,v) — 5[p|> + ay(v) = V(q) — eU(q)
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Abbildung 3.2.: Die Funktionen h und U.

Damit definieren wir fiir jeden Energiewert £ € R das Free-time-Wirkungsfunktional
LE. HYR/Z,Q) x Rog — R mit y(t) := ['(t/7) durch

PED 1) = 1 /0 1 [La (m), %F’(t)) + E} dt = /0 L)+ Eldt (35)

Dabei bezeichnet H! = W2 einen Sobolevraum im R”, n € N. Der Sobolevraum H*
ist sogar ein Hilbertraum. Eine kurze Einfiihrung in Sobolevraume im R"™ findet sich
in [AD14] im Anhang (Teil C.4). Weitere Details kann man in [Ada75] nachlesen.
Das zum Wirkungsfunktional £F zugehérige Differential ist gegeben durch

LLE(T,7) (T, 0) = / ) Y () — YV () — eVU(7), )] dt
(3.6)

g

+= /OT [E— 3P =V(y)—eU(v)]dt,

T

wobei 1(t) := U(t/7). Die Details dieser Berechnungen befinden sich auf Seite 52.

Lemma 3.1.1. Der Punkt (I',7) € HY(R/Z,Q) x Ryq ist genau dann ein kritischer
Punkt des Free-time- Wirkungsfunktionals £, wenn die zugehirige T-periodische Kur-

ve v eine Losung des Fuler-Lagrange-Systems
VYY) + YV () +eVU () = 0 (3.7)
ist und die Energie folgendermaflen gegeben ist:

E.(v) =3P+ V() +eU(y)=E (3.8)
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Beweis. Der Punkt (I, 7) ist genau dann ein kritischer Punkt des Free-time-Wirkungs-
funktionals ZF, wenn d.ZF(T,7) = 0 gilt. Aus dem Fall (¥,0) bzw. (0,0) folgt,
dass wir die Summanden der Gleichung (3.6) getrennt voneinander betrachten konnen.

Zuerst integrieren wir den ersten Summanden der Gleichung (3.6) partiell

/O ) — (V5 (7) + YV () + eVU (), )]dt

= [ =) = ) + 9V )+ VU ().l

wobei wir beim Ausfiihren der partiellen Integration verwendet haben, dass @ und ~

T-periodisch sind. Weiter gilt:

/OTK—V", VY — (Y, () + VV () +eVU(y),9)]dt = 0

& Y +Y,(Y)+ VV(y) +eVU(y) =0,

das heifst, die Kurve y ist eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung. Der zweite Sum-

mand der Gleichung (3.6) zeigt, dass fiir alle &

g

o /0 [E— Ly/|2 = V(y) — cU()] dt = 0

T

gelten muss. Folglich miissen die Gleichungen

| B 3e-ve) - @) a=o (39)
und
V' +Y,(Y)+ VV(y)+eVU(y) =0 (3.10)
erfiillt sein, damit das Differential .2 (T, 7) verschwindet. Aus (3.9) erhalten wir
E =3P+ V(y) +eU()
und (3.10) liefert

d
EE =4"+VV(y)+eVU(y) =0.
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3.2. Magnetische AnstoBorbits

Die folgende Proposition zeigt, dass wir magnetische Anstofsorbits durch ein geeignetes
Approximationsschema erhalten kénnen, ndmlich durch den Ansatz iiber die modifi-

zierte Lagrange-Funktion.

Proposition 3.2.1. Sei K > 0 eine reelle Konstante und es gelte Ty > T7 > 0.
Fiir jedes € > 0 sei ([.,7.) ein kritischer Punkt des Wirkungsfunktionals £F mit
Ty < 7. <Tyund E. < K. Dann konvergiert (I, 7.) bis auf Ubergang zu einer Teilfolge
fiir e — 0 gegen (T, 7) in H*(S', Q) x Rsg. Dariiber hinaus existiert fiir v(t) := T'(t/7)
ein endliches Borel-Maf$ v auf der Menge C := {t € R/7Z | 7(t) € 0}, sodass

(1) fiir alle v € H'(R/7Z;R") die Gleichheit

| -+ wvenea = [ e @

C

qgilt,

(11) v auferhalb des Trdgers supp(u) eine glatte Losung des Euler-Lagrange-Systems
zu L mit der Energie E(v) = lir% E. ist und
e—>

(111) ~y links- und rechtsseitige Ableitungen hat, die links- bzw. rechtsstetig auf R/7Z
sind. Weiter erfillt v das Reflexionsgesetz aus Gleichung (2.5) fir jede Zeit t,

welche einen isolierten Punkt in dem Trager supp(u) darstellt.

Falls supp(p) eine endliche Menge ist, so entspricht v insbesondere einem magnetischen

Anstoflorbit der Lagrange-Funktion L und B := supp(u) der Menge der AnstofSzeiten.

Beweis. Die Folgen {7.} und {E.} sind beschrankt, da 7} < 7. <To und 0 < E. < K
gelten. Daher schliefien wir nach Ubergang zu einer Teilfolge, dass 7. — 7 und E. — E
fire - 0mitT) <7<7Tyund F < K.

Im ersten Schritt zeigen wir nun, dass I'. in H' bis auf weiteren Ubergang zu einer
Teilfolge gegen ein I' konvergiert. Dazu setzen wir 1.(t) = T'.(-) als den zu der Folge

(T'z, 7.) gehorigen periodischen Orbit. Wir wissen, dass fiir die Energie Folgendes gilt:

E. = Es(’ya) = %|’7§|2 + V(%) te- U(’y‘?)
(3.12)
= 5= [P+ V(L) +e-UT.)
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Zudem ist . nach Lemma 3.1.1 eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung zu L.,

folglich kénnen wir

0=9+Y, (7)) +VV(y) +e-VU(7) -
3.13
— LT 4+ Ly (I) + VV(IL) + = - VU(T.)

schreiben. Insbesondere folgt nach Voraussetzung fiir jedes (¥, o) € H'(S*;R") x R,
dass d.ZF(I'.,7.)(V,0) = 0 gilt. Wihlen wir dann in der Gleichung (3.6) o = 0, so

erhalten wir

0=dZL5 (., .)(¥,0)

1
. / 2 (L) — (Yo (T) + VV(TL) + eVU(TL), )] dr.
0
Daraus folgt fiir alle ¥ € H'(S*; R"):
1 1
/ (7200 — (771 Y (TL) + VV(TL), ¥)] dt = / (e-VU(T.),)dt (3.14)
0 0

Wir fixieren nun ¥ = ¥, = —VA(I'.). Nach der Gleichung (3.12) ist I'. uniform in
beschrénkt in L>°. Daher ist auch V. = —h"(I'.)I'". uniform beschréankt in € in L*>°. Im
weiteren Verlauf der Arbeit schreiben wir der Einfachheit halber oft nur uniform, wenn
wir eigentlich uniform in € meinen. Nach Kapitel 2 Gleichung (2.2) ist der Endomor-
phismus Y : TQ — TQ eindeutig fiir alle ¢ €  und fiir v und w € T, durch

(Yg(v), w) = dag(v,w)
definiert. Dann definieren wir die Operatornorm von de, als
|dovglop == max {|day (v, w)] | v,w € T, Jv], Jw] < 1}.
Somit folgt per Definition der Operatornorm:
|dag (v, )|z < |daglop - V] - W]

Setzen wir nun |da| := max, |day|ep, so erhalten wir fiir alle ¢ € Q und fiir v und
w € T,0

|dag (v, w)|pee < |da| - |v]pee « |w]poe.
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In der hier zu untersuchenden Situation gilt
(Yr.(I2), ¥) = dar, (I, ¥).
Aus den soeben gemachten Betrachtungen folgt die Abschitzung:
[(Yr.(T2), O)[ = |dar (I, ¥)[ e < |daf - [IZ[e - [¥]re < 00 (3.15)

Da zudem 7. € R+, folgt schliefslich
1
| - Yo + V) W
0

<m0z Wz + 700 - [da - [T 2o - [0z + [VV(Fe) 100 - [ 0]

< 00.

Folglich ist die linke Seite in Gleichung (3.14) uniform in e beschrankt in L> und

deshalb muss auch die rechte Seite uniform in L* beschrénkt sein. Somit gilt mit

VU(T.) =-2 = -Vh(T.) (3.16)
die Abschétzung
/1< VU(T.), >dt—/1 % \VhT]E < C (3.17)
0 € g/ 3 - 0 hg(re) 3 — Y .

wobei C' eine reelle, von £ unabhéngige Konstante ist.
Sei nun ' C Q C R” die (nach Heine-Borel) kompakte Umgebung von 092 gegeben
durch

Q= {q € Q| h(q) < do},

wobei dy wie in der Definition der Abstandsfunktion auf Seite 7 in der Gleichung (3.1)
gewihlt ist. Dann gelten auf Q' die Gleichheiten h = distgg und |Vh| = 1 und auf Q\Q’

ist h > dy und |Vh| < 1. Daraus erhalten wir mit der Gleichung (3.17) eine uniforme
Schranke

L9 L 9e 2¢e
At < VAT Pdt + =
/o () —/o [V G

2e

<C+ —,

(3.18)
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wobei die erste Ungleichung offenbar fiir [VA(I'.)| = 1 erfiillt ist, und falls [VA(I'.)| < 1,
dann folgt fiir h = dj, dass
/ 2 at =

gilt. Dementsprechend ist ¢ - VU (T'.) uniform in € beschrénkt in L', weil

/05-|VU(F€)|dt:—/O h?i RALY 5)\dt§—/0 %dt

gilt. Dartiber hinaus ist VV/(T'.) auch uniform beschrénkt in L' und es ist nach Voraus-
setzung T < 7. < Ty. Wir wollen jetzt die uniforme Beschréinktheit von Yr_(T%) in L'
zeigen, sodass wir daraus mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung (3.13) die uniforme
Beschréinktheit von T in L' erhalten. Damit folgt dann per Definition, dass I'. uniform
beschriinkt ist in W2!. Wir erinnern uns an die Abschétzung (3.15) auf Seite 13. Damit

erhalten wir

|[(¥Yr. (1), w) 2 = |dar, (I, w)| s

< |daf - [Ty - fw]pr < oo,

(3.19)

denn I ist durch seine uniforme Beschrénktheit in L*° auch uniform beschrénkt in
L'. Dementsprechend ist Yr_(T".) uniform beschrinkt in L' und folglich ist T'. uniform
beschrinkt in W21,

Mithilfe des Kondrachov-Einbettung-Theorems (vgl. Kapitel 6 in [Ada75]) folgt nun,
dass W1(ST R") — Wh2(ST R") = H'(S?, R") eine kompakte Einbettung ist. Dem-
zufolge konvergiert I'. bis auf weiteren Ubergang zu einer Teilfolge fiir ¢ — 0 gegen
r:S'—Qin H.

Im néchsten Schritt beweisen wir den Punkt (i) der Proposition. Wir wissen, dass die
Funktionen ji. := 2¢h™3(T'.) uniform in L' beschrinkt sind nach (3.18). Somit konver-
giert fi. bis auf Ubergang zu einer Teilfolge fiir ¢ — 0 schwach-* in L' gegen ein ji.
Dann folgt mit dem Riesz-Darstellungs-Theorem (sieche [Wer95|), dass fi ein positives
endliches Borel-Maf ist.

Wir setzen nun

C' = {te S"|TI(t) € 0Q}.
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Damit konvergiert die Funktion fi. fiir jedes ¢t ¢ C’ uniform gegen 0 in einer Umgebung
von ¢. Also ist supp(ji) in C" enthalten. Falls ¢t € C’, dann gilt fiir ¢ — 0 nach Definition

der duBeren Normalen
Vh(l.(t)) — —v(T'(2)).

Daher erhalten wir in der Gleichung (3.14) auf Seite 12 durch den Ubergang zum Limes
fiir e — 0 fiir alle ¥ € H'(SY; R™):

’

72 /1<r', \IJ’)dt—/l(T_l -Yp(F’)+VV(F),\I/>dt:/(y(F),\If}dﬁ

Durch die Reparametrisierung R/7Z — St + t/7 wird das MaR ji zuriickgezogen
zum Mafs p auf

C:={teR/TZ|~(t) € 00}.
Das liefert folglich die Aussage (i).

Wir priifen nun den Teil (ii) aus der Proposition. Dazu sei ¢ ¢ supp(u) und es sei
e > 0 gentigend klein, dass [t — e, + €] Nsupp(u) = (. Dann liefert Punkt (i) fir jedes
U e HY(R/7Z;R™) mit Tréiger in [t — ¢,t + €] die folgende Gleichheit

/ Tl — (V) + TV (), e =0,

da [t —e,t 4+ €] Nsupp(u) = 0. Daraus folgt nach Definition der schwachen Ableitung

t+e t+e

(7, )dt = — / (7", ).

t—e

/tt+€<yv(7,) + VYV (), ¢)dt = /

—e t—e

Somit schliefen wir

V' ==Y0) = VV()

und folglich gilt v € H', das heift v € H? Mit Hilfe eines Bootstrap-Arguments
resultiert daraus, dass v € H*, fiir alle k¥ € N. Nach dem Rellich-Kondrachov-Einbet-
tungstheorem (vgl. Kapitel 6 in [Ada75|) erhalten wir folgende kompakte Einbettung

fiir ein spezielles m = m(k) € N:

HE = Wh2 ey o™
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Daher folgt v € C™ fiir alle m € N und fiir m(k) — oo fiir & — oo erhalten wir
schlieklich v € C'*°. Daraus geht hervor, dass 7 eine glatte Losung der Euler-Lagrange-
Gleichung zu der Lagrange-Funktion L auf dem kompakten Intervall [t — e, ¢ + ] mit

der Energie

B() = lim E.(7) = 5/ ()P + V(2()

e—0

ist. Damit ist Punkt (ii) bewiesen.

Aus Punkt (i) folgt, dass +' eine Kurve beschrénkter Variation ist. Somit hat v per
Definition der beschrinkten Variation rechts- und linksseitige Ableitungen an jedem
Punkt und diese sind rechts- bzw. linksseitig stetig. Es bleibt nun also zu zeigen, dass
das Reflexionsgesetz fiir jede Zeit ¢t € supp(u) erfiillt ist.

Dafiir zeigen wir, dass bis auf Ubergang zu einer Teilfolge fast {iberall

lime-U(vy.) =0

e—0

gilt. Wir nehmen an, dass fiir ¢ — 0
e-U(ve(t)) =0

auf einer Teilmenge I C R/7Z gilt. Daraus folgt, dass U auf der Menge I nicht konstant
ist. Daher gilt fiir ¢ — 0 die punktweise Konvergenz von U(7.) — oo auf I nach
Definition von U. Somit gelten auch h(vy.) — 0 und |Vh(7:)| — 1 punktweise auf I.

Nach Definition von U erhalten wir:

3

e-U(r(t) = 2200 (0)

und

Daraus folgt fiir e — 0

le - VU(7.)| = +o0
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punktweise auf der Menge I. Wir nehmen an, dass I positives Lebesgue-Maf hat.

Folglich erhalten wir mit Hilfe des Lemmas von Fatou:
+o0 = /lim inf [e - VU (7:(t))|dt < lim inf/|5 -VU(7:(t))|dt
I e—0 e—0 I

Das liefert einen Widerspruch zu der uniformen Beschrinktheit von € - VU (v.) in L,
welche wir in der Gleichung (3.18) gesehen haben.
Zusammen mit E.(y) — E(v) fiir ¢ — 0 folgt somit fast iiberall

E(y) =317t +V(1(1).

Da 7' eine Kurve mit beschrankter Variation ist und daher rechts- und linksseitige
Ableitungen ~/(t) bzw. +/(t7), definiert wie in Gleichung (2.4) auf Seite 4, existieren,
erhalten wir fiir alle ¢t € R/7Z:

W EOP+V) =E (3.20)

Wir betrachten nun eine Zeit ¢, welche einen isolierten Punkt in dem Tréger supp(u)
darstellt. In Punkt (i) der Aussage dieser Proposition wihlen wir ¢ € H'(R/7Z; R")
nun so, dass ¢ Trager im Intervall [t — e,¢ + ¢] hat, wobei £ > 0 geniigend klein ist,
sodass [t — e,t + €] Nsupp(p) = {t} gilt. Folglich erhalten wir aus Punkt (i) mit Hilfe

partieller Integration die Gleichung:

v (v(1)), 9(t) n({t}) =/ (Y, ¢") = (VL) + VV(y), )] dt - (3.21)

[t—e,t+e]\{t}

() — (), (1)) — / W) L Yo() £ YV ()0 (3.22)

[t—e,t+e]\{t}

Die Kurve 7 ist nach Punkt (ii) der Aussage dieser Proposition eine Losung der Euler-
Lagrange-Gleichung zu L fiir t ¢ supp(u), das heift, auf dem Bereich [t—e, t+]\{t} gilt
v +Y,(v")+VV(y) = 0. Dementsprechend verschwindet das Integral in der Gleichung
(3.22). Daher erhalten wir fiir alle v € R™:

(V) =), 0) = (w(v(®),v) p{t}) (3.23)

Wir wihlen jetzt einen beliebigen Vektor v, der tangential zu 92 durch ~(t) verlauft,
das heift, es gilt

{v(v(1)),v) = 0.
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Nach Gleichung (3.23) folgt daher fiir alle v € T, ;)0

/() =7'(t7),v) =0 (3.24)
N————

=w

Es gilt v/(t*) € T, = Rr(v(t)) & To)0€2, wobei v der Einheitsnormalenvektor ist.

Folglich kénnen wir w in den orthogonalen w' und den parallelen Anteil w!l splitten

Rv

ry i}
. ToN

Abbildung 3.3.: Aufsplitten in orthogonalen und parallelen Anteil.

(vergleiche dazu die Abbildung 3.3), das heikt, es gilt w = wt + wl mit wt € Ry (y(t))
und wl € T,(;)09Q. Daraus resultiert nach Gleichung (3.23) fiir alle v € T

0= (w,v) = (wh,v) +(wl, v)

und entsprechend gilt 0 = wl = (v/(t7)) - (")) . Somit sind die zu 99 tangentialen
Komponenten von ~/(t7) und ~/(t*) identisch, das heift, es folgt 7/(t7)l = »/(¢+)I.

Daraus resultiert mit Hilfe der orthogonalen Projektion, dass

UJ”:U)—U)L

=w — (w, V),
wobei v der Einheitsnormalenvektor ist. Durch Einsetzen von w = ~/(t7) —+/(¢") folgt
V() = (YY) v (1)) v (v(1) =7 () = (Y (). v (v(1)) - v (1 (1)) -
Dies zusammen mit der Energieerhaltung gegeben in der Gleichung (3.20) liefert
Y () =)
und daher erhalten wir

(v (v@®) 7' ()] = (v (v(1) , Y ()]
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Wenn diese letzte Gleichung nicht verschwindet, so miissen die Ausdriicke (v (y(t)),~'(t7))
und (v (y(¢)),7/(t)) unterschiedliches Vorzeichen haben. Das heifit, es muss

(@), 7)) = =(v(v(1),7' (7))

erfiillt sein, da andernfalls

)=~ v(v()) = ), v(v(1)) = (V' (), v (1)) =0

ware. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass p ein positives Lebesgue-Mal ist, vergleiche
dazu Gleichung (3.23). Schlieklich wihlen wir v := v(y(t)) in Gleichung (3.24) und

erhalten

(Y(E) =7 (), v(v(®)) = (Y (), v(v(1)) = (Y (), v (1))
=) (7))

=2(y/(t7),v(+(1)))
=2(v(v(1),'(t7))-
Dadurch erkennen wir mit Hilfe der Gleichung (3.23) den Zusammenhang
(@)~ (7)) = 50/ (E) =7 (). v(4(1))
= 3(v(v(1),v(+(1))) n({t}) #0,

(3.25)

da 4 ein positives Lebesgue-Ma$ ist und (v(7(t)),v(y(t))) = 1 gilt. Alles in allem

liefern uns diese Betrachtungen das Reflexionsgesetz

(v(v(#), 7)) = —(v(v(1),¥' (7)) #0

und somit den Punkt (iii).

Zum Schluss bleibt der Beweis der schlieffenden Bemerkung in dieser Proposition. Dazu
zeigen wir, dass die Kurve v: R/7Z — Q, 7 > 0, stetig und stiickweise differenzierbar

ist und eine endliche Teilmenge B C [0, 7] existiert, sodass
(1) die Kurve v die Euler-Lagrange-Gleichung fiir alle ¢ ¢ B erfiillt und

(2) ~(t) € 09 fiir alle t € B gilt und links- und rechtsseitige Ableitungen existieren

sowie das Reflexionsgesetz erfiillt ist.
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Offenbar ist B := supp(u) nach Voraussetzung eine endliche Menge. Weiter ist I' € H*
und somit auch v € H'. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

sowie der Holder-Ungleichung folgt die Stetigkeit von 7, denn es gilt

(1) — 7(s)] < / (7)1 dr

<(frior )" (10"

< |yl (t — s)'/2

Zusammen mit dem Punkt (ii) folgt, dass die Kurve ~ stiickweise differenzierbar ist. Die
Bedingung (1) ist eine leere Bedingung fiir B = supp(x) und die Bedingung (2) folgt
direkt aus Punkt (iii). Auferdem ist supp(u) per Definition die Menge der Anstoftzeiten.

Damit schlieffen wir den Beweis der Proposition 3.2.1 ab. O

3.3. Morse-Index des Free-time-Wirkungsfunktionals

An der folgenden Proposition erkennen wir den Zusammenhang zwischen der Anzahl

der Anstofspunkte und dem Morse-Index des Free-time-Wirkungsfunktionals.

Proposition 3.3.1. In der Situation von Proposition 3.2.1 ist die Kardinalitdt |supp(u)|
des Trigers des Mafles pu bis auf Ubergang zu einer Teilfolge von {(I'.,7.)} von oben

durch den Morse-Index des eingeschrinkten Wirkungsfunktionals £

Hix{r} von L'
fiir alle € > 0 gentigend klein beschrankt, das heif$t, es gilt

[supp(p)| < lim inf yiysorse (T L miny) -

Beweis. Wir behalten die Notation aus Proposition 3.2.1 bei. Demnach ist das Maf p
der Pullback des Mafes ji auf S' = R/Z vermége der Reparametrisierung

v R/7Z — S
t

Insbesondere gelten

t(supp(p)) = supp(fi) und  [supp(f)| = [supp(u)|.
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Daher geniigt es zu zeigen, dass fiir jeden Punkt ¢ € supp(ft) und fiir jedes geniigend
kleine ¢ > 0 ein Vektorfeld ¥, € H'(S'; R") mit Tréger in einer hinreichend kleinen

Umgebung von ¢ existiert, welches
Hess % (I'., 7.)[(¥.,0), (¥.,0)] <0 (3.26)

erfiillt. In der Tat konnen wir dann fiir £ verschiedene Punkte ¢;,...,t; € supp(ji)
und geniigend kleines ¢ > 0 die k Vektorfelder W.,,..., V. finden, sodass jedes
V., j = 1,...,k, Trager in einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢; hat und
die Gleichung (3.26) erfiillt. Insbesondere kénnen wir annehmen, dass die Tréger der
VU, ; paarweise disjunkt sind. Folglich spannen diese Vektorfelder einen k-dimensionalen
Teilvektorraum von H'(S';R™) auf, iiber welchem die Hesse-Matrix des eingeschrink-

ten Wirkungsfunktionals .| H'x{r.} von I'c negativ definit ist. Es gilt namlich:
Hess L7 |1y (T2)[¥, 2] = Hess 2% (T, 7.) [(V,0), (Z,0)]
Dies impliziert
[Morse (FE;D%EE|H1X{TE}) > k.

Da der Limes inferior nach Definition der kleinste Haufungspunkt einer beschrankten
reellen Zahlenfolge ist, liefert dies die Behauptung.

Zur Berechnung der Hesse-Matrix sei ¢t € supp(ft) und € > 0 geniigend klein. Wir
wihlen fiir § > ¢’ > 0 eine glatte Cut-Off-Funktion ®: R/Z — [0, 1], sodass der Tréger
supp(®) in [t — §,t + 0] liegt und ® = 1 auf [t — &t + 0'] gilt. Wir definieren das
Vektorfeld ¥, € H'(S'; R™) durch

V. (s) := —P(s)Vh([(s)). (3.27)
Damit berechnen wir

Hess %Ea (Fm Ta) [(qjaa 0)7 (\Ijef? 0)]

d

—0 ds

_d

e (L Tetr - V.45 -V, 7.47-0+5-0)).

s=0
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Nach der Berechnung des Differentials von £ wissen wir, dass

d

e O%EE (e + 7V, + sV, 70)

s=0

1
= TE/ % (FE +r¥,, L (T + 7"\115)/> U,
o L 0q T

OL.
+ S (T v, L (40 }w;} dt
U £ [
gilt. Dariiber hinaus ist

d

dr

L. L.
{— (ra LU, L (DLt 7“\115)'> v, 4 2 (Fa U, L (DLt r\pg)’> iqf;]
r—0 aq Te av Te Te

8L %L
Pl (1 LF’) R c (FE Lr') Ly y,
0q? ( TTeTE + 0qov TTe ) T E

2L QL
" gvafz (roar) vt G (v L) Sutw,

Fiir die gemischten Terme in der Hesse-Matrix ist nur ein Summand in der Lagrange-

Funktion interessant, ndmlich

aq(v) = Z a;(q)v;.

Dafiir gilt

62L6 . 8ozk

und somit folgt

9°L.
<8q8v <F5’ T_IEF/5> T_lqu;’%> = dor. (%‘I’Q"I’E) ‘

Weiter gilt

0%L.
o0v?

(g,v) =1
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und es ist
O*L. et o0*v O*U
V) = v — ——I(q) — € .
Pgmda ") ;qu&ﬂ D%~ Bgg ™ “Bgnog ¥
Somit folgt
OLe (b Lp)y ) = Zn:a%‘j(r ). 0,, T
an 577_5 € [=8) £ - — an € £, & 5
—(VAV ()., U,) — e(V*U(L.)P., U.).
Die Hesse-Matrix von .ZF= erhalten wir mit
VAU(T.) = 0 - V2h(T.) — 2 - V2h(T.) (3.28)
oI TR ) '
als
Hess £ (T.,7.) [(L.,0), (¥.,0)]
! 2h(T.) 0., U,
:TE/ T;?|\1f;|2—<V2V(P€)\1/€,\1/5>+25<V COLELE) dt (3.29)
0 h?(T)
1 2
(VA(T.), V)
—67.-¢ | ——————ds 3.30
| ’ s
—B.
' 1 — Pa;
/ /
—1—7'5/0 2. dar, (T—\I/\I/) + 5o (TTL W e ) (331)
j=1
—:C.

Nun miissen wir zeigen, dass dieser Ausdruck negativ ist. Dafiir priifen wir zunéchst,

dass die Summanden |A.| und |C.| unabhéngig von e uniform beschréankt sind.

Nach Proposition 3.2.1 Aussage (i) wissen wir, dass I'. in H! konvergiert. Daher ist
das Vektorfeld W, nach Definition uniform beschrinkt in H' und folglich ist W. per
Definition der Sobolev-Norm uniform beschrinkt in L?. In der Gleichung (3.18) auf

Seite 13 haben wir gesehen, dass 2¢ - h=3(T'.) uniform beschréinkt ist in L'. Somit ist

auch der letzte Term in A, uniform beschrinkt in L.
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Nach der Ungleichung in (3.19) auf Seite 14 wissen wir, dass der Term |dar, (Z-0L, ¥.)]

uniform beschriankt ist in L'. Weiter gilt

n 6204] , n
‘<Z o7 <F6)F€,j\1ve,\lfg> <>
j=1

J=1

0o
8(]2] (Tl - |F/€,j‘L1 AWl - [Wel g < o0

Also ist auch der Term |C.| uniform in € beschrénkt.

Fiir B, zeigen wir, dass B, — 400 fiir e = 0. Da I'. — T fiir ¢ — 0 in H! konvergiert,
liegt diese Konvergenz nach dem Sobolev-Einbetttungs-Theorem insbesondere in C°
(vgl. Kapitel 5 in [Ada75]). Es gilt |[Vh| = 1 auf 02. Wir kénnen ein §” € (0, '] finden,
sodass |[Vh(I(s))|* > 1 fiir jedes s € [t — §”,¢ + ¢"] und geniigend kleines € > 0 gilt.
Nach Definition in Gleichung (3.27) gilt ¥.(s) = —P®(s)Vh(I'.(s)) und die Inklusion
[t—08"t+0"] C [t—0',t+0"] ist erfiillt. Insbesondere haben wir ® = 1 auf [t —¢', ¢+ ']

Also schéitzen wir folgendes ab:

t+6" <Vh(F i} >2
B.>6T1]-¢ DML LA A
! /t_é,, hA(T.)

t+8" |Vh(F )|4
= 61" 8/ = ds

6 T
> O / L
6T /t+5” 1 ’
T S ds
2(24")3 r—on h3(L:)
T t+4" t+6" 1 %
2(20")5 \ Ji—gr B3(Te)  J\ Jigr B3(T)

Dabei haben wir im vorletzten Schritt die Hoélder-Ungleichung angewandt. Genauere
Ausfithrungen dazu befinden sich im Anhang auf Seite 54. Nach Gleichung (3.18) auf
Seite 13 wissen wir, dass die Funktion 2¢h=3(T.) schwach-* in L' gegen das Mak i

Vv

=:B!

€

"
BE

konvergiert. Folglich konvergiert B. gegen eine Konstante B’ > % fa({t}) > 0, vergleiche
Seite 19 Gleichung (3.25). Es bleibt zu zeigen, dass BY — +oo fiir ¢ — 0.
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Die Holder-Ungleichung liefert

B// o /t+6” 1 ds
T e WA

" " 3
2o ([, )

N

~
— R
=:B!

Genauere Ausfilhrungen der Anwendung der Hélder-Ungleichung kénnen im Anhang
auf Seite 54 nachgelesen werden. Wir erinnern uns, dass I'. bis auf Teilfolge in H* fiir
e — 0 gegen ein I' konvergiert und es gilt T'(t) € 9. Fiir geniigend kleines ¢” erhalten
wir fiir alle s € [t —¢”, ¢+ 0”] nach Definition von h auf Seite 8 fiir alle ¢ > 0 geniigend

klein
h(T'o(s)) = distan(T'=(s)). (3.32)

Sei D > 0 eine uniforme obere Schranke fiir die L?-Norm der Vektorfelder I'.. Fiir
jedes s € [t — ¢",t + 0"”] erhalten wir mit |[VA| < 1 und Gleichung (3.32) die folgende
Abschétzung:

[h(Te(s)) = h(Te(t))| < [Fe(s) — Te(t)]
< s —t]? - [T% 12 (3.33)
<|s— t|% -D

Das impliziert
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> 6// 1 d
S
=)y WA0) +sD?

6//

_ % “log (h* (T-(0)) + SDQ)} 0

1
D?

1
D2

_ i] 1 + LD2
D2 % h2(T.(0)) )

Bis auf Ubergang zu einer Teilfolge gilt fiir ¢ — 0 die Konvergenz h(I'.(0)) — 0 nach
Gleichung (3.32). Daher folgt B” — +o00 und damit gilt insgesamt B, — +o0. Folglich
ist Gleichung (3.26) erfiillt. O

log(h*(T-(0)) 4+ 0"D?*) — — log (h* (I'-(0)) + 0)

3.4. Konstante Kurve

Als néchstes wollen wir uns den Fall in Proposition 3.2.1 anschauen, bei dem die Peri-
oden 7, eines kritischen Punktes (', 7.) des Free-time-Wirkungsfunktionals £« gegen

Null tendieren.

Proposition 3.4.1. Sei K > 0 und (U'.,7.) ein kritischer Punkt von £, wobei
E. < K und 7. — 0 fiire — 0. Dann konvergiert Tz bis auf Ubergang zu einer Teilfolge
fiir e = 0 in C° gegen eine konstante Kurve v = q € Q). Dariiber hinaus gilt eine der

folgenden Aussagen:
(i) q ist ein kritischer Punkt des Potentials V.

(ii) q liegt in 02 und dort existiert ein a > 0, sodass VV (q) = —av(q), wobei v die

duflere Normale zu OS2 ist.

Bemerkung 3.4.2. Mit Hilfe dieser Proposition kreieren wir in Abschnitt 4.4 im Beweis

des Theorems 2.2.1 einen Widerspruch.

Bemerkung 3.4.3. Im Fall (ii) der Proposition 3.4.1 beschreibt die stationdre Kurve
() = q € Q ein Teilchen, welches durch eine Potentialwand begrenzt wird. Das

konnen wir in der Abbildung 3.4 sehen.
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Potentialwand

’ ?g_w(q)

Teilchen bei ¢ € 02

Abbildung 3.4.: Ein Teilchen begrenzt durch das Potential V.

Beweis. Wir wahlen eine Folge positiver ganzer Zahlen {k.}, sodass 71 < k.7 < T
fiir geeignete To > Ty > 0 gilt und wir definieren (©,,0.) € H'(S; Q) x R+ durch
O.(t) := I'.(k:t) und o, := k.7.. Dann ist (O.,0.) ebenfalls ein kritischer Punkt des
Funktionals .Z%¢. Proposition 3.2.1 auf Seite 11 impliziert dann bis auf Ubergang zu
einer Teilfolge die Konvergenz von (6., 0.) gegen einen Punkt (0, 0) in H(S'; Q) xR+,
fiir e — 0. Insbesondere gilt ©, — © in C°.

Wir behaupten, dass © eine konstante Kurve ist. Dazu fiihren wir einen Widerspruchs-

beweis und nehmen an, dass t; < t, existieren, sodass
|O(t1) — O(t2)| > 0 (3.34)

gilt, © also nicht konstant ist. Jedes O, ist x_!-periodisch und insbesondere gilt die
Gleichung O.(t3) = O.(ty — j - k1) fiir alle j € N. Da k. — oo, kénnen wir eine
Folge positiver ganzer Zahlen {j.} finden, sodass j.x_! — to — ¢;. Zusammen mit der

C’-Konvergenz von O, — © impliziert dies

O(t:) = lim Oc(1)

= lim O (> — jer. ')

e—0

= O(ty).

Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass |O(t;) — O(t2)| > 0 gilt. Also ist
© konstant.
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Da jede Kurve O, eine Iteration von I'. ist, muss zwangsliufig auch I, in C° gegen die
gleiche konstante Kurve I' = © = ¢ € ) konvergieren. Dann liefert das Integral aus
Punkt (i) in Proposition 3.2.1 fiir alle v» € C*°(R/0Z;R"™) die Gleichung

_/OU(VV(q),wdt:/(V(Q),wdu- (3.35)

c

Falls g € , ist C = () und somit gilt fiir alle :

- /0 " (VV(g). bt = 0 (3.36)

Folglich ist VV(q) = 0 und ¢ ein kritischer Punkt von V. Falls ¢ in 0Q liegt, ist
C = R/0Z und daher existiert ein a > 0, sodass VV(q) = —av(q). Daraus resultiert

die Aussage dieser Proposition. O]

Damit beschliefsen wir den Abschnitt und verwenden das konstruierte Approximations-

schema im Nachfolgenden.
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Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, die gesuchte Folge von kritischen Punkten des
Free-time-Wirkungsfunktionals zu finden. Wir beginnen damit, das Lagrange-System
via Legendre-Dualitéit in ein Hamiltonsches System zu tibersetzen. Mit Hilfe der da-
durch erhaltenen symplektischen Sprache zeigen wir die Existenz dieser kritischen
Punkte und wenden darauf unsere Ergebnisse aus Kapitel 3 an. Dadurch erhalten wir

schlieRlich den Beweis von Theorem 2.2.1.

4.1. Hamiltonsche Formulierung

Zuerst fithren wir das Kotangentialbiindel ein. Weitere Details finden sich in [MS9§],
[Zeh10] sowie in [HZ94]. Wir erinnern an die n-dimensionale zuvor betrachtete Man-

nigfaltigkeit 2 und definieren das Kotangentialbiindel
m: T — Q.
Fiir alle (¢q,p) € T*Q gilt 7(q, p) := ¢. Das Differential von 7 ist gegeben durch

Dﬂ(q,p): T(qyp)T*Q — T,r(%p)Q = TqQ
(4,9) — 4.
Die kanonische 1-Form A auf T} ist fiir alle v € T ) T*Q durch

M) (v) 7= pg(D7(g, p)(v)) (4.1)
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gegeben und heift Liouville-Form. Seien (g, ..., q,) lokale Koordinaten auf {2 und
(p1,- - -, pn) zugehorige kotangentiale Koordinaten. Dann kénnen wir die Liouville-Form
als

A= Z pidg;
i=1

schreiben. Damit bildet das Kotangentialbiindel vermoge der symplektischen Form

wo =Y _dp; Adg = dX

=1

eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Nun fiigen wir ein magnetisches Feld hinzu, indem wir eine gedrehte Form auf dem
Kotangentialbiindel T*(2 betrachten. Sei dazu o wie zuvor eine geschlossene 2-Form
auf der Menge 2 (vgl. Abschnitt 2.1). Dann behaupten wir:

Lemma 4.1.1. Die 2-Form
Wy = wy + 70

st eine symplektische Form auf dem Kotangentialbiindel T*().

Beweis. Die 2-Form w, ist offenbar eine Bilinearform als Summe von Bilinearformen.

Zudem ist sie nach folgender Rechnung geschlossen:

dw, = d(wo + 7*0)
= dwy +dr*o
=7*(do) =0

Es bleibt also noch zu zeigen, dass w, punktweise nicht-degeneriert ist. Dafiir betrachten
wir kanonische lokale Koordinaten (qi,...,qn,p1,-..,pn) auf T*Q. Dann gilt fir alle
v € TpT*Q und fiir allei =1,...,n:
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0

3p; von T(q’p)T*Q einen Vek-

Dementsprechend geniigt es fiir eine Basisdarstellung 3%-7

tor v € Ty p)T*2 zu finden, sodass

Dies ist fiir v := % erfillt:
Pi

o (DN (2 DN L (0D
7 a%”api e aQi’api e 86]1’82%

J/

-~

=1 =0

Damit definieren wir die gedrehte symplektische Form.

Definition 4.1.2. Wir nennen die symplektische Form w, gedrehte symplektische

Form und die 2-Form ¢ nennen wir magnetische Form.

Im Folgenden schranken wir unsere Betrachtungen dahingehend ein, dass die 2-Form

o eine exakte Form ist, das heifit, es existiert eine 1-Form «, sodass o = da gilt.

Bemerkung 4.1.3. Falls ¢ nicht exakt ist, erhalten wir keine Lagrange-Formulierung
und somit kein Approximationsschema. Zudem miissen die Energiehyperflichen nicht

vom Kontakttyp sein, vergleiche [AM11].

Mit Hilfe der Legendre-Transformation lésst sich die Lagrangesche Beschreibung auf
dem Tangentialbiindel aus dem Abschnitt 3.1 auf das Kotangentialbiindel iibertragen.

Dadurch erhalten wir das gewiinschte Hamiltonsche Setup.

Lemma 4.1.4. Sei L. die Lagrange-Funktion definiert in Gleichung (3.4) auf Seite 8.
Dann ist das Legendre-Dual H : T*(2 = Q2 x R — R gegeben durch

Hi(q,p) = 3lp — | + V(q) +¢ - Ulq),

wobei o die oben genannte 1-Form beschreibt.
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Beweis. Nach [Mazl1] auf Seite 6 kann man die Legendre-Transformierte HE zu der
Lagrange-Funktion L. definiert in Gleichung (3.4) durch die Gleichung

OL. OL.
HZ <Q7 W((bv)) - WQL U) U= L&(q7 U)

bestimmen. Wir betrachten das Vektorfeld X: Q — TS, welches fiir alle v € R”
eindeutig durch

definiert ist. Dann gilt

L.

5 (G V)0) = (,) +ag() = (v, ) + (X(g), ) = (v + X(q), ).

Daraus folgt

HE <q, %(q,v)) = H (¢, (v+ X(q),-))

= [v]* + ag(v) = 3[vI* — ag(v) + V(g) +& - Ulq)

= 3lv* +V(g) +¢-Ulq)
und somit erhalten wir die Behauptung

Hi(q,p) = 3p— |+ V(g) + - U(q).

Damit kénnen wir die Bewegung im magnetischen Feld beziiglich der kanonischen
symplektischen Form w, auf dem Kotangentialbiindel T*(2 beschreiben. Aufgrund der
Legendre-Dualitét stehen die 7-periodischen Hamiltonschen Orbits v: R/7Z — Q x R"
von HE in Eins-zu-Eins-Korrespondenz mit den 7-periodischen Losungen v = 7(v)
des Euler-Lagrange-Systems von L. via der Projektion 7: T*(2 — €2 definiert durch
(q,p) — q, vergleiche dazu Lemma 1.3 auf Seite 14 in [MS98].

Es ist auch moglich, eine Hamilton-Funktion beziiglich der gedrehten symplektischen
Form zu definieren. Dafiir betrachten wir das folgende Transformationsgesetz fiir Ha-
miltonsche Vektorfelder.
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Satz 4.1.5. Sei ¢: (T*Qw,) = (T*Q,wy) ein Symplektomorphismus und Xpy- das
Hamiltonsche Vektorfeld auf T*Q beziiglich wy generiert durch die Hamilton-Funktion
HE. Dann wird Xg: unter ¢ auf ein Hamiltonsches Vektorfeld

XH;; = ¢*XH§

beziiglich w, abgebildet, das die Funktion H:: T*Q — R gegeben durch
H::=H,o¢

als Hamilton-Funktion besitzt.

Einen Beweis zu diesem Satz kann man in [HZ94] auf Seite 9 nachlesen. Wir zeigen

nun, dass ein solcher Symplektomorphismus existiert.
Lemma 4.1.6. Die Abbildung ¢: (T*Q, wy) — (T*Q, wp) gegeben durch

o(q,p) == (¢;p + )

st ein Symplektomorphimus.

Beweis. Wir wissen, dass auf dem Kotangentialbiindel wg = d\ erfiillt ist. Daher zeigen

wir ¢*\ = XA + 1", denn daraus folgt
¢*'wo = ¢"(dN) = d(¢*N) =d( A+ 7"a) = wy + 7'da = wy + 70 = w,.
Sei also (¢,p) € T*Q und sei v € T(q)T*Q2. Dann gilt

" Naw) (V) = Ag(ap) (DP(q,p)(v))
= Agptaq) (Do(q,p)(v))
= (p + ag)q © Dr(q,p + ag) 0 Dé(q, p) (v)

D(rod)(a:p)
=pqo D (m(q,p)) (v) +ag0 D (m(q,p)) (v)
= /\(q,p)(v) + 7T*O‘q(v)

=(A+ 7T*a)(q,p) (v).

Daraus ergibt sich, dass ¢ ein Symplektomorphismus ist. O
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Demzufolge erhalten wir die Hamilton-Funktion H:: T*(2 — R vermoge
HZ(q,p) = 5lp* + V(a) + £ Ulq)

beziiglich der gedrehten symplektischen Form w,. Zu dieser Hamilton-Funktion berech-

nen wir nun das Hamiltonsche Vektorfeld.

Lemma 4.1.7. Das Hamiltonsche Vektorfeld zu HS = 1[p|* + V (q) + ¢ - U(q) mit der

symplektischen Form w, ist komponentenweise gegeben durch

aV ou\ o
Xs A Ny
o0 pk ( pioi(a) + 5 e an) Opr’

wobei 0ji(q) := G2(q) — 522 (a)-

Beweis. Das Hamiltonsche Vektorfeld ist definiert durch w,(Xpg=,-) = —dHS(-). Es gilt

n

) oV ou
s = 3 [pn+ GG+ G (o).

=1

Wir konnen die 1-Form « auf Q mit Funktionen a;: Q@ — R, i =1,...,n, schreiben als

= Z @i(q)dg;.
=1

Nach Voraussetzung ist die 2-Form o exakt und definiert als ¢ := da. Aus Bemerkung

2.1.1 auf Seite 4 erhalten wir die symplektische Form
= Z dp; A dg; + 5 Z 0;i(q)dg; A dg;.
i=1 ij=1
Wir machen den folgenden Ansatz:

- 0 0
Xpe = kz:; {A’“a_m + Bk@qk}

Das liefert

n

wa(XHg, )= Z [A;dg; — Bydps] + Z Byowi(q)dg; — Z Bkng qu

i=1 i,k=1 7,k=1
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Somit folgt B; = p; und A; = —> ;_, prowi(q) — eg—g — g—;. Dadurch, dass w, nicht-

degeneriert ist, erhalten wir das in der Behauptung angegebene Hamiltonsche Vektor-
feld. ]

Wir zeigen jetzt:

Lemma 4.1.8. Jeder Energiewert 2 > maxgq V' ist ein requldrer Wert der Hamilton-

schen Funktion H_, vorausgesetzt € > 0 ist gentigend klein.

Beweis. Um zu zeigen, dass jeder Energiewert £ ein reguldrer Wert von H_ ist, miissen
wir nach Definition priifen, dass fiir alle (¢,p) € (HS) " (E) die Abbildung

gradH(q,p): @ x R" - R

surjektiv ist. Wir stellen fest, dass

gradHg(q,p) = (VV(CD ;WU(q)) :

Dabher ist die Energiehyperflache ¥, = { HE = E'} regulér, solange
T.:=90(n(X:))={V+eU=FE} CR"

keine kritischen Punkte des Potentials V' + U enthélt. Andernfalls wére der Gradient
gradH: (g, p) = 0 fiir p = 0. In der Tat ist dies immer sichergestellt fiir geniigend kleines
e>0. Firqe T, gilt

(4.2)

und deshalb

IVV(g) +¢e-VU(q)| > [eVU(q)| — |VV(q)]

= 2 _1Th(g) — [VV(9)

h3(q) (4.3)
— 2 12(E — V() 2|V h(g)] - [VV(q)

> 2e7 4B — max V)| Vh(q)| = [VV (q)].




36 4 Existenz magnetischer AnstoBorbits

Nach Gleichung (4.2) tendiert h|¥ uniform gegen 0 fiir ¢ — 0, denn es gilt

e 9

< h*(q) = < :
0=h ) E—-V(g) =~ E—maxpV

Daher folgt fiir geniigend kleines € > 0, dass

hly, = distoa|y

gilt und somit per Definition von h die Norm des Gradienten |[Vh| =1 > 1 gilt. Das
liefert mit (4.3) fir alle ¢ € Y. folgende Abschitzung:

IVV(q) +eVU(q)| > e V*E - max V32— |VV(q)|

Daraus schliefen wir, dass VV + eVU(q) auf Y. fir gentigend kleines € > 0 nicht

verschwindet. Wir erhalten somit die Behauptung. O

Ab jetzt fixieren wir einen Energiewert F > maxg V' und betrachten € > 0 klein genug,

sodass Lemma 4.1.8 erfiillt ist. Dann ist die Energiehyperflache

Y. :={H, = E}
= {Lp]? + V(q) +eU(q) = E} C R™

nach Lemma 4.1.8 eine glatte und nichtleere geschlossene Mannigfaltigkeit.
Wir stellen weiter fest, dass die Projektionsabbildung 7: T*Q2 = Q xR™ — Q als stetige
Abbildung die kompakte Menge . auf ihr kompaktes Bild

m(%) = T({H; = E})
={V(q) +eU(q) = £} (4.4)
C{eU(q) < E}=Q.

projiziert. Aus diesem Grund konnen wir das Potential eU auferhalb der kompakten
Menge (). modifizieren und es zu einem globalen Potential U. € C*°(R™) ausweiten,
sodass U, = U auf Q. )5, U. > E aukerhalb von €./, und U = E’ > E auferhalb von {2
gelten, vergleiche Abbildung 4.1. Analog weiten wir V zu V' € C*°(R") mit kompaktem
Tréger aus, sodass V > —(E' — E). Insbesondere gelten V + U, > E auferhalb von €.
und V 4 U. = E’ aukerhalb einer kompakten Umgebung von €.
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eU =U.

’T . 9. T]
00

Abbildung 4.1.: Das Potential eU und seine Modifikation U..

Dariiber hinaus kompaktifizieren wir aus technischen Griinden R" zu S™, wobei
vol(S™) > vol(2)

gilt. Wir weiten auch die Funktionen U, und V' zu glatten Funktionen auf S™ aus, behal-
ten aber die Bezeichnungen U, bzw. V bei. Zuletzt modifizieren wir die Hamiltonsche

Funktion H; zu der Hamilton-Funktion

K. T°S" —R

(4.5)
(¢,p) — 3lpI> + V(q) + U:(q).

Bemerkung 4.1.9. Es gilt 3. = {K. = F'} und die Hamiltonschen Fliisse von HS und

K. stimmen auf Y. iiberein.

4.2. Restringierter Kontakttyp

Wir fixieren weiterhin £ > maxg V. Zusétzlich beschréinken wir unsere Betrachtungen
auf Energiewerte £ > c(«), wobei c¢(a) der Mané-kritische Wert aus der Definition
2.1.5 ist. Des Weiteren setzen wir o« = 0 in dem Bereich {distsn(q) < 2dy}, wobei dy
wie in (3.1) auf Seite 7 gewdhlt ist. Das heift, in dem Bereich, in dem das Potential U
nicht konstant ist, gilt o = 0. Bildlich gesprochen schalten wir das Magnetfeld in der
Néhe von 02 ab (vgl. Abbildung 4.2). Diese Bedingungen behalten wir fiir die gesamte

weitere Arbeit bei.
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Als néchstes zeigen wir, dass die Energiehyperflache Y. unter diesen Voraussetzungen
restringierten Kontakttyp besitzt. Weitere Informationen zur Kontaktgeometrie befin-
den sich in |Gei08].

VY

T 0 -

Abbildung 4.2.: Skizze der Energiehyperfliache ..

Wir zitieren das folgende Lemma aus [HZ94| im Kapitel 4.3.

Lemma 4.2.1. Eine Primitive \. der symplektischen Form w, schrinkt sich genau
dann auf eine Kontaktform auf der Energiefliche 3. ein, wenn das assoziierte Liouville-
Vektorfeld P., definiert durch wy,(Px,-) = A(+), transversal zu %, ist.

Mit Hilfe dieses Lemmas zeigen wir, dass die Energiehyperflidche ¥, restringierten Kon-
takttyp hat.

Proposition 4.2.2. Die Energiehyperfliche ¥, hat restringierten Kontakttyp, das heifst,
es existiert eine Primitive A\, der gedrehten symplektischen Form w, auf T*S™, sodass

Ae|w. eine Kontaktform ist.

Xe

Bewers. Nach Lemma 4.2.1 gilt, dass eine Primitive A, von w, sich genau dann zu einer
Kontaktform auf ¥, einschrankt, wenn das assoziierte Liouville-Vektorfeld P., definiert

durch wy(P.,) = A(+), transversal zu %. ist. Das ist wiederum &quivalent zu der
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Ungleichung A\.(Xk.) # 0, wobei Xk, das zu K. assoziierte Hamiltonsche Vektorfeld
ist. In der Tat gilt

)\5<XK5) = WU(P57 XKE) - _WU<XK57 Pa) - dKE(PE)

und dK.(P.) # 0 ist dquivalent dazu, dass P. transversal zu Y. ist.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass A\. (Xk.) # 0 auf 3. gilt. Dafiir verweisen wir auf die
nachfolgende Proposition 4.2.4. Abschliefsend folgt, dass Y. restringierten Kontakttyp
besitzt. O

Bemerkung 4.2.3. Wir verweisen in dem Beweis der Proposition 4.2.2 auf die nachfol-
gende Proposition 4.2.4, denn in dem Beweis dieser Proposition zeigen wir sogar, dass
Ae(Xk.) uniform in e von unten von null weg beschrankt ist. Diese Aussage brauchen

wir spéter fiir die Betrachtung des zugehorigen Reeb-Vektorfeldes.

Proposition 4.2.4. Fir geniigend kleines € > 0 existiert eine 1-Form \. auf dem
Kotangentialbiindel T*S™ mit d\. = w,, welche sich zu einer Kontaktform auf der
Energiehyperfliche ¥. = {K. = E} einschrankt. Dartber hinaus gilt auf 3. die uni-

forme Abschdtzung
Ae(Xg.) > AE,a,6) > 0, (4.6)

wobei A(E, v, 0) > 0 eine Konstante unabhingig von ¢ ist.

Beweis. Wir erinnern an die Liouville-Form A auf dem Kotangentialbiindel T*S™ (ver-

gleiche Gleichung (4.1) auf Seite 29), welche in lokalen Koordinaten (g, p) durch
A= Zpid(h (4.7)

definiert ist. Dadurch erhalten wir eine gedrehte 1-Form auf dem Kotangentialbiindel
T*S™ gegeben durch

= A+ T

Diese 1-Form ist ebenfalls eine Primitive der symplektischen Form w,, denn es gilt

dX:w0+7r*0 = W,
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Nun betrachten wir die Funktion u.: T*Q2 — R definiert durch

wla.p) =l = Y 5 @ (45)

Damit modifizieren wir die 1-Form X nahe der Energiehyperfliche Y. und erhalten die

1-Form

oU.
Aei= A= Cerdu=A=Ce-) oo (a)pidg; = Ce- 35 =(@dpis (49)
V{5 g

1,J %

wobei C' = C(F) > 0 eine Konstante unabhéngig von ¢ ist, die in Gleichung (4.11)
fixiert wird. Damit ist wiederum w, = d\. erfiillt und folglich auch . eine Primitive
zu w,. Wir erinnern an das Hamiltonsche Vektorfeld zu der Hamiltonschen Funktion

K

0 oU. oV 0
Xk, = Z [Pka—qk - (;Pﬂjk(Q) o+ —) —] :

oqy Oqr | Opx

welches wir in dem Lemma 4.1.7 berechnet haben. Durch Einsetzen des Hamiltonschen
Vektorfeldes Xk, in die 1-Form A, erhalten wir

Ae (XKE)

2
= p? + cgz 30 é)quzpj

oU. ou. oV
* ng dg; ijaji(Q) * 0q; * 0q;
J

Auf der Energiehyperfliche ¥, gilt U. = ¢ - U. Daraus folgt

)\5 (XKE) »

= [p]* + (a,p) — Ce* Hess U(q)[p, p]

(4.10)
+Ce 22 ijaﬂ )+ CE|VU? + C2(VU,VV).

Es gilt

VU(q) = —2h~*(q)Vh(q)
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und die Funktion Hess U(q): T*Q x T*Q — R ist gegeben durch
Hess U(g)[v, w] = —2h~3(q)Hess h(q)[v, w] + 6h~4(g) |(Vh, )| - |(Vh, w)].
Daher ist

)‘S(XKE)

5. = [pI* + (o, p) +2C*h™*(q)Hess h(q)[p, p]

— 0C2RHQTh ) - 202070 3 5 (0) 3 piala)

+4C3h~%(q)|Vh|? — 2C2h3(q)(Vh, VV).

Fiir (¢,p) € 3. gilt E = [p|> + V(q) + ¢ - U(g) und somit

£
- E-V(g) - 3pP

h?(q)

Die Funktionen Hess h(g): T*Q x T*Q) — R definiert durch

Hess h(q)[v, w] =

sind bilinear, stetig in v, w und hiéngen stetig von ¢ € Q ab. Daher kénnen wir x, > 0

so wahlen, dass
Hess h(q)[v, w] > —kq|v||w],
wobei k, stetig von ¢ abhangt. Dann gilt
Hess h(q)[v, w] > —k|v||w]|
fiir K unabhéngig von ¢ € €). Unter Beachtung von |Vh| < 1 folgt damit

Aa(XKs)

5. 2 |p* + (., p) = 6C2h™(q)|p[?
271 —3 2 27 -3 ah’
—2Ce*h™>(q)k|p|” — 2Ce*h™"(q) ZZ % Zj p;oii(q)

+4C3h~%(q)|Vh|? — 2C*h 3 (q)(Vh, VV)
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= [p|* + (@, p) = 6C(E = V(q) — 3|p[*)? [p|”
— 20" 2wp|*(E = V() — §Ip*)*?
— 20"*Vh(E - V(q) — L|p[*)*/* Z] pjoii(q)
+4C(E = V(q) — 5Ip[*)’|Vh|?
—20e2(E -V (q) — Lp*)¥*(Vh,VV)
= [p|* + (@, p) — 6C(E — V(q) — 3|p[*)? [p|”
+4C(E —V(q) — 5/pI*)°’|VA|*
—20V(B = V(q) = 3Ipl") 2 |wlpl* + VA pioyi+ (VA VV)].
Jetzt fordern wir, dass C' = C'(E) > 0 die Ungleichung

6C(E —minV)? < 1 (4.11)
Q

erfiillt. Dann konnen wir weiter abschatzen

/\E(XK5>

s, 2 pI* + (0, p) = 6C(E —min V)* |p|*

+4C(F — mng — %|10|2)3|Vh|2 - c,

wobei

. 1= 20e"?(E —minV(q))*? |2k(E —min V) + VA Y pjoji vVl .
¢ e ¥( min (q)) K( min )+ ijaj —i—mgx| |

1]
Da auf der Energiehyperfliche ¥, die Gleichung |p|> = 2 (E — V(q) — eU(q)) erfiillt ist,

ist |p| beschriinkt. Des Weiteren gilt |o| < co auf dem beschrinkten Gebiet §2. Folglich
erhalten wir fiir ¢ — 0, dass c. — 0 gilt.

Nun unterscheiden wir drei Félle. Zuerst betrachten wir den Bereich

Y. N{U = const.}.
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In diesem Bereich gelten VU = 0 und die Inklusion {a # 0} C (X. N {U = const.}).
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt aus Gleichung (4.10)

)\E(XKe)

5. = p* +{a,p)
> [p[* = lal - |p| = p| - (Ip] — |a]).

Nach Voraussetzung gilt E' > ¢(«). Daher kénnen wir 6 > 0 so wéhlen, dass
E>cla)+6
und

E>maxV +§
Q

gelten. Fiir U = const. finden wir ein € > 0, sodass
e-U<$§
erfiillt ist. Dariiber hinaus ist p # 0 fiir U = const., denn es gilt
Upl* = 3pl*+ Vi(g) +eU(q) — V(g) —eU(q) > E — ngXV —0>0.
Aus der Ungleichung E > c¢(«) + § folgt
E = 3lp|* + V(q) +eU(q) > c(e) + 0 > jlag[* + V(g) + 0 = 3lag|* + V() +£U(q).

Das ist dquivalent dazu, dass |p| > || gilt. Die uniforme Abschétzung erhalten wir aus

5I01* = 3lagl? = 311> + V(g) + eU(q) — §lag* = V(g) — eU(q)
> E—max (o> +V) -6
Q

=F —cla)—§>0.
Als zweites untersuchen wir den Bereich

Y. N |pf* > E—mgXV}ﬂ{a = 0}.
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Hier gilt

Aa(XKe)

2 T2
s, = Ipl7(1 —GC(E—ménV) ) — ce

> (E —maxV)(1 —6C(E —minV)?) — c..
Q Q
Zum Schluss betrachten wir den Bereich
Y. lpf* < E - mgXV} N{a = 0}.

Fiir gentigend kleines € > 0 gilt |[Vh| = 1. Dafiir zeigen wir, dass h(q) < dj fiir alle
q € 2 gilt, denn daraus folgt per Definition von h die Behauptung. Wir berechnen fiir
gentigend kleines € > 0

=

|
=
-

|
ol
=)
[N}

Somit gilt |Vh| = 1. Daher schéitzen wir ab:

3
A(Xi )| >4C (E — maxV — %|p\2> VR = c.
€ Q

by

3
> 4C (E—m_aXV— %(E—m_axV)) —C:
Q Q

N |—

3
C (E—maXV) —Ce

Q

Da c. — 0 fiir e — 0, gilt fiir geniigend kleines € > 0

)‘E(XKE)

1
5 > 5 min {%C’(E - mng)?’,

(E— mg_ezxxV)(l — 6C(F — mg_%nV)Q), E —c(a) — 5}.

Nun setzen wir

2
= . 4.12
¢ (E — maxg V)% 4 24(E — ming V')? (4.12)
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Dann ist immer noch die Ungleichung (4.11) erfiillt, denn

2
' (E — mi 2 1
’ (£ —maxq V)? + 24(E — ming V)? ( e V)©<

ist aquivalent zu

(B — max V)2 > 0.

Schliefslich folgt mit (4.12) die Behauptung

>‘6(XK5>

| { : (E — maxq V)?

S L
z = g (B - maxg V)2 + 24(E — ming V)?|’

(E —maxg V) + (E —maxgV — 1) - 24(F — ming V)?
[(E — maxg V)2 + 24(E — ming V)?] ’

E —cla) — (5}
= AF,a,d) >0,

denn wir betrachten nach Voraussetzung Energiewerte £ > ¢(«), das heift, insbeson-

dere gilt £ > maxg V. Zudem ist

(E—maxV)? > (E —maxV — 1) - 24(E — min V).
Q Q Q

dquivalent zu

23(E — max V)? < 24(F — max V)?.
Q Q

Folglich ist \.(Xg.)

5 > 0 uniform in €. O

Sei nun R. das Reeb-Vektorfeld auf der Energiefliche Y. eindeutig assoziiert zu der
Kontaktform )‘5}2 , das heift, es sind nach Definition des Reeb-Vektorfeldes

R.: T*S" — TT*S"
die folgenden Bedingungen erfiillt:

o d)‘6|2 (Re,-) =0 und

° )\6|25(R5) =1
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Bemerkung 4.2.5. Die Eindeutigkeit folgt direkt aus der Kontaktbedingung der Kon-
taktform, vergleiche dazu Seite 6 in [Gei08].

Nach Proposition 4.2.4 gilt )‘5‘25 (Xk.) # 0. Wir haben schon in Proposition 4.2.2
gezeigt, dass die reguldre Energiefliche X, restringierten Kontakttyp besitzt. Sei P. wie
zuvor das Liouville-Vektorfeld transversal zu >, und /\8‘25 die induzierte Kontaktform.
Dann erhalten wir

2620

LXKed)\‘E‘ES = d)\a‘Es(XKE’ ) = WU‘EE(XKE’ ) = —ng()

und
LXKE)\S‘EE = AE\EE (Xk.) = wo(Pe, Xi.) = —wo(Xk., P.) = dK.(P.) # 0.

Deshalb ist X ein nicht verschwindendes Vielfaches des Reeb-Vektorfeldes R., das
heiftt, das Hamiltonsche Vektorfeld Xy  und das Reeb-Vektorfeld R. unterschieden
sich nur durch Reparametrisierung. Insbesondere stimmen auch deren Orbits bis auf
Reparametrisierung iiberein. Daher existiert r.: ¥. — (0,00) mit X, = r.R. und es
gilt offenbar )\5‘26 (Xk.)=re- )‘5|2€(R5)' Nach Proposition 4.2.4 gilt

——

=1

AE,a,d) < )\5|Z (Xk.)=re

Lemma 4.2.6. Sei v ein Reeb-Orbit der Periode T und . ein Hamiltonscher Orbit zu
Xk, der Periode 1.. Dann gilt

.- NFE,a,0) <T

Beweis. Sei x(t) eine Losung der Hamiltonschen Gleichung 2/(t) = Xg_(2(t)) mit der
Periode .. Es gilt Xk_(z(t)) = r-R.(z(t)). Reparametrisieren der Kurve liefert eine
Losung y(t) = x(t/r.) von R.(z(t)), da

(re) "2/ (t/r2)
= (r) ™ Xk (y(1))
= (r) " reRe(y(1))
= R(y(t ))

y'(t) =
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Diese Losung y(t) von y/(t) = R.(y(t)) hat die Periode T'=r.7. > A(E, «,6) - 7, weil

y(T) = y(r.r.) = x(r-7- (Ts)il) = x(7e)

gilt. Also folgt insbesondere T' > 7. - A(F, «, 0). O

Bemerkung 4.2.7. Hier haben wir die uniforme Abschétzung von \.(Xg.)|,. > 0 aus

b
Proposition 4.2.4 verwendet.

4.3. Verschiebbarkeit

Als néchstes zeigen wir, dass die Energiehyperflache ¥, Hamiltonsch verschiebbar ist.

Definition 4.3.1. Die Energiefliche Y. ist Hamiltonsch verschiebbar, wenn ein
Hamiltonscher Diffeomorphismus ¢¢ € Ham, (T*S™) generiert durch eine Hamiltonsche

Funktion mit kompaktem Triger G: S! x T*S™ — R existiert, sodass
(bG(Es) N Es = (Z)

gilt.

Wir wissen, dass die Projektionsabbildung 7: T*S™ — S™ die Energiehyperflache X,
in die kompakte Menge Q. := {eU(q) < E} abbildet, vergleiche dazu Gleichung (4.4)
auf Seite 36. Sei a: S™ — R eine beliebige Funktion, die keine kritischen Punkte
in Q besitzt. Dann weiten wir a durch die Projektionsabbildung zu einer Funktion
A:=aom: T*"S" — R auf dem Kotangentialbiindel aus. Der Hamiltonsche Fluss von
A verschiebt jede kompakte Menge in T*S5™
Hamiltonschen Diffeomorphismus in Ham,(T*S™) erhalten, schneiden wir die Funktion
A nahe unendlich ab.

g insbesondere auch X.. Damit wir einen

Als néchstes schitzen wir die Verschiebungsenergie von . ab.

Definition 4.3.2. Die Verschiebungsenergie von Y. ist fiir einen Hamiltonschen
Diffeomorphismus ¢ € Ham, (T*S™) generiert durch eine Hamiltonsche Funktion mit

kompaktem Triager G: St x T*S™ — R gegeben durch

e(X.) = inf {/01 [maXG(t, ) — min G(t, -)} dt ‘ $c(S)N D, = @} .

G T*Sn TS
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Damit kénnen wir folgendes Lemma formulieren.

Lemma 4.3.3. Die Verschiebungsenergie von 3. kénnen wir durch

1/2
e(X:) <2 <2E — 2min V) diam(2)
Q

abschdtzen, wobei diam(§2) der Durchmesser von  C R™ ist und E unser fixierter

Energiewert.

Beweis. Fiir die Energiehyperfliche X, gilt ¥. = {[p|*+ V(¢) + U.(¢) = E'}. Dann
setzen wir R := (2E — 2ming V)"/?. Dadurch, dass U.(q) > 0 gilt, erhalten wir fiir den
Ball B € R™ um 0 mit dem Radius R die Inklusion

Y. C Q x B C R

Zur Abschétzung der Verschiebungsenergie wihlen wir einen Vektor v € R”, sodass
(v+ Q)N Q =0 gilt, und betrachten die Hamilton-Funktion

G(q,p) == Zvipi: R?" - R.

(2

Dann ist der zugehorige Hamiltonsche Diffeomorphismus gegeben durch

¢c(q,p) = (¢ +v,p).

Dafiir betrachten wir die in dem Lemma 4.1.7 bestimmte gedrehte symplektische Form:

wo =Y _dp; Adgi+ 3> oy5(q)dg; A dg;

1,J

Nun machen wir den Ansatz
0 0
XG = EZ 'Uia_qi + EZ Tia_pl-

fiir das Hamiltonsche Vektorfeld zu G. Das liefert wie in Lemma 4.1.7 den Ausdruck

)

wo(Xa,+) = Z[h’dqz’ — vidpi] + 3 ZUiUzJ(Q)de -3 Zviaji(Q)de-
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Es muss dG(q,p) = >_ vdp; gelten. Somit folgt r; = > vkoik(q). Also gilt
5 k

(q(t),p(t)) = (q(0) + tv,p(0) + tr)

und daher

G(q(t), p(t)) = v - (p(0) +tr) = v - p(0),

da o, = —oy; fiir alle 7,k gilt. Insbesondere schiebt der Hamiltonsche Diffeomor-
phismus ¢ die Energiehyperfliche . von sich selbst weg. Damit wir eine Hamilton-
Funktion mit kompaktem Trager erhalten, machen wir einen Cut-Off bei G aufserhalb
einer beliebig kleinen Umgebung von €2 x Bg. Folglich kénnen wir fiir alle 6 > 0 die

Verschiebungsenergie abschétzen durch:
€(EE> < Q(Q X BR)
1
< / {max G(t,-) — min G(t,-)| dt + 0
0 QXBR QXBR

:ﬁﬁG@M—ggGwm+5

< . — i .
max [v] - [p| — min [o] - |p| +6
=2R|v| + 0

Wiéhlen wir jetzt den optimalen Vektor v, so erhalten wir die Behauptung. ]

Den Beweis fiir das folgende Theorem kann man in Theorem 4.9 in [CFP10| nachlesen.

Theorem 4.3.4. Die Energichyperfliche ¥ besitzt einen Reeb-Orbit v.: R/TZ — X.
mit der Periode T', welche durch die Verschiebungsenergie von Y. beschrinkt ist, das
heif$t, es gilt

T <e(%).

Wir erinnern uns, dass fiir einen Reeb-Orbit v. mit der Periode T der zugehorige

Hamiltonsche Orbit von Xy mit der Periode 7. die Beziehung

AE,a,6) 7. <T
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erfiillt. Diese Abschétzung liefert uns gemeinsam mit Lemma 4.3.3 direkt durch Ein-

setzen das folgende Lemma.

Lemma 4.3.5. Das Hamiltonsche Vektorfeld Xk, auf der Energiehyperfliche ¥. hat

einen periodischen Orbit der Periode 7., welche die Abschdtzungen

1/2
AE,a,6) 7. <T <e(X;) <2 (QE — 2min V) diam(£2)
Q

und

2 (2E — 2ming V)2 - diam(Q)
- A(E,a,0)

(4.13)

Te

erfillt.

Dieses Lemma impliziert, dass die zu der Lagrange-Funktion L. (vgl. Gleichung (3.4))
gehorige Euler-Lagrange-Gleichung eine Losung 7. mit der Energie F.(7.) = E und
der Periode 7. aus der Gleichung (4.13) besitzt.

Als Abschluss dieses Kapitels statuieren wir folgende Proposition aus [AM11], Pro-
position 3.7. Mit Hilfe dieser Proposition kénnen wir das Approximationsschema aus
Kapitel 3 anwenden. Wir erhalten aus dieser Proposition insbesondere die Existenz der
gesuchten kritischen Punkte, eine obere Schranke an die Periode der magnetischen An-
stofsorbits sowie eine obere Schranke an den Morse-Index, welche wir zur Beschréankung

der Kardinalitét |supp(u)| des Trégers des Makes p aus Proposition 3.3.1 bendtigen.

Proposition 4.3.6. Fir jedes € > 0 und E > c(«) existiert ein kritischer Punkt
(L., 7.) des Free-time- Wirkungsfunktionals £F mit

2(2E — 2ming V)2 - diam(Q)
- A(E, ,0) ’

E. (T.(t/7.)) = E,

HMorse (Fa;%E’Hlx{%}) S N + 1.
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4.4. Beweis

Nun haben wir alle Hilfsmittel fiir den Beweis des Theorems 2.2.1 bereitgestellt.

Beweis von Theorem 2.2.1. Wir betrachten die Folge {(I'., 7.)} kritischer Punkte des
Free-time-Wirkungsfunktionals £ gegeben in Proposition 4.3.6. Wir zeigen zuerst,
dass die Folge {7.} uniform in ¢ von unten durch eine Konstante 77 > 0 beschrinkt
ist. Dazu nehmen wir an, dass fiir € — 0 bis auf Ubergang zu einer Teilfolge 7. — 0
gilt. Dann folgern wir nach Proposition 3.4.1 auf Seite 26 bis auf weiteren Ubergang
zu einer Teilfolge, dass I'. uniform gegen eine konstante Kurve v = ¢ € Q tendiert mit
der Energie E(v) = V(q) = FE, dass entweder ¢ ein kritischer Punkt von V' ist oder
g € 02 und VV(q) = —av(q) fir ein @ > 0 und die dufere Normale v zu 0f2. Dies
widerspricht aber der Voraussetzung E > maxg V.

Folglich erhalten wir zusammen mit Proposition 4.3.6:

2(2E — 2ming V)2 . diam(Q)
AE,a,0)

O<T1§TE§T23:

Nach Proposition 3.2.1 auf Seite 11 wissen wir (bis auf weiteren Ubergang zu einer
Teilfolge) demzufolge, dass (I'.,7.) in H'(S';R") x Ry fiir ¢ — 0 gegen (T, 7) kon-
vergiert. Sei nun g das Maf gegeben in Proposition 3.2.1. Nach Proposition 3.3.1 auf
Seite 20 und mit der uniformen Schranke an den Morse-Index von I'. aus Proposition
4.3.6 folgt:

lsupp(p)| < N +1

Deshalb ist nach Proposition 3.2.1 die 7-periodische Kurve ~(¢) := T’ (f) ein T-perio-
discher Orbit des Lagrange-Systems gegeben durch L mit der Energie F(y) = F und
hochstens N + 1 Anstofspunkten. n
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A. Ausgefuhrte Berechnungen

In diesem Anhangskapitel befinden sich detaillierte Ausfiihrungen einiger langer Be-
rechnungen, welche im Hauptteil aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur kurz notiert

wurden.

A.1. Differential des Wirkungsfunktionals

Auf Seite 9 in Gleichung (3.6) haben wir das Differential des Free-time-Wirkungsfunktionals

angegeben. Zur Berechnung verwenden wir die Definition der Richtungsableitung.

d d
E E E
dZ= (0, 1) (¥, 0) = —dr.ge (Cy7m) ¥ + —ch%E (Iy7) o

_d O%E(F—FS\P,T)—I—E LE, T+ s0)
ds s=0 ds «—0
d

" ds

! 1
T / {LE (F+ s, —(T + s\I/)’> +E} dt
s=0 0 T
d ! 1,
+ = (T—l—sa)-/ L.|T, ")+ E|dt
ds|,_, 0 T+ so
1
:T-/ OLe r,lr’ \1/+8L€ F,lr' 1\1/’ dt
o | Oq T v T T
1 1
+U-/ L. F,lF' +F dt+7‘-/ OLe F,lF' : —iF' co|dt
0 T o | Ov T T2
1
=T / {aLE (F, 1F’) U+ OL. (F, lf') 1\11’} dt
0 q T v T T

0
1
+o / {Lg (F, lF’) +E— OLe (F, 1F’) lr/] dt.
0 T ov T T
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Nun setzen wir die Definition der modifizierten Lagrange-Funktion L. ein und erhalten

doiﬂgE(F, 7)(V, 0)

- [ S

—(VV(I),¥) — (- VU(I), ¥)

ey

+ 5 (I, ) + Lap (W) | dt

1
+o—-/ B+ LI — V(T) — - U) — 5|0 dt
0

Die 1-Form « bestimmt einen eindeutig definiertes Vektorfeld X : 2 — T durch

wobei X (I') = (a1 (T), ..., a,(I)).
Partielle Integration liefert
1 1
/ ar(¥)dt = / (X (), ¥")dt
0 0

__ / 1<DX(F)F’,\IJ>dt

=1,...

Dann definieren wir
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Insgesamt ergibt sich

dZE(,7)(¥,0) = /OT[TLQ@’, ) — (LYr (') + VV(T) + eVU(T), )]dt

o

+2 [M - Brp - vy - um)]a

A.2. Holder-Ungleichung

Wir zeigen nun die Anwendung der Holder-Ungleichung aus Proposition 3.3.1. Es gilt
fiir die erste Abschéatzung mit Hilfe der Holder-Ungleichung:

1 4/3
6T, e /”5 1 ds /
2(26M)13 \ Ji_gn B3(Lc(s))

S — —_— 8 . 8
~ 2(20m)13 t—on | h3(L(s)) -
67 ¢ t+8" 1 4/3
— d . 26// 1/4
EIONE </ | ) (2070
6Tye /t+5” 1
2 t—5" h (FE(S))
Fiir die zweite Abschétzung mit der Holder-Ungleichung gilt:
1 /t+5” 1 d 3/2
26772 \Jipr B2Te(5)
3/2
t+" 3/2 2 148" 1/3
< 1 / 1 d / 134
— — S . S
— (20m)2 h?(T<(s)) -y
_5//

1 /t+6/, . ; - b
= ——- ——ASs .
(26")172 \ Jigr W*(Le(s))

t+6" 1
B -
i—or P(Te(s))
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