
2 Wiederholung der gewünschten Vorkenntnisse

19.4.

Wir schreiben N = {1, 2, . . .} für die Menge der natürlichen Zahlen, R+ = (0,+∞) für die
Menge der positiven reellen Zahlen.

2.1 Linearalgebra

Wenn d ∈ N, schreiben wir die Elementen

u =

u1

...
ud

 ∈ Rd

mit Fettschrift. Wir schreiben 0 für den Nullvektor und benutzen die Abkürzung

Rd
× := Rd \ {0}.

Die spitzen Klammern bezeichnen das euklidische Skalarprodukt zwischen u und w:

〈u,w〉 =
d∑
i=1

uiwi.

Die euklidische Norm von u schreiben wir als

u := |u| =
√
〈u,u〉,

die Einheitssphäre als
Sd−1 :=

{
u ∈ Rd

∣∣ u = 1
}
.

und den offenen Ball um u0 ∈ Rd mit radius a > 0 als

Ba(u0) :=
{
u ∈ Rd

∣∣ |u− u0| < a
}
.

Wenn u ein Vektor in Rd
× ist, schreiben wir

û :=
u

u
∈ Sd−1

für seine Normierung. Wir kennzeichnen als O(d) die Gruppe der orthogonalen Matrizen,
nämlich der Matrizen Q ∈ Rd2 , die das Skalarprodukt erhalten:

∀u,w ∈ Rd, 〈Q · u,Q ·w〉 = 〈u,w〉.

Die Untergruppe von O(d), deren Elemente positive Determinante haben, schreiben wir
als SO(d). Wir kennzeichnen mit A(d) den Vektorraum der antisymmetrischen Matrizen,
nämlich der Matrizen A ∈ Rd2 , für die

∀u,w ∈ Rd, 〈A · u,w〉 = −〈u,A ·w〉.
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Wenn u,w ∈ R3, also d = 3, schreiben wir das Kreuzprodukt der beiden Vektoren als

u×w =

u2w3 − u3w2

u3w1 − u1w3

u1w2 − u2w1

 ∈ R3.

Es gilt die Formel

〈u1 × u2,u3〉 = 〈u2 × u3,u1〉, ∀u1u2,u3 ∈ R3.

Für d = 2k identifizieren wir R2k mit dem Raum Ck der vektoren mit k complexen Koor-
dinaten durch die Abbildung

u1

u2

...
u2k−1

u2k

 7−→
 u1 + u2i

...
u2k−1 + u2ki

 ,

wobei i ∈ C die imaginäre Einheit darstellt. Besonders wichtig für uns werden die Fälle
k = 1 und k = 2 sein.

Aufgabe 2.1. Wir betrachten C als die Teilmenge R2 × 0 ⊂ R3. Dann0
0
u

× z = u i · z ∈ C, ∀u ∈ R, z ∈ C.

2.2 Vektoranalysis

Alle die von uns betrachteten Abbildungen f : Ω → Rd2 , wobei Ω eine offene Teilmenge
der Rd1 ist und d1, d2 ∈ N, sind als glatt zu verstehen (d.h. unendlich differenzierbar).
Insbesondere schreiben wir die erste Ableitung (das totale Differential) von f = (f1, . . . , fd2)
im Punkt x0 als dx0f : Rd1 → Rd2 , wobei

dx0f · u =



∂f1

∂x1

(x0) . . .
∂f1

∂xd1
(x0)

. . . . .
.

...
∂fj
∂xi

(x0)
...

. .
. . . .

∂fd2
∂x1

(x0) . . .
∂fd2
∂xd1

(x0)


·


u1

...

ud1

 ∈ Rd2 , ∀u ∈ Rd1 .
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Wir sagen, dass f ein Diffeomorphismus ist, wenn ihre Bildmenge Ω′ := f(Ω) offen ist und
es eine glatte Umkehrabbildung f−1 : Ω′ → Ω gibt (in diesem Fall muss d1 = d2 sein).

Wenn d2 = 1, also f : Ω → R eine reelle Funktion ist, schreiben wir ihren Gradient in
x0 ∈ Ω als

grad f(x0) =


∂f
∂x1

(x0)
...

∂f
∂xd1

(x)

 ∈ Rd1 ,

sodass dx0f · u = 〈grad f(x0),u〉 für alle u ∈ Rd1 gilt.

Aufgabe 2.2. Es sei f : Rd
× → R+ die Funktion x 7→ f(x) =

√
x2

1 + . . .+ x2
d, die der

Abstand zwischen x und 0 darstellt. Beweisen Sie, dass

grad f(x) = x̂, ∀x ∈ Rd
×

und skizzieren Sie dieses Vektorfeld.

Umgekehrt, wenn d1 = 1 und Ω = (a, b) ⊂ R ein Intervall ist, definiert die Vektor-
funktion eine Kurve. Eine Kurve ist nähmlich eine Abbildung x : I → Rd, die von einem
Zeitparameter t ∈ I parametrisiert ist, wobei I ⊂ R ein Intervall ist. Wir kennzeichnen die
Zeitableitungen von x mit Punkten über dem Buchstabe x:

ẋ =
dx

dt
, ẍ =

d2x

dt2
, . . .

Insbesondere heißt ẋ(t) der Tangentenvektor der Kurve x zur Zeit t (oder im Punkt x(t)).

2.2.1 Polarkoordinaten in R2

Es sei p : R+ × R→ R2
× die Abbildung

p(r, θ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
= reiθ.

Nach Identifizierung einer linearen Abbildung mit ihrer darstellenden Matrix haben wir

dr0p =

(
cos θ −r sin θ
r cos θ sin θ.

)
Also ist die Abbildung p ein lokaler Diffeomorphismus, der nicht global invertierbar ist,
weil p(r, θ) = p(r′, θ′) die Bedingungen r = r′ und θ − θ′ ∈ 2πZ impliziert. Etwa genauer
ist p eine Überdeckung. Daraus folgt, dass für jede Kurve r : I → R2

× eine Kurve (r, θ) :
I → R+ → R gibt mit

r(t) = p
(
r(t), θ(t)

)
, ∀ t ∈ I.
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Satz 2.3. Es sei (x, y) : I → R2
× eine beliebige Kurve mit θ̇ > 0. Für jedes Zeitintervall

[t1, t2] ⊂ I mit θ(t2)− θ(t1) < 2π definiere man

Ωt1,t2 :=
{
sr(t)

∣∣∣ s ∈ [0, 1], t ∈ [t0, t1]
}
.

Der Flächeinhalt von D ist durch die folgende Formel gegeben:

Area(Ωt1,t2) =
1

2

∫ t2

t1

r2(t)θ̇(t) dt.

Beweis. Da t 7→ θ(t) monoton wachsend ist, gibt es ein Intervall [θ1, θ2] ⊂ R, sodass
θ : [t1, t2] → [θ1, θ2] ein Diffeomorphismus mit θ(t1) = θ1 und θ(t2) = θ2 ist. Es sei
t : [θ1, θ2]→ [t1, t2] die Umkehrfunktion. Dann gilt

Ωt1,t2 = p(Ω′t1,t2), Ω′t1,t2 =
{

(r, θ)
∣∣∣ θ ∈ [θ1, θ2], r ∈ (0, r(t(θ))]

}
Durch zwei Anwendungen der Koordinatenwechselformel für Integrale bekommen wir

Area(Ωt1,t2) =

∫
Ω′t1,t2

| det dp| drdθ =

∫ θ2

θ1

(∫ r(t(θ))

0

rdr
)

dθ =

∫ θ2

θ1

1

2
r2(t(θ)) dθ

=
1

2

∫ t2

t1

r2(t)θ̇(t) dt.
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