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4-1 Es sei G eine Lie-Gruppe. Wir schreiben Lh : G → G und Rh : G → G
für die Links- und Rechtsmultiplikation durch h ∈ G. Wir betrachten den
Vektorraum XL(G) der linksinvarianten Vektorfelder auf G. Das heißt: X ∈
XL(G), falls X Lh-verwandt mit sich selbst für alle h ∈ G ist. Zeigen Sie:

(a) der Fluß ΦX eines beliebigen X ∈ XL(G) ist vollständig. Hinweis:
Zeigen Sie, dass es ε > 0 gibt, sodass für jedes h ∈ G eine Integralkurve
γ : (−ε, ε)→ G von X mit γ(0) = h existiert.

(b) für alle X ∈ XL(G) gilt die Formel

RΦtX(e) = ΦtX , ∀ t ∈ R,

wobei e ∈ G das Identitätselement bezeichnet.

(c) wenn g eine linksinvariante PR-Metrik auf G ist (d.h. Lh ∈ Iso(G, g)
für alle h ∈ G), dann ist die Funktion g(X,Y ) : G → R konstant für
alle X,Y ∈ XL(G).

4-2 Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Ableitung ∇. Für
f : M → R definieren wir die Hessesche Form H(f) ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M)

H(f)p(v1, v2) := gp(∇v1grad f, v2), ∀ p ∈M, ∀ v1, v2 ∈ TpM.

Zeigen Sie:

(a) wenn F : (N,h) → (M, g) eine isometrische Immersion ist, gilt H(f ◦
F ) = F ∗H(f). Hinweis: benutzen Sie, dass grad (f ◦F ) und grad f F -
verwandt sind und den Satz über LC von isometrischen Immersionen.

(b) es gilt H(f) = 1
2Lgradfg,

Es sei nun N := f−1(0) ⊂M und es sei angenommen, dass die Ungleichung
±g(grad f, grad f) > 0 für alle p ∈ N gilt. Nach dem Satz der inversen
Funktion ist die Abbildung

F : (−ε,+ε)× U →M, F (θ, p) = Φθ±grad f (p).

ein Diffeomorphismus auf das Bild, wenn U ⊂ N eine hinreichende kleine
Umgebung eines Punktes in N ist. Zeigen Sie, dass, wenn die Gleichung
±g(grad f, grad f) = 1 auf einer Umgebung von N gilt, dann

(i) F ∗g = ±dθ2 + gθ, wobei θ 7→ gθ ein glatter Pfad von PR-Metriken
auf U ist. Hinweis: beweisen Sie erst, dass Φθ±grad f (U) ⊂ {f = θ} für
θ ∈ (−ε, ε);

(ii) ∂θ = ±grad θ;

(iii) H(θ) = 1
2 ġ
θ, wobei ġθ := dgθ

dθ .
Hinweis: berechnen Sie (Φt∂θ )

∗(±dθ2 + gθ).

Bemerkung: es ist leicht die Umkehrung zu zeigen und zwar, dass die Glei-
chung ±g(grad f, grad f) = 1 auf dem Bild von F gilt, falls F ∗g = ±dθ2+gθ

stimmt.



Aufgabe zum Vorrechnen

4-3 Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und λ : M → (0,∞) eine Funktion.
Man betrachte die PR-Metrik gλ := λ2g. Es seien∇ und∇λ die Levi-Civita
Ableitungen von g und gλ. Es sei Dλ := ∇λ −∇ ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ TM)
das Differenztensorfeld. Zeigen Sie:

Dλ(u1, u2) = (dϕ · u1)u2 + (dϕ · u2)u1 − g(u1, u2)gradϕ,

wobei ϕ := log λ ist und der Gradient bezüglich g zu verstehen ist.

4-4 Es sei g eine bi-invariante PR-Metrik auf einer Lie-Gruppe G. Das heißt:
g ist sowohl linksinvariant als auch rechtsinvariant (siehe Aufgabe 4-1).
Zeigen Sie:

(a) alle X ∈ XL(G) sind Killing-Vektorfelder;

(b) wenn ∇ die Levi-Civita Ableitung von g darstellt, dann

∇XY =
1

2
[X,Y ], ∀X,Y ∈ XL(G);

(c) die Integralkurven von jedem X ∈ XL(G) sind Geodätischen für g.


