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Aufgaben zum Abgeben

13-1 Es sei α ∈ (0, π/2) und γ : (0,∞)→ (0,∞)2 die Kurve

γ(θ) = (θ sinα, θ cosα).

Die entsprechende Einbettung ψ von Aufgabe 12-3 parametrisiert dann
den Kegel Kα von Winkel 2α. Wir benutzen unten die Notation ∂θ := ∂

∂θ

und ∂φ := ∂
∂φ .

Es sei nun θ∗ ∈ (0,∞) fest und betrachten Sie die Kurve δ : [0, 2π] →
(0,∞) × R/2πZ, t 7→ (θ∗, t), welche in den ψ-Koordinaten die Schnitt-
menge zwischen dem Kegel und der Ebene {z = θ∗ cosα} parametrisiert.

(a) (2 Punkte) Finden Sie die Matrix der Zusammenhangsformen für die
kovariante Ableitung δ∗∇Kα bezüglich des Rahmens δ∗∂θ, δ

∗∂φ des
Vektorbündels δ∗TKα.

(b) (2 Punkte) Es sei σ = aδ∗∂θ + b
r δ
∗∂φ mit a, b ∈ C∞([t0, t1]) ein

Schnitt von δ∗TKα. Geben Sie an, welche Differentialgleichungen
a und b erfüllen müssen, sodass σ parallel ist entlang δ, und lösen
Sie diese Gleichungen explizit. Hinweis: In Aufgabe 12-3 haben wir
ṙ := dr

dθ geschrieben. Verwechseln Sie diese Ableitung nicht mit einer
Ableitung bezüglich t.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass P δ2π,0 : Tψ(θ∗,0)Kα → Tψ(θ∗,0)Kα eine
Drehung um den Winkel 2π sinα ist, wenn wir Tψ(θ∗,0)Kα als Unter-
verktorraum von R3 interpretieren.

13-2 (3 Punkte) Sei S2 = {x2 +y2 + z2 = 1} die Sphäre in R3 und δ : [0, 2π]→
S2 eine Kurve mit konstanter z-Koordinate z ∈ (−1, 1) und konstanter
Winkelgeschwindigkeit. Wir setzen p = δ(0) = δ(2π). Beweisen Sie, dass
die Parallelverschiebung P δ2π,0 : TpS

2 → TpS
2 eine Drehung um den Win-

kel 2πz ist. Hinweis: finden Sie einen Kegel, der beim Bild von δ tangential
zu der Sphäre ist. Benutzen Sie Übung 12-2 zu zeigen, dass ein Vektor-
feld entlang δ parallel ist für den Kegel, genau wenn es parallel ist für die
Sphäre.

13-3 Es sei α ∈ Γ(T ∗M) eine 1-Form. Wir definieren die bilineare Abbildung
Fα : X(M)× X(M)→ C∞(M)

Fα(X,Y ) := LX(α(Y ))− LY (α(X))− α
(
[X,Y ]

)
.

(a) (2 Punkte )Zeigen Sie: Fα ist antisymmetrisch und C∞(M)-bilinear,
nämlich

Fα(f ·X,Y ) = f · Fα(X,Y ) = Fα(X, f · Y ), ∀ f ∈ C∞(M);



(b) (1 Punkte) Schließen Sie daraus, dass Fα von einer 2-form dα ∈
Γ(Λ2M) induziert ist, nämlich

Fα(X,Y )(p) = (dα)p(X(p), Y (p)), ∀ p ∈M.

(c) (1 Punkt) Es sei α =
∑m
i=1 αidx

i, die Darstellung von α in einer
Karte. Berechnen Sie die Koeffizienten (dα)ij der Darstellung

dα =
∑
i<j

(dα)ijdx
i ∧ dxj

in derselben Karte.

(d) (1 Punkt) Wenn M = R2 berechnen Sie dα für α = 1
2 (xdy − ydx).

13-4 Zusatzaufgabe: Es sei ∇ω = d + ω die kovariante Ableitung auf dem
trivialen Bündel π : R3 × R2 → R3, sodass die Matrix der Zusammen-
hangsformen ω ∈ Γ(T ∗R3 ⊗ gl2(R)) durch

ω = dx⊗
(
z 0
0 z

)
+ dy ⊗

(
z 0
0 z

)
+ dz ⊗

(
0 x
y 0

)
gegeben ist. Es sei

F : R2 → R3, F (u, v) = (u, v, uv), ∀ (u, v) ∈ R2.

Wir betrachten die kovariante Ableitung F ∗∇ω auf dem Pull-back Bündel
F ∗(π) = π′ : R2 × R2 → R2.

(a) (3 Punkte) Finden Sie die Matrix der Zusammenhangsformen ω′ ∈
Γ(T ∗R2 ⊗ gl2(R)) für F ∗∇ω, sodass

F ∗∇ω = d + ω′.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie

(F ∗∇)u∂u+v∂v

(
u
−v

)
=

(
vu2(u− v) + u
uv2(u− v)− v

)
.


