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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

12-1 Essei V eine beliebige kovariante Ableitung auf dem trivialen Biindel M x
R— Mund a: M xR — M x R ein Biindelisomorphismus iiber M. Wir
betrachten die transformierte kovariante Ableitung V2o := a=!(V,(a0)).

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es b, € C°(M) gibt, sodass
Voo = Vo + (db, - v)o.

(b) (2 Punkte) Es sei umgekehrt b € C*°(M). Finden Sie ein Biindeliso-
morphismus ap, sodass

Vig =V,o+ (db-v)o.

(¢) (1 Punkt) Schliefien Sie daraus: der Quotientenraum der kovarianten
Ableitungen auf M xR durch die Wirkung von Biindelisomorphismen
ist ein affiner Raum iiber den Vektorraum

(T*M)
{db|be C>(M)}’
Hinweis: Benutzen Sie T'(T*M ® (M x R)* @ (M x R)) 2 T'(T*M)
und Satz 9.6.

12-2 Essei M C R” eine Untermannigfaltigkeit. Wir definieren die orthogonale
Projektion Prt : M x R™ — T'M beziiglich der euklidischen Metrik. Das
heifit: fiir alle p € M ist Pr* (p,v) € T,M die orthogonale Projektion von
v € R" auf T, M, wobei wir T,M dank dem Satz 5.25 als Untervektor-

raum von R™ betrachten. Sie kénnen ohne Beweis annehmen, dass Prt
ein Biindelhomomorphismus ist.

Wir definieren nun die Abbildung V™ : X(M) — I'(T*M ® TM)
VMY = Prt(d,X -v), Vpe M, veT,M,

X : U — U x R” ein beliebiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
U C R” mit p € U und

X(p)=X@)eT,MCT,R" Vp e MNU.
(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass

va:PH(d
dt

_Xo v(t)> |

wobei v : (—¢,€) — M eine beliebige glatte Kurve mit (0) = p und
4(0) = v ist. Schlieflen Sie daraus, dass VM nicht von der spezifischen
Erweiterung X abhéngt und daher wohldefiniert ist.



(b) (2 Punkte) Zeigen Sie: VM ist eine kovariante Ableitung auf TM.

12-3 Es sei v : (0p,61) — (0,00) X R eine eingebettete Kurve mit Koordinaten
v = (r, 2), sodass 72(0) + 22(0) = 1 fiir alle 6 € (6, 01). Wir definieren die
Einbettung

P (0g,01) X % =SR2, (0,9¢) = (7“(9) cos ¢, r(0) sin ¢,z(9)).

Dann ist M := w((é’o, 01) x %) eine Untermannigfaltigkeit des R®. (Skiz-
zieren Sie diese).

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie dt) - % und dvy - a%). Zeigen Sie, dass in
den durch die Karte 1)~ gegebenen Koordinaten auf M gilt:

0
J_ p—
Prt(4(0, ¢),v) = <v’d¢ ' %>% TR0 0

wobei (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf R? ist.
(b) (2 Punkte) Benutzen Sie Teilaufgabe 12-2a) um zu zeigen, dass

o r 0 o 7 0 0
MZ _Tipe L M2 _Tqoe L _ridp® —.
Vi =i %%0 Y oas 7% 0% 5
12-4 Zusatz: (2 Punkte) Ist die Lie-Klammer [-,-] : X(M) x X(M) — X(M)

eine kovariante Ableitung im Sinne der Bemerkung 9.27



