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Aufgaben zum Abgeben

12-1 Es sei∇ eine beliebige kovariante Ableitung auf dem trivialen Bündel M×
R→M und a : M ×R→M ×R ein Bündelisomorphismus über M . Wir
betrachten die transformierte kovariante Ableitung ∇avσ := a−1(∇v(aσ)).

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es ba ∈ C∞(M) gibt, sodass

∇avσ = ∇vσ + (dba · v)σ.

(b) (2 Punkte) Es sei umgekehrt b ∈ C∞(M). Finden Sie ein Bündeliso-
morphismus ab, sodass

∇abv σ = ∇vσ + (db · v)σ.

(c) (1 Punkt) Schließen Sie daraus: der Quotientenraum der kovarianten
Ableitungen auf M×R durch die Wirkung von Bündelisomorphismen
ist ein affiner Raum über den Vektorraum

Γ(T ∗M)

{db | b ∈ C∞(M)}
.

Hinweis: Benutzen Sie Γ(T ∗M ⊗ (M × R)∗ ⊗ (M × R)) ∼= Γ(T ∗M)
und Satz 9.6.

12-2 Es sei M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit. Wir definieren die orthogonale
Projektion Pr⊥ : M × Rn → TM bezüglich der euklidischen Metrik. Das
heißt: für alle p ∈M ist Pr⊥(p, v) ∈ TpM die orthogonale Projektion von
v ∈ Rn auf TpM , wobei wir TpM dank dem Satz 5.25 als Untervektor-

raum von Rn betrachten. Sie können ohne Beweis annehmen, dass Pr⊥

ein Bündelhomomorphismus ist.

Wir definieren nun die Abbildung ∇M : X(M)→ Γ(T ∗M ⊗ TM)

∇Mv X := Pr⊥(dpX̃ · v), ∀ p ∈M, v ∈ TpM,

X̃ : U → U × Rn ein beliebiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
U ⊂ Rn mit p ∈ U und

X̃(p′) = X(p′) ∈ Tp′M ⊂ Tp′Rn ∀p′ ∈M ∩ U.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass

∇Mv X = Pr⊥
(

d

dt

∣∣∣
t=0

X ◦ γ(t)

)
,

wobei γ : (−ε, ε)→M eine beliebige glatte Kurve mit γ(0) = p und
γ̇(0) = v ist. Schließen Sie daraus, dass∇M nicht von der spezifischen
Erweiterung X̃ abhängt und daher wohldefiniert ist.



(b) (2 Punkte) Zeigen Sie: ∇M ist eine kovariante Ableitung auf TM .

12-3 Es sei γ : (θ0, θ1)→ (0,∞)× R eine eingebettete Kurve mit Koordinaten
γ = (r, z), sodass ṙ2(θ) + ż2(θ) = 1 für alle θ ∈ (θ0, θ1). Wir definieren die
Einbettung

ψ : (θ0, θ1)× R
2πZ

→ R3, ψ(θ, φ) :=
(
r(θ) cosφ, r(θ) sinφ, z(θ)

)
.

Dann ist M := ψ
(
(θ0, θ1)× R

2πZ
)

eine Untermannigfaltigkeit des R3. (Skiz-
zieren Sie diese).

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie dψ · ∂∂θ und dψ · ∂∂φ . Zeigen Sie, dass in

den durch die Karte ψ−1 gegebenen Koordinaten auf M gilt:

Pr⊥(ψ(θ, φ), v) =
〈
v,dψ · ∂

∂θ

〉 ∂
∂θ

+
〈v,dψ · ∂∂φ 〉

r2(θ)

∂

∂φ
,

wobei 〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt auf R3 ist.

(b) (2 Punkte) Benutzen Sie Teilaufgabe 12-2a) um zu zeigen, dass

∇M ∂

∂θ
=
ṙ

r
dφ⊗ ∂

∂φ
, ∇M ∂

∂φ
=
ṙ

r
dθ ⊗ ∂

∂φ
− rṙdφ⊗ ∂

∂θ
.

12-4 Zusatz: (2 Punkte) Ist die Lie-Klammer [·, ·] : X(M) × X(M) → X(M)
eine kovariante Ableitung im Sinne der Bemerkung 9.2?


