(AL







7/ |

Bosas | die R de (B B = o

~Sa i )& AT foe il

1
IREJCANEREdNEENE IHRIAEEEEEEE

_ + T _A. V.A F. _ | '_ |
_nl.l._... II-I....!I ..; ) | _
Eak N Nl FEIRe
| | | = b | 4 A I S | Vﬁ[a L~ A - b
L aEEBLE AR B EE S BB _
EEEIRER-S SRSV E> S8 RRlEs
A R e LIRS [ 3N |
. . § 0 RNEGERN A= |
¥ F _r@|1 SIS 3
nlW.u |um_,. pa . - I =_

i = _ ~ = -§ ” = 4

L& | ﬂ $ S < & [ =

-f-. %.— uu.... ~ _ .“M“ _ 2-

F |5 I _ ~
SF | & | T ¥ g T _

..........M M. N C.Mr . - A
N~ ~1 _ =

& . & “
NIl - d

Wolgl o |e

um

o

s
el
!lul_-nllv
ea

|

— o IR S _!-___ 2 ==




oy
1}

~a
— g

=% [ & | |
W

¢

-2




s
!

1
V'L

(

”

|
3"’);*’ :

7o) e

J‘.__de_u 0

!*’

;_Ckw

L]

e

1 5 i {

1 |
|

c

I

[ 1]

LW

~ ¥
(ﬁf)*’g’“
|
-
Lol |41
o Saepelt- it
: |
- |
rCs.le'
2P w
WL &
*__I
T

h pei

A
“H—

v

L, i}
*¥ﬁ"

i
,_ I/lf'
“ &

¥ 6k

| ! |

0
3
]

vy

[
A

o (4

L

b=

r 'S
o—
(e
[/
G

A

1], 6=
I
|

n.__Q;Jl [".U!w o

G (

X :
2

g g,
] ] F._
_ g =3 i
x| B2l L b &
X 3 GRS | 5 |
.u o . “ —_—
S % » T = BN 1 7]
aRrE-Baaus RURRRRERR S AREREEmEERECE ia
Ll | | ol o8 | o |
| e || IR | 9 i ) | -
|| _ _ _ _ _
| | L B I I A |
3 I I A | | [ | B L] |
| |
[ _ o S = |
_ I | I_[ __ | | 1
_ _ _ ||




M )

T m_ f
|

. MT W X ,ﬂ i + :
aid S WM
G lendsd

: ﬁﬂ. HHQH BESR |
In¥! .u, MF y mr,u ] 1
RELETR:- |

<3 > i i




|
tl i : A&i“ ‘;;f W
v O

BISALED

. K13, =
3)-%
| | | . i
L1l N R q ([ V}«Y;_‘U +q [V
- ——_9- gl
'i' |
)z g B ? EEEE
EENEEE Gi%(_x. AR AT (AR A7) R
Bw RILY Y1) = a(RX1,X) |
¥ Lo, XY ‘ I
S o (0 VJ,[Y,XJ) 7 % 40 JANNYA I
o Ty B M XG0l e of
. | J.\ L_y 5 —lﬁlﬁ“: . _l. I N
| | ||| L1 |
INEEEN | L1 EEEEE
T - SESENNEEREE
-+ = -
[ 1 |
| .' |
| i i




DiffMa’17 - Blatt 10 Jay Schneider, Kevin Wiegand Loésungsvorschlag

Aufgabe 4. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.
a. Seiw € A" 'V*. Behauptung: w ist zerlegbar, d.h. es gibt wo, ... ,w, € AIV* = V*, so dass

Ww=wsM...Nwpy.

Beweis. O.E. seiw # 0, da die Behauptung sonst trivial ist. Sei weiter {e, ..., e, } eine beliebige
Basis von V mit dualer Basis {ef,...,e}} von V*. Beziiglich dieser hat w eine (eindeutige)
Darstellung der Form

n
w= Z a;e}:Zaj e}’/\.../\%/\..‘/\e:.
\[l=n—1 j=1
Betrachte die Abbildung
wA — AV*=V* 5 A"V* =R
ar— wAo.

Diese ist linear und fiir k € {1,...,n} gilt

whA(e) =whet=ar el A...AELA...Aet Aef = (—1)"*ay vol

wobei vol = el A ... A€}.

Da fiir w # 0 ein &k existiert mit ar # 0, ist w A — nicht die Nullabbildung, und somit
wegen dim(A"V*) = 1 surjektiv, hat mithin also n — 1-dimensionalen Kern. Wihle eine Basis
{5, ...,b%} dieses Kerns und ergéinze mit b zu einer Basis von V*. Dann ist

wAby #0, wAb;=0firje{2,...,n}

In dieser Basis hat w die (andere) eindeutige Darstellung
1 ~~
w= b A ABALLAB
j=1

Nach Wahl der Basis ist nun aber w A b} = (—1)" *¢; vol, aber w A b = 0 fiir j > 1, somit auch
¢; =0 fiir j > 1.

Es bleibt w = ¢1b5 A ... A b%. Die Elemente wy = 103, w; = b} flir 5 > 2 erfillen dann wie
behauptet
W= by N v NB =W NNty O
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b. Seiw € A2V* mit Rang r, d.h. " =wA ... Aw# 0 aber w™ = 0.

r-mal

Behauptung: Es gibt eine Basis 1, ...,£, von V* mit

w=€e1Nea+...+Ez 1/NE.

Beweis. Schreibe Wi := ker(w) = {v € V | w(v, — ) = 0} und wihle ein (algebraisches)
Komplement V = Uy @ W;. Auf U; gilt also fiir alle v € Uy, w(v, — ) #0.

Sei e; € U;1\{0} beliebig, so existiert es € Uy : w(ey, ez) = 1. Weiter setze Wy := W Uspan(ey, e3)
und wihle ein Komplement U; mit Uy = Uy @ Ws. Ist Us nicht trivial, so finden wir ein
0 # e3 € Uy und da ker(w) N U; = 0 auch ein eq € Us mit w(es,es) = 1. Induktiv verfahren
wir weiter bis Wy = ker(w) & span(ey, ..., es) kein nichttriviales Komplement mehr hat.
Beachte: Es kann niemals ein eindimensionaler Unterraum Uy iibrigbleiben, da fiir v € U \ 0
dann w(v, — ) =0, also v € ker(w) C W}, wire, also v € Uy N Wj, = {0}.
Erginze dann die linear unabhiéingigen {e,. .., ea} beliebig mit einer Basis von ker(w) zu einer
Basis {¢; | 1 < j < n} von V und betrachte die duale Basis {¢; := €} | 1 < j < n} von V™.
Dann gilt

w==¢€1 Neg+ ...+ E@2k—1) N Eak,
wie sich auf der Basis {e;}; direkt priifen lasst.

Wir stellen weiter fest, dass w* =c-e1 A ... Aeg # 0 mit ¢ > 0, aber w**! =0, also k = r und
somit wie behauptet
w=€1 NEa~+...+ Eap_1/N\Eqy. ]
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Aufgabe 1. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

a. Behauptung: Ist n < 3, dann ist jede k-Form auf V zerlegbar (vgl. Aufgabe 4 Blatt 10).
Geben Sie ein Beispiel einer nicht-zerlegbaren k-Form fiir n = 4 an.

Beweis. Beachte A¥V* = 0 fiir k > n. Ferner sind 0- und n-Formen zwangsliufig zerlegbar, da
dim(A°V*) = (3) =1= () = dim(A"V™).

Dementsprechend sind die einzigen nichttrivialen Fallen =2,k =1undn=3,k=1,2. k= 1-
Formen sind immer zerlegbar. Zuletzt wurde der Fall n = 3,k = 2 wegen k = n — 1 bereits in
Blatt 10 Aufgabe 4 gezeigt.

Ein Beispiel einer nicht zerlegbaren k-Form fiir n = 4 muss aus obigen Uberlegungen eine
k = 2-Form sein. Schreibe ey, eq, €3, e4 fiir eine Basis auf V' und betrachte

w=e}Ael+esAel € APV

Wir behaupten diese 2-Form ist nicht zerlegbar.
w hat vollen Rang 2 (ist also symplektisch), da w? = cej Aej A el Ael # 0 mit ¢ > 0. Wire nun
aber w zerlegbar, das heifit w = a A § fiir a, 8 € A'V*, so wiire

2‘_ = — "‘ —
W= ghp A= afﬁ}a/\d/\ﬁ 0.

Also ist w nicht zerlegbar. O
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b. Sei @ eine 1-Form auf V. Die duflere Multiplikation mit « ist ein Endomorphismus auf
der dufleren Algebra AV* vom Grad 1, der durch

e(a) : AFV* — AFFIY*
W aAw

definiert wird. Zeigen Sie, dass die d&uflere Multiplikation eine exakte Sequenz
Ak—lv* = Akv* % Ak-l—lv*
induziert, falls a # 0.

Beweis. Sei 0 # a € A'V* fest. Durch Wahl einer geeigneten Basis ey,...,e, von V kénnen
wir 0.E. annehmen, dass o = e}. Schreibe weiter e* := e(a)|pry- : AFV* — AFFHIY*,

ek—l

Sei 0 < k < n und betrachte folgende Stelle der Sequenz AF1V* &Z— AFV* AR 7y
zeigen ist im(e*1) = ker(eF).

C: Sei w € im(e¥~1), d.h. w = a A o fiir ein ¢. Dann ist e*fw = aAa Ao =0, alsow € ker(ef),
da fiir die 1-Form « gilt a A a = 0.

D: Sei w € ker(ef), dh. @ Aw = 0. Da das Dachprodukt bilinear ist sei (E w = e} ein
Basiselement. Andernfalls ist w = Y wre}, also a Aw = Y wref Aef. Ist o Aw = 0 weil alle
e; Net = 0 sind, gentigt es also auf Basiselementen zu prifen. Wir nehmen also an es gibt I # J
fest mit ane} # 0 # aAel aber aA(wrei+wyey) = 0. Die erste Bedingung ist nur erfillt, wenn
1¢1 und1¢ J. Dann ist aber a Aej =€} und a ANely =eb, fir I' :=TU{1},J = JU{1}.
Nach der zweiten Voraussetzung ist also wrel, +wyey, = 0, d.h. e}, linear abhdngig von €%,
was nur fir I' = J' der Fall wire. Dann ware aber auch I = J, was ein Widerspruch ist. Also
kann es solche Elemente I,J nicht geben, das heifft es gentigt die Behauptung auf einer Basis
zu priifen.

Nun ist 0 = a Aw = e] A e} genau dann, wenn 1 € [, d.h. ejw =ef Aej A...Ae
mit J = I\ {1}. Insbesondere ist e¥~1(e%) = €} = w, also w € im(e*1).

* = *
Th—1 81 A BJ

Betrachte die Grenzfille k = 0,n gesondert: Es lassen sich an beiden Enden Nullen erganzen,
sodass tatsdchlich

03 AV 5 AV 5 S ATV S A 50

eine lange exakte Sequenz ist. Dafiir ist zu zeigen, dass die Abbildung € : A°V* — A'V*
injektiv ist — dies ist der Fall da €°(t) = ta und a # 0, d.h. ker(e’) = {0} — und, dass
e" 1 APV 5 A"V* surjektiv ist. Dies ist auch der Fall, da durch Wahl einer Basis 0.E.
a = e} und damit e" H(es A ... Ael) = vol # 0 den einzigen Erzeuger von A"V* trifft. d



