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1 Einleitung

Das Verzweigungsverhalten von Primstellen nimmt in der klassischen algebrai-
schen Zahlentheorie eine zentrale Stellung ein. So ist beispielsweise von Interes-
se, welche Primstellen in einer gegebenen galoisschen Erweiterung algebraischer
Zahlkorper unverzweigt oder gar voll zerlegt sind. Nach der Hilbertschen Ver-
zweigungstheorie hingt diese Fragestellung eng mit dem Studium der zugehori-
gen Galoisgruppen zusammen.

Fiir abelsche Erweiterungen liefert die globale Klassenkorpertheorie schone
Resultate. Nach dem Zerlequngsgesetz spiegelt sich das Verzweigungsverhalten
der Primstellen eines algebraischen Zahlkorpers & in einer endlichen abelschen
Erweiterung L|k direkt in der zugehorigen Normenuntergruppe Nz, (', der Idel-
klassengruppe C} wider. Mochte man sich jedoch von der Einschrénkung, le-
diglich abelsche Erweiterungen zu betrachten, 16sen, ist es ungleich schwieriger,
analoge Fragestellungen zu beantworten.

Wir betrachten zunéchst das folgende Problem der beschrinkten Verzwei-
gung: Sei k ein algebraischer Zahlkorper und S eine beliebige Menge von Prim-
stellen von k. Es sollen Erweiterungen L|k studiert werden, welche auflerhalb
der Menge S unverzweigt sind, also die Eigenschaft besitzen, dass alle Prim-
stellen von k, die in L verzweigen, in S enthalten sind. Komposita und normale
Hiillen solcher Erweiterungen haben wieder diese Eigenschaft und es existiert
folglich eine maximale auflerhalb S unverzweigte Erweiterung kg von k. Diese ist
galoissch und eine moglichst detaillierte Kenntnis ihrer Galoisgruppe G(kg|k)
ist erstrebenswert. Eine Reihe wichtiger Fragen lassen sich jedoch erst dann zu-
friedenstellend beantworten, wenn man zum maximalen pro-p-Quotienten von
G(kg|k) tubergeht. Man betrachtet also nunmehr die mazimale auflerhalb S
unverzweigte p-Erweiterung ks(p) von k, wobei p eine beliebige Primzahl be-
zeichnet.

Erste Studien zu minimalen Darstellungen mit Erzeugern und Relationen der
Gruppe Gs = G(ks(p)|k) gehen auf den russischen Mathematiker I.R. Safarevic
([Saf]) zuriick. H. Koch ([Ko]) gibt nicht nur eine iibersichtliche Darstellung
dieser Ergebnisse, sondern zeigt auch, dass sich die Relationen dieser Gruppe
unter bestimmten Voraussetzungen explizit mit Kenntnis der lokalen Relatio-
nen, d.h. der Relationen der maximalen p-Erweiterung der lokalen Korper ky
fiir Primstellen p € S, bestimmen lassen. Als methodische Grundlage dient die
Kohomologie pro-endlicher Gruppen, welche sich in der Zahlentheorie in vie-
lerlei Hinsicht als niitzlich und ergiebig erwiesen hat. Fiir den Relationenrang
von (g, d.h. der Kardinalitdt eines minimalen Relationensystems, kann hier
zunéchst lediglich eine obere Schranke angegeben werden. Enthilt S jedoch
die Menge S der unendlichen Primstellen und die Menge S, aller iiber der
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Primzahl p liegenden Primstellen, so kann fiir den Relationenrang unter Aus-
nutzung der tiefliegenden Poitou- Tate- Dualitit sogar Gleichheit gezeigt werden
(vgl. [NSW], Chap. VIII, §7).

Eine weitere wichtige Figenschaft der pro-p-Gruppe Gg ist ihre kohomologi-
sche Dimension. Auch hier waren zufriedenstellende Ergebnisse zunéchst nur
fir den Fall S O S, U Soe moglich (vgl. INSW], Chap. VIII). Fiir den Fall, dass
der betrachtete Grundkorper der Korper Q der rationalen Zahlen ist und die
Menge S die Primzahl p nicht enthilt, konnte J. Labute ([Lal]) Voraussetzun-
gen an die in S liegenden Primzahlen angeben, unter welchen Gg eine milde
pro-p Gruppe von kohomologischer Dimension 2 ist. D. Vogel ([Vo]) konnte dies
auf den Fall imagindr quadratischer Zahlkorper iibertragen.

Bezeichne nun T eine weitere, zu .S disjunkte, endliche Menge endlicher Prim-
stellen von k. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Erweiterungen von k,
welche auflerhalb der Menge S unverzweigt und iiber der Menge T voll zerlegt
sind. Mit k‘g bezeichnen wir die mazimale auferhalb S unverzweigte, iber T
voll zerlegte Erweiterung von k und mit Gg die Galoisgruppe der maximalen
pro-p-Zwischenerweiterung k% (p)|k.

ks

k% (p)

Im Zentrum unseres Interesses steht das Studium von minimalen Darstellungen
der Gruppe Gg. Insbesondere soll nach dem Vorbild der Gruppen Gg unter
entsprechenden Voraussetzungen eine explizite Darstellung von Erzeugern und
Relationen angegeben werden.

Im zweiten Abschnitt fithren wir die benotigten Notationen und Resultate aus
der Kohomologietheorie der pro-p-Gruppen an. Nach einer kurzen Einfithrung
in die Theorie der freien Darstellungen zitieren wir wichtige Ergebnisse aus der
Theorie der zuldssigen Darstellungen und der Darstellungen vom Koch-Typ.
Im dritten Abschnitt betrachten wir die Galoisgruppen der maximalen p-Er-
weiterungen lokaler Zahlkérper und geben hierfiir die expliziten Darstellungen
von Erzeugern und Relationen an. Wir verzichten hierbei jeweils auf die Beweise
und verweisen auf die bereits erwdhnte Literatur.

Im vierten Abschnitt werden wir fiir die Gruppe GE [p], der Galoisgruppe der
maximalen abelschen Erweiterung vom Exponenten p in kg(p), eine ideltheore-
tische Entsprechung formulieren. Diese bildet die Grundlage fiir die Berechnung
des Erzeugerrangs der Gruppe Gg im fiinften Abschnitt.

Der sechste Abschnitt ist dem Relationenrang von G%: gewidmet. Wir orien-
tieren uns in unserer Vorgehensweise an der analogen Berechnung fiir die Grup-



pe Gg bei [Ko|. Eine entscheidende Grofle bei der Berechnung von Erzeuger-
und Relationenréngen bilden die Kummergruppen VST . Insbesondere dréangt sich
die Frage auf, wann diese Gruppen verschwinden. Im siebten Abschnitt geben
wir hierfiir eine notwendige und hinreichende Bedingung an die Primstellen-
mengen S und 7" an. Fiir den Fall £ = Q wenden wir dies auf erste Beispiele an.
Enthalt k& die p-ten Einheitswurzeln, so liefert die Kummertheorie eine direkte
Beschreibung der Gruppen VST als Duale von Galoisgruppen von Kummerer-
weiterungen iiber k.

Im siebten Abschnitt geben wir nun eine Beschreibung der Erzeuger und
Relationen an. Fiir die explizite Bestimmung einer minimalen Darstellung von
Gg ist das Verschwinden der Kummergruppen VST entscheidend. In diesem Fall
lassen sich die Relationen aus den lokalen Relationen gewinnen. Diese Darstel-
lungen ausniitzend, kann fiir den Fall £ = Q, |T'| = 1 unter weiteren Vorausset-
zungen gezeigt werden, dass die Gruppe Gg vom Koch-Typ ist. Stehen die in S
liegenden Primzahlen in bestimmten Relationen zueinander, ist die Gruppe G:‘g
nach den Resultaten von Labute ([Lal]) von kohomologischer Dimension 2.

Bei Herrn Prof. Dr. Wingberg, dessen Vorlesungen mein Interesse an der alge-
braischen Zahlentheorie geweckt haben und dessen Tiir stets offen stand, mochte
ich mich fiir das interessante Thema und die gute Betreuung beim Erstellen die-
ser Arbeit bedanken. Patrick Forré, Hauke Bracht und meinen Kommilitonen
danke ich fiir die freundschaftliche Atmosphére und viele hilfreiche Gespriche.
Nicht zuletzt gilt mein Dank meinen Eltern fiir ihre stete Unterstiitzung.






2 Kohomologie von pro-p-Gruppen

In diesem Kapitel méchten wir zunéchst einige grundlegende Resultate iiber die
Kohomologie von pro-p-Gruppen angeben. Fiir die Beweise verweisen wir auf
die entsprechende Literatur, etwa [NSW], [Ko] oder [Se].

2.1 Kohomologie pro-endlicher Gruppen

Sei G eine pro-endliche Gruppe und A ein G-Modul. Fiir die Definition der Ko-
homologiegruppen H"(G, A) fiir n > 0 und ihre grundlegenden Eigenschaften
verweisen wir auf [NSW]|, Chap. I. An dieser Stelle sei lediglich das folgende
wichtige Resultat iiber das Verhalten der Kohomologiegruppen bei Anderung
der Gruppe G angegeben.

(2.1.1) Proposition. Sei G eine pro-endliche Gruppe, H eine abgeschlossene
normale Untergruppe von G und A ein G-Modul. Dann hat man die exakte
Sequenz

0 — HY(G/H, AT) "L HY(G, A) " H\(H, 4)C/H
tg 9 H inf 9
Y g G/H, AT - g2, A),

wobei wir mit inf,res und tg die Inflation, Restriktion und Verlagerung (vgl.

etwa [NSW], Chap. I) bezeichnen.

2.2 Kohomologische Dimension und Euler-Poincaré-Charakteristik

Sei im Folgenden stets p eine Primzahl. Wir betrachten pro-p-Gruppen, d.h.
projektive Limiten endlicher p-Gruppen. Eine wichtige Eigenschaft von pro-p-
Gruppen ist ihre kohomologische Dimension.

(2.2.1) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe. Die kohomologische Dimen-
sion cd G (bzw. strikte kohomologische Dimension scd G) ist die kleinste
ganze Zahl n, so dass

HY(G,A) =0 fir alleq>n
und alle Torsionsmoduln A (bzw. alle Moduln A).
(2.2.2) Proposition. Sei G eine pro-p-Gruppe. Dann gilt

cd G<scd G<cd G+ 1.
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(2.2.3) Proposition. Fir eine pro-p-Gruppe G sind die folgenden beiden Aus-
sagen dquivalent:

(i) cd G < n.
(ii) H""Y(G,Z/pZ) = 0.
(2.2.4) Notation. Fiir eine pro-p-Gruppe G setzen wir abkiirzend
H"(G) = H"(G,Z/pZ).
Die Gruppen H"(G) sind in kanonischer Weise F),- Vektorrdume und wir setzen
h"(G) = dimp, H"(G).

(2.2.5) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe von endlicher kohomologischer
Dimension, so dass die Gruppen H'(G) fir i > 0 endlich sind. Die Euler-
Poincaré-Charakteristik x(G) ist die alternierende Summe

o

X(G) =) (1)K (G).

1=0

Fiir pro-p-Gruppen G von nicht notwendig endlicher kohomologischer Dimen-
sion, so dass die Gruppen H'(G) = 0 fiir alle 0 < i < n endlich sind, sei die
n-te partielle Euler-Poincaré-Charakteristik gegeben durch

n

Xn(G) =) (~1)'H(G).

1=0

(2.2.6) Satz. Sei G eine pro-p-Gruppe, so dass die Gruppen H'(G) = 0 fiir
alle 0 < i < n endlich sind und 3 eine Umgebungsbasis des FEinselements
von offenen Untergruppen von G. Dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent:

(i) xn(U) = (G : U)xn(G) fiir alle U € L.
(ii) cd G < n.

2.3 Freie pro-p-Gruppen

(2.3.1) Definition. Sei X eine Menge und Fx die freie Gruppe iiber X . Die
freie pro-p-Gruppe F(X) iiber X ist der projektive Limes

F(X) = lim Fx /N,
N

wobei N alle normalen Untergruppen von Fx durchliuft, die die folgenden FEi-
genschaften erfillen:

(i) N enthdlt fast alle Elemente von X.

(i) (Fx : N) ist eine p-Potenz.
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(2.3.2) Definition. Sei G;,i € I eine Familie von pro-p-Gruppen und

~ diskr
i€l
das gewdohnliche freie Produkt der G;. Das freie pro-p-Produkt G = '*IGi
1€
der Gruppen G;,i € I ist der projektive Limes

G =1imG/N,
N

wobei N alle normalen Untergruppen von G durchlduft, die die folgenden FEi-
genschaften erfillen:

(i) N C G; fir fast alle i € 1.
(i) (G : N) ist eine p-Potenz.
(i1i) N N G; ist eine offene Untergruppe von G;.

(2.3.3) Bemerkung. Die freie pro-p-Gruppe F(X) iiber eine Menge X ist
gerade das freie pro-p-Produkt

2.4 Darstellungen von pro-p-Gruppen
Sei G eine pro-p-Gruppe.

(2.4.1) Definition. Eine Teilmenge S C G heifit konvergent, falls jede of-
fene Untergruppe von G fast alle Elemente von S enthdlt. Fine konvergente
Teilmenge S C G heifit Erzeugendensystem, falls sie G als topologische
Gruppe erzeugt. Fin Erzeugendensystem heif$t minimal, falls keine echte Teil-
menge ein Erzeugendensystem ist. Mit d(G) bezeichnen wir den Rang von G,
d.h. das Infimum der Kardinalitdten von minimalen Erzeugendensystemen von

G.

(2.4.2) Definition. Mit [G,G] bezeichnen wir die abgeschlossene, von den

Kommutatoren

[z,y] =2yz~ 'y, z,yed

erzeugte Untergruppe von G. Ferner bezeichnen wir mit Fr(G) die Frattini-
Untergruppe von G, also die abgeschlossene, von den Kommutatoren und
p-Potenzen erzeugte Untergruppe von G:

Fr(G) = [G, G]GP.

Wir formulieren nun den Burnsideschen Basissatz:
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(2.4.3) Satz. Eine konvergente Teilmenge S C G ist genau dann ein Erzeugen-
densystem von G, wenn die Menge S = {sFr(G)|s € S} der Restklassen modulo
Fr(G) die Gruppe G/ Fr(QG) erzeugt. S ist genau dann ein minimales Erzeugen-
densystem von G, falls S ein minimales Erzeugendensystem von G/ Fr(G) ist.
Alle minimalen Erzeugendensysteme haben die Kardinalitit d(G) und es gilt

d(G) = h'(G).

(2.4.4) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe, S ein Erzeugendensystem von
G und F = F(S) die freie pro-p-Gruppe iber S. Dann hat man eine exakte
Sequenz

1 R F G 1.

Eine konvergente Teilmenge E von R heif$t Relationensystem von G beziiglich S,
falls R die kleinste abgeschlossene normale Untergruppe von F ist, die E enthdlt.
Ist S' ein minimales Erzeugendensystem von G, so heifit E minimal, falls keine
echte Teilmenge von E ein Relationensystem von G beziiglich S ist. Die exakte
Sequenz 1— R —F — G —1 heiffit dann auch minimale Darstellung von
G und mit S = {x;,i € I}, E = {wj,j € J} schreiben wir abkirzend

G=<uz,icllw,jet>.

Mit r(G) bezeichnen wir den Relationenrang von G, d.h. die Kardinalitdt
eines minimalen Relationensystems von G.

(2.4.5) Proposition. Fir eine pro-p-Gruppe G gilt
r(G) = h%(G).
Ist G # 1, dann ist G genau dann frei, falls cd G < 1.

Wir zitieren nun den berithmten Satz von E.S. Golod und I.R. Safarevié, der
eine notwendige Bedingung fiir die Endlichkeit einer pro-p-Gruppe G liefert.

(2.4.6) Satz. Fir eine endliche p-Gruppe G # 1 gilt
1
h%G)>Zh%GP.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. III, (3.9.7) bzw. [Se],
Chap. I, §4, Theorem 1. O

2.5 Zulassige Darstellungen von pro-p-Gruppen

(2.5.1) Definition. Sei G;,i € I eine Familie von pro-p-Gruppen und fiir jedes
1 € I sei T; eine Untergruppe von G;. Fine Familie von Homomorphismen p; :
G; — G ,i1 €1, wobei G eine weitere pro-p-Gruppe bezeichnet, heifst zuléssig
beziiglich {T;,7 € I}, falls U C ;(T;) fiir fast alle i € I und jede offene
normale Untergruppe U von G.
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(2.5.2) Satz. Sei G;,i € I eine Familie von pro-p-Gruppen und fir jedes i € 1
sei T; eine abgeschlossene normale Untergruppe von G;, so dass

H*(G;/T;) =0 fiir allei € I.

Sei G eine weitere pro-p-Gruppe und @; : G; — G ,i € I zuldssig beziiglich
{T;,ieI}.

Fiir jedes i € I sei ferner 1— R; —F; ﬁ G; —1 eine minimale Dar-
stellung von G; und 1—- R—>F — G —>1 eine minimale Darstellung von

G. Dann existieren Homomorphismen x; : F; — F , die zuldssig beziiglich
{R;,i € I} sind, mit Finschrinkungen

Xi = (Xi)r; : Ri—R,
so dass das Diagramm

i

1 R; F; G; 1
J{x; lXi l@i
1 R F G 1

kommutiert. Die Gruppe R wird genau dann von den Untergruppen x;(R;),i € 1
erzeugt, wenn der durch die Homomorphismen x;,t € I induzierte Homomor-
phismus
HY(G)— [ H*(G)
el
dessen Bild bereits in €

ier HX(G;) enthalten ist, injektiv ist.

2.6 Pro-p-Gruppen vom Koch-Typ

In diesem Abschnitt betrachten wir pro-p-Gruppen, deren Relationen in einer
minimalen freien Darstellung eine bestimmte Gestalt haben und geben einige
Eigenschaften dieser Gruppen an.

(2.6.1) Definition. Eine pro-p-Gruppe G heifst Schur-Gruppe, falls ihr Er-
zeugerrang gleich ithrem Relationenrang ist, d.h. falls

hH(G) = h*(G).

(2.6.2) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe und ¢ = p™ eine p-Potenz. Die
absteigende g-Zentralreihe {G, o) }nen von G ist induktiv wie folgt defi-
niert:

(i)
Gug=G.
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(i) Firn > 1 ist G114 die abgeschlossene, von den Kommutatoren
[I’,y] = myx_ly_lv T € G(n,l)vy €G
und den q-ten Potenzen erzeugte Untergruppe von G, also

G(n+1,q) = (G(n,q))q[G(n,q)a G]

Ferner setzen wir
Gn = Gnp)-

(2.6.3) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe und < xi,...,Tqlwi,...,w, >
eine minimale Darstellung von G. Wir nennen die Darstellung vom Koch-
Typ, falls r < d und

w; = 2P H[mi,xj]“” mod Fj
1#]
mit Koeffizienten a;,a;; € Z. G heifst vom Koch-Typ, falls G eine Darstellung
vom Koch-Typ besitzt.

Sei nun G eine pro-p-Gruppe vom Koch-Typ und < zy,...,zqlw1,...,w, >
wie oben eine Darstellung vom Koch-Typ. Wir setzen S = {z1,...,24}. 's(p)
bezeichne den gerichteten Graphen mit Ecken in S und gerichteten Kanten x;x;
von x; nach z;, falls

Uz, z5) == a;; # 0mod p.
Der Graph I's(p) zusammen mit den [(x;,x;) € Z/pZ,i,j < d heifit Verbin-
dungsdiagramm von (G, S).

(2.6.4) Definition. Sei G =< z1,...,2q,w1,...,w, > eine pro-p-Gruppe vom
Koch-Typ und T's(p) das Verbindungsdiagramm von (G, S). I's(p) heif§t strik-
ter Kreis, falls es eine Anordnung S = {v1,...,v43} von S gibt, so dass die

folgenden Bedingungen erfillt sind:
(i) Die Ecken vy,...,vq von I's(p) bilden einen Kreis vivy...v401.
(it) Sind i und j beide ungerade, so ist v;v; keine Kante von I's(p).
(iii) Mt lij = l(vi,vj) gilt
lialog -+ lg—1,alar — liglorlz2 - - - lg.a—1 # 0.

(2.6.5) Bemerkung. Die Bedingung (ii) in obiger Definition impliziert, dass
d gerade und d > 4 ist. Bedingung (4i7) ist erfiillt, falls es eine Kante v;v; des
Kreises vy, va, ..., v4v1 gibt, so dass vjv; keine Kante von I'g(p) ist. Ferner kann

gezeigt werden, dass unter obigen Voraussetzungen notwendig h'(G) = h%(G)
folgt, d.h. G ist eine Schur-Gruppe.

Abschlielend zitieren wir den folgenden Satz

(2.6.6) Satz. Ist G eine pro-p-Gruppe vom Koch-Typ mit minimalem Erzeu-
gendensystem S. Ist T's(p) ein strikter Kreis, dann gilt

cd G =2.



3 Die maximale p-Erweiterung von k,

In diesem Kapitel sollen einige Resultate iiber die maximale p-Erweiterung
von lokalen Korpern der Charakteristik 0 angegeben werden. Sei hierzu im
Folgenden k ein algebraischer Zahlkorper und p eine endliche Primstelle von
k. Sei ky(p) die maximale p-Erweiterung des lokalen Zahlkérpers kp(p), Gp =
Gal(ky(p)|kp) ihre Galoisgruppe und 7, die Tragheitsuntergruppe von G,, d.h.

7y = Gal(kp(p)ky" (p));

wobei ky" (p) die maximale unverzweigte Erweiterung von ky in ky(p) bezeichnet.
Die Galoisgruppe Galky”(p)|k = Gy/7, wird kanonisch durch den Frobenius-
Automorphismus oy, erzeugt und wir haben die Isomorphie

Gp/Tp = Lyp.

Mit x(p) bezeichnen wir die unter p liegende Primzahl, d.h. x(p) ist gerade
die Restkorpercharakteristik von ky. U, C k:pX bezeichne die Einheitengruppe.

Weiter setzen wir
P 1, falls pp, C kg,
P 0, falls gy € Ky

Fiir eine endliche Primstelle p von k mit x(p) # p ist damit d, = 1 genau dann,
wenn fiir die Norm (p) die Gleichung

Np)=1 modp

gilt. Wir moéchten nun einige Resultate iiber die Erzeuger und Relationen von
Gp angeben. Fiir die Beweise verweisen wir auf [Ko], Chap. 10.

3.1 Der Fall x(p) #p
Zunichst betrachten wir Primstellen p, die nicht {iber p liegen.
(3.1.1) Satz. Ist x(p) # p und d, =0, so ist Gy = Z;,, und Ty = 1.
(3.1.2) Satz. Ist x(p) # p und 6, =1, dann gilt

h'(Gp) =2 wund h*(Gp) = 1.

Ferner ist T, = Z,. Bezeichne o € G, einen Lift von oy und 7 einen Erzeuger
von Ty, so wird Gy durch o und T erzeugt und diese erfiillen die Relation

7oUp) -1 [,0] = 1.

Es gilt
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Nach (3.1.1) und (3.1.2) gilt 7, # 1 im Falle x(p) # p genau dann, wenn
0p = 1 gilt. Hieraus erhalten wir das folgende

(3.1.3) Korollar. Ist p eine endliche Primstelle von k mit x(p) # p, so ist p
in der mazimalen p-Erweiterung k(p) von k unverzweigt.

3.2 Der Fall x(p) =p

Wir betrachten nun die {iber p liegenden Primstellen. Fiir x, setzen wir ny, =

[kp : Qp]‘

(3.2.1) Satz. Ist x(p) = p und d, = 0, so ist G, eine freie pro-p-Gruppe vom

Rang
Gy besitzt ein minimales Erzeugendensystem der Form {o,Ti,..., Ty, }, wobei
o € Gy einen Lift von oy, bezeichnet und 7; € Ty, i =1,...,np.

Wir wenden uns wieder dem Fall , = 1 zu, d.h. k; enthalte die p-ten Ein-
heitswurzeln. Genauer bezeichne ¢ die maximale Potenz von p, so dass ky die
g-ten Einheitswurzeln enthélt. Weiter sei ¢ die maximale Potenz von p, so dass
ky"(p) die ¢-ten Einheitswurzeln enthélt.

(3.2.2) Notation. Das Normrestsymbol zur p-ten Potenz (, ) definieren
wir fir a, 8 € kpx durch die Gleichung

(8, k(Y a)[k) o = (e, B) ¥/,
wobei (, k(Y a)|k) das gewdhnliche lokale Normrestsymbol bezeichnet.

(3.2.3) Proposition. Es gelte x(p) = p und § = 1. Sei {4 € ky eine primi-
tive q-te Einheitswurzel und ¢ die maximale p-Potenz, so dass die Erweite-
rung kp( %)Ucp unverzweigt ist. Ferner sei g € 7, so dass die Operation des
Frobenius-Automorphimus o von ky( {/Cq)kp durch

J%: l ng-

Dann gilt notwendig g = 1mod q und es existiert eine Basis {m,ay,. .. ,Oznp}
von ky Jka?, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) m ist Primelement von ky.
(it) Die Erweiterung ky(¢/ao)|ky ist unverzweigt.
(iii) Es gilt oy € Uy fiir 1 <1 < ny. Ist ny = 1mod 2, so ist ferner ag € Uy.

() Ist ng = 0mod?2, so gilt

(Oéo,ﬁ) = an

(agi—1,005) = (g i=1,...,mp/2
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und (z,y) = 1 fir alle anderen Paare von Basiselementen x und y. Ist
np = 1mod 2, so gilt

(040,7[') = (alaﬂ') = gqy
(2i,00i41) = (g i=1,...,(np—1)/2

und (x,y) =1 fiir alle anderen Paare von Basiselementen x und y.

() 0y = ¢, Y.
(vi) (g = oz(()g_l)/qoff/.

(3.2.4) Bemerkung. Ist n, = 1mod2, so gilt im Fall x(p) = p,d, = 1 not-
wendig p = 2 und mit den obigen Bezeichnungen haben wir

q=¢=2, (=-1 und ¢ =g=1

Wir kénnen nun fiir den Fall x(p) = p,6 = 1 wieder hinreichend explizite
Darstellungen fiir die Erzeuger und Relationen von G, angeben.

(3.2.5) Satz. Es gelte x(p) =p und 6 = 1. Dann ist
h'(Gp) =np+2, h3*Gp) =1

und
Sei (4 bzw. (5 eine primitive q-te bzw. eine primitive §-te Einheitswurzel, so

dass Gq = ngil. Ferner sei die ganze Zahl g gegeben durch
op(q = Cé’ .

Weiter sei {m, g, ... ,cap, } eine Basis von ky /kpxq, die den Bedingungen von
(3.2.3) geniigt. Wir bezeichnen mit o € G, einen Lift von o, dessen Restklasse
in ggb durch (m, ky(p)®|k) gegeben ist. Fiiri=0,...,ny sei1; € Gy ein Lift von
(ai, k() ).

Dann gilt 7; € Tp,i = 0,...,np und die Menge {0,7o,..., Ty, } bildet ein
minimales Erzeugendensystem von Gy. Ist

1 R F Gy 1
eine minimale Darstellung von Gy und sind s,to,...,t,, € F Urbilder von
0,705+ Tny, S0 kann die erzeugende Relation r € R von der Form

r =t [to, sllt1, ta] -+ [tng—1, tn, I’

mit ' € F ) N [F, F] gewdhlt werden.






4 Beschrankte Verzweigung und vorgegebene Zerlegung

Sei k ein algebraischer Zahlkorper. Wir werden in den folgenden Kapiteln &
stets als fest gewdhlten Grundkorper betrachten und daher darauf verzichten,
die zugehorigen Idelgruppen und Idelklassengruppen stets mit & zu indizieren.

4.1 Das globale Normrestsymbol

Wir wollen zunéchst einige Resultate der globalen Klassenkorpertheorie ange-
ben. Fiir die Beweise verweisen wir auf die einschligige Literatur, vgl. etwa
[Nel], oder [AT].

(4.1.1) Definition. Die Idelgruppe I von k ist das restringierte Produkt
I:= ]:[k:x,
p

wobei p alle (endlichen und unendlichen) Primstellen von k durchliuft und das
restringierte Produkt beziiglich der Einheitengruppen U, C k:pX gebildet ist. Die
Idelklassengruppe von k ist der Quotient

C:=1/k*,
wobei wir die multiplikative Gruppe k> als diagonal in I eingebettet betrachten.

Die Gruppe [ ist in kanonischer Weise eine lokal kompakte topologische Grup-
pe. Eine Umgebungsbasis des Einselements ist gegeben durch

[Iwex[[UscI,
peP péEP

wenn P alle endlichen, die unendlichen Stellen enthaltenden, Primstellenmengen
und W, eine Umgebungsbasis von 1 € kpX durchlauft. Die multiplikative Gruppe
k> ist eine diskrete (und damit insbesondere abgeschlossene) Untergruppe von
1. Folglich ist C' eine lokal kompakte Hausdorffsche Gruppe.

Wir bezeichnen mit k% die maximale abelsche Erweiterung von k und set-
zen G := Gal(k®|k). Nach Klassenkérpertheorie haben wir das universelle
Normrestsymbol

(,k®k): C — G.

Dieses ist surjektiv und stetig. Sei D := ker( , k%|k) die Gruppe der univer-
sellen Normen von k. Dann gilt

(i) D ist die Gruppe unendlich divisiblen Elemente von C, d.h.

D:ﬂ(J”.

neN



16 4 Beschrinkte Verzweigung und vorgegebene Zerlegung

(ii) D ist die Zusammenhangskomponente des Einselements in C.

Fiir eine Primstelle p von k induziert die natiirliche Inklusion kpX(—> I eine

topologische Einbettung k:pXC—> C und es gilt das folgende Zerlegungsgesetz:

(4.1.2) Proposition. Fir jede Primstelle p von k bildet das Normrestsymbol
(,k™|k) die Gruppe ky surjektiv auf die Zerlegungsgruppe von G beziiglich p
und die Einheitengruppe Uy surjektiv auf die Trégheitsgruppe von G beziiglich
p ab.

4.2 Verallgemeinerte ldelklassen

(4.2.1) Definition. Seien S und T zwei disjunkte Primstellen von k. T sei
zudem endlich. Wir setzen

=T <[ & x J] eI

peS peT pgSUT

und
CL = I1/ITk>.

Ist S # @, dann gilt Ig N k* =1 und wir kénnen Ig als Untergruppe von C
auffassen und haben C% = C/I7.

4.3 Die Erweiterung k% |k

Seien S und T Primstellenmengen von k, T' sei endlich. Wir betrachten Erwei-
terungen von k, die aulerhalb der Menge S unverzweigt und iiber der Menge T’
voll zerlegt sind. Komposita und normale Hiillen solcher Erweiterungen haben
wieder diese Eigenschaft. Folglich existiert eine maximale auflerhalb S unver-
zweigte, tiber T voll zerlegte Erweiterung k:g von k. Diese ist galoissch und wir
setzen

GL = Gal(kL|k).

Ferner sei p eine fest gewihlte Primzahl. Mit k% (p) C kL bezeichnen wir die ma-
ximale auflerhalb S unverzweigte, iiber T voll zerlegte pro-p-Erweiterung von k.

Wir setzen
G§(p) == Gal(k§ (p) k).

In den folgenden Abschnitten werden wir uns iiberwiegend auf das Studium von
pro-p-Erweiterungen beschranken und wir schreiben daher abkiirzend

G = G5(p).

Weiter bezeichne k% [p] die maximale abelsche Zwischenerweiterung vom Expo-
nenten p in k% (p) und G%[p] ihre Galoisgruppe iiber k. Es ist also

Gilp = G§/ Fr(G),

wobei Fr(G%) = [GL, GL)(GL)P wieder die Frattini-Untergruppe von G be-
zeichnet.



4.3 Die Erweiterung k% |k 17

(4.3.1) Definition. Mit So, bezeichnen wir die Menge der unendlichen Prim-
stellen von k. Mit Sg bzw. Sc bezeichnen wir die Menge der reellen bzw. kom-
plexen Primstellen von k und wir setzen

ri= ’SOO‘, R ‘= ’S]R‘, rc = ‘S(c’

Fiir reelle Primstellen treffen wir die folgende Konvention: Die Erweiterung
C|R sehen wir als verzweigt an, d.h. eine reelle Primstelle p ist in einer Er-
weiterung L|k genau dann unverzweigt, wenn sie voll zerlegt ist, d.h. wenn
L, = ky, = R. Wir kénnen daher ferner ohne Einschrinkung annehmen, dass
die Menge T nur endliche Primstellen enthélt.

In einer Erweiterung L|k sind voll zerlegte Primstellen insbesondere unver-
zweigt und wir konnen daher ohne Einschrankung annehmen, dass die Prim-
stellenmengen S und T disjunkt sind.

(4.3.2) Notation. Fir zwei Primstellenmengen S und T schreiben wir, S und
T haben die Eigenschaft (x), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) |T| < o0,
(ii)) SNT = o,
(iii) T N Soo = 2.
(4.3.3) Notation. Fir T = @ setzen wir
ks =kg, Gs =G, Gs=Gg, Is=1F und Cs=C3g.

Wir bezeichnen mit Dg die Zusammenhangskomponente des Einselements in
Cg. Fiir den Fall S O S, haben wir die folgende

(4.3.4) Proposition. Sei S eine Primstellenmenge von k, die die unendlichen
Stellen enthdlt. Dann gilt

(i) Ds = DIg/Is.
(i) Dg ist divisibel.
(iii) Wir haben die exakte Sequenz topologischer Gruppen

,k‘ a.b]€
0 Ds O ((ks)*|k) (Gs)ab — 0,

ab
wobei ( , (ks)®|k) durch C CA1e) Gab (Gs)™ induziert wird.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. VIII, (8.3.12). O

(4.8.5) Satz. Fir beliebige Primstellenmengen S, T mit Eigenschaft (%) hat
man den algebraischen wie topologischen Isomorphismus

GL/Fr(GL) = 1/IL 1Pk
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall S O So,T = @. Nach (4.3.4) (iii)
haben wir den Isomorphismus topologischer Gruppen

(95)"" = Cs/Ds.
Ferner ist Dg nach (4.3.4) (ii) divisibel und folglich
(Gs)™/((Gs)™)" = Cs/Ds(Cs)? = Cs/(Cs)? = I/IsIPk*™.
Die Behauptung folgt nun wegen G5/ Fr(Gs) = (Gs)®/((Gs)®)P.
Seien nun S und 7T beliebig mit Eigenschaft (x). Wir setzen

H = Gal(ksus.. [p]|k&[p])-

Fiir jede Primstelle p von k wahlen wir eine iiber p liegende Primstelle 3
von kgus,, [p]. Ferner sei 77 = T U (Sg \ S). H ist damit gerade die von den
Zerlegungsuntergruppen Hgq,p € 1" erzeugte Untergruppe von Ggusw [p] =
Géus / Fr(GEgs)- Nach (4.1.2) haben wir den surjektiven stetigen Homo-
morphismus
p: Ig: — H k; — H,
peT”

Die Vertraglichkeit des globalen Normrestsymbols mit den lokalen Normrest-
symbolen (vgl. etwa [Nel], Kap. III, (6.15)) impliziert die Kommutativitét des
exakten Diagramms topologischer Gruppen

IV ———— I /Ig s, IPK* ——— [ ISP ——1
| | |
1 —— H — Gsus../ Fr(Gsus.,) — G§/ Fr(GY) L.

Das Schlangenlemma liefert die Behauptung. O

4.4 Verallgemeinerte ldealklassen

In den folgenden Kapiteln werden wir die Resultate aus der Klassenkorpertheo-
rie samtlich ideltheoretisch formulieren. An dieser Stelle sei jedoch fiir die Grup-
pe I/ Ig:I PE> die idealtheoretische Entsprechung angegeben. Ein ausfiihrliches
Kalkiil mit verallgemeinerten Idealklassengruppen findet sich beispielsweise in

[Gr].
(4.4.1) Definition. Ein Modul m ist ein formales Produkt

m:Hpnp, nFENO,
p
wobei p alle Primstellen von k durchliuft, n, = 0 fir fast alle p gilt und ny €
{0,1} fiir p € Soo. Wir schreiben
m e (5),
falls ny =0 fiir alle p € S.
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(4.4.2) Definition. Fir einen Modul m = [, p" € (S) setzen wir
=1Joy < [Ikx I Us
plm peT ptm,pgT

wobei wir fir endliche Primstellen mit U;L " die hoheren Einseinheitengruppen
bezeichnen und fiir unendliche Primstellen setzen:

RY, falls p reell und my =1,

U;n” =4q R*, falls p reell und my =0,
C*, falls p komplex ist.

Fiir x € k™ schreiben wir ferner
r=1modm: <=z € U;L" fiir alle p.
(4.4.3) Satz.
I/IETPR™ = lim ClL/(CIL)P.
me(S)
Beweis. Wir betrachten zunéchst einen festen Modul m € (S) und setzen

ClL .= Ty /Hu(T).

Hierbei bezeichnet Z,, die Gruppe der zu m teilerfremden (gebrochenen) Ideale
von k, (T') die von den Primidealen p € T" erzeugte Untergruppe und

Hu = {(z)|z € k*, £ =1 mod m}.

Sei nun I'™ := {a € I|a, = 1 fiir alle p/m}. Wir betrachten den Homomorphis-
mus

CRD A A5/

a — H pvp(ap)_
ptoo

¢ ist offensichtlich surjektiv. Es ist a € kerp C I‘™ genau dann, wenn ein
T € Hy existiert mit 7 p(a) € (T') und damit

s laell={bellb,cU,pgT}
Folglich ist kern ¢ = IZHn N T (M und man rechnet leicht nach, dass
I"Hm N I™ = 175 A 1,
Wir haben also den Isomorphismus

I /1T q o2 o L /i< =~ ol
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Wir zeigen nun die Gleichung I<m>lniqk>< = 1. Sei hierfiir b € I. Nach dem
Approximationssatz existiert ein y € k* mit yb, le U;n " fiir alle p | m. Seien
die beiden Idele by, bs gegeben durch

(bl)p = 17 (62)p = y_lbp, fur p | m bzw.
(b1)p =y~ tby, (ba)p =1, fiir pfm.

Offensichtlich gilt dann by € I<m>, by € Iy C InT1 und ybibs = b. Zusammenfas-
send erhalten wir also den Isomorphismus I/ILk* = CIL und damit

I/IL P = Cik /(cik)P.
Der Existenzsatz der globalen Klassenkorpertheorie (vgl. etwa [Nel], Kap. 111,

(7.9)) liefert /1L IPk> = lim I/IL 1Pk und wir erhalten die Behauptung. [
me(S)



5 Der Erzeugerrang h'(G?Y)

Sei p eine Primzahl. Seien k ein algebraischer Zahlkoérper und S, T zwei Prim-
stellenmengen von k mit Eigenschaft (x). Fiir eine pro-p-Gruppe G setzen wir
geméiB (2.2.4)

H'(G) = H'(G,Z/pZ) und h'(G) = dimg, H'(G), i > 0.

Im Folgenden soll der Erzeugerrang h'(GL) der Gruppe G7 berechnet werden.
Nun gilt aber HY(GL) = HY(GL/Fr(GL)) und folglich nach (4.3.5)

HYGEL) = HY (1/IT1PKX).

Nach (3.1.3) koénnen folgende Primstellen in einer p-Erweiterung nicht ver-
zweigen:

(i) komplexe Primstellen,
(ii) reelle Primstellen, falls p # 2,
(iii) endliche Primstellen p { p mit DN(p) # 1 mod p.

Entfernt man diese Primstellen aus S, so erhélt man eine Primstellenmenge
Smin € S mit k:gmin (p) = kL (p) und folglich Ggmin:Gg. Wir nehmen daher im
Folgenden an, dass S = Spin.

5.1 Die Kummergruppen VJ und die exakte 5-Term-Sequenz

(5.1.1) Definition. Wir setzen
_ )1, Jalls pp C K, [ 1, falls pp C Ky,
0= { 0, falls py,  k und 0y = { 0, falls py  ky
fiir eine Primstelle p von k.

Sp bezeichne die Menge der iiber p liegenden Primstellen von k. Wir orientie-
ren uns an der Berechnung des Erzeugerrangs der Gruppe Gg, der Galoisgrup-
pe der maximalen auBerhalb S unverzweigten p-Erweiterung von k, vgl. [Kol,
Chap. 11.

(5.1.2) Definition. Wir definieren die Kummergruppen VST durch
v = ug e,
wober
Ul = {aekX|ac ko? firp € S und a € Upk,” fiirp ¢ SUT}
= EXnILIP).

Ferner setzen wir
BY = (V)" = Hom(Vg , Z/pZ).
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(5.1.3) Proposition. Man hat eine exakte Sequenz

®1

I —Vg Vo /1§,

=

1 <—— /157K <2 1/ TE PR

Beweis. Nach Definition ist UL = k* N (IZI7) und der kanonische Homomor-
phismus VST — VI ist injektiv. Der Homomorphismus ¢ ist wie folgt gegeben:
Sei xk*P € VI, x = ab € kX mit a € I], b € IP. Dann liefert o1 (xk*P) := aIl I,
einen wohldefinierten Homomorphismus ¢y : VI — IL/IL 1Y mit Kern Ve

Man rechnet weiter leicht nach, dass ker(ys) = (ILNk*IP)ITIS /TETE = im(p1)
und ker(¢ps) = I5IPk* /ILIPk* = im(p3). Die Surjektivitit von 3 ist klar. [

Im Folgenden bezeichne wieder G, = Gal(kp(p)|ky) die Galoisgruppe der ma-
ximalen p-Erweiterung ky(p) von k, und 7, ihre Trégheitsuntergruppe.

(5.1.4) Satz. Man hat die exakte Sequenz von IF,- Vektorrdumen

0— H'(G}) — H'(GY) — D H'(T,)%
pes

0 BL BL

Beweis. Der natiirliche surjektive Homomorphismus

Ig — H Up/Ug ,a=(ap) — (apUg)peS
pesS

hat den Kern IZ 15 und wir haben damit die Isomorphie

151515 = [ Up/Up-
pes

Das lokale Normrestsymbol induziert ferner einen Isomorphismus
(Up/U)" = (To/ T3 [Tp, Gpl) " = H'(T,)%.

Alle in der exakten Sequenz von (5.1.3) auftretenden Gruppen sind kompakt
und die gewiinschte Sequenz ergibt sich durch Dualisieren. O

5.2 Berechnung des Erzeugerrangs von Gg

Wir formulieren nun den Dirichletschen Einheitensatz fiir T-Einheiten.
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(5.2.1) Proposition. Der Homomorphismus

log : kg —_— H R7 T (log "T‘P)PETUSOO
peETUS

hat den Kern p(k) sowie als Bild ein vollstindiges Gitter im (|T| +r — 1)-
dimensionalen Spur-Null-Raum

H = {y = (yp)perus.. | try = Z yp =0}
peETUS o

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Ne3] Kap. VI, (1.1) bzw. [La2] Chap.
vV, §1. 0

(5.2.2) Proposition. Es gilt
dimg, BL, = dimp, H'(GL) + 6 + |T| +r — 1.
Beweis. Wir betrachten den wohldefinierten Homomorphismus

EXNIPIL ——  (I/ILEX),

r=a’b > alLk*, wobeib € I,

wobei ,(I/ILk*) die Untergruppe der Elemente der Ordnung p von I/ILk
bezeichnet. Dieser ist surjektiv, faktorisiert iiber £*P und wir haben die exakte
Sequenz

L—=kg" (k" )P —= Vg —p(I/I5k*) —=1.

I/ILE> ist ein Faktor der Idealklassengruppe Cl(k) = I/Izk* und damit ins-
besondere endlich. Daher gilt mit (4.3.5)

(o(I/15K)" = H' (;(1/15k*)) = H'(I/I5I"K*) = HY(GF)
und wir erhalten die exakte Sequenz
1—=HY(GG) —=B5 — (ks /(ks" ") —1.
Nach (5.2.1) gilt k3 = p, & ZIT#~1 und damit dimg, (k37 /(k37)P)" = 6 +
|T'| + r — 1, was die Behauptung liefert. O
Fiir den Erzeugerrang hl(Gg) erhalten wir den folgenden

(5.2.3) Satz. Seien S, T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (%) und es
gelte S = Spin. Dann ist hl(Gfg) genau dann endlich, wenn S endlich ist. In
diesem Fuall gilt

W(GE) = > [kp: Q)] —6—r—|T|+1+ > &+ dimg, B.
peSNS), pesS
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Beweis. Im Beweis von (5.2.2) haben wir gesehen, dass die Gruppen H'(GZ)
und B, endlich sind. Ferner hat man die Inklusion VI C V' und damit ist auch
BL endlich. Folglich ist nach (5.1.3) H'(G%) genau dann endlich-dimensional,
wenn B, g H 1(7,)% endlich-dimensional ist. Nun gilt fiir eine Primstelle p € S

Op, falls p € Sp,

. LG — i b=
dimg, H*(7,)”* = dimg, U, /Uy, = { Op + [kp : Qp], falls p € S).

(5.1)
Wegen S = Spin gilt d, = 1 fiir alle p € S\ (S, U Sso) und folglich ist h'(GE)
genau dann endlich, wenn S endlich ist. Mit (5.1.4) erhalten wir in diesem Fall

RH(GE) = (G + Z [kp : Qp] + Z dp — dimp, BL + dimg BY.
peSNSy, peS

Die gewiinschte Gleichung ergibt sich nun aus (5.2.2).
O

(5.2.4) Bemerkung. Die Bedingung S = Sy, wurde im obigen Beweis le-
diglich fiir die Gleichung ((5.1)) verwendet. Diese gilt jedoch auch fiir endliche
Primstellen p { p mit D(p) # 1 mod p und fiir reelle Primstellen bei ungeradem
p, denn im letzteren Fall ist Uy, = R* = Uy und 6, = 0. (5.2.3) gilt somit fiir
beliebige endliche Primstellenmengen S mit S NS¢ = &, wobei S¢ die Menge
der komplexen Primstellen bezeichnet.

Wir werden uns nun von der Bedingung S = Shi, 16sen und betrachten
Primstellenmengen S, die alle iiber p liegenden und alle unendlichen Primstellen
enthalten.

(5.2.5) Korollar. Seien S,T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (x),
ferner sei S endlich und S 2 S, U Ss. Dann gilt

hH(GE) =1+ 6, — 06— |T| + dimg, BE.
pes
Beweis. Sei S := S\ Sc. Dann gilt GL = Gg und wegen Iplg = Iplg ist ferner
BL = B:g. Wegen S, C S gilt Zpeémsp[kp : Qp] = [k : Q] und aus (5.2.3) folgt
mit (5.2.4)

h'(GE) = h'(GE) 1+ 0+ [k:Q—r—3— ||+ dimg, B}

pes
= 14 6,— 06— |T|+ dimg, BE.
pes
O

Fir T = @ erhalten wir die bekannten Gleichungen fiir den Erzeugerrang
von Gg := G? , der Galoisgruppe der maximalen auflerhalb S unverzweigten p-
Erweiterung von k (vlg. [NSW] bzw. [Ko]). Hierzu setzen wir Bg := BE.
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(5.2.6) Korollar. Sei S eine beliebige endliche Menge von Primstellen von k.
(i) Fiir S = Spin gilt

h'(Gs)= > [kp: Q) —d—r+1+> &+ dimg, Bs.
pESNS, pes

(11) Fir S 2 Sp,U S gilt

h'(Gs) =1+ 6, — 0+ dimp, Bg.
pesS






6 Der Relationenrang h?(GY%)

Wir behalten die Notationen der vorangehenden Kapitel bei. In diesem Kapitel
méchten wir nun den Relationenrang h*(G%) = dimy, H*(GL, Z/pZ) bestim-
men.

6.1 Die Lokalisierungsabbildungen ¢ ;.
Wir legen zunéchst folgende Notationen fest:

Fiir jede Primstelle p von k fixieren wir eine iiber p liegende Primstelle B in
der maximalen p-Erweiterung k(p) von k . Dies entspricht der Wahl einer k-
Einbettung ip : k(p)— kp(p) , wobei ky(p) wieder die maximale p-Erweiterung
des lokalen Korpers k, bezeichnet. Fiir jede Zwischenerweiterung K|k in k(p)
schreiben wir K = ip(K)ky. Ist K|k endlich, so stimmt K, mit dem Korper
K, iiberein, der Vervollsténdigung von K an der unter ‘P liegenden Primstelle
Pr. Wir setzen G := Gal(k(p)lk) und G, = Gal(ky(p)|kp), vp : Gp—G
bezeichne den von iy, induzierten Homomorphismus.

Mit 7y bzw. Gy bezeichnen wir die Trégheits- bzw. Zerlegungsgruppe von
B in k(p), T, bezeichne wieder die Tragheitsuntergruppe von Gy. Ist p eine
komplexe Primstelle, so ist G, = 7, = 1, fiir eine reelle Primstelle p ist im Falle
p # 2 ebenfalls G, = 7, = 1 und G, = 7, = Gal(C|R) = Z/2Z, falls p = 2.

Bezeichne 90; : HY(G) — H'(Gy) den von ¢} induzierten Homomorphismus.
Ferner setzen wir

!, (Gy) i= im( H(Gy/Ty) > H(Gy) ).

(6.1.1) Proposition. Fir i > 0 induzieren die Homomorphismen <pr einen
wohldefinierten Homomorphismus

o' HY(G)— ][ H'(Gy) .
p

wobei das restringierte Produkt beziiglich der Untergruppen H' (Gy) von H'(Gp)
gebildet ist und p alle Primstellen von k durchliuft.

Beweis. Nach [NSW], Chap. I, (1.2.6). ist

H'(G) = lim H'(G/U),
U

wobei U die offenen normalen Untergruppen von G durchlduft. Sei nun x €
H*(G). Nach obiger Isomorphie kénnen wir z als ein Element in H*(G/U)
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fiir eine offene normale Untergruppe U von G auffassen. Die zu U gehorige
Zwischenerweiterung L|k von k% (p) ist endlich und folglich sind in L fast alle
Primstellen von k unverzweigt, d.h. der Homomorphismus

faktorisiert iiber 7, fiir fast alle p und folglich ist ¢}, (z) € Hy,.(Gy) fiir fast alle p.
O

(6.1.2) Bemerkung. Fiir eine endliche Primstelle p ist G,/7, = Z, und fiir
eine unendliche Primstelle p ist G,/7, = 1. In jedem Fall ist H%(G,/7,) = 0 und

wir haben
T #*Gy) = P H?(Gp).
p p

(6.1.3) Proposition. Der Homomorphismus ©? ist injektiv.
Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Kol], Chap. 11, Theorem 11.1. [
(6.1.4) Proposition. Sei q eine Primstelle von k und
py: H Q) —= P H?(Gy),
p7q

wobet sich das Produkt tiber alle von q verschiedenen Primstellen von k erstreckt.
Ist 6 =1, so ist <pr injektiv.

Beweis. Wir verweisen wieder auf [Ko|, Chap. 11, Theorem 11.2. O

Seien nun S und 7" wieder Primstellenmengen von k, die die Eigenschaft ()
erfiillen.

(6.1.5) Definition. Es sei fiir eini >0

<Pis,T : Hi(GE) HHHi(gp) .
peS

der durch Gp — G — G%L ,p € S induzierte Homomorphismus, wobei das re-

stringierte Produkt wieder beziiglich der Gruppen H}'W(gp) gebildet ist. Wir set-
zen ' '
[Ty 7 := ker o 7.

Fiir ¢ = 1 gilt die folgende
(6.1.6) Proposition. Ist S endlich, dann gilt
My = H'(G5 7).
Ist ferner 6 =1 und S, C SUT, dann gilt

1 o
mS,T - V(SUSOO)UT‘
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Beweis. Der Kern der kanonischen Projektion

S\ S0
Gg — G(g\ T

ist die normale Untergruppe von G%:, die von den Zerlegungsuntergruppen der
in S liegenden Primstellen von Gg erzeugt wird. Geht man zu den maximalen
abelschen Quotienten vom Exponenten p iiber, so erhélt man die exakte Sequenz

D Golp) — GLlpl — G5V ] ——0.
pesS

Dualisieren liefert

00— 1G5 —— 1N (Gh) — [[ H#'(Gy)
pes

und wir erhalten die erste Gleichung.
Fiir 6 =1 und S, C SUT gilt nach dem Zerlegungsgesetz fiir Kummererwei-
terungen (7.2.1)

S\ Soo)UT
k(g\ M [p] =k (%’(L‘ € U(%USOO)UT>

und die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der Kummertheorie. O
Wir betrachten nun den Fall ¢ = 2. Hierflir haben wir den folgenden

(6.1.7) Satz. Es gibt eine natiirliche Einbettung
IT§ 7 B -
Wir schicken dem Beweis von (6.1.7) zunéchst zwei Lemmata voraus.
(6.1.8) Lemma. Es gilt
M - = ker (inf : H(GE) — H*(G) ).

Beweis. Sei p eine Primstelle von k mit p ¢ S. Dann ist p in k% (p) unverzweigt
und man hat das kommutative Diagramm

Gp T
Gp/Tp G5.

Wegen H?(G,/T,) = 0 ist somit

H*(G§) — H*(G) —= H?*(Gy)
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die Nullabbildung fiir p € S und man erhélt das kommutative Diagramm

H(G}) —— H(G)

2
W&Tt LwZ

P H*(Gp)— P H?(Gp).

pesS p

Nach (6.1.3) ist ¢? injektiv und wir erhalten die Behauptung. O

Sei 7, ST die normale von den Trégheitsgruppen Ty fiir p ¢ S U T und den
Zerlegungsgruppen Gy fiir p € T' erzeugte Untergruppe von G. Wir bemerken,
dass ’Z:.;T nicht von der Wahl der Primstellen 8 von k(p) iiber p abhingt, da 7yp
und gy bzw. G und Gy fiir eine weitere iiber p liegende Primstelle B’ von
k(p) jeweils zueinander konjugiert sind.

Ferner sei

K= ] /T 5.6 x [] 9o/G1Gs, Gel-

pgSUT peT

(6.1.9) Lemma. Man hat einen natirlichen surjektiven Homomorphismus
xX: K —=T4/(T{P11], G.

Beweis. Fiir jede Primstelle p haben wir den Homomorphismus ¢, : Gp — G
und es gilt ¢p(7,) = Ty sowie ¢p(Gp) = Ggp. Sei U eine offene Untergruppe
von G. Dann ist k(p)U|k endlich und folglich verzweigen nur endliche viele
Primstellen von k in k(p)V. Damit gilt Ty C U fiir fast alle Primstellen p.
Folglich ist fiir (7p)pgsur € [[pzsur Zp das Produkt

[T @m=| II esmU

pgSUT pgSUT

ein wohldefiniertes Element in

G =1limG/U,
U

wobei U alle offenen normalen Untergruppen von G durchlauft. Nach Definition
ist aber sogar HpQSUT ¢pTp € Td'. Die Zuordnung

K 3 (Rp)pgsur @p)per— [ @7 [ @oow
pgSUT peT

liefert den gewiinschten Homomorphismus x : K — 77 /(TX)P[Td,G] . Die

Surjektivitdt von x folgt unmittelbar aus der Definition von ’]:,;T. O

Wir kénnen nun das Theorem (6.1.7) beweisen.
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Beweis von (6.1.7). Nach Konstruktion ist der Fixkérper von 7J gerade der
Korper k:g (p) und wir haben die exakte Sequenz

1 7F G G§ 1.
Die exakte Fiinf-Term-Sequenz (2.1.1) liefert
0 —= H'(G§) —= H'(G) — H\(TJ)% — H*(Gy) — H*(C)
und mit (6.1.8) hat man die exakte Sequenz
H'(G) —= HN(T{)%s — gy —0,

Mit HY(G) = (G/Fr(G))* und Hl(TST)Gg = (T /(TF)P[7F,G))* erhalten wir
die exakte Sequenz

0 — (M2 )" —= TZ /(T PITE, G| —= G/ Fr(G),

wobei 1 der durch die Inklusion 7. ST C~ @G induzierte Homomorphismus ist.

Nun gilt nach globaler Klassenkérpertheorie G/Fr(G) = C/CP = I/IPk* und
die lokale Klassenkorpertheorie liefert fiir jede Primstelle p von k die Isomor-
phismen

7o/ T3 (15, Gpl = Up/Uy und - Gy/Gp(Gp. Gyl = by /™.

Wir bemerken, dass diese Isomorphismen auch fiir die unendlichen Primstellen

gelten. Wir setzen
L:= [ U5 x [] B /R
pgSUT peT

und erhalten mit (6.1.9) das Diagramm

K =17 )(18[1d, 6]~ G/ Fr(G)

|

L I/IPk,

das wegen der Vertriiglichkeit von globalen und lokalen Normrestsymbolen (vgl.
etwa [Nel], Kap. III, (6.15)) kommutativ ist, wobei 1 der kanonische durch

Il U x [ k51
pgSUT peT

induzierte Homomorphismus ist. Offensichtlich ist L & IZTP /1P und

kern = (IZIPNIPEX)/IP = IXIP N EXTP /TP = IL TP N kX /KX N TP
L nk* /P =vy7.
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Aufgrund der Surjektivitdt von y erhalten wir einen surjetiven Homomorphis-
mus ker 1y == kervy = (H_I%T)* und wegen ker ¢y = ker  den surjektiven Ho-

momorphismus

VI — (H—[?S'T)*

Dualisieren liefert die Behauptung. O

6.2 Berechnung des Relationenrangs von G%
Wir wenden uns nun dem Relationenrang von G’g zu. Wir betrachten zunéchst
wieder den Fall § = 1 und zeigen, dass wir zur Berechnung von h?(GYL) eine
Primstelle von S weglassen konnen. Sei hierzu S # @ und q € S eine beliebige
Primstelle.
(6.2.1) Satz. Ist 6 = 1, dann gilt
m%’,T = ker W%,T,q?
wobes @%’T’q den Homomorphismus
Qog,T,q: H2(G§) - @ HQ(gp)
pesS\{a}

bezeichnet.

Beweis. Nach (6.1.4) ist ¢ : H*(G)—~ @z, H?%*(G,) injektiv und die Be-
hauptung folgt analog wie in (6.1.8). O

(6.2.2) Definition. Wir setzen

1, fallsd=1 und S =g,
0, sonst

9:9(5):{

(6.2.3) Satz. Seien S, T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (x), S sei
zudem endlich.

(i) Fiir S = Spmin gilt

W2(GE) <0+ 8, + dimg, BL 0.
pesS

(i1) Fir S 2 S, U S gilt

W*(GE) < > 8+ dimg, BE — 6.
peS\Sc
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Beweis. Nach den Definitionen von I_H%,T und 6 folgt zunéchst mit (6.2.1) fiir
beliebiges S

W(G%) < dimp, g7+ > dimg, h*(Gy) — 6 + 6
pesS

= dimp, MZp+ > d,—0+0.
peS\Sc

Im Falle S = Spin gilt SN Sc = @ und im Falle S O 5, U Sy ist stets
¢ = 0. Nach (6.1.7) gilt ferner dimg, I_H?g’T < dimg, BL und wir erhalten die
Behauptung. O

Wir betrachten abschlieSend wieder den Fall T' = @ und erhalten fiir den
Relationenrang von Gg das folgende

(6.2.4) Korollar. Sei S eine endlich Primstellenmenge von k.
(i) Fir S = Smin gilt

h*(Gs) <0+ 8y + dimg, By — 0.
pes

(11) Fir S 2 Sp,U S gilt

W(Gs) < Y O+ dimg, By — .
peS\Sc

(6.2.5) Bemerkung. Im Falle S O S, U Sy, gilt fiir den Relationenrang von
Gg sogar Gleichheit, d.h.

W(Gs)= > 08y +dimg, Bs — 4.
peS\Sc

Fiir einen Beweis, der die tiefliegende Poitou-Tate-Dualitéit benutzt, verweisen
wir auf [NSW], Chap. VIII, (8.7.9).

Fiir die partielle Euler-Poincaré-Charakteristik von Gg erhalten wir abschlie-
Bend den folgenden

(6.2.6) Satz.
(i) Fiir S = Smin gilt

X2(GE(p)) < |TI+0+71 = [ky: Q.
peSy

(i1) Fir S 2 Sy, NS gilt
x2(G§(p)) <|T| —rc,
wobei r¢ die Anzahl der komplexen Primstellen von k bezeichnet.

Beweis. Die beiden Ungleichungen ergeben sich unmittelbar aus (5.2.3), (5.2.5)
und (6.2.3). O
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6.3 Eine Bedingung fiir [kZ(p) : k] = oo

Wir werden im Folgenden eine Bedingung an die Primstellenmengen S und T
angeben, unter welcher die Erweiterung k% (p) unendlich ist. Hierzu fithren wir
zunichst einige abkiirzenden Notationen ein.

(6.3.1) Notation. Fir eine endliche Primstellenmenge S setzen wir

ds=) =0, ng= > [kp: Q).

pes pesSnSs,

2
Ci(9) = (\/1+55+dimeBS—1) —14+ng—7r und

C(S) = (1 /55 + dimg, Bg — 1)2 .

Wir betrachten wieder zunéchst den Fall T' = @ und geben eine Bedingung
an, unter welcher die Erweiterung kg(p) unendlich ist.

(6.3.2) Proposition. Sei S eine endliche Primstellenmenge von k.
(i) Gilt S = Smin und C1(S) >0, so ist Gg unendlich.
(i1) Gilt S O S, U S, so ist Gs unendlich.

Beweis. (i) Wir setzen cg = 1+ g +dimp, Bs. Angenommen, G5 wére endlich.
Dann gilt nach (2.4.6)

0 4h*(Gs) — h' (Gs)?

40 + ds + dim]Fp Bg)— (14 ds+ dim[gp bg+ng — 7“)2
2

ININ A

4cg — (Cs +ng — 7“)
und folglich
Ci(S) = (\/05—1)2—1—|—n5—r:cS—2\/05+ns—r<0

im Widerspruch zur Annahme.
(ii) Angenommen, G's wire endlich. Analog zu (i) gilt dann

0 < 4h2(G5) — hl (G5)2
< 4(6s + dimg, Bs) — (1 + 65 + dimg, Bg)?

und folglich

Co(S) =1+ s + dim]Fp bs —2,/0s + dime Bbg <0

im Widerspruch zu C(S) = (1 /05 + dimp, Bg — 1)2 > 0. O

(6.3.3) Bemerkung. Nach (6.3.2) ist die Erweiterung kg(p)|k im Falle
S O 5,U S stets unendlich. Dies ldsst sich auch wie folgt sehen: Bezeichne k.
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die zyklotomische Z,-Erweiterung von k. Diese ist auflerhalb .S, unverzweigt
(vgl. [Wa], Chap. 13, Theorem 13.2) und folglich gilt

koo C (ks(p))® C ks(p).

Insbesondere ist (kg(p))®|k und damit auch kg(p)|k unendlich. Fiir ungerades
p gilt fiir die kohomologische Dimension von Gg

cd Gg < 2.
Fiir den Fall p = 2 gilt

cd Gg <2, falls sg =0 und
cd Gg = oo, falls sg > 0.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. X, (10.4.9).

Fiir Primstellenmengen S = Spin, mit S, € S sind entsprechende Aussagen
iiber die kohomologische Dimension der Gruppen Gg im Allgemeinen deutlich
schwerer zu gewinnen. Gilt SN S, = &, so ist G eine Fab-Gruppe, d.h. fiir alle
offenen Untergruppen U von Gy ist U endlich. Dies folgt aus der Tatsache,
dass in jeder Z,-Erweiterung eines algebraischen Zahlkérpers mindestens eine
iiber p liegende Primstelle verzweigt (vgl. [Wa], Chap. 13, Lemma 13.3). Ist
k = Q oder ein imaginér quadratischer Zahlkorper, dann ist die Gruppe Gg
vom Koch-Typ. Ist I'g(p) ein strikter Kreis, so ist Gg eine milde pro-p-Gruppe
und nach (2.6.6) gilt

cd Gg = 2,

vlg. hierzu [Lal] und [Vo]. Fiir den Fall k¥ = Q und |T'| = 1 werden wir im
letzten Abschnitt sehen, dass die Gruppe Gg unter bestimmten Bedingungen
ebenfalls vom Koch-Typ ist.

Wir betrachten nun die Erweiterung k% (p) und geben eine Bedingung fiir die
Anzahl |T'| der in T liegenden Primstellen an, unter welcher die Erweiterung
kL (p) unendlich ist.

(6.3.4) Satz. Seien S und T zwei Primstellenmengen von k mit Eigenschaft
(x), S sei endlich.

(i) Gilt S = Smin und |T| < C1(S), so ist GL unendlich.
(ii) Gilt S D SpU Se und |T| < Ca(S), so ist GL unendlich.

Beweis. Die beiden Aussagen lassen sich analog wie in (6.3.2) beweisen, wir

fithren hier daher nur den Fall (i), d.h. S = Spin, aus. Wir setzen dazu cg =

1+ 65 + dimp, Bg. Angenommen G% wire endlich. Dann gilt nach (2.4.6)

0 < 4h*(Gs) — h'(Gs)?
< 4(9+5S+dimpp Bg)— (1+5s+dim]pp Bg—{—ns—T— |T|)2
< deg—(cs+ns —r—|T|)?
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und folglich

Ci1(S)—|T| = <\/Cs
< <\/cg—
= c§—2y/ck+nsg—r—|T| <0

2

1> —1—ng—r—|T)|
2

1> —1—ng—r—|T)|

im Widerspruch zur Annahme. ]
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Wir betrachten die Kummergruppen Vg , die durch
Ve = (kN Ig)/k*T

definiert sind, sowie die dualen Gruppen Bg = (VST )*. In diesem Abschnitt soll
die Fp-Dimension dimp, Bg genauer untersucht werden.
Sei zunédchst T eine beliebige endliche Menge endlicher Primstellen. Nach
(5.2.2) gilt
dimg, BL = dimp, H'(GL) + 6 + |T| +r — 1,

insbesondere ist BL und damit auch V' endlich und wir haben die triviale
Abschétzung
dimg, BL > |T7.

Sei nun S eine weitere Menge von Primstellen, so dass S und 7' die Eigenschaft
(x) erfiillen. Man hat die natiirliche Inklusion UL C UZ und folglich ist auch
V& und damit BL endlich. Genauer gilt die folgende

(7.0.5) Proposition. Es gilt
dimg, Bg < dimp, Bf < dimg, Bs + |T.

Beweis. Die Ungleichungen ergeben sich unmittelbar aus der exakten Sequenz

L Vs —= V' — [ b /Uphy”
peT

und ky /Upk,? = Z/pZ. O

7.1 Primstellenmengen mit B =0

Die Gleichung B:‘g = 0 impliziert nach (6.1.7) die Injektivitét von

@%,T : H2(G£) - @H2<gp)
pes

und wir werden spéter sehen, dass wir in diesem Fall die Relationen einer mi-
nimalen Darstellung von Gfg aus den lokalen Relationen der Gruppen Gy, p € S
gewinnen konnen. Offensichtlich kann Bg = 0 nur gelten, wenn Bg = 0 ist.
Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Bedingungen an die
Primstellenmengen S und T die Gleichung Bg = 0 auch das Verschwinden von
Bg impliziert. Es gilt der folgende
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(7.1.1) Satz. Seien S und T = {p1,...,p;} Primstellenmengen, die die Fi-
genschaft (x) erfillen, S sei endlich. Dann gilt BL = 0 genau dann, wenn die
folgenden Aussagen erfillt sind:

(i) Bs = 0.

(11) Fir 1 <i <1 ist die Primstelle p; in kk{gpl”"’pifl}[p], der mazimalen abel-

kA{S'phm’pi_l}

schen FErweiterung vom Fxponenten p in , nicht voll zerlegt.

(Hierbei sei k:épl"”’pi’l}[p] = kglp] firi=1.)
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Bedingungen (¢) und (i7) das Verschwin-

den von BL implizieren. Wir fithren hierzu eine Induktion iiber die Anzahl
[ der in T enthaltenen Primstellen. Ist | = 1,7 = {p;}. Nach Vorausset-

zung ist p; in der Erweiterung kg[p| nicht voll zerlegt, d.h. es gilt képl}[p] -

ks[p]. Folglich ist G:{gpl}/Fr(G:{gpl}) ein echter Faktor von Gg/Fr(Gg). Nun
ist Gg/Fr(Gg) eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten p, also gilt

Bl (G{Spl} /Fr(G{Spl})) < h'(Gg/Fr(Gs)) — 1 und damit

Kl (G’g’l}) < hl'(Gg) - 1.
Nach (5.2.3) folgt
dimg, BL — |T| = dimg, B} — 1 < dimp, Bg — 1

und es ist wegen bg = 0 auch B{Spl} = 0. Nehmen wir nun an, die Behauptung
gelte fiir Primstellenmengen 7" mit |7| = | — 1. Da die Primstelle p; in der

Erweiterung képl""’pl’l}[p] nicht voll zerlegt ist, folgt wieder h' (G:{gpl""’pl}) <
B! (Ggp“"”’l*l}) 1 und damit nach (5.2.3)

dimg, BP P 7 < dimg BP0 1) — 1.

{P1yespr—1}
BS 1 1—1

Nach Induktionsvoraussetzung ist dimg, = 0 und wir erhalten

dimg, B P =0,

Bleibt zu zeigen, dass die obigen Bedingungen auch notwendig fiir das Ver-
schwinden von Bg sind. Gilt Bg = 0, so ist trivialerweise auch bg = 0. Nehmen
wir nun an, die Primstelle p; wére in der Erweiterung kg[p] bereits voll zerlegt.

Dann wére k:{gpl}[p] = kg[p] und damit h! (Ggpl}) = h'(Gs). (5.2.6) impliziert
dann
dimp, B — 1 = dimg, Bs.

Folglich wiére dimp, Bg > dimp, B:{gpl} = 1 im Widerspruch zu Bg = 0. Vollig
analog sieht man, dass BL = 0 auch die Bedingung (i7) fiir s > 1 impliziert. [

(7.1.2) Bemerkung. Sei k£ = Q und p eine ungerade Primzahl. Wegen Qg = Q
folgt aus (5.2.2) auch By = 0 und folglich gilt Bg = 0 fiir jede Primstellenmenge
S von Q. Fiir p = 2 ist Vi = {—1,+1} - Q*?/Q*? = Z/27Z. Ist nun S eine
Primstellenmenge von Q, die entweder die unendliche Stelle oder eine Primstelle
kongruent 3 modulo 4 enthilt, so ist —1-Q*? ¢ Vi und folglich Bg = (Vs)* = 0.
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(7.1.3) Beispiel. Sei k£ = Q und p = 2. Die Primstellenmengen S und 7T seien
gegeben durch
S ={00,3,5} und T' = {7},

wobei oo die unendliche Primstelle von Q bezeichnet. Nach (7.1.2) gilt dann
Bg = 0. Wir betrachten den Korper L := Q((3,v/5), wobei (3 eine primitive
3-te Einheitswurzel bezeichnet. Nach den Zerlegungsgesetzen verzweigen in L
genau die in S liegenden Primstellen, ferner gilt Gal(L|Q) = Z/27Z x 7 /27 und
folglich

L C Qs[2].

Nun ist 7 in Q(v/5) triige, d.h. insbesondere in I und damit auch in Qg[2] nicht
voll zerlegt. Nach (7.1.1) gilt BY = 0 und nach (5.2.3) haben wir

rYGE) = 1.

Insbesondere ist G also abelsch. Wegen 2 ¢ S ist aber GL = (G%)% nach
Bemerkung (6.3.3) endlich und folglich gilt auch

h*(GL) =1.
Ferner erhalten wir
@}2,3,5}[2] = @}2,3} 2] = Q(C3)-

(7.1.4) Beispiel. Sei k = Q und p = 3. Die Primstellenmengen S und T seien
gegeben durch
S={3,q1,...,q1} und T = {5},

wobei q1, . .., qr paarweise verschiedene Primzahlen kongruent 1 modulo 3 be-
zeichnen. Nach (7.1.2) ist wieder Bg = 0. Sei (g eine primitive 9-te Einheits-
wurzel und L der Zwischenkorper von Q((g) vom Grad 3 iiber Q. Offensichtlich
ist dann

L C Qg[3].

Wegen ordg 5 = ¢(9) = 6 ist 5 in Q(({y) trige, also insbesondere in L und damit
auch in Q[3] nicht voll zerlegt. Mit (7.1.1) erhalten wir wieder B = 0 und
somit ist nach (5.2.3) und (6.2.3)

RHGE)Y =k und K3(GE) <E.

Wiire nun (G%)® unendlich, so wiirde Q% (3) die zyklotomische Z3-Erweiterung
von Q und damit insbesondere die Erweiterung L enthalten, was allerdings der
Unzerlegtheit von 5 in L widerspricht. (Gg)ab ist also endlich und folglich ist
RA(GE) > h1(GT), woraus wir

R(GE) = hX(GE) = k

erhalten. Nach (2.4.6) ist damit Qg}ql qk}(3)|Q fiir £ > 4 unendlich.
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7.2 Der Fall § = 1 - Anwendung der Kummertheorie

Sei im Folgenden § = 1, d.h. k enthalte die p-ten Einheitswurzeln. Wir betrach-
ten die Kummererweiterung

k(S,T) := k(¥z|x € UL).
Wir formulieren zunéchst das Zerlegungsgesetz fiir Kummererweiterungen.
(7.2.1) Proposition.

(i) Eine endliche Primstelle p ¢ Sy ist unverzweigt in k({/x) genau dann,
wenn T € Upkpo und voll zerlegt in k({/x) genau dann, wenn x € kpo.

(it) Eine endliche Primstelle p € S, ist voll zerlegt in k({/x) genau dann,
wenn x € ky?.

(i1i) Eine unendliche Primstelle p € Sy ist unverzweigt in k(/z) genau dann,
wenn x € ky?.

Beweis. Wir verweisen auf [Nel], Kap. III, (4.4). O
Wir erhalten den folgenden

(7.2.2) Satz. Sei S endlich und es gelte So € S, S, € SUT. Dann ist
kE(S,T)|k die mazimale abelsche Erweiterung vom Ezponenten p, die aufSerhalb
T unverzweigt und tiber S voll zerlegt ist, d.h. es gilt

S\Sco
K(S.T) = Klp] = k7" [p]
(7.2.3) Korollar. Mit den Voraussetzungen von (7.2.2) gilt
vd = gh(ag\).

Ist sogar S, C S, so gilt

dime Bg + ‘S‘ = dim[[?p Bi\sw + ‘T0|,

wobei Ty == {p € TN(p) = 1 mod p}

Beweis. Der obige Isomorphismus folgt sofort aus der Kummertheorie und
(7.2.2). Ist S, C S, dann ist S, NT = @ und wir erhalten mit (5.2.3) die
Gleichung

dimp, BY = dimg, VI = 11 (G5\°>)

= —5—r— \S\Soo|+1+z5p+dimeB§\s°°
peT

= —’S’ + |T0| + dime B?\Sw.
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(7.2.4) Bemerkung. Gilt § = 0, so lassen sich fiir eine endliche Menge S mit
Sec € 5,5, € SUT analoge Resultate gewinnen, indem man zum Kérper
K := k(up) tibergeht. Bezeichnen némlich S” bzw. T” die Mengen der iiber S
bzw. T liegenden Primstellen und S’ die Menge der unendlichen Primstellen
von K, dann hat man die Isomorphie

vi =gt (Galky (@)K .

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Ne2], §7, (7.3).






8 Erzeuger und Relationen von Gg

In diesem Abschnitt soll fiir die Gruppe GE ein Erzeugendensystem angegeben
werden. Ferner sollen im Fall Bg = 0 fiir eine minimale Darstellung von GE die
Relationen aus den Relationen der lokalen Gruppen G, gewonnen werden. Seien
im Folgenden wieder S und T Primstellenmengen mit Eigenschaft (x), d.h. T
ist eine endliche Menge endlicher Primstellen und S N7T = &.

8.1 Ein kanonisches Erzeugendensystem von Gr-g

Nach (5.1.3) haben wir die exakte Sequenz

[ vs/vt == 115k === 1) 1517k ——1
pesS

Fiir eine Primstelle p von k setzen wir dp, = dimp, Up/UL, dh.dy =6, fiirp € S,
(und wegen S = Spin ist dy = 0, = 1 fiir p € S\ Sp) und dp = [k : Qp] + 6y
fiir p € Sp. Ferner seien u1y, ..., uq,p € U die Urbilder einer Basis von U,/ Ug .
Weiter setzen wir d := dimg, I/ILIPk* und es seien iy,...,iq € I die Urbilder
einer Basis von I/TLIPk*.

Fiir jedes p fixieren wir eine feste iiber p liegende Primstelle % in k% (p). Wir
definieren nun die Elemente g1, ..., gq und hiy, ..., hg,p € GE wie folgt:

(i) Fiir 1 < j <d sei g; ein Lift von (i;, (k1)?|k) € (GEL)*.

(ii) Firp € Sund 1 < j < dp, sei hj, Element der Trigheitsgruppe 7y von P
in k% (p), dessen Einschrinkung auf (k1)® durch (ujp, (k%)%|k) € (GL)2
gegeben ist. Hierbei bezeichnen wir mit uj, das Idel, das an der Stelle
p die Komponente u;, und an allen anderen Stellen die Komponente 1
besitzt.

(8.1.1) Satz. Die Menge

M:={g1,...,9ay U{h1p, ..., ha,plp € S}

bildet ein Erzeugendensystem von GE.

Beweis. Sei U eine offene normale Untergruppe von Gg. Die zu U gehorige
Zwischenerweiterung L|k von k% (p) ist endlich. Folglich sind in ihr fast alle
Primstellen unverzweigt und damit 7 C U fiir fast alle p. Nach Definition
gilt dann aber {hip,...,hq,p} C U fiir fast alle p € S und folglich ist M
eine konvergente Teilmenge von GE. Nach dem Burnsideschen Basissatz (2.4.3)
geniigt es nun zu zeigen, dass M mod Fr(GYL) die Gruppe G%/ Fr(GYL) erzeugt.
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Wir haben bereits gezeigt, dass das globale Normrestsymbol ( , (k%)®|k) den
algebraischen wie topologischen Isomorphismus

1IE PR~ G/ Fr(GT)
induziert. Folglich geniigt es zu zeigen, dass die Idele i1, ... ,ig und uyp, . . . , ug,p,
p € S ein Erzeugendensystem von I mod ISTI PEX bilden. Das folgt aber sofort
aus den Definitionen und obiger exakter Sequenz. O

(8.1.2) Bemerkung. Ist S endlich, so gilt offensichtlich

M| = dimg, H(GD) + Y [hp: Qpl+ > 6y

peSNS, peS
= ) [kp: Q) —0—r—|T|+ 14> &+ dimg, B]
pesSNS, pes

|M] ist also im Allgemeinen kein minimales Erzeugendensystem, es konnen
genau dimp, BL — dimp, BT Erzeuger weggelassen werden. Wir werden im fol-
genden Abschnitt unter der Annahme B = 0 ein Kriterium dafiir angeben,
welche Elemente von M weggelassen werden koénnen.

8.2 Bestimmung eines minimalen Erzeugendensystems

Im Folgenden gelte Bg = 0. Nach (5.1.3) haben wir die exakte Sequenz

11— VI 2= T U/U) 2 1 IE PR -2 1) T IPR —— 1.
pes

Um ein minimales Erzeugendensystem fiir I/ Iérﬂ’kX und damit fiir Gg zu fin-
den, miissen wir ein minimale Teilmenge U C {u1p, ..., Up,p, p € S} finden, so
dass Umod I§ T} und im¢p; die Gruppe I5/I§T5 = [],cqUp/Uy erzeugen.
Hierzu bestimmen wir zunéchst eine Basis von im ;. Bezeichne hierzu fiir
1 < v < d e, die kleinste natiirliche Zahl, so dass i € ILk* und a, € k*
ein Element mit i% (a,) € I} ist. Hierbei bezeichne (z) € I fiir ein z € k*
wieder das zugehorige Hauptidel. Weiter seien e1,...,€/74,-1 Erzeuger des
freien Anteils der T-Einheitengruppe k% (vgl. (5.2.1)) und fiir 6 = 1 bezeichne
€|T|4+r = C einen Erzeuger der Gruppe der in k enthaltenen Einheitswurzeln.

(8.2.1) Lemma. Das Bild der Menge
C={(ep), 1 <pu<|T|+r—140}U{i& (o), 1 <v <d}
unter der kanonischen Projektion - I/ILIL bildet eine Basis von im .

Beweis. Es gilt im ¢y = ker(ps) = (I5 N IPK*)ILT5/IETE. Nach Definition
sind die i, Fp-linear unabhiingig modulo I IPk* und folglich gilt p | e,, also
i%(ow,) € 15 N IPk*. Nach Definition ist ferner ¢, € I5 N k> und wir erhalten

C CILnIPE™.
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Aus der linearen Unabhéngigkeit der £, und der ¢, folgt unmittelbar die lineare
Unabhéngigkeit von C und es gilt

C| = d+|T|+r—1+0=dimg, [/IZI°k* + |T|+r—1+4
= dimeVgT:dim]Fpimcpl.
O

Fassen wir nun die (€,) und i7" (a,) als Elemente in [] g Up/Uy auf, so
erhalten wir das Gleichungssystem

aq
(e,) = Bopu P - u P u=1,. T +r—1+6
H pe1p dpp
pesS
. b v bd v
i () = H%’l’ul;ap ---udp"pp, v=1,...,d
pes

mit ajpy, bjpy € Z/pZ und By 4, Yoo € Uf . Fiir jede dieser Gleichungen kénnen
wir ein Element aus {uip, ..., un,p, p € S} streichen, so dass die iibrigen Ele-
mente mod £ 1% zusammen mit im ¢, die Gruppe 1% /IT 1% erzeugen und wir
erhalten eine Teilmenge U C {u1p, ..., Ug,p, p € S}, so dass {i1,...,iq} UU ein
minimales Erzeugendensystem von I/ Ig[pkX bildet. Der Burnsidesche Basis-

satz (2.4.3) liefert wieder den folgenden
(8.2.2) Satz. Die Menge

Mo :={g1,..., 94t U{hjplp € S,ujp €U} T M

ist ein minimales Erzeugendensystem von Gg.

8.3 Relationen von G§

Wir behalten die Annahme Bg = 0 bei. Sei F' die freie pro-p-Gruppe, die von
{k1,.. . ket U{\jplp € S, u;p € U} erzeugt wird und

1 R F—"-G% 1
eine minimale Darstellung mit
pr; =g, J=1,...,d und pXjp="hjp, j=1,...,dp,ujp €U.

Fiir ujp, & U bezeichne \j, ein Urbild von hj, unter p. Fiir p € S sei

1 R, F, Gp 1

eine minimale Darstellung von G,. Hierbei wihlen wir ein Erzeugendensystem
0,71, Tap € Gy, das via @y auf oy, hip, ..., hq,p, abgebildet wird, wobei
op € Gg wie folgt gegeben ist:

(i) op ist ein Lift des Frobenius-Automorphismus von P der maximalen Tei-
lerweiterung von kZ (p), in der 3 unverzweigt ist.
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(i) oy ist ein Lift von (mp, (k1)?|k) € (G%), wobei my ein Primelement von
ky bezeichnet.

Fiir p € S sei sy € F ein Urbild von o, unter p, das wie folgt gewéhlt ist: Nach
Definition der Elemente 41, . .., i und uyy, . .., ug,p gibt es nach dem Nakayama-
Lemma fiir jede Primstelle p ein ¢, € Z mit (¢p,p) = 1 und cpy, ¢jqp € Zyp, 50
dass das Idel 7r;" eine Darstellung

- (1) et

mit y € k™, vg € kg fiir g € T und
Vg = uquiqu” . ud “'qq" firqg T

besitzt, wobei ug € Uy fiir g € S, eine Einheitswurzel mit zu p teilerfremder
Ordnung, fiir q € S, das Produkt einer solchen und einer Einseinheit mit zu
p teilerfremder Ordnung und fiir g € S ein Element in (k)P ist. Die Klas-
senkorpertheorie liefert die Gleichung

d
H gl{pu H hflqp . quqp 0;,
p=1 qes

mit oy, € [GL, GL], wobei wir fy, = cpucgl und fjgp == chpcgl setzen. Damit
koénnen wir nun s, so wihlen, dass die Gleichung

d
e | (T i)
p=1 qes
mit sy, € [F, F] erfiillt ist.
Die Familie der Homomorphismen

Gp—=G—>GL.,pes

ist zuldssig beziiglich den Trégheitsuntergruppen 7, von G, und nach (2.5.2)
haben wir fiir p € S ein exaktes kommutatives Diagramm

1 Rp Fp gp 1.
]
1 R F GE 1

Mit 7y, bezeichnen wir die Bilder der lokalen Relationen, also der Erzeuger von
Ry als normale Untergruppe von Fy, unter X,,. Es gilt die folgende
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(8.3.1) Proposition.
(i) Firpe S\ Sy, mit o, =1 gilt

N(p)—1
Tp = )\lp(p) [Alp,Sp].

1) Firpe SNS, mit o, =1 gilt
(ii) b p

_1 g
Adp Mp[ops spl[A1ps A2p] - - [Ny ps Aty —1),p)7

mit Aop = Ag,p und T;J € Fzg N [F, F] fir q # 2. q bezeichnet hier die
mazimale p-Potenz, so dass ky die q-ten Einheitswurzeln enthdlt und § die
mazimale p-Potenz, so dass die maximale unverzweigte p- Erweiterung von
ky die g-ten Einheitswurzeln enthdlt.

(i1i) Fiirp € Sy und p =2 gilt
_\2
Tp = Alp-

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Wahl der Erzeuger o,71,...,7qp € Gp
und (3.1.2) sowie (3.2.5). O

Wir erhalten abschliefend den folgenden

(8.3.2) Satz. Gilt BL = 0, so wird in der obigen minimalen Darstellung R
erzeugt von

{rolp € S\ Sc,dp = 1}.

Ist 6 = 1,0 = 0 so kann jede beliebige dieser Relationen weggelassen werden.

Beweis. Wegen BL = 0 ist der Homomorphismus

SD%’,T : HQ(Gg):—> HHQ(gp)
pes

und im Falle § = 1,0 = 0 auch der Homomorphismus

(p%,T,q : HZ(GE)’—> H H2(gp>
peS\{q}

injektiv, wobei q eine beliebige Primstelle in S bezeichnet. Die Behauptung folgt
nun aus (2.5.2). O

8.4 Beispiele

(8.4.1) Beispiel. Sei £k = Q,p = 2,5 = {0,3,5} und T" = {7}. Im Beispiel
(7.1.3) haben wir gesehen, dass dann BL = 0 und

RN(GE) = 1(GE) =1

gilt. Folglich ist
GL=7/27
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fiir ein 7 > 1. Ferner gilt d = dimg, I/I51%k* = 0 und fiir die Dimensionen
d; = dimp, Ul/Ulz gilt
d3 =ds =ds = 1.

Als Erzeuger u; von U; mod Ul2 wahlen wir
uz = —1, us =3, U = —1.

Nach (8.1.1) bildet die Menge {hs,hs,hs} ein Erzeugendensystem von GL,
wobei h; ein Element der Tragheitsgruppe einer iiber [ liegenden Primstelle in
QZL(2) bezeichnet, dessen Einschrinkung auf (Q%(2))® durch (v, (Q%(2))?°|Q)

gegeben ist. Als Erzeuger von QL wihlen wir
61:7, 62:(::—1.

Die Koeffizienten des Gleichungssystems

() = Hﬁl:u“?l#v p=12

les
sind gegeben durch
B31 = Poo1 =T, B51 = g, az1 = aoo1 =0, as1 =1 und
B32 = Poo2=1, B52=—1, a32 = a2 =1, a52 = 0.

Die Erzeuger us und ue, kénnen weggelassen werden und nach (8.2.2) ist damit
hs ein Erzeuger von Gg. Nach (8.3.2) geniigt h3 aber der Relation h3 = 1 und
wir erhalten

GL =727

und damit

Qg,sﬁ}(z) = Qg,a,g)} 2] = Q(¢3)

(8.4.2) Beispiel. Sei k = Q,p = 3,5 = {3,7,13} und T = {5}. Nach (7.1.4)
ist dann Bg = 0 und es gilt

PL(GE) = h(GT) = 2.
Wir haben wieder d = dimp, I/I513k* = 0 und
ds =d7y =diz3=1.
Die Erzeuger u; von U; mod UZS wéahlen wir als
uz =4, uy = 3 und w3 = 2.

Mit & = 5 als Erzeuger von Q% erhalten wir die Gleichung

(e) = H By,

les
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wobel die Koefflizienten durch

) )
Ps= a3 =10r=g,ar=2013="5und a3 =0

gegeben sind. Wir konnen also einen der beiden Erzeuger us und uy; weglassen.
Die Gruppe Gfg wird also beispielsweise von den Elementen h7 und hi3 erzeugt.
Die Exponenten f,; der Gleichung

o= th;q’l mod [GF, GE]
leS

sind fiir q,1 € 5,1 # 3 gegeben durch

fs7 = (—1logs(7))(logs(4)) " € Zs, f513 = (—logs(13))(logs(4)) ™" € Z3
fras =3, fisr =1, fr7= fi1313 =0,

wobei logg : U} — Z3 den 3-adischen Logarithmus bezeichnet (vgl. hierzu [Ko,

Chap. 11, example 11.11). Nach (8.3.2) werden die Relationen von G% erzeugt
von

re =M sr) = A2, A3 [Ag, Agg] 18T
ri3 = M3[\is, s1s] = M3 [z, As]/2 12 (Mg, Ag)/ T80 5,

wobei mit den Notationen aus dem vorangehenden Abschnitt 7, r}s € F3 gilt
und wir A\; = Ay setzen.

8.5 Der Fall k = Q, |T| =1 - GL vom Koch-Typ

Sei p eine ungerade Primzahl. Wir werden uns nun wie im Beispiel (8.4.2)
dem Fall £ = Q zuwenden und Primstellenmengen T betrachten, die nur ei-
ne Primstelle enthalten. Mit L, bezeichnen wir die in der zyklotomischen Z,-
Erweiterung von Q enthaltene Erweiterung vom Grad p iiber Q.

(8.5.1) Satz. Sei S :={p,q1,...,qr} mit paarweise verschiedenen Primzahlen
¢i = lmodp,i = 1,...,k. Ferner sei T = {q}, wobei ¢ ¢ S eine Primzahl
bezeichnet, die in der Erweiterung L,|Q nicht voll zerlegt ist. Dann gilt:

(i) BL =0.
(ii) (GL)e® ist endlich.
(iii) G% ist eine Schur-Gruppe mit
W(GT) = B2(GT) = k.
Ist k > 4, so ist G:‘g unendlich.

(iv) GL ist vom Koch-Typ.
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Beweis. Nach (7.1.2) ist Bg = 0. Nun ist die Erweiterung L,, abelsch vom Grad
p iiber Q und aulerhalb p unverzweigt, also haben wir

Ly C kgpylp) € ks(p].

Nach Voraussetzung ist die Primzahl ¢ in L, und damit insbesondere in kg[p]
nicht voll zerlegt. Mit (7.1.1) erhalten wir (7).

Nehmen wir nun an, (G%)? sei unendlich. Dann wiirde (Q%) die zyklotomi-
sche Z,-Erweiterung von Q enthalten. Insbesondere miisste also die Primzahl ¢
in der zyklotomischen Z,-Erweiterung voll zerlegt sein, was jedoch der Voraus-
setzung widerspricht und wir erhalten (7).

Nach (5.2.3) und (6.2.3) erhalten wir fiir den Erzeuger- und Relationenrang
von GL

RYGLE) =k und K*GL) <k

Wegen (ii) muss aber h*(GL) > h'(GL) gelten folglich ist h?(GE) = k. Ist
k > 4, so folgt die Unendlichkeit von G% und damit (iii) aus (2.4.6).

Wir méchten nun ein minimales Erzeugendensystem von Gg bestimmen. Wir
betrachten zunéchst den kanonischen Homomorphismus

k
@ *17-‘131 — GT )
1=

wobei wir fiir 1 <4 < k mit ; ein iiber ¢; liegendes Primideal in k(p) und mit
Ty, € Gal(Q(p)|Q) die zugehdrige Trégheitsgruppe bezeichnen. Der Kokern von
¢ ist gerade die Galoisgruppe G?p}. Nun ist aber nach (5.2.6) und (6.2.4) die
Gruppe Gypy frei vom Rang 1, also Gy = Z;, und damit ist Q) (p) gerade die
zyklotomische Z,-Erweiterung von Q. Nach Voraussetzung ist die Primzahl ¢
jedoch bereits in der Erweiterung L,;, nicht voll zerlegt und wir erhalten Gfp} =
0. ¢ ist also surjektiv. Bezeichne 7 nun fiir 1 < ¢ < k einen Erzeuger der
Triigheitsgruppe der unter 9P; liegenden Primstelle in QL(p) (vgl. (3.1.2)), so
bildet die Menge {71, ..., 7;} ein Erzeugendensystem von G%, welches nach (i)
minimal ist. (¢) liefert nach (6.1.7) den injektiven Homomorphismus

k
B (GH——[[H*(G) = [ H(Gy) -
les i=1

Sei F' die freie pro-p-Gruppe mit den Erzeugern x1,...,z4 und

1 R F—-a% 1

eine minimale Darstellung von G% mit p(z;) = 7,i = 1,...,k. Nach (2.5.2)
wird R als normale Untergruppe durch die Relationen

_ a1 .
wy = x|z, yl, i=1,...k

erzeugt, wobei y; einen Lift des zu ¢; gehorigen Frobenius-Automorphismus
0i,t = 1,...,k bezeichnet. Fiir jedes ¢ = 1, ...,k haben wir die Gleichung

lij 1
Yi = ijjyi
J
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mit l;; € Z/pZ und y, € F> und somit

w; = x?i_l [z, H a:é”]
J

qi—1 lis
x H[mi,xj] i mod Fj.
J#

Damit ist GL vom Koch-Typ und wir erhalten (iv). O

(8.5.2) Korollar. Seien wieder S = {p,q1,...,q} und T = {q} Primstel-
lenmengen von Q, die die Voraussetzungen von (8.5.1) erfillen. Ist zusdtzlich
Cigr,...qny(p) ein strikter Kreis, so gilt

cd G§ = 2.

Beweis. Nach (8.5.1) ist Gg vom Koch-Typ und die Behauptung folgt unmit-
telbar aus (2.6.6). O

Wir wollen abschliefend noch ein Beispiel fiir p = 3 angeben. Fiir die Berech-
nung der Koeffizienten [;; verweisen wir auf [Sal.

(8.5.3) Beispiel. Sei p = 3 und die Primstellenmengen S und T seien gegeben
durch
S={3,7,13,79,97} und T = {5}.

5 ist eine Primitivwurzel modulo 9, d.h. in Q({y) trége und damit insbesondere
in L3 nicht voll zerlegt. Die Koeffizienten [/;; sind gegeben durch

lrg;r = l713 = lg7,13 = l7,79 = 1,
l13,79 = l7.97 = L1397 = 2

und /;; = 0 fiir alle anderen Paare ¢, j. Das zugehorige Verbindungsdiagramm
hat die Gestalt

T 9
1
und enthélt den nicht-singuldren Kreis {97, 13,79, 7}. Die Voraussetzungen von

(8.5.2) sind also erfiillt.

(8.5.4) Bemerkung. Analoge Aussagen lassen sich fiir beliebige Zahlkorper k,
fiir die die Leopoldt-Vermutung fiir die Primzahl p gilt, und Primstellenmengen
T, deren Maichtigkeit gerade der Anzahl der unabhéngigen Z,-Erweiterung von
k entspricht, beweisen. Wir verweisen hierzu auf [Wi.
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