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1 Einleitung

Das Verzweigungsverhalten von Primstellen nimmt in der klassischen algebrai-
schen Zahlentheorie eine zentrale Stellung ein. So ist beispielsweise von Interes-
se, welche Primstellen in einer gegebenen galoisschen Erweiterung algebraischer
Zahlkörper unverzweigt oder gar voll zerlegt sind. Nach der Hilbertschen Ver-
zweigungstheorie hängt diese Fragestellung eng mit dem Studium der zugehöri-
gen Galoisgruppen zusammen.

Für abelsche Erweiterungen liefert die globale Klassenkörpertheorie schöne
Resultate. Nach dem Zerlegungsgesetz spiegelt sich das Verzweigungsverhalten
der Primstellen eines algebraischen Zahlkörpers k in einer endlichen abelschen
Erweiterung L|k direkt in der zugehörigen NormenuntergruppeNL|kCL der Idel-
klassengruppe Ck wider. Möchte man sich jedoch von der Einschränkung, le-
diglich abelsche Erweiterungen zu betrachten, lösen, ist es ungleich schwieriger,
analoge Fragestellungen zu beantworten.

Wir betrachten zunächst das folgende Problem der beschränkten Verzwei-
gung: Sei k ein algebraischer Zahlkörper und S eine beliebige Menge von Prim-
stellen von k. Es sollen Erweiterungen L|k studiert werden, welche außerhalb
der Menge S unverzweigt sind, also die Eigenschaft besitzen, dass alle Prim-
stellen von k, die in L verzweigen, in S enthalten sind. Komposita und normale
Hüllen solcher Erweiterungen haben wieder diese Eigenschaft und es existiert
folglich eine maximale außerhalb S unverzweigte Erweiterung kS von k. Diese ist
galoissch und eine möglichst detaillierte Kenntnis ihrer Galoisgruppe G(kS |k)
ist erstrebenswert. Eine Reihe wichtiger Fragen lassen sich jedoch erst dann zu-
friedenstellend beantworten, wenn man zum maximalen pro-p-Quotienten von
G(kS |k) übergeht. Man betrachtet also nunmehr die maximale außerhalb S
unverzweigte p-Erweiterung kS(p) von k, wobei p eine beliebige Primzahl be-
zeichnet.

Erste Studien zu minimalen Darstellungen mit Erzeugern und Relationen der
Gruppe GS = G(kS(p)|k) gehen auf den russischen Mathematiker I.R. Šafarevič
([Saf]) zurück. H. Koch ([Ko]) gibt nicht nur eine übersichtliche Darstellung
dieser Ergebnisse, sondern zeigt auch, dass sich die Relationen dieser Gruppe
unter bestimmten Voraussetzungen explizit mit Kenntnis der lokalen Relatio-
nen, d.h. der Relationen der maximalen p-Erweiterung der lokalen Körper kp

für Primstellen p ∈ S, bestimmen lassen. Als methodische Grundlage dient die
Kohomologie pro-endlicher Gruppen, welche sich in der Zahlentheorie in vie-
lerlei Hinsicht als nützlich und ergiebig erwiesen hat. Für den Relationenrang
von GS , d.h. der Kardinalität eines minimalen Relationensystems, kann hier
zunächst lediglich eine obere Schranke angegeben werden. Enthält S jedoch
die Menge S∞ der unendlichen Primstellen und die Menge Sp aller über der
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Primzahl p liegenden Primstellen, so kann für den Relationenrang unter Aus-
nutzung der tiefliegenden Poitou-Tate-Dualität sogar Gleichheit gezeigt werden
(vgl. [NSW], Chap. VIII, §7).

Eine weitere wichtige Eigenschaft der pro-p-Gruppe GS ist ihre kohomologi-
sche Dimension. Auch hier waren zufriedenstellende Ergebnisse zunächst nur
für den Fall S ⊇ Sp ∪ S∞ möglich (vgl. [NSW], Chap. VIII). Für den Fall, dass
der betrachtete Grundkörper der Körper Q der rationalen Zahlen ist und die
Menge S die Primzahl p nicht enthält, konnte J. Labute ([La1]) Voraussetzun-
gen an die in S liegenden Primzahlen angeben, unter welchen GS eine milde
pro-p Gruppe von kohomologischer Dimension 2 ist. D. Vogel ([Vo]) konnte dies
auf den Fall imaginär quadratischer Zahlkörper übertragen.

Bezeichne nun T eine weitere, zu S disjunkte, endliche Menge endlicher Prim-
stellen von k. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Erweiterungen von k,
welche außerhalb der Menge S unverzweigt und über der Menge T voll zerlegt
sind. Mit kTS bezeichnen wir die maximale außerhalb S unverzweigte, über T
voll zerlegte Erweiterung von k und mit GTS die Galoisgruppe der maximalen
pro-p-Zwischenerweiterung kTS (p)|k.

kTS

kTS (p)

GTS

k

Im Zentrum unseres Interesses steht das Studium von minimalen Darstellungen
der Gruppe GTS . Insbesondere soll nach dem Vorbild der Gruppen GS unter
entsprechenden Voraussetzungen eine explizite Darstellung von Erzeugern und
Relationen angegeben werden.

Im zweiten Abschnitt führen wir die benötigten Notationen und Resultate aus
der Kohomologietheorie der pro-p-Gruppen an. Nach einer kurzen Einführung
in die Theorie der freien Darstellungen zitieren wir wichtige Ergebnisse aus der
Theorie der zulässigen Darstellungen und der Darstellungen vom Koch-Typ.
Im dritten Abschnitt betrachten wir die Galoisgruppen der maximalen p-Er-
weiterungen lokaler Zahlkörper und geben hierfür die expliziten Darstellungen
von Erzeugern und Relationen an. Wir verzichten hierbei jeweils auf die Beweise
und verweisen auf die bereits erwähnte Literatur.

Im vierten Abschnitt werden wir für die Gruppe GTS [p], der Galoisgruppe der
maximalen abelschen Erweiterung vom Exponenten p in kTS (p), eine ideltheore-
tische Entsprechung formulieren. Diese bildet die Grundlage für die Berechnung
des Erzeugerrangs der Gruppe GTS im fünften Abschnitt.

Der sechste Abschnitt ist dem Relationenrang von GTS gewidmet. Wir orien-
tieren uns in unserer Vorgehensweise an der analogen Berechnung für die Grup-
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pe GS bei [Ko]. Eine entscheidende Größe bei der Berechnung von Erzeuger-
und Relationenrängen bilden die Kummergruppen V T

S . Insbesondere drängt sich
die Frage auf, wann diese Gruppen verschwinden. Im siebten Abschnitt geben
wir hierfür eine notwendige und hinreichende Bedingung an die Primstellen-
mengen S und T an. Für den Fall k = Q wenden wir dies auf erste Beispiele an.
Enthält k die p-ten Einheitswurzeln, so liefert die Kummertheorie eine direkte
Beschreibung der Gruppen V T

S als Duale von Galoisgruppen von Kummerer-
weiterungen über k.

Im siebten Abschnitt geben wir nun eine Beschreibung der Erzeuger und
Relationen an. Für die explizite Bestimmung einer minimalen Darstellung von
GTS ist das Verschwinden der Kummergruppen V T

S entscheidend. In diesem Fall
lassen sich die Relationen aus den lokalen Relationen gewinnen. Diese Darstel-
lungen ausnützend, kann für den Fall k = Q, |T | = 1 unter weiteren Vorausset-
zungen gezeigt werden, dass die Gruppe GTS vom Koch-Typ ist. Stehen die in S
liegenden Primzahlen in bestimmten Relationen zueinander, ist die Gruppe GTS
nach den Resultaten von Labute ([La1]) von kohomologischer Dimension 2.

Bei Herrn Prof. Dr. Wingberg, dessen Vorlesungen mein Interesse an der alge-
braischen Zahlentheorie geweckt haben und dessen Tür stets offen stand, möchte
ich mich für das interessante Thema und die gute Betreuung beim Erstellen die-
ser Arbeit bedanken. Patrick Forré, Hauke Bracht und meinen Kommilitonen
danke ich für die freundschaftliche Atmosphäre und viele hilfreiche Gespräche.
Nicht zuletzt gilt mein Dank meinen Eltern für ihre stete Unterstützung.





2 Kohomologie von pro-p-Gruppen

In diesem Kapitel möchten wir zunächst einige grundlegende Resultate über die
Kohomologie von pro-p-Gruppen angeben. Für die Beweise verweisen wir auf
die entsprechende Literatur, etwa [NSW], [Ko] oder [Se].

2.1 Kohomologie pro-endlicher Gruppen

Sei G eine pro-endliche Gruppe und A ein G-Modul. Für die Definition der Ko-
homologiegruppen Hn(G,A) für n ≥ 0 und ihre grundlegenden Eigenschaften
verweisen wir auf [NSW], Chap. I. An dieser Stelle sei lediglich das folgende
wichtige Resultat über das Verhalten der Kohomologiegruppen bei Änderung
der Gruppe G angegeben.

(2.1.1) Proposition. Sei G eine pro-endliche Gruppe, H eine abgeschlossene
normale Untergruppe von G und A ein G-Modul. Dann hat man die exakte
Sequenz

0 // H1(G/H,AH)
inf // H1(G,A) res // H1(H,A)G/H

tg // H2(G/H,AH)
inf // H2(G,A),

wobei wir mit inf, res und tg die Inflation, Restriktion und Verlagerung (vgl.
etwa [NSW], Chap. I) bezeichnen.

2.2 Kohomologische Dimension und Euler-Poincaré-Charakteristik

Sei im Folgenden stets p eine Primzahl. Wir betrachten pro-p-Gruppen, d.h.
projektive Limiten endlicher p-Gruppen. Eine wichtige Eigenschaft von pro-p-
Gruppen ist ihre kohomologische Dimension.

(2.2.1) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe. Die kohomologische Dimen-
sion cd G (bzw. strikte kohomologische Dimension scd G) ist die kleinste
ganze Zahl n, so dass

Hq(G,A) = 0 für alle q > n

und alle Torsionsmoduln A (bzw. alle Moduln A).

(2.2.2) Proposition. Sei G eine pro-p-Gruppe. Dann gilt

cd G ≤ scd G ≤ cd G+ 1.
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(2.2.3) Proposition. Für eine pro-p-Gruppe G sind die folgenden beiden Aus-
sagen äquivalent:

(i) cd G ≤ n.

(ii) Hn+1(G,Z/pZ) = 0.

(2.2.4) Notation. Für eine pro-p-Gruppe G setzen wir abkürzend

Hn(G) = Hn(G,Z/pZ).

Die Gruppen Hn(G) sind in kanonischer Weise Fp-Vektorräume und wir setzen

hn(G) = dimFp H
n(G).

(2.2.5) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe von endlicher kohomologischer
Dimension, so dass die Gruppen H i(G) für i ≥ 0 endlich sind. Die Euler-
Poincaré-Charakteristik χ(G) ist die alternierende Summe

χ(G) =
∞∑
i=0

(−1)ihi(G).

Für pro-p-Gruppen G von nicht notwendig endlicher kohomologischer Dimen-
sion, so dass die Gruppen H i(G) = 0 für alle 0 ≤ i ≤ n endlich sind, sei die
n-te partielle Euler-Poincaré-Charakteristik gegeben durch

χn(G) =
n∑
i=0

(−1)ihi(G).

(2.2.6) Satz. Sei G eine pro-p-Gruppe, so dass die Gruppen H i(G) = 0 für
alle 0 ≤ i ≤ n endlich sind und U eine Umgebungsbasis des Einselements
von offenen Untergruppen von G. Dann sind die folgenden beiden Aussagen
äquivalent:

(i) χn(U) = (G : U)χn(G) für alle U ∈ U.

(ii) cd G ≤ n.

2.3 Freie pro-p-Gruppen

(2.3.1) Definition. Sei X eine Menge und FX die freie Gruppe über X. Die
freie pro-p-Gruppe F (X) über X ist der projektive Limes

F (X) = lim←−
N

FX/N,

wobei N alle normalen Untergruppen von FX durchläuft, die die folgenden Ei-
genschaften erfüllen:

(i) N enthält fast alle Elemente von X.

(ii) (FX : N) ist eine p-Potenz.
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(2.3.2) Definition. Sei Gi, i ∈ I eine Familie von pro-p-Gruppen und

G̃ =
diskr∗
i∈I

Gi

das gewöhnliche freie Produkt der Gi. Das freie pro-p-Produkt G = ∗
i∈I

Gi

der Gruppen Gi, i ∈ I ist der projektive Limes

G = lim←−
N

G̃/N,

wobei N alle normalen Untergruppen von G durchläuft, die die folgenden Ei-
genschaften erfüllen:

(i) N ⊆ Gi für fast alle i ∈ I.

(ii) (G : N) ist eine p-Potenz.

(iii) N ∩Gi ist eine offene Untergruppe von Gi.

(2.3.3) Bemerkung. Die freie pro-p-Gruppe F (X) über eine Menge X ist
gerade das freie pro-p-Produkt

F (X) = ∗
x∈X

Zp.

2.4 Darstellungen von pro-p-Gruppen

Sei G eine pro-p-Gruppe.

(2.4.1) Definition. Eine Teilmenge S ⊆ G heißt konvergent, falls jede of-
fene Untergruppe von G fast alle Elemente von S enthält. Eine konvergente
Teilmenge S ⊆ G heißt Erzeugendensystem, falls sie G als topologische
Gruppe erzeugt. Ein Erzeugendensystem heißt minimal, falls keine echte Teil-
menge ein Erzeugendensystem ist. Mit d(G) bezeichnen wir den Rang von G,
d.h. das Infimum der Kardinalitäten von minimalen Erzeugendensystemen von
G.

(2.4.2) Definition. Mit [G,G] bezeichnen wir die abgeschlossene, von den
Kommutatoren

[x, y] = xyx−1y−1, x, y ∈ G

erzeugte Untergruppe von G. Ferner bezeichnen wir mit Fr(G) die Frattini-
Untergruppe von G, also die abgeschlossene, von den Kommutatoren und
p-Potenzen erzeugte Untergruppe von G:

Fr(G) = [G,G]Gp.

Wir formulieren nun den Burnsideschen Basissatz :
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(2.4.3) Satz. Eine konvergente Teilmenge S ⊆ G ist genau dann ein Erzeugen-
densystem von G, wenn die Menge S = {sFr(G)|s ∈ S} der Restklassen modulo
Fr(G) die Gruppe G/Fr(G) erzeugt. S ist genau dann ein minimales Erzeugen-
densystem von G, falls S ein minimales Erzeugendensystem von G/Fr(G) ist.
Alle minimalen Erzeugendensysteme haben die Kardinalität d(G) und es gilt

d(G) = h1(G).

(2.4.4) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe, S ein Erzeugendensystem von
G und F = F (S) die freie pro-p-Gruppe über S. Dann hat man eine exakte
Sequenz

1 // R // F // G // 1 .

Eine konvergente Teilmenge E von R heißt Relationensystem von G bezüglich S,
falls R die kleinste abgeschlossene normale Untergruppe von F ist, die E enthält.
Ist S ein minimales Erzeugendensystem von G, so heißt E minimal, falls keine
echte Teilmenge von E ein Relationensystem von G bezüglich S ist. Die exakte
Sequenz 1 // R // F // G // 1 heißt dann auch minimale Darstellung von
G und mit S = {xi, i ∈ I}, E = {wj , j ∈ J} schreiben wir abkürzend

G =< xi, i ∈ I|wj , j ∈ J > .

Mit r(G) bezeichnen wir den Relationenrang von G, d.h. die Kardinalität
eines minimalen Relationensystems von G.

(2.4.5) Proposition. Für eine pro-p-Gruppe G gilt

r(G) = h2(G).

Ist G 6= 1, dann ist G genau dann frei, falls cd G ≤ 1.

Wir zitieren nun den berühmten Satz von E.S. Golod und I.R. Šafarevič, der
eine notwendige Bedingung für die Endlichkeit einer pro-p-Gruppe G liefert.

(2.4.6) Satz. Für eine endliche p-Gruppe G 6= 1 gilt

h2(G) >
1
4
h1(G)2.

Beweis. Für den Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. III, (3.9.7) bzw. [Se],
Chap. I, §4, Theorem 1.

2.5 Zulässige Darstellungen von pro-p-Gruppen

(2.5.1) Definition. Sei Gi, i ∈ I eine Familie von pro-p-Gruppen und für jedes
i ∈ I sei Ti eine Untergruppe von Gi. Eine Familie von Homomorphismen ϕi :
Gi // G , i ∈ I, wobei G eine weitere pro-p-Gruppe bezeichnet, heißt zulässig
bezüglich {Ti, i ∈ I}, falls U ⊆ ϕi(Ti) für fast alle i ∈ I und jede offene
normale Untergruppe U von G.
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(2.5.2) Satz. Sei Gi, i ∈ I eine Familie von pro-p-Gruppen und für jedes i ∈ I
sei Ti eine abgeschlossene normale Untergruppe von Gi, so dass

H2(Gi/Ti) = 0 für alle i ∈ I.

Sei G eine weitere pro-p-Gruppe und ϕi : Gi // G , i ∈ I zulässig bezüglich
{Ti, i ∈ I}.

Für jedes i ∈ I sei ferner 1 // Ri // Fi
ψi // Gi // 1 eine minimale Dar-

stellung von Gi und 1 // R // F // G // 1 eine minimale Darstellung von
G. Dann existieren Homomorphismen χi : Fi // F , die zulässig bezüglich
{Ri, i ∈ I} sind, mit Einschränkungen

χ′i = (χi)|Ri
: Ri // R ,

so dass das Diagramm

1 // Ri

χ′i
��

// Fi

χi

��

ψi // Gi

ϕi

��

// 1

1 // R // F // G // 1

kommutiert. Die Gruppe R wird genau dann von den Untergruppen χi(Ri), i ∈ I
erzeugt, wenn der durch die Homomorphismen χi, i ∈ I induzierte Homomor-
phismus

H2(G) //
∏
i∈I

H2(Gi) ,

dessen Bild bereits in
⊕

i∈I H
2(Gi) enthalten ist, injektiv ist.

2.6 Pro-p-Gruppen vom Koch-Typ

In diesem Abschnitt betrachten wir pro-p-Gruppen, deren Relationen in einer
minimalen freien Darstellung eine bestimmte Gestalt haben und geben einige
Eigenschaften dieser Gruppen an.

(2.6.1) Definition. Eine pro-p-Gruppe G heißt Schur-Gruppe, falls ihr Er-
zeugerrang gleich ihrem Relationenrang ist, d.h. falls

h1(G) = h2(G).

(2.6.2) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe und q = pm eine p-Potenz. Die
absteigende q-Zentralreihe {G(n,q)}n∈N von G ist induktiv wie folgt defi-
niert:

(i)
G(1,q) = G.
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(ii) Für n ≥ 1 ist G(n+1,q) die abgeschlossene, von den Kommutatoren

[x, y] = xyx−1y−1, x ∈ G(n,1), y ∈ G

und den q-ten Potenzen erzeugte Untergruppe von G, also

G(n+1,q) = (G(n,q))
q[G(n,q), G].

Ferner setzen wir
Gn = G(n,p).

(2.6.3) Definition. Sei G eine pro-p-Gruppe und < x1, . . . , xd|w1, . . . , wr >
eine minimale Darstellung von G. Wir nennen die Darstellung vom Koch-
Typ, falls r ≤ d und

wi ≡ xpai
i

∏
i6=j

[xi, xj ]aij mod F3

mit Koeffizienten ai, aij ∈ Z. G heißt vom Koch-Typ, falls G eine Darstellung
vom Koch-Typ besitzt.

Sei nun G eine pro-p-Gruppe vom Koch-Typ und < x1, . . . , xd|w1, . . . , wr >
wie oben eine Darstellung vom Koch-Typ. Wir setzen S = {x1, . . . , xd}. ΓS(p)
bezeichne den gerichteten Graphen mit Ecken in S und gerichteten Kanten xixj
von xi nach xj , falls

l(xi, xj) := aij 6= 0mod p.

Der Graph ΓS(p) zusammen mit den l(xi, xj) ∈ Z/pZ, i, j ≤ d heißt Verbin-
dungsdiagramm von (G,S).

(2.6.4) Definition. Sei G =< x1, . . . , xd, w1, . . . , wr > eine pro-p-Gruppe vom
Koch-Typ und ΓS(p) das Verbindungsdiagramm von (G,S). ΓS(p) heißt strik-
ter Kreis, falls es eine Anordnung S = {v1, . . . , vd} von S gibt, so dass die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Die Ecken v1, . . . , vd von ΓS(p) bilden einen Kreis v1v2 . . . vdv1.

(ii) Sind i und j beide ungerade, so ist vivj keine Kante von ΓS(p).

(iii) Mit lij = l(vi, vj) gilt

l12l23 · · · ld−1,dld1 − l1dl21l32 · · · ld,d−1 6= 0.

(2.6.5) Bemerkung. Die Bedingung (ii) in obiger Definition impliziert, dass
d gerade und d ≥ 4 ist. Bedingung (iii) ist erfüllt, falls es eine Kante vivj des
Kreises v1, v2, . . . , vdv1 gibt, so dass vjvi keine Kante von ΓS(p) ist. Ferner kann
gezeigt werden, dass unter obigen Voraussetzungen notwendig h1(G) = h2(G)
folgt, d.h. G ist eine Schur-Gruppe.

Abschließend zitieren wir den folgenden Satz

(2.6.6) Satz. Ist G eine pro-p-Gruppe vom Koch-Typ mit minimalem Erzeu-
gendensystem S. Ist ΓS(p) ein strikter Kreis, dann gilt

cd G = 2.



3 Die maximale p-Erweiterung von kp

In diesem Kapitel sollen einige Resultate über die maximale p-Erweiterung
von lokalen Körpern der Charakteristik 0 angegeben werden. Sei hierzu im
Folgenden k ein algebraischer Zahlkörper und p eine endliche Primstelle von
k. Sei kp(p) die maximale p-Erweiterung des lokalen Zahlkörpers kp(p), Gp =
Gal(kp(p)|kp) ihre Galoisgruppe und Tp die Trägheitsuntergruppe von Gp, d.h.

Tp = Gal(kp(p)|knrp (p)),

wobei knrp (p) die maximale unverzweigte Erweiterung von kp in kp(p) bezeichnet.
Die Galoisgruppe Gal knrp (p)|k = Gp/Tp wird kanonisch durch den Frobenius-
Automorphismus σp erzeugt und wir haben die Isomorphie

Gp/Tp
∼= Zp.

Mit χ(p) bezeichnen wir die unter p liegende Primzahl, d.h. χ(p) ist gerade
die Restkörpercharakteristik von kp. Up ⊆ k×p bezeichne die Einheitengruppe.
Weiter setzen wir

δp :=
{

1, falls µp ⊆ kp,
0, falls µp 6⊆ kp.

Für eine endliche Primstelle p von k mit χ(p) 6= p ist damit δp = 1 genau dann,
wenn für die Norm N(p) die Gleichung

N(p) ≡ 1 mod p

gilt. Wir möchten nun einige Resultate über die Erzeuger und Relationen von
Gp angeben. Für die Beweise verweisen wir auf [Ko], Chap. 10.

3.1 Der Fall χ(p) 6= p

Zunächst betrachten wir Primstellen p, die nicht über p liegen.

(3.1.1) Satz. Ist χ(p) 6= p und δp = 0, so ist Gp
∼= Zp und Tp = 1.

(3.1.2) Satz. Ist χ(p) 6= p und δp = 1, dann gilt

h1(Gp) = 2 und h2(Gp) = 1.

Ferner ist Tp
∼= Zp. Bezeichne σ ∈ Gp einen Lift von σp und τ einen Erzeuger

von Tp, so wird Gp durch σ und τ erzeugt und diese erfüllen die Relation

τN(p)−1[τ, σ] = 1.

Es gilt
cd Gp = 2.
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Nach (3.1.1) und (3.1.2) gilt Tp 6= 1 im Falle χ(p) 6= p genau dann, wenn
δp = 1 gilt. Hieraus erhalten wir das folgende

(3.1.3) Korollar. Ist p eine endliche Primstelle von k mit χ(p) 6= p, so ist p

in der maximalen p-Erweiterung k(p) von k unverzweigt.

3.2 Der Fall χ(p) = p

Wir betrachten nun die über p liegenden Primstellen. Für χp setzen wir np =
[kp : Qp].

(3.2.1) Satz. Ist χ(p) = p und δp = 0, so ist Gp eine freie pro-p-Gruppe vom
Rang

h1(Gp) = np + 1.

Gp besitzt ein minimales Erzeugendensystem der Form {σ, τ1, . . . , τnp}, wobei
σ ∈ Gp einen Lift von σp bezeichnet und τi ∈ Tp, i = 1, . . . , np.

Wir wenden uns wieder dem Fall δp = 1 zu, d.h. kp enthalte die p-ten Ein-
heitswurzeln. Genauer bezeichne q die maximale Potenz von p, so dass kp die
q-ten Einheitswurzeln enthält. Weiter sei q̂ die maximale Potenz von p, so dass
knrp (p) die q̂-ten Einheitswurzeln enthält.

(3.2.2) Notation. Das Normrestsymbol zur p-ten Potenz ( , ) definieren
wir für α, β ∈ k×p durch die Gleichung

(β, k( p
√
α)|k) p

√
α = (α, β) p

√
α,

wobei ( , k( p
√
α)|k) das gewöhnliche lokale Normrestsymbol bezeichnet.

(3.2.3) Proposition. Es gelte χ(p) = p und δ = 1. Sei ζq ∈ kp eine primi-
tive q-te Einheitswurzel und q′ die maximale p-Potenz, so dass die Erweite-
rung kp( q′

√
ζq)|kp unverzweigt ist. Ferner sei g ∈ Z, so dass die Operation des

Frobenius-Automorphimus σ von kp( q′
√
ζq)|kp durch

σ q′
√
ζq = q′

√
ζq
g
.

Dann gilt notwendig g ≡ 1 mod q und es existiert eine Basis {π, α0, . . . , αnp}
von k×p /k

×q
p , so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) π ist Primelement von kp.

(ii) Die Erweiterung kp( q
√
α0)|kp ist unverzweigt.

(iii) Es gilt αi ∈ Up für 1 ≤ i ≤ np. Ist np ≡ 1 mod 2, so ist ferner α0 ∈ Up.

(iv) Ist nq ≡ 0 mod 2, so gilt

(α0, π) = ζq,

(α2i−1, α2i) = ζq, i = 1, . . . , np/2
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und (x, y) = 1 für alle anderen Paare von Basiselementen x und y. Ist
np ≡ 1 mod 2, so gilt

(α0, π) = (α1, π) = ζq,

(α2i, α2i+1) = ζq, i = 1, . . . , (np − 1)/2

und (x, y) = 1 für alle anderen Paare von Basiselementen x und y.

(v) σ q
√
α0 = ζq q

√
α0.

(vi) ζq = α
(g−1)/q
0 αq

′

1 .

(3.2.4) Bemerkung. Ist np ≡ 1 mod 2, so gilt im Fall χ(p) = p, δp = 1 not-
wendig p = 2 und mit den obigen Bezeichnungen haben wir

q = q̂ = 2, ζq = −1 und q′ = g = 1.

Wir können nun für den Fall χ(p) = p, δ = 1 wieder hinreichend explizite
Darstellungen für die Erzeuger und Relationen von Gp angeben.

(3.2.5) Satz. Es gelte χ(p) = p und δ = 1. Dann ist

h1(Gp) = np + 2, h2(Gp) = 1.

und
cd Gp = 2.

Sei ζq bzw. ζq̂ eine primitive q-te bzw. eine primitive q̂-te Einheitswurzel, so
dass ζq = ζ q̂q

−1

q̂ . Ferner sei die ganze Zahl g gegeben durch

σpζq̂ = ζgq̂ .

Weiter sei {π, α0, . . . , αnp} eine Basis von k×p /k
×q
p , die den Bedingungen von

(3.2.3) genügt. Wir bezeichnen mit σ ∈ Gp einen Lift von σp dessen Restklasse
in Gabp durch (π, kp(p)ab|k) gegeben ist. Für i = 0, . . . , np sei τi ∈ Gp ein Lift von
(αi, kp(p)ab|k).

Dann gilt τi ∈ Tp, i = 0, . . . , np und die Menge {σ, τ0, . . . , τnp} bildet ein
minimales Erzeugendensystem von Gp. Ist

1 // R // F // Gp // 1

eine minimale Darstellung von Gp und sind s, t0, . . . , tnp ∈ F Urbilder von
σ, τ0, . . . , τnp, so kann die erzeugende Relation r ∈ R von der Form

r = tg−1
0 tq̂1[t0, s][t1, t2] · · · [tnp−1, tnp ]r

′

mit r′ ∈ F(3,q) ∩ [F, F ] gewählt werden.





4 Beschränkte Verzweigung und vorgegebene Zerlegung

Sei k ein algebraischer Zahlkörper. Wir werden in den folgenden Kapiteln k
stets als fest gewählten Grundkörper betrachten und daher darauf verzichten,
die zugehörigen Idelgruppen und Idelklassengruppen stets mit k zu indizieren.

4.1 Das globale Normrestsymbol

Wir wollen zunächst einige Resultate der globalen Klassenkörpertheorie ange-
ben. Für die Beweise verweisen wir auf die einschlägige Literatur, vgl. etwa
[Ne1], oder [AT].

(4.1.1) Definition. Die Idelgruppe I von k ist das restringierte Produkt

I :=
∏
p

k×p ,

wobei p alle (endlichen und unendlichen) Primstellen von k durchläuft und das
restringierte Produkt bezüglich der Einheitengruppen Up ⊆ k×p gebildet ist. Die
Idelklassengruppe von k ist der Quotient

C := I/k×,

wobei wir die multiplikative Gruppe k× als diagonal in I eingebettet betrachten.

Die Gruppe I ist in kanonischer Weise eine lokal kompakte topologische Grup-
pe. Eine Umgebungsbasis des Einselements ist gegeben durch∏

p∈P
Wp ×

∏
p6∈P

Up ⊆ I,

wenn P alle endlichen, die unendlichen Stellen enthaltenden, Primstellenmengen
und Wp eine Umgebungsbasis von 1 ∈ k×p durchläuft. Die multiplikative Gruppe
k× ist eine diskrete (und damit insbesondere abgeschlossene) Untergruppe von
I. Folglich ist C eine lokal kompakte Hausdorffsche Gruppe.

Wir bezeichnen mit kab die maximale abelsche Erweiterung von k und set-
zen Gab := Gal(kab|k). Nach Klassenkörpertheorie haben wir das universelle
Normrestsymbol

( , kab|k) : C // // Gab.

Dieses ist surjektiv und stetig. Sei D := ker( , kab|k) die Gruppe der univer-
sellen Normen von k. Dann gilt

(i) D ist die Gruppe unendlich divisiblen Elemente von C, d.h.

D =
⋂
n∈N

Cn.
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(ii) D ist die Zusammenhangskomponente des Einselements in C.

Für eine Primstelle p von k induziert die natürliche Inklusion k×p
� � // I eine

topologische Einbettung k×p
� � // C und es gilt das folgende Zerlegungsgesetz:

(4.1.2) Proposition. Für jede Primstelle p von k bildet das Normrestsymbol
( , kab|k) die Gruppe k×p surjektiv auf die Zerlegungsgruppe von Gab bezüglich p

und die Einheitengruppe Up surjektiv auf die Trägheitsgruppe von Gab bezüglich
p ab.

4.2 Verallgemeinerte Idelklassen

(4.2.1) Definition. Seien S und T zwei disjunkte Primstellen von k. T sei
zudem endlich. Wir setzen

ITS :=
∏
p∈S

{1} ×
∏
p∈T

k×p ×
∏

p6∈S∪T
Up ⊆ I

und
CTS := I/ITS k

×.

Ist S 6= ∅, dann gilt ITS ∩ k× = 1 und wir können ITS als Untergruppe von C
auffassen und haben CTS = C/ITS .

4.3 Die Erweiterung kT
S |k

Seien S und T Primstellenmengen von k, T sei endlich. Wir betrachten Erwei-
terungen von k, die außerhalb der Menge S unverzweigt und über der Menge T
voll zerlegt sind. Komposita und normale Hüllen solcher Erweiterungen haben
wieder diese Eigenschaft. Folglich existiert eine maximale außerhalb S unver-
zweigte, über T voll zerlegte Erweiterung kTS von k. Diese ist galoissch und wir
setzen

GTS := Gal(kTS |k).

Ferner sei p eine fest gewählte Primzahl. Mit kTS (p) ⊆ kTS bezeichnen wir die ma-
ximale außerhalb S unverzweigte, über T voll zerlegte pro-p-Erweiterung von k.
Wir setzen

GTS (p) := Gal(kTS (p)|k).

In den folgenden Abschnitten werden wir uns überwiegend auf das Studium von
pro-p-Erweiterungen beschränken und wir schreiben daher abkürzend

GTS := GTS (p).

Weiter bezeichne kTS [p] die maximale abelsche Zwischenerweiterung vom Expo-
nenten p in kTS (p) und GTS [p] ihre Galoisgruppe über k. Es ist also

GTS [p] = GTS/Fr(GTS ),

wobei Fr(GTS ) = [GTS , G
T
S ](GTS )p wieder die Frattini-Untergruppe von GTS be-

zeichnet.
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(4.3.1) Definition. Mit S∞ bezeichnen wir die Menge der unendlichen Prim-
stellen von k. Mit SR bzw. SC bezeichnen wir die Menge der reellen bzw. kom-
plexen Primstellen von k und wir setzen

r := |S∞|, rR := |SR|, rC := |SC|.

Für reelle Primstellen treffen wir die folgende Konvention: Die Erweiterung
C|R sehen wir als verzweigt an, d.h. eine reelle Primstelle p ist in einer Er-
weiterung L|k genau dann unverzweigt, wenn sie voll zerlegt ist, d.h. wenn
Lp = kp = R. Wir können daher ferner ohne Einschränkung annehmen, dass
die Menge T nur endliche Primstellen enthält.

In einer Erweiterung L|k sind voll zerlegte Primstellen insbesondere unver-
zweigt und wir können daher ohne Einschränkung annehmen, dass die Prim-
stellenmengen S und T disjunkt sind.

(4.3.2) Notation. Für zwei Primstellenmengen S und T schreiben wir, S und
T haben die Eigenschaft (∗), falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) |T | <∞,

(ii) S ∩ T = ∅,

(iii) T ∩ S∞ = ∅.

(4.3.3) Notation. Für T = ∅ setzen wir

kS = k∅
S , GS = G∅

S , GS = G∅
S , IS = I∅

S und CS = C∅
S .

Wir bezeichnen mit DS die Zusammenhangskomponente des Einselements in
CS . Für den Fall S ⊇ S∞ haben wir die folgende

(4.3.4) Proposition. Sei S eine Primstellenmenge von k, die die unendlichen
Stellen enthält. Dann gilt

(i) DS = DIS/IS.

(ii) DS ist divisibel.

(iii) Wir haben die exakte Sequenz topologischer Gruppen

0 // DS
// CS

( ,(kS)ab|k) // (GS)ab // 0,

wobei ( , (kS)ab|k) durch C
( ,kab|k) // // Gab // // (GS)ab induziert wird.

Beweis. Für den Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. VIII, (8.3.12).

(4.3.5) Satz. Für beliebige Primstellenmengen S, T mit Eigenschaft (∗) hat
man den algebraischen wie topologischen Isomorphismus

GTS/Fr(GTS ) ∼= I/ITS I
pk×.
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall S ⊇ S∞, T = ∅. Nach (4.3.4) (iii)
haben wir den Isomorphismus topologischer Gruppen

(GS)ab ∼= CS/DS .

Ferner ist DS nach (4.3.4) (ii) divisibel und folglich

(GS)ab/((GS)ab)p ∼= CS/DS(CS)p = CS/(CS)p = I/ISI
pk×.

Die Behauptung folgt nun wegen GS/Fr(GS) = (GS)ab/((GS)ab)p.
Seien nun S und T beliebig mit Eigenschaft (∗). Wir setzen

H = Gal(kS∪S∞ [p]|kTS [p]).

Für jede Primstelle p von k wählen wir eine über p liegende Primstelle P

von kS∪S∞ [p]. Ferner sei T ′ = T ∪ (SR \ S). H ist damit gerade die von den
Zerlegungsuntergruppen HP, p ∈ T ′ erzeugte Untergruppe von GTS∪S∞ [p] =
GTS∪S∞/Fr(GTS∪S∞). Nach (4.1.2) haben wir den surjektiven stetigen Homo-
morphismus

ϕ : ITS // //
∏
p∈T ′

k×p // // H,

Die Verträglichkeit des globalen Normrestsymbols mit den lokalen Normrest-
symbolen (vgl. etwa [Ne1], Kap. III, (6.15)) impliziert die Kommutativität des
exakten Diagramms topologischer Gruppen

ITS

����

// I/IS∪S∞I
pk×

o
��

// I/ITS I
pk×

��

// 1

1 // H // GS∪S∞/Fr(GS∪S∞) // GTS/Fr(GTS ) // 1.

Das Schlangenlemma liefert die Behauptung.

4.4 Verallgemeinerte Idealklassen

In den folgenden Kapiteln werden wir die Resultate aus der Klassenkörpertheo-
rie sämtlich ideltheoretisch formulieren. An dieser Stelle sei jedoch für die Grup-
pe I/ITS I

pk× die idealtheoretische Entsprechung angegeben. Ein ausführliches
Kalkül mit verallgemeinerten Idealklassengruppen findet sich beispielsweise in
[Gr].

(4.4.1) Definition. Ein Modul m ist ein formales Produkt

m =
∏
p

pnp , np ∈ N0,

wobei p alle Primstellen von k durchläuft, np = 0 für fast alle p gilt und np ∈
{0, 1} für p ∈ S∞. Wir schreiben

m ∈ 〈S〉,

falls np = 0 für alle p 6∈ S.
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(4.4.2) Definition. Für einen Modul m =
∏

p pnp ∈ 〈S〉 setzen wir

ITm :=
∏
p|m

U
np
p ×

∏
p∈T

k×p ×
∏

p-m,p6∈T

Up,

wobei wir für endliche Primstellen mit Unp
p die höheren Einseinheitengruppen

bezeichnen und für unendliche Primstellen setzen:

U
mp
p =


R×+, falls p reell und mp = 1,
R×, falls p reell und mp = 0,
C×, falls p komplex ist.

Für x ∈ k× schreiben wir ferner

x ≡ 1 modm :⇐⇒ x ∈ Unp
p für alle p.

(4.4.3) Satz.
I/ITS I

pk× = lim←−
m∈〈S〉

ClTm/(Cl
T
m)p.

Beweis. Wir betrachten zunächst einen festen Modul m ∈ 〈S〉 und setzen

ClTm := Im/Hm〈T 〉.

Hierbei bezeichnet Im die Gruppe der zu m teilerfremden (gebrochenen) Ideale
von k, 〈T 〉 die von den Primidealen p ∈ T erzeugte Untergruppe und

Hm :=
{
(x)|x ∈ k×, x ≡ 1 mod m

}
.

Sei nun I〈m〉 := {a ∈ I|ap = 1 für alle p|m}. Wir betrachten den Homomorphis-
mus

ϕ : I〈m〉 // ClTm,

a � //
∏
p-∞

pvp(ap).

ϕ ist offensichtlich surjektiv. Es ist a ∈ kerϕ ⊆ I〈m〉 genau dann, wenn ein
x ∈ Hm existiert mit x−1ϕ(a) ∈ 〈T 〉 und damit

x−1a ∈ IT∅ =
{
b ∈ I|bp ∈ Up, p 6∈ T

}
.

Folglich ist kern ϕ = IT∅Hm ∩ I〈m〉 und man rechnet leicht nach, dass

ITHm ∩ I〈m〉 = ITmk
× ∩ I〈m〉.

Wir haben also den Isomorphismus

I〈m〉/ITmk
× ∩ I〈m〉 ∼= I〈m〉ITmk

×/ITmk
× ∼= ClTm.
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Wir zeigen nun die Gleichung I〈m〉ITmk
× = I. Sei hierfür b ∈ I. Nach dem

Approximationssatz existiert ein y ∈ k× mit yb−1
p ∈ U

mp
p für alle p | m. Seien

die beiden Idele b1, b2 gegeben durch

(b1)p = 1, (b2)p = y−1bp, für p | m bzw.
(b1)p = y−1bp, (b2)p = 1, für p - m.

Offensichtlich gilt dann b1 ∈ I〈m〉, b2 ∈ Im ⊆ ITm und yb1b2 = b. Zusammenfas-
send erhalten wir also den Isomorphismus I/ITmk

× ∼= ClTm und damit

I/ITmI
pk× ∼= ClTm/(Cl

T
m)p.

Der Existenzsatz der globalen Klassenkörpertheorie (vgl. etwa [Ne1], Kap. III,
(7.9)) liefert I/ITS I

pk× ∼= lim←−
m∈〈S〉

I/ITmI
pk× und wir erhalten die Behauptung.



5 Der Erzeugerrang h1(GT
S)

Sei p eine Primzahl. Seien k ein algebraischer Zahlkörper und S, T zwei Prim-
stellenmengen von k mit Eigenschaft (∗). Für eine pro-p-Gruppe G setzen wir
gemäß (2.2.4)

H i(G) = H i(G,Z/pZ) und hi(G) = dimFp H
i(G), i ≥ 0.

Im Folgenden soll der Erzeugerrang h1(GTS ) der Gruppe GTS berechnet werden.
Nun gilt aber H1(GTS ) = H1(GTS/Fr(GTS )) und folglich nach (4.3.5)

H1(GTS ) = H1(I/ITS I
pk×).

Nach (3.1.3) können folgende Primstellen in einer p-Erweiterung nicht ver-
zweigen:

(i) komplexe Primstellen,

(ii) reelle Primstellen, falls p 6= 2,

(iii) endliche Primstellen p - p mit N(p) 6≡ 1 mod p.

Entfernt man diese Primstellen aus S, so erhält man eine Primstellenmenge
Smin ⊆ S mit kTSmin

(p) = kTS (p) und folglich GTSmin
=GTS . Wir nehmen daher im

Folgenden an, dass S = Smin.

5.1 Die Kummergruppen V T
S und die exakte 5-Term-Sequenz

(5.1.1) Definition. Wir setzen

δ :=
{

1, falls µp ⊆ k,
0, falls µp 6⊆ k

und δp :=
{

1, falls µp ⊆ kp,
0, falls µp 6⊆ kp

für eine Primstelle p von k.

Sp bezeichne die Menge der über p liegenden Primstellen von k. Wir orientie-
ren uns an der Berechnung des Erzeugerrangs der Gruppe GS , der Galoisgrup-
pe der maximalen außerhalb S unverzweigten p-Erweiterung von k, vgl. [Ko],
Chap. 11.

(5.1.2) Definition. Wir definieren die Kummergruppen V T
S durch

V T
S = UTS /k

×p,

wobei

UTS = {a ∈ k×|a ∈ k×pp für p ∈ S und a ∈ Upk
×p
p für p 6∈ S ∪ T}

= k× ∩ (ITS I
p).

Ferner setzen wir
B
T
S = (V T

S )∗ = Hom(V T
S ,Z/pZ).
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(5.1.3) Proposition. Man hat eine exakte Sequenz

1 // V T
S

// V T
∅

ϕ1 // IT∅/I
T
S I

p
∅

ϕ2

��
1 I/IT∅I

pk×oo I/ITS I
pk×

ϕ3oo

Beweis. Nach Definition ist UTS = k× ∩ (ITS I
p) und der kanonische Homomor-

phismus V T
S

// V T
∅ ist injektiv. Der Homomorphismus ϕ1 ist wie folgt gegeben:

Sei xk×p ∈ V T
∅ , x = ab ∈ k× mit a ∈ IT∅, b ∈ Ip. Dann liefert ϕ1(xk×p) := aITS I

p
∅

einen wohldefinierten Homomorphismus ϕ1 : V T
∅

// IT∅/I
T
S I

p
∅ mit Kern V T

S .

Man rechnet weiter leicht nach, dass ker(ϕ2) = (IT∅∩k×Ip)ITS I
p
∅/I

T
S I

p
∅ = im(ϕ1)

und ker(ϕ3) = IT∅I
pk×/ITS I

pk× = im(ϕ3). Die Surjektivität von ϕ3 ist klar.

Im Folgenden bezeichne wieder Gp = Gal(kp(p)|kp) die Galoisgruppe der ma-
ximalen p-Erweiterung kp(p) von kp und Tp ihre Trägheitsuntergruppe.

(5.1.4) Satz. Man hat die exakte Sequenz von Fp-Vektorräumen

0 // H1(GT∅) // H1(GTS ) //
⊕
p∈S

H1(Tp)Gp

��
0 B

T
S

oo B
T
∅oo

Beweis. Der natürliche surjektive Homomorphismus

IT∅ //
∏
p∈S

Up/U
p
p , a = (ap)

� // (apU
p
p )p∈S

hat den Kern ITS I
p
∅ und wir haben damit die Isomorphie

IT∅/I
T
S I

p
∅
∼=
∏
p∈S

Up/U
p
p .

Das lokale Normrestsymbol induziert ferner einen Isomorphismus

(Up/U
p
p )∗ ∼= (Tp/T pp [Tp,Gp])∗ = H1(Tp)Gp .

Alle in der exakten Sequenz von (5.1.3) auftretenden Gruppen sind kompakt
und die gewünschte Sequenz ergibt sich durch Dualisieren.

5.2 Berechnung des Erzeugerrangs von GT
S

Wir formulieren nun den Dirichletschen Einheitensatz für T -Einheiten.
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(5.2.1) Proposition. Der Homomorphismus

log : kT∅ //
∏

p∈T∪S∞

R, x � // (log |x|p)p∈T∪S∞

hat den Kern µ(k) sowie als Bild ein vollständiges Gitter im (|T | + r − 1)-
dimensionalen Spur-Null-Raum

H = {y = (yp)p∈T∪S∞ | tr y =
∑

p∈T∪S∞

yp = 0}.

Beweis. Für den Beweis verweisen wir auf [Ne3] Kap. VI, (1.1) bzw. [La2] Chap.
V, §1.

(5.2.2) Proposition. Es gilt

dimFp B
T
∅ = dimFp H

1(GT∅) + δ + |T |+ r − 1.

Beweis. Wir betrachten den wohldefinierten Homomorphismus

k× ∩ IpIT∅ //
p(I/IT∅k

×),
x = apb � // aIT∅k

×, wobei b ∈ IT∅,

wobei p(I/IT∅k
×) die Untergruppe der Elemente der Ordnung p von I/IT∅k

×

bezeichnet. Dieser ist surjektiv, faktorisiert über k×p und wir haben die exakte
Sequenz

1 // k×T∅ /(k×T∅ )p // V T
∅

//
p(I/IT∅k

×) // 1 .

I/IT∅k
× ist ein Faktor der Idealklassengruppe Cl(k) ∼= I/I∅k

× und damit ins-
besondere endlich. Daher gilt mit (4.3.5)(

p(I/IT∅k
×)
)∗

= H1
(
p(I/IT∅k

×)
)

= H1(I/IT∅I
pk×) ∼= H1(GT∅)

und wir erhalten die exakte Sequenz

1 // H1(GT∅) // BT∅
//
(
k×T∅ /(k×T∅ )p

)∗ // 1 .

Nach (5.2.1) gilt k×∅ ∼= µp ⊕ Z|T |+r−1 und damit dimFp

(
k×T∅ /(k×T∅ )p

)∗ = δ +
|T |+ r − 1, was die Behauptung liefert.

Für den Erzeugerrang h1(GTS ) erhalten wir den folgenden

(5.2.3) Satz. Seien S, T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (∗) und es
gelte S = Smin. Dann ist h1(GTS ) genau dann endlich, wenn S endlich ist. In
diesem Fall gilt

h1(GTS ) =
∑

p∈S∩Sp

[kp : Qp]− δ − r − |T |+ 1 +
∑
p∈S

δp + dimFp B
T
S .
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Beweis. Im Beweis von (5.2.2) haben wir gesehen, dass die Gruppen H1(GT∅)
und BT∅ endlich sind. Ferner hat man die Inklusion V T

S ⊆ V T
∅ und damit ist auch

B
T
S endlich. Folglich ist nach (5.1.3) H1(GTS ) genau dann endlich-dimensional,

wenn
⊕

p∈S H
1(Tp)Gp endlich-dimensional ist. Nun gilt für eine Primstelle p ∈ S

dimFp H
1(Tp)Gp = dimFp Up/U

p
p =

{
δp, falls p 6∈ Sp,
δp + [kp : Qp], falls p ∈ Sp.

(5.1)

Wegen S = Smin gilt δp = 1 für alle p ∈ S \ (Sp ∪ S∞) und folglich ist h1(GTS )
genau dann endlich, wenn S endlich ist. Mit (5.1.4) erhalten wir in diesem Fall

h1(GTS ) = h1(GT∅) +
∑

p∈S∩Sp

[kp : Qp] +
∑
p∈S

δp − dimFp B
T
∅ + dimFp B

T
S .

Die gewünschte Gleichung ergibt sich nun aus (5.2.2).

(5.2.4) Bemerkung. Die Bedingung S = Smin wurde im obigen Beweis le-
diglich für die Gleichung ((5.1)) verwendet. Diese gilt jedoch auch für endliche
Primstellen p - p mit N(p) 6≡ 1 mod p und für reelle Primstellen bei ungeradem
p, denn im letzteren Fall ist Up = R× = Upp und δp = 0. (5.2.3) gilt somit für
beliebige endliche Primstellenmengen S mit S ∩ SC = ∅, wobei SC die Menge
der komplexen Primstellen bezeichnet.

Wir werden uns nun von der Bedingung S = Smin lösen und betrachten
Primstellenmengen S, die alle über p liegenden und alle unendlichen Primstellen
enthalten.

(5.2.5) Korollar. Seien S, T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (∗),
ferner sei S endlich und S ⊇ Sp ∪ S∞. Dann gilt

h1(GTS ) = 1 +
∑
p∈S

δp − δ − |T |+ dimFp B
T
S .

Beweis. Sei S̃ := S \SC. Dann gilt GTS = GT
S̃

und wegen IpITS = IpIT
S̃

ist ferner
B
T
S = BT

S̃
. Wegen Sp ⊆ S̃ gilt

∑
p∈S̃∩Sp

[kp : Qp] = [k : Q] und aus (5.2.3) folgt
mit (5.2.4)

h1(GTS ) = h1(GT
S̃
) = 1 +

∑
p∈S̃

δp + [k : Q]− r − δ − |T |+ dimFp B
T
S̃

= 1 +
∑
p∈S

δp − δ − |T |+ dimFp B
T
S .

Für T = ∅ erhalten wir die bekannten Gleichungen für den Erzeugerrang
von GS := G∅

S , der Galoisgruppe der maximalen außerhalb S unverzweigten p-
Erweiterung von k (vlg. [NSW] bzw. [Ko]). Hierzu setzen wir BS := B∅

S .
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(5.2.6) Korollar. Sei S eine beliebige endliche Menge von Primstellen von k.

(i) Für S = Smin gilt

h1(GS) =
∑

p∈S∩Sp

[kp : Qp]− δ − r + 1 +
∑
p∈S

δp + dimFp BS .

(ii) Für S ⊇ Sp ∪ S∞ gilt

h1(GS) = 1 +
∑
p∈S

δp − δ + dimFp BS .





6 Der Relationenrang h2(GT
S)

Wir behalten die Notationen der vorangehenden Kapitel bei. In diesem Kapitel
möchten wir nun den Relationenrang h2(GTS ) = dimFp H

2(GTS ,Z/pZ) bestim-
men.

6.1 Die Lokalisierungsabbildungen ϕi
S,T

Wir legen zunächst folgende Notationen fest:

Für jede Primstelle p von k fixieren wir eine über p liegende Primstelle P in
der maximalen p-Erweiterung k(p) von k . Dies entspricht der Wahl einer k-
Einbettung ip : k(p) � � // kp(p) , wobei kp(p) wieder die maximale p-Erweiterung
des lokalen Körpers kp bezeichnet. Für jede Zwischenerweiterung K|k in k(p)
schreiben wir Kp := ip(K)kp. Ist K|k endlich, so stimmt Kp mit dem Körper
KPK

überein, der Vervollständigung von K an der unter P liegenden Primstelle
PK . Wir setzen G := Gal(k(p)|k) und Gp := Gal(kp(p)|kp), ϕp : Gp // G
bezeichne den von ip induzierten Homomorphismus.

Mit TP bzw. GP bezeichnen wir die Trägheits- bzw. Zerlegungsgruppe von
P in k(p), Tp bezeichne wieder die Trägheitsuntergruppe von Gp. Ist p eine
komplexe Primstelle, so ist Gp = Tp = 1, für eine reelle Primstelle p ist im Falle
p 6= 2 ebenfalls Gp = Tp = 1 und Gp = Tp = Gal(C|R) ∼= Z/2Z, falls p = 2.

Bezeichne ϕip : H i(G) // H i(Gp) den von ϕp induzierten Homomorphismus.
Ferner setzen wir

H i
nr(Gp) := im( H i(Gp/Tp)

inf // H i(Gp) ).

(6.1.1) Proposition. Für i ≥ 0 induzieren die Homomorphismen ϕip einen
wohldefinierten Homomorphismus

ϕi : H i(G) //
∏
p

H i(Gp) ,

wobei das restringierte Produkt bezüglich der Untergruppen H i
nr(Gp) von H i(Gp)

gebildet ist und p alle Primstellen von k durchläuft.

Beweis. Nach [NSW], Chap. I, (1.2.6). ist

H i(G) = lim−→
U

H i(G/U),

wobei U die offenen normalen Untergruppen von G durchläuft. Sei nun x ∈
H i(G). Nach obiger Isomorphie können wir x als ein Element in H i(G/U)
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für eine offene normale Untergruppe U von G auffassen. Die zu U gehörige
Zwischenerweiterung L|k von kTS (p) ist endlich und folglich sind in L fast alle
Primstellen von k unverzweigt, d.h. der Homomorphismus

Gp // G // // G/U

faktorisiert über Tp für fast alle p und folglich ist ϕip(x) ∈ H i
nr(Gp) für fast alle p.

(6.1.2) Bemerkung. Für eine endliche Primstelle p ist Gp/Tp
∼= Zp und für

eine unendliche Primstelle p ist Gp/Tp = 1. In jedem Fall ist H2(Gp/Tp) = 0 und
wir haben ∏

p

H2(Gp) =
⊕

p

H2(Gp).

(6.1.3) Proposition. Der Homomorphismus ϕ2 ist injektiv.

Beweis. Für den Beweis verweisen wir auf [Ko], Chap. 11, Theorem 11.1.

(6.1.4) Proposition. Sei q eine Primstelle von k und

ϕ2
q : H2(G) //

⊕
p6=q

H2(Gp),

wobei sich das Produkt über alle von q verschiedenen Primstellen von k erstreckt.
Ist δ = 1, so ist ϕ2

q injektiv.

Beweis. Wir verweisen wieder auf [Ko], Chap. 11, Theorem 11.2.

Seien nun S und T wieder Primstellenmengen von k, die die Eigenschaft (∗)
erfüllen.

(6.1.5) Definition. Es sei für ein i ≥ 0

ϕiS,T : H i(GTS ) //
∏
p∈S

H i(Gp) .

der durch Gp // G // GTS , p ∈ S induzierte Homomorphismus, wobei das re-

stringierte Produkt wieder bezüglich der Gruppen H i
nr(Gp) gebildet ist. Wir set-

zen
X

i
S,T := kerϕiS,T .

Für i = 1 gilt die folgende

(6.1.6) Proposition. Ist S endlich, dann gilt

X
1
S,T = H1(G(S\S∞)∪T

∅ ).

Ist ferner δ = 1 und Sp ⊆ S ∪ T , dann gilt

X
1
S,T = V ∅

(S∪S∞)∪T .
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Beweis. Der Kern der kanonischen Projektion

GTS
// // G

(S\S∞)∪T
∅

ist die normale Untergruppe von GTS , die von den Zerlegungsuntergruppen der
in S liegenden Primstellen von GTS erzeugt wird. Geht man zu den maximalen
abelschen Quotienten vom Exponenten p über, so erhält man die exakte Sequenz⊕

p∈S
Gp[p] // GTS [p] // G

(S\S∞)∪T
∅ [p] // 0 .

Dualisieren liefert

0 // H1(G(S\S∞)∪T
∅ ) // H1(GTS ) //

∏
p∈S

H1(Gp)

und wir erhalten die erste Gleichung.
Für δ = 1 und Sp ⊆ S ∪T gilt nach dem Zerlegungsgesetz für Kummererwei-

terungen (7.2.1)

k
(S\S∞)∪T
∅ [p] = k

(
p
√
x|x ∈ U∅

(S∪S∞)∪T

)
und die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der Kummertheorie.

Wir betrachten nun den Fall i = 2. Hierfür haben wir den folgenden

(6.1.7) Satz. Es gibt eine natürliche Einbettung

X
2
S,T

� � // BTS .

Wir schicken dem Beweis von (6.1.7) zunächst zwei Lemmata voraus.

(6.1.8) Lemma. Es gilt

X
2
S,T = ker

(
inf : H2(GTS ) // H2(G)

)
.

Beweis. Sei p eine Primstelle von k mit p 6∈ S. Dann ist p in kTS (p) unverzweigt
und man hat das kommutative Diagramm

Gp

��

// G

��
Gp/Tp

// GTS .

Wegen H2(Gp/Tp) = 0 ist somit

H2(GTS ) // H2(G) // H2(Gp)
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die Nullabbildung für p 6∈ S und man erhält das kommutative Diagramm

H2(GTS )

ϕ2
S,T

��

inf // H2(G)

ϕ2

��⊕
p∈S

H2(Gp)
� � //

⊕
p

H2(Gp).

Nach (6.1.3) ist ϕ2 injektiv und wir erhalten die Behauptung.

Sei T TS die normale von den Trägheitsgruppen TP für p 6∈ S ∪ T und den
Zerlegungsgruppen GP für p ∈ T erzeugte Untergruppe von G. Wir bemerken,
dass T TS nicht von der Wahl der Primstellen P von k(p) über p abhängt, da TP

und TP′ bzw. GP und GP′ für eine weitere über p liegende Primstelle P′ von
k(p) jeweils zueinander konjugiert sind.

Ferner sei
K :=

∏
p6∈S∪T

Tp/T pp [Tp,Gp]×
∏
p∈T

Gp/Gpp [Gp,Gp].

(6.1.9) Lemma. Man hat einen natürlichen surjektiven Homomorphismus

χ : K // // T TS /(T TS )p[T TS , G].

Beweis. Für jede Primstelle p haben wir den Homomorphismus ϕp : Gp // G

und es gilt ϕp(Tp) = TP sowie ϕp(Gp) = GP. Sei U eine offene Untergruppe
von G. Dann ist k(p)U |k endlich und folglich verzweigen nur endliche viele
Primstellen von k in k(p)U . Damit gilt TP ⊆ U für fast alle Primstellen p.
Folglich ist für (τp)p6∈S∪T ∈

∏
p6∈S∪T Tp das Produkt

∏
p6∈S∪T

ϕpτp :=

 ∏
p6∈S∪T

ϕpτpU


U

ein wohldefiniertes Element in

G = lim←−
U

G/U,

wobei U alle offenen normalen Untergruppen von G durchläuft. Nach Definition
ist aber sogar

∏
p6∈S∪T ϕpτp ∈ T TS . Die Zuordnung

K 3 (τp)p6∈S∪T (σp)p∈T
� //

∏
p6∈S∪T

ϕpτp
∏
p∈T

ϕpσp

liefert den gewünschten Homomorphismus χ : K // T TS /(T TS )p[T TS , G] . Die

Surjektivität von χ folgt unmittelbar aus der Definition von T TS .

Wir können nun das Theorem (6.1.7) beweisen.
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Beweis von (6.1.7). Nach Konstruktion ist der Fixkörper von T TS gerade der
Körper kTS (p) und wir haben die exakte Sequenz

1 // T TS // G // GTS
// 1.

Die exakte Fünf-Term-Sequenz (2.1.1) liefert

0 // H1(GTS ) // H1(G) // H1(T TS )G
T
S // H2(GTS ) // H2(G)

und mit (6.1.8) hat man die exakte Sequenz

H1(G) // H1(T TS )G
T
S //X2

S,T
// 0,

Mit H1(G) = (G/Fr(G))∗ und H1(T TS )G
T
S = (T TS /(T TS )p[T TS , G])∗ erhalten wir

die exakte Sequenz

0 // (X2
S,T )∗ // T TS /(T TS )p[T TS , G]

ψ // G/Fr(G),

wobei ψ der durch die Inklusion T TS
� � // G induzierte Homomorphismus ist.

Nun gilt nach globaler Klassenkörpertheorie G/Fr(G) ∼= C/Cp = I/Ipk× und
die lokale Klassenkörpertheorie liefert für jede Primstelle p von k die Isomor-
phismen

Tp/T pp [Tp,Gp] ∼= Up/U
p
p und Gp/Gpp [Gp,Gp] ∼= k×p /k

×p
p .

Wir bemerken, dass diese Isomorphismen auch für die unendlichen Primstellen
gelten. Wir setzen

L :=
∏

p6∈S∪T
Up/U

p
p ×

∏
p∈T

k×p /k
×p
p

und erhalten mit (6.1.9) das Diagramm

K

o
��

χ // // T TS /(T TS )p[T TS , G]
ψ // G/Fr(G)

o
��

L
η // I/Ipk×,

das wegen der Verträglichkeit von globalen und lokalen Normrestsymbolen (vgl.
etwa [Ne1], Kap. III, (6.15)) kommutativ ist, wobei η der kanonische durch∏

p6∈S∪T
Up ×

∏
p∈T

k×p
� � // I

induzierte Homomorphismus ist. Offensichtlich ist L ∼= ITS I
p/Ip und

ker η ∼= (ITS I
p ∩ Ipk×)/Ip = ITS I

p ∩ k×Ip/Ip = ITS I
p ∩ k×/k× ∩ Ip

= ITS I
p ∩ k×/k×p = V T

S .
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Aufgrund der Surjektivität von χ erhalten wir einen surjetiven Homomorphis-
mus kerψχ // // kerψ = (X2

S,T )∗ und wegen kerψχ ∼= ker η den surjektiven Ho-
momorphismus

V T
S

// // (X2
S,T )∗.

Dualisieren liefert die Behauptung.

6.2 Berechnung des Relationenrangs von GT
S

Wir wenden uns nun dem Relationenrang von GTS zu. Wir betrachten zunächst
wieder den Fall δ = 1 und zeigen, dass wir zur Berechnung von h2(GTS ) eine
Primstelle von S weglassen können. Sei hierzu S 6= ∅ und q ∈ S eine beliebige
Primstelle.

(6.2.1) Satz. Ist δ = 1, dann gilt

X
2
S,T = kerϕ2

S,T,q,

wobei ϕ2
S,T,q den Homomorphismus

ϕ2
S,T,q : H2(GTS ) //

⊕
p∈S\{q}

H2(Gp)

bezeichnet.

Beweis. Nach (6.1.4) ist ϕ2
q : H2(G) � � //

⊕
p6=qH

2(Gp) injektiv und die Be-
hauptung folgt analog wie in (6.1.8).

(6.2.2) Definition. Wir setzen

θ = θ(S) =
{

1, falls δ = 1 und S = ∅,
0, sonst

(6.2.3) Satz. Seien S, T Primstellenmengen von k mit Eigenschaft (∗), S sei
zudem endlich.

(i) Für S = Smin gilt

h2(GTS ) ≤ θ +
∑
p∈S

δp + dimFp B
T
S − δ.

(ii) Für S ⊇ Sp ∪ S∞ gilt

h2(GTS ) ≤
∑

p∈S\SC

δp + dimFp B
T
S − δ.
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Beweis. Nach den Definitionen von X2
S,T und θ folgt zunächst mit (6.2.1) für

beliebiges S

h2(GTS ) ≤ dimFpX
2
S,T +

∑
p∈S

dimFp h
2(Gp)− δ + θ

= dimFpX
2
S,T +

∑
p∈S\SC

δp − δ + θ.

Im Falle S = Smin gilt S ∩ SC = ∅ und im Falle S ⊇ Sp ∪ S∞ ist stets
θ = 0. Nach (6.1.7) gilt ferner dimFpX

2
S,T ≤ dimFp B

T
S und wir erhalten die

Behauptung.

Wir betrachten abschließend wieder den Fall T = ∅ und erhalten für den
Relationenrang von GS das folgende

(6.2.4) Korollar. Sei S eine endlich Primstellenmenge von k.

(i) Für S = Smin gilt

h2(GS) ≤ θ +
∑
p∈S

δp + dimFp BS − δ.

(ii) Für S ⊇ Sp ∪ S∞ gilt

h2(GS) ≤
∑

p∈S\SC

δp + dimFp BS − δ.

(6.2.5) Bemerkung. Im Falle S ⊇ Sp ∪ S∞ gilt für den Relationenrang von
GS sogar Gleichheit, d.h.

h2(GS) =
∑

p∈S\SC

δp + dimFp BS − δ.

Für einen Beweis, der die tiefliegende Poitou-Tate-Dualität benutzt, verweisen
wir auf [NSW], Chap. VIII, (8.7.9).

Für die partielle Euler-Poincaré-Charakteristik von GTS erhalten wir abschlie-
ßend den folgenden

(6.2.6) Satz.

(i) Für S = Smin gilt

χ2(GTS (p)) ≤ |T |+ θ + r −
∑
p∈Sp

[kp : Qp].

(ii) Für S ⊇ Sp ∩ S∞ gilt

χ2(GTS (p)) ≤ |T | − rC,

wobei rC die Anzahl der komplexen Primstellen von k bezeichnet.

Beweis. Die beiden Ungleichungen ergeben sich unmittelbar aus (5.2.3), (5.2.5)
und (6.2.3).
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6.3 Eine Bedingung für [kT
S (p) : k] = ∞

Wir werden im Folgenden eine Bedingung an die Primstellenmengen S und T
angeben, unter welcher die Erweiterung kTS (p) unendlich ist. Hierzu führen wir
zunächst einige abkürzenden Notationen ein.

(6.3.1) Notation. Für eine endliche Primstellenmenge S setzen wir

δS =
∑
p∈S

δp − δ, nS =
∑

p∈S∩Sp

[kp : Qp],

C1(S) =
(√

1 + δS + dimFp BS − 1
)2

− 1 + nS − r und

C2(S) =
(√

δS + dimFp BS − 1
)2

.

Wir betrachten wieder zunächst den Fall T = ∅ und geben eine Bedingung
an, unter welcher die Erweiterung kS(p) unendlich ist.

(6.3.2) Proposition. Sei S eine endliche Primstellenmenge von k.

(i) Gilt S = Smin und C1(S) ≥ 0, so ist GS unendlich.

(ii) Gilt S ⊇ Sp ∪ S∞, so ist GS unendlich.

Beweis. (i) Wir setzen cS = 1+δS+dimFp BS . Angenommen, GS wäre endlich.
Dann gilt nach (2.4.6)

0 < 4h2(GS)− h1(GS)2

≤ 4(θ + δS + dimFp BS)− (1 + δS + dimFp BS + nS − r)2

≤ 4cS − (cS + nS − r)2

und folglich

C1(S) = (
√
cS − 1)2 − 1 + nS − r = cS − 2

√
cS + nS − r < 0

im Widerspruch zur Annahme.
(ii) Angenommen, GS wäre endlich. Analog zu (i) gilt dann

0 < 4h2(GS)− h1(GS)2

≤ 4(δS + dimFp BS)− (1 + δS + dimFp BS)2

und folglich

C2(S) = 1 + δS + dimFp BS − 2
√
δS + dimFp BS < 0

im Widerspruch zu C2(S) =
(√

δS + dimFp BS − 1
)2 ≥ 0.

(6.3.3) Bemerkung. Nach (6.3.2) ist die Erweiterung kS(p)|k im Falle
S ⊇ Sp∪S∞ stets unendlich. Dies lässt sich auch wie folgt sehen: Bezeichne k∞
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die zyklotomische Zp-Erweiterung von k. Diese ist außerhalb Sp unverzweigt
(vgl. [Wa], Chap. 13, Theorem 13.2) und folglich gilt

k∞ ⊆ (kS(p))ab ⊆ kS(p).

Insbesondere ist (kS(p))ab|k und damit auch kS(p)|k unendlich. Für ungerades
p gilt für die kohomologische Dimension von GS

cd GS ≤ 2.

Für den Fall p = 2 gilt

cd GS ≤ 2, falls sR = 0 und
cd GS = ∞, falls sR > 0.

Für einen Beweis verweisen wir auf [NSW], Chap. X, (10.4.9).
Für Primstellenmengen S = Smin mit Sp 6⊆ S sind entsprechende Aussagen

über die kohomologische Dimension der Gruppen GS im Allgemeinen deutlich
schwerer zu gewinnen. Gilt S∩Sp = ∅, so ist GS eine Fab-Gruppe, d.h. für alle
offenen Untergruppen U von GS ist Uab endlich. Dies folgt aus der Tatsache,
dass in jeder Zp-Erweiterung eines algebraischen Zahlkörpers mindestens eine
über p liegende Primstelle verzweigt (vgl. [Wa], Chap. 13, Lemma 13.3). Ist
k = Q oder ein imaginär quadratischer Zahlkörper, dann ist die Gruppe GS
vom Koch-Typ. Ist ΓS(p) ein strikter Kreis, so ist GS eine milde pro-p-Gruppe
und nach (2.6.6) gilt

cd GS = 2,

vlg. hierzu [La1] und [Vo]. Für den Fall k = Q und |T | = 1 werden wir im
letzten Abschnitt sehen, dass die Gruppe GTS unter bestimmten Bedingungen
ebenfalls vom Koch-Typ ist.

Wir betrachten nun die Erweiterung kTS (p) und geben eine Bedingung für die
Anzahl |T | der in T liegenden Primstellen an, unter welcher die Erweiterung
kTS (p) unendlich ist.

(6.3.4) Satz. Seien S und T zwei Primstellenmengen von k mit Eigenschaft
(∗), S sei endlich.

(i) Gilt S = Smin und |T | ≤ C1(S), so ist GTS unendlich.

(ii) Gilt S ⊇ Sp ∪ S∞ und |T | ≤ C2(S), so ist GTS unendlich.

Beweis. Die beiden Aussagen lassen sich analog wie in (6.3.2) beweisen, wir
führen hier daher nur den Fall (i), d.h. S = Smin, aus. Wir setzen dazu cTS =
1 + δS + dimFp B

T
S . Angenommen GTS wäre endlich. Dann gilt nach (2.4.6)

0 < 4h2(GS)− h1(GS)2

≤ 4(θ + δS + dimFp B
T
S )− (1 + δS + dimFp B

T
S + nS − r − |T |)2

≤ 4cS − (cS + nS − r − |T |)2
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und folglich

C1(S)− |T | =
(√

c∅S − 1
)2

− 1− nS − r − |T |

≤
(√

cTS − 1
)2

− 1− nS − r − |T |

= cTS − 2
√
cTS + nS − r − |T | < 0

im Widerspruch zur Annahme.



7 Die Kummergruppen V T
S

Wir betrachten die Kummergruppen V T
S , die durch

V T
S = (k× ∩ ITS )/k×p

definiert sind, sowie die dualen Gruppen BTS = (V T
S )∗. In diesem Abschnitt soll

die Fp-Dimension dimFp B
T
S genauer untersucht werden.

Sei zunächst T eine beliebige endliche Menge endlicher Primstellen. Nach
(5.2.2) gilt

dimFp B
T
∅ = dimFp H

1(GT∅) + δ + |T |+ r − 1,

insbesondere ist BT∅ und damit auch V T
∅ endlich und wir haben die triviale

Abschätzung
dimFp B

T
∅ ≥ |T |.

Sei nun S eine weitere Menge von Primstellen, so dass S und T die Eigenschaft
(∗) erfüllen. Man hat die natürliche Inklusion UTS ⊆ UT∅ und folglich ist auch
V T
S und damit BTS endlich. Genauer gilt die folgende

(7.0.5) Proposition. Es gilt

dimFp BS ≤ dimFp B
T
S ≤ dimFp BS + |T |.

Beweis. Die Ungleichungen ergeben sich unmittelbar aus der exakten Sequenz

1 // VS // V T
S

//
∏
p∈T

k×p /Upk
×p
p

und k×p /Upk
×p
p

∼= Z/pZ.

7.1 Primstellenmengen mit BT
S = 0

Die Gleichung BTS = 0 impliziert nach (6.1.7) die Injektivität von

ϕ2
S,T : H2(GTS ) //

⊕
p∈S

H2(Gp)

und wir werden später sehen, dass wir in diesem Fall die Relationen einer mi-
nimalen Darstellung von GTS aus den lokalen Relationen der Gruppen Gp, p ∈ S
gewinnen können. Offensichtlich kann BTS = 0 nur gelten, wenn BS = 0 ist.
Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Bedingungen an die
Primstellenmengen S und T die Gleichung BS = 0 auch das Verschwinden von
B
T
S impliziert. Es gilt der folgende
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(7.1.1) Satz. Seien S und T = {p1, . . . , pl} Primstellenmengen, die die Ei-
genschaft (∗) erfüllen, S sei endlich. Dann gilt BTS = 0 genau dann, wenn die
folgenden Aussagen erfüllt sind:

(i) BS = 0.

(ii) Für 1 ≤ i ≤ l ist die Primstelle pi in k
{p1,...,pi−1}
S [p], der maximalen abel-

schen Erweiterung vom Exponenten p in k
{p1,...,pi−1}
S , nicht voll zerlegt.

(Hierbei sei k{p1,...,pi−1}
S [p] = kS [p] für i = 1.)

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Bedingungen (i) und (ii) das Verschwin-
den von BTS implizieren. Wir führen hierzu eine Induktion über die Anzahl
l der in T enthaltenen Primstellen. Ist l = 1, T = {p1}. Nach Vorausset-
zung ist p1 in der Erweiterung kS [p] nicht voll zerlegt, d.h. es gilt k{p1}

S [p] (
kS [p]. Folglich ist G

{p1}
S /Fr(G{p1}

S ) ein echter Faktor von GS/Fr(GS). Nun
ist GS/Fr(GS) eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten p, also gilt
h1
(
G
{p1}
S /Fr(G{p1}

S )
)
≤ h1 (GS/Fr(GS))− 1 und damit

h1
(
G
{p1}
S

)
≤ h1 (GS)− 1.

Nach (5.2.3) folgt

dimFp B
T
S − |T | = dimFp B

{p1}
S − 1 ≤ dimFp BS − 1

und es ist wegen BS = 0 auch B{p1}
S = 0. Nehmen wir nun an, die Behauptung

gelte für Primstellenmengen T mit |T | = l − 1. Da die Primstelle pl in der
Erweiterung k{p1,...,pl−1}

S [p] nicht voll zerlegt ist, folgt wieder h1
(
G
{p1,...,pl}
S

)
≤

h1
(
G
{p1,...,pl−1}
S

)
− 1 und damit nach (5.2.3)

dimFp B
{p1,...,pl}
S − l ≤ dimFp B

{p1,...,pl−1}
S − (l − 1)− 1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist dimFp B
{p1,...,pl−1}
S = 0 und wir erhalten

dimFp B
{p1,...,pl}
S = 0.

Bleibt zu zeigen, dass die obigen Bedingungen auch notwendig für das Ver-
schwinden von BTS sind. Gilt BTS = 0, so ist trivialerweise auch BS = 0. Nehmen
wir nun an, die Primstelle p1 wäre in der Erweiterung kS [p] bereits voll zerlegt.
Dann wäre k{p1}

S [p] = kS [p] und damit h1
(
G
{p1}
S

)
= h1(GS). (5.2.6) impliziert

dann
dimFp B

{p1}
S − 1 = dimFp BS .

Folglich wäre dimFp B
T
S ≥ dimFp B

{p1}
S = 1 im Widerspruch zu BTS = 0. Völlig

analog sieht man, dass BTS = 0 auch die Bedingung (ii) für i > 1 impliziert.

(7.1.2) Bemerkung. Sei k = Q und p eine ungerade Primzahl. Wegen Q∅ = Q
folgt aus (5.2.2) auch B∅ = 0 und folglich gilt BS = 0 für jede Primstellenmenge
S von Q. Für p = 2 ist V∅ = {−1,+1} · Q×2/Q×2 ∼= Z/2Z. Ist nun S eine
Primstellenmenge von Q, die entweder die unendliche Stelle oder eine Primstelle
kongruent 3 modulo 4 enthält, so ist −1 ·Q×2 6∈ VS und folglich BS = (VS)∗ = 0.
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(7.1.3) Beispiel. Sei k = Q und p = 2. Die Primstellenmengen S und T seien
gegeben durch

S = {∞, 3, 5} und T = {7},

wobei ∞ die unendliche Primstelle von Q bezeichnet. Nach (7.1.2) gilt dann
BS = 0. Wir betrachten den Körper L := Q(ζ3,

√
5), wobei ζ3 eine primitive

3-te Einheitswurzel bezeichnet. Nach den Zerlegungsgesetzen verzweigen in L
genau die in S liegenden Primstellen, ferner gilt Gal(L|Q) ∼= Z/2Z×Z/2Z und
folglich

L ⊆ QS [2].

Nun ist 7 in Q(
√

5) träge, d.h. insbesondere in L und damit auch in QS [2] nicht
voll zerlegt. Nach (7.1.1) gilt BTS = 0 und nach (5.2.3) haben wir

h1(GTS ) = 1.

Insbesondere ist GTS also abelsch. Wegen 2 6∈ S ist aber GTS = (GTS )ab nach
Bemerkung (6.3.3) endlich und folglich gilt auch

h2(GTS ) = 1.

Ferner erhalten wir

Q{7}{∞,3,5}[2] = Q{7}{∞,3}[2] = Q(ζ3).

(7.1.4) Beispiel. Sei k = Q und p = 3. Die Primstellenmengen S und T seien
gegeben durch

S = {3, q1, . . . , qk} und T = {5},

wobei q1, . . . , qk paarweise verschiedene Primzahlen kongruent 1 modulo 3 be-
zeichnen. Nach (7.1.2) ist wieder BS = 0. Sei ζ9 eine primitive 9-te Einheits-
wurzel und L der Zwischenkörper von Q(ζ9) vom Grad 3 über Q. Offensichtlich
ist dann

L ⊆ QS [3].

Wegen ord9 5 = ϕ(9) = 6 ist 5 in Q(ζ9) träge, also insbesondere in L und damit
auch in Q[3] nicht voll zerlegt. Mit (7.1.1) erhalten wir wieder BTS = 0 und
somit ist nach (5.2.3) und (6.2.3)

h1(GTS ) = k und h2(GTS ) ≤ k.

Wäre nun (GTS )ab unendlich, so würde QT
S (3) die zyklotomische Z3-Erweiterung

von Q und damit insbesondere die Erweiterung L enthalten, was allerdings der
Unzerlegtheit von 5 in L widerspricht. (GTS )ab ist also endlich und folglich ist
h2(GTS ) ≥ h1(GTS ), woraus wir

h1(GTS ) = h2(GTS ) = k

erhalten. Nach (2.4.6) ist damit Q{5}{3,q1,...,qk}(3)|Q für k ≥ 4 unendlich.
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7.2 Der Fall δ = 1 - Anwendung der Kummertheorie

Sei im Folgenden δ = 1, d.h. k enthalte die p-ten Einheitswurzeln. Wir betrach-
ten die Kummererweiterung

k(S, T ) := k( p
√
x|x ∈ UTS ).

Wir formulieren zunächst das Zerlegungsgesetz für Kummererweiterungen.

(7.2.1) Proposition.

(i) Eine endliche Primstelle p 6∈ Sp ist unverzweigt in k( p
√
x) genau dann,

wenn x ∈ Upk
×p
p und voll zerlegt in k( p

√
x) genau dann, wenn x ∈ k×pp .

(ii) Eine endliche Primstelle p ∈ Sp ist voll zerlegt in k( p
√
x) genau dann,

wenn x ∈ k×pp .

(iii) Eine unendliche Primstelle p ∈ S∞ ist unverzweigt in k( p
√
x) genau dann,

wenn x ∈ k×pp .

Beweis. Wir verweisen auf [Ne1], Kap. III, (4.4).

Wir erhalten den folgenden

(7.2.2) Satz. Sei S endlich und es gelte S∞ ⊆ S, Sp ⊆ S ∪ T . Dann ist
k(S, T )|k die maximale abelsche Erweiterung vom Exponenten p, die außerhalb
T unverzweigt und über S voll zerlegt ist, d.h. es gilt

k(S, T ) = kST [p] = k
S\S∞
T [p]

(7.2.3) Korollar. Mit den Voraussetzungen von (7.2.2) gilt

V T
S
∼= H1(GS\S∞T ).

Ist sogar Sp ⊆ S, so gilt

dimFp B
T
S + |S| = dimFp B

S\S∞
T + |T0|,

wobei T0 := {p ∈ T |N(p) ≡ 1 mod p}

Beweis. Der obige Isomorphismus folgt sofort aus der Kummertheorie und
(7.2.2). Ist Sp ⊆ S, dann ist Sp ∩ T = ∅ und wir erhalten mit (5.2.3) die
Gleichung

dimFp B
T
S = dimFp V

T
S = h1(GS\S∞T )

= −δ − r − |S \ S∞|+ 1 +
∑
p∈T

δp + dimFp B
S\S∞
T

= −|S|+ |T0|+ dimFp B
S\S∞
T .
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(7.2.4) Bemerkung. Gilt δ = 0, so lassen sich für eine endliche Menge S mit
S∞ ⊆ S, Sp ⊆ S ∪ T analoge Resultate gewinnen, indem man zum Körper
K := k(µp) übergeht. Bezeichnen nämlich S′ bzw. T ′ die Mengen der über S
bzw. T liegenden Primstellen und S′∞ die Menge der unendlichen Primstellen
von K, dann hat man die Isomorphie

V T
S
∼= H1

(
Gal(K ′S

′\S′∞
T (p)|k)

)
.

Für den Beweis verweisen wir auf [Ne2], §7, (7.3).





8 Erzeuger und Relationen von GT
S

In diesem Abschnitt soll für die Gruppe GTS ein Erzeugendensystem angegeben
werden. Ferner sollen im Fall BTS = 0 für eine minimale Darstellung von GTS die
Relationen aus den Relationen der lokalen Gruppen Gp gewonnen werden. Seien
im Folgenden wieder S und T Primstellenmengen mit Eigenschaft (∗), d.h. T
ist eine endliche Menge endlicher Primstellen und S ∩ T = ∅.

8.1 Ein kanonisches Erzeugendensystem von GT
S

Nach (5.1.3) haben wir die exakte Sequenz∏
p∈S

Up/U
p
p

ϕ2 // I/ITS I
pk×

ϕ3 // I/IT∅I
pk× // 1 .

Für eine Primstelle p von k setzen wir dp = dimFp Up/U
p
p , d.h. dp = δp für p 6∈ Sp

(und wegen S = Smin ist dp = δp = 1 für p ∈ S \ Sp) und dp = [kp : Qp] + δp
für p ∈ Sp. Ferner seien u1p, . . . , udpp ∈ U die Urbilder einer Basis von Up/U

p
p .

Weiter setzen wir d := dimFp I/I
T
∅I

pk× und es seien i1, . . . , id ∈ I die Urbilder
einer Basis von I/IT∅I

pk×.

Für jedes p fixieren wir eine feste über p liegende Primstelle P in kTS (p). Wir
definieren nun die Elemente g1, . . . , gd und h1p, . . . , hdpp ∈ GTS wie folgt:

(i) Für 1 ≤ j ≤ d sei gj ein Lift von (ij , (kTS )ab|k) ∈ (GTS )ab.

(ii) Für p ∈ S und 1 ≤ j ≤ dp sei hjp Element der Trägheitsgruppe TP von P

in kTS (p), dessen Einschränkung auf (kTS )ab durch (ujp, (kTS )ab|k) ∈ (GTS )ab

gegeben ist. Hierbei bezeichnen wir mit ujp das Idel, das an der Stelle
p die Komponente ujp und an allen anderen Stellen die Komponente 1
besitzt.

(8.1.1) Satz. Die Menge

M := {g1, . . . , gd} ∪ {h1p, . . . , hdpp|p ∈ S}

bildet ein Erzeugendensystem von GTS .

Beweis. Sei U eine offene normale Untergruppe von GTS . Die zu U gehörige
Zwischenerweiterung L|k von kTS (p) ist endlich. Folglich sind in ihr fast alle
Primstellen unverzweigt und damit TP ⊆ U für fast alle p. Nach Definition
gilt dann aber {h1p, . . . , hdpp} ⊆ U für fast alle p ∈ S und folglich ist M
eine konvergente Teilmenge von GTS . Nach dem Burnsideschen Basissatz (2.4.3)
genügt es nun zu zeigen, dassM mod Fr(GTS ) die Gruppe GTS/Fr(GTS ) erzeugt.
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Wir haben bereits gezeigt, dass das globale Normrestsymbol ( , (kTS )ab|k) den
algebraischen wie topologischen Isomorphismus

I/ITS I
pk×

∼ // GTS/Fr(GTS )

induziert. Folglich genügt es zu zeigen, dass die Idele i1, . . . , id und u1p, . . . , udpp,
p ∈ S ein Erzeugendensystem von I mod ITS I

pk× bilden. Das folgt aber sofort
aus den Definitionen und obiger exakter Sequenz.

(8.1.2) Bemerkung. Ist S endlich, so gilt offensichtlich

|M| = dimFp H
1(GT∅) +

∑
p∈S∩Sp

[kp : Qp] +
∑
p∈S

δp

=
∑

p∈S∩Sp

[kp : Qp]− δ − r − |T |+ 1 +
∑
p∈S

δp + dimFp B
T
∅.

|M| ist also im Allgemeinen kein minimales Erzeugendensystem, es können
genau dimFp B

T
∅ − dimFp B

T
S Erzeuger weggelassen werden. Wir werden im fol-

genden Abschnitt unter der Annahme BTS = 0 ein Kriterium dafür angeben,
welche Elemente von M weggelassen werden können.

8.2 Bestimmung eines minimalen Erzeugendensystems

Im Folgenden gelte BTS = 0. Nach (5.1.3) haben wir die exakte Sequenz

1 // V T
∅

ϕ1 //
∏
p∈S

Up/U
p
p

ϕ2 // I/ITS I
pk×

ϕ3 // I/IT∅I
pk× // 1 .

Um ein minimales Erzeugendensystem für I/ITS I
pk× und damit für GTS zu fin-

den, müssen wir ein minimale Teilmenge U ⊆ {u1p, . . . , unpp, p ∈ S} finden, so
dass U mod ITS I

p
∅ und imϕ1 die Gruppe IT∅/I

T
S I

p
∅
∼=
∏

p∈S Up/U
p
p erzeugen.

Hierzu bestimmen wir zunächst eine Basis von imϕ1. Bezeichne hierzu für
1 ≤ ν ≤ d eν die kleinste natürliche Zahl, so dass ieν

ν ∈ IT∅k
× und αν ∈ k×

ein Element mit ieν
ν (αν) ∈ IT∅ ist. Hierbei bezeichne (x) ∈ I für ein x ∈ k×

wieder das zugehörige Hauptidel. Weiter seien ε1, . . . , ε|T |+r−1 Erzeuger des
freien Anteils der T -Einheitengruppe kT∅ (vgl. (5.2.1)) und für δ = 1 bezeichne
ε|T |+r = ζ einen Erzeuger der Gruppe der in k enthaltenen Einheitswurzeln.

(8.2.1) Lemma. Das Bild der Menge

C := {(εµ), 1 ≤ µ ≤ |T |+ r − 1 + δ} ∪ {ieν
ν (αν), 1 ≤ ν ≤ d}

unter der kanonischen Projektion I // // I/ITS I
T
∅ bildet eine Basis von imϕ1.

Beweis. Es gilt imϕ1 = ker(ϕ2) = (IT∅ ∩ Ipk×)ITS I
p
∅/I

T
S I

p
∅. Nach Definition

sind die iν Fp-linear unabhängig modulo IT∅I
pk× und folglich gilt p | eν , also

ieν
ν (αν) ∈ IT∅ ∩ Ipk×. Nach Definition ist ferner εν ∈ IT∅ ∩ k× und wir erhalten

C ⊆ IT∅ ∩ Ipk×.
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Aus der linearen Unabhängigkeit der εµ und der iν folgt unmittelbar die lineare
Unabhängigkeit von C und es gilt

|C| = d+ |T |+ r − 1 + δ = dimFp I/I
T
∅I

pk× + |T |+ r − 1 + δ

= dimFp V
T

∅ = dimFp imϕ1.

Fassen wir nun die (εµ) und ieν
ν (αν) als Elemente in

∏
p∈S Up/U

p
p auf, so

erhalten wir das Gleichungssystem

(εµ) =
∏
p∈S

βpµu
a1pµ

1p · · ·uadppµ

dpp , µ = 1, . . . , |T |+ r − 1 + δ

ieν
ν (αν) =

∏
p∈S

γpνu
b1pν

1p · · ·ubdppν

dpp , ν = 1, . . . , d

mit ajpµ, bjpν ∈ Z/pZ und βp,µ, γpν ∈ Upp . Für jede dieser Gleichungen können
wir ein Element aus {u1p, . . . , unpp, p ∈ S} streichen, so dass die übrigen Ele-
mente mod ITS I

p
∅ zusammen mit imϕ1 die Gruppe IT∅/I

T
S I

p
∅ erzeugen und wir

erhalten eine Teilmenge U ⊆ {u1p, . . . , udpp, p ∈ S}, so dass {i1, . . . , id} ∪ U ein
minimales Erzeugendensystem von I/ITS I

pk× bildet. Der Burnsidesche Basis-
satz (2.4.3) liefert wieder den folgenden

(8.2.2) Satz. Die Menge

M0 := {g1, . . . , gd} ∪ {hjp|p ∈ S, ujp ∈ U} ⊆M

ist ein minimales Erzeugendensystem von GTS .

8.3 Relationen von GT
S

Wir behalten die Annahme BTS = 0 bei. Sei F die freie pro-p-Gruppe, die von
{κ1, . . . , κd} ∪ {λjp|p ∈ S, ujp ∈ U} erzeugt wird und

1 // R // F
ρ // GTS

// 1

eine minimale Darstellung mit

ρκj = gj , j = 1, . . . , d und ρλjp = hjp, j = 1, . . . , dp, ujp ∈ U .

Für ujp 6∈ U bezeichne λjp ein Urbild von hjp unter ρ. Für p ∈ S sei

1 // Rp // Fp // Gp // 1

eine minimale Darstellung von Gp. Hierbei wählen wir ein Erzeugendensystem
σ, τ1, . . . , τdp ∈ Gp, das via ϕp auf σp, h1p, . . . , hdpp abgebildet wird, wobei
σp ∈ GTS wie folgt gegeben ist:

(i) σp ist ein Lift des Frobenius-Automorphismus von P der maximalen Tei-
lerweiterung von kTS (p), in der P unverzweigt ist.
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(ii) σp ist ein Lift von (πp, (kTS )ab|k) ∈ (GTS )ab, wobei πp ein Primelement von
kp bezeichnet.

Für p ∈ S sei sp ∈ F ein Urbild von σp unter ρ, das wie folgt gewählt ist: Nach
Definition der Elemente i1, . . . , id und u1p, . . . , udpp gibt es nach dem Nakayama-
Lemma für jede Primstelle p ein cp ∈ Z mit (cp, p) = 1 und cpν , cjqp ∈ Zp, so
dass das Idel πcpp eine Darstellung

π
cp
p =

(
d∏

ν=1

i
cpν
ν

)
(vq)q (xp)

mit xp ∈ k×, vq ∈ k×q für q ∈ T und

vq = uqu
c1qp

1q . . . u
cdqqp

dqq für q 6∈ T

besitzt, wobei uq ∈ Uq für q ∈ Sp eine Einheitswurzel mit zu p teilerfremder
Ordnung, für q 6∈ Sp das Produkt einer solchen und einer Einseinheit mit zu
p teilerfremder Ordnung und für q ∈ S∞ ein Element in (k×q )p ist. Die Klas-
senkörpertheorie liefert die Gleichung

σp =

 d∏
µ=1

g
fpµ
µ

∏
q∈S

h
f1qp

1q · · ·hfdqqp

dqq

σ′p

mit σ′p ∈ [GTS , G
T
S ], wobei wir fpµ := cpµc

−1
p und fjqp := cjqpc

−1
p setzen. Damit

können wir nun sp so wählen, dass die Gleichung

sp =

 d∏
µ=1

κ
fpµ
µ

∏
q∈S

λ
f1qp

1q · · ·λfdqqp

dqq

 s′p

mit s′p ∈ [F, F ] erfüllt ist.

Die Familie der Homomorphismen

Gp // G // GTS , p ∈ S

ist zulässig bezüglich den Trägheitsuntergruppen Tp von Gp und nach (2.5.2)
haben wir für p ∈ S ein exaktes kommutatives Diagramm

1 // Rp //

χp

��

Fp //

χp

��

Gp //

��

1

1 // R // F // GTS
// 1

.

Mit rp bezeichnen wir die Bilder der lokalen Relationen, also der Erzeuger von
Rp als normale Untergruppe von Fp, unter χp. Es gilt die folgende
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(8.3.1) Proposition.

(i) Für p ∈ S \ Sp mit δp = 1 gilt

rp := λ
N(p)−1
1p [λ1p, sp].

(ii) Für p ∈ S ∩ Sp mit δp = 1 gilt

λq−1
0p λq̂1p[λ0p, sp][λ1p, λ2p] · · · [λdp,p, λ(dp−1),p]r

′
p

mit λ0p = λdpp und r′p ∈ F(3,q) ∩ [F, F ] für q 6= 2. q bezeichnet hier die
maximale p-Potenz, so dass kp die q-ten Einheitswurzeln enthält und q̂ die
maximale p-Potenz, so dass die maximale unverzweigte p-Erweiterung von
kp die q̂-ten Einheitswurzeln enthält.

(iii) Für p ∈ SR und p = 2 gilt
rp = λ2

1p.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Wahl der Erzeuger σ, τ1, . . . , τdp ∈ Gp

und (3.1.2) sowie (3.2.5).

Wir erhalten abschließend den folgenden

(8.3.2) Satz. Gilt BTS = 0, so wird in der obigen minimalen Darstellung R
erzeugt von

{rp|p ∈ S \ SC, δp = 1}.

Ist δ = 1, θ = 0 so kann jede beliebige dieser Relationen weggelassen werden.

Beweis. Wegen BTS = 0 ist der Homomorphismus

ϕ2
S,T : H2(GTS ) � � //

∏
p∈S

H2(Gp)

und im Falle δ = 1, θ = 0 auch der Homomorphismus

ϕ2
S,T,q : H2(GTS ) � � //

∏
p∈S\{q}

H2(Gp)

injektiv, wobei q eine beliebige Primstelle in S bezeichnet. Die Behauptung folgt
nun aus (2.5.2).

8.4 Beispiele

(8.4.1) Beispiel. Sei k = Q, p = 2, S = {∞, 3, 5} und T = {7}. Im Beispiel
(7.1.3) haben wir gesehen, dass dann BTS = 0 und

h1(GTS ) = h2(GTS ) = 1

gilt. Folglich ist
GTS

∼= Z/2rZ
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für ein r ≥ 1. Ferner gilt d = dimF2 I/I
T
∅I

2k× = 0 und für die Dimensionen
dl = dimF2 Ul/U

2
l gilt

d3 = d5 = d∞ = 1.

Als Erzeuger ul von Ul modU2
l wählen wir

u3 = −1, u5 = 3, u∞ = −1.

Nach (8.1.1) bildet die Menge {h3, h5, h∞} ein Erzeugendensystem von GTS ,
wobei hl ein Element der Trägheitsgruppe einer über l liegenden Primstelle in
QT
S (2) bezeichnet, dessen Einschränkung auf (QT

S (2))ab durch (ul, (QT
S (2))ab|Q)

gegeben ist. Als Erzeuger von QT
∅ wählen wir

ε1 = 7, ε2 = ζ = −1.

Die Koeffizienten des Gleichungssystems

(εµ) =
∏
l∈S

βl,µu
al,µ

l , µ = 1, 2

sind gegeben durch

β3,1 = β∞,1 = 7, β5,1 =
7
3
, a3,1 = a∞,1 = 0, a5,1 = 1 und

β3,2 = β∞,2 = 1, β5,2 = −1, a3,2 = a∞,2 = 1, a5,2 = 0.

Die Erzeuger u5 und u∞ können weggelassen werden und nach (8.2.2) ist damit
h3 ein Erzeuger von GTS . Nach (8.3.2) genügt h3 aber der Relation h2

3 = 1 und
wir erhalten

GTS
∼= Z/2Z

und damit
Q{7}{∞,3,5}(2) = Q{7}{∞,3,5}[2] = Q(ζ3).

(8.4.2) Beispiel. Sei k = Q, p = 3, S = {3, 7, 13} und T = {5}. Nach (7.1.4)
ist dann BTS = 0 und es gilt

h1(GTS ) = h2(GTS ) = 2.

Wir haben wieder d = dimF3 I/I
T
∅I

3k× = 0 und

d3 = d7 = d13 = 1.

Die Erzeuger ul von Ul modU3
l wählen wir als

u3 = 4, u7 = 3 und u13 = 2.

Mit ε = 5 als Erzeuger von QT
∅ erhalten wir die Gleichung

(ε) =
∏
l∈S

βlu
al
l ,
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wobei die Koeffizienten durch

β3 =
5
4
, a3 = 1, β7 =

5
9
, a7 = 2, β13 = 5 und a13 = 0

gegeben sind. Wir können also einen der beiden Erzeuger u3 und u7 weglassen.
Die Gruppe GTS wird also beispielsweise von den Elementen h7 und h13 erzeugt.
Die Exponenten fq,l der Gleichung

σl ≡
∏
l∈S

h
fq,l
q mod [GTS , G

T
S ]

sind für q, l ∈ S, l 6= 3 gegeben durch

f3,7 = (− log3(7))(log3(4))−1 ∈ Z3, f3,13 = (− log3(13))(log3(4))−1 ∈ Z3

f7,13 = 3, f13,7 = 1, f7,7 = f13,13 = 0,

wobei log3 : U1
3

// Z3 den 3-adischen Logarithmus bezeichnet (vgl. hierzu [Ko],

Chap. 11, example 11.11). Nach (8.3.2) werden die Relationen von GTS erzeugt
von

r7 = λ6
7[λ7, s7] = λ6

7[λ7, λ3]f3,7 [λ7, λ13]f13,7r′7

r13 = λ12
13[λ13, s13] = λ12

13[λ13, λ3]f3,13 [λ13, λ7]f7,13r′13,

wobei mit den Notationen aus dem vorangehenden Abschnitt r′7, r
′
13 ∈ F3 gilt

und wir λl = λ1,l setzen.

8.5 Der Fall k = Q, |T | = 1 - GT
S vom Koch-Typ

Sei p eine ungerade Primzahl. Wir werden uns nun wie im Beispiel (8.4.2)
dem Fall k = Q zuwenden und Primstellenmengen T betrachten, die nur ei-
ne Primstelle enthalten. Mit Lp bezeichnen wir die in der zyklotomischen Zp-
Erweiterung von Q enthaltene Erweiterung vom Grad p über Q.

(8.5.1) Satz. Sei S := {p, q1, . . . , qk} mit paarweise verschiedenen Primzahlen
qi ≡ 1 mod p, i = 1, . . . , k. Ferner sei T = {q}, wobei q 6∈ S eine Primzahl
bezeichnet, die in der Erweiterung Lp|Q nicht voll zerlegt ist. Dann gilt:

(i) BTS = 0.

(ii) (GTS )ab ist endlich.

(iii) GTS ist eine Schur-Gruppe mit

h1(GTS ) = h2(GTS ) = k.

Ist k ≥ 4, so ist GTS unendlich.

(iv) GTS ist vom Koch-Typ.
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Beweis. Nach (7.1.2) ist BS = 0. Nun ist die Erweiterung Lp abelsch vom Grad
p über Q und außerhalb p unverzweigt, also haben wir

Lp ⊆ k{p}[p] ⊆ kS [p].

Nach Voraussetzung ist die Primzahl q in Lp und damit insbesondere in kS [p]
nicht voll zerlegt. Mit (7.1.1) erhalten wir (i).

Nehmen wir nun an, (GTS )ab sei unendlich. Dann würde (QT
S )ab die zyklotomi-

sche Zp-Erweiterung von Q enthalten. Insbesondere müsste also die Primzahl q
in der zyklotomischen Zp-Erweiterung voll zerlegt sein, was jedoch der Voraus-
setzung widerspricht und wir erhalten (ii).

Nach (5.2.3) und (6.2.3) erhalten wir für den Erzeuger- und Relationenrang
von GTS

h1(GTS ) = k und h2(GTS ) ≤ k.

Wegen (ii) muss aber h2(GTS ) ≥ h1(GTS ) gelten folglich ist h2(GTS ) = k. Ist
k ≥ 4, so folgt die Unendlichkeit von GTS und damit (iii) aus (2.4.6).

Wir möchten nun ein minimales Erzeugendensystem von GTS bestimmen. Wir
betrachten zunächst den kanonischen Homomorphismus

ϕ :
k∗
i=1
TPi

// GTS ,

wobei wir für 1 ≤ i ≤ k mit Pi ein über qi liegendes Primideal in k(p) und mit
TPi ⊆ Gal(Q(p)|Q) die zugehörige Trägheitsgruppe bezeichnen. Der Kokern von
ϕ ist gerade die Galoisgruppe GT{p}. Nun ist aber nach (5.2.6) und (6.2.4) die
Gruppe G{p} frei vom Rang 1, also G{p} ∼= Zp und damit ist Q{p}(p) gerade die
zyklotomische Zp-Erweiterung von Q. Nach Voraussetzung ist die Primzahl q
jedoch bereits in der Erweiterung Lp nicht voll zerlegt und wir erhalten GT{p} =
0. ϕ ist also surjektiv. Bezeichne τi nun für 1 ≤ i ≤ k einen Erzeuger der
Trägheitsgruppe der unter Pi liegenden Primstelle in QT

S (p) (vgl. (3.1.2)), so
bildet die Menge {τ1, . . . , τi} ein Erzeugendensystem von GTS , welches nach (iii)
minimal ist. (i) liefert nach (6.1.7) den injektiven Homomorphismus

H2(GTS ) � � //
∏
l∈S

H2(Gl) =
k∏
i=1

H2(Gqi) .

Sei F die freie pro-p-Gruppe mit den Erzeugern x1, . . . , xd und

1 // R // F
ρ // // GTS

// 1

eine minimale Darstellung von GTS mit ρ(xi) = τi, i = 1, . . . , k. Nach (2.5.2)
wird R als normale Untergruppe durch die Relationen

wi = xqi−1
i [xi, yi], i = 1, . . . , k

erzeugt, wobei yi einen Lift des zu qi gehörigen Frobenius-Automorphismus
σi, i = 1, . . . , k bezeichnet. Für jedes i = 1, . . . , k haben wir die Gleichung

yi =
∏
j

x
lij
j y
′
i
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mit lij ∈ Z/pZ und y′i ∈ F2 und somit

wi ≡ xqi−1
i [xi,

∏
j

x
lij
j ] ≡ xqi−1

i

∏
j 6=i

[xi, xj ]lij mod F3.

Damit ist GTS vom Koch-Typ und wir erhalten (iv).

(8.5.2) Korollar. Seien wieder S = {p, q1, . . . , qk} und T = {q} Primstel-
lenmengen von Q, die die Voraussetzungen von (8.5.1) erfüllen. Ist zusätzlich
Γ{q1,...,qk}(p) ein strikter Kreis, so gilt

cd GTS = 2.

Beweis. Nach (8.5.1) ist GTS vom Koch-Typ und die Behauptung folgt unmit-
telbar aus (2.6.6).

Wir wollen abschließend noch ein Beispiel für p = 3 angeben. Für die Berech-
nung der Koeffizienten lij verweisen wir auf [Sa].

(8.5.3) Beispiel. Sei p = 3 und die Primstellenmengen S und T seien gegeben
durch

S = {3, 7, 13, 79, 97} und T = {5}.

5 ist eine Primitivwurzel modulo 9, d.h. in Q(ζ9) träge und damit insbesondere
in L3 nicht voll zerlegt. Die Koeffizienten lij sind gegeben durch

l79,7 = l7,13 = l97,13 = l7,79 = 1,
l13,79 = l7,97 = l13,97 = 2

und lij = 0 für alle anderen Paare i, j. Das zugehörige Verbindungsdiagramm
hat die Gestalt

97
1

++ 13
2

kk

2

��
7

1
++

2

OO

1

>>}}}}}}}}}}}}}}}
79

1

jj

und enthält den nicht-singulären Kreis {97, 13, 79, 7}. Die Voraussetzungen von
(8.5.2) sind also erfüllt.

(8.5.4) Bemerkung. Analoge Aussagen lassen sich für beliebige Zahlkörper k,
für die die Leopoldt-Vermutung für die Primzahl p gilt, und Primstellenmengen
T , deren Mächtigkeit gerade der Anzahl der unabhängigen Zp-Erweiterung von
k entspricht, beweisen. Wir verweisen hierzu auf [Wi].
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