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Kapitel I. Lineare Gleichungen und Matrizen

In dieser Vorlesung wird das Zihlen, also der Umgang mit den natiirlichen
Zahlen 1,2,3... als bekannt vorausgesetzt. Dariiber hinaus setzen wir voraus,
dass der Leser mit dem Begriff der reellen Zahl vertraut ist und die gew&hn-
lichen Regeln der Addition und Multiplikation beherrscht. Spéter werden an-
dere Zahlbereiche wie komplexe Zahlen hinzukommen. Bei dieser Gelegen-
heit wird der Zahlbegriff noch einmal neu beleuchtet und streng axiomatisch
fundiert.

Wir werden — in nach und nach zunehmender Weise — von mengentheoreti-
schen Sprechweisen Gebrauch machen. Es wird empfohlen, diese sich ebenfalls
so nach und nach anzueignen. Hier sollen die Anhénge ein Hilfe sein.

1. Einfachste lineare Gleichungen

Die einfachste lineare Gleichung ist
ax =b.

Dabei sind a,b zwei gegebene Zahlen. Unter ,,Zahlen“ werden hier ,reelle
Zahlen* im iiblichen Sinne verstanden. Die Gleichung zu 16sen, heifit alle Zahlen
x aufzufinden, fiir welche diese Gleichung richtig ist. Man unterscheidet zwei
Falle, je nachdem ob a von 0 verschieden ist oder nicht.

Fall I, a # 0: In diesem Fall ist x = b/a einzige Losung der Gleichung.

Fall II, @ = 0: Man hat zwei Unterfille zu betrachten, je nachdem b von 0
verschieden ist oder nicht:

Unterfall 11,1), b = 0: In diesem Fall 16st jede Zahl x die Gleichung, es gilt ja
immer 0 -x = 0.
Unterfall I1,2), b # 0: In diesem Fall gibt es keine Losung der Gleichung.

Wir wollen uns frith an mengentheoretische Sprechweisen gewohnen, also die
Gesamtheit aller Losungen betrachten. Diese bilden die sogenannte Losungs-
menge. Zunichst benutzen wir die Standardbezeichnung

R = Menge aller reellen Zahlen.
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Man kann die Lésungsmenge in der Form
M:{:EE]R; am:b}
hinschreiben. Man lese dies als:
M st die Menge aller reellen Zahlen x mit der Figenschaft ax = b.

Die obige Diskussion kann man so zusammenfassen:

Die Losungsmenge M besteht im Falle a # 0 aus genau einem Element, man

schreibt
M ={b/a}.
Im Falle a = 0 und b = 0 ist die Losungsmenge ganz R, also
M = R.

Im Falle a = 0, b # 0 gibt es keine Losung, man sagt, die Losungsmenge sei
leer und schreibt hierfiir

M = 0.

Die durchgestrichene Null wird in der Mathematik immer als Symbol fiir die
leere Menge verwendet.

2. Lineare Gleichungssysteme

Es geht um Gleichungssysteme

a11r1 + apprs 4+ -+ apx, = b
a1y + asers + -+ +  agpnxy, = b
Am1T1 + ama2T2 + -+ ApmpTn, = bm

Es handelt sich also um m Gleichungen mit n Unbestimmten. Um Schreibarbeit
zu sparen, gibt man haufig lediglich die Matrix der Koeffizienten an:

aii ai2 -+ Q1p b1

az1 Q2 - Qgp b
G =

am1 am?2 tre Amn bm

Manchmal braucht man die letzte Spalte von G gar nicht und betrachtet dann
nur die engere Matrix

ail a2 -+ QAin

a1 Q22 -+ A2n

A=

Um1 Am2 °° Omn
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Unter einer Matrix versteht man einfach ein rechteckiges Schema von Zahlen.
Spezielle Matrizen sind

Zeilen: (x1,T2,...,Ty)

und
Y1
Spalten: :
Ym
Eine Matrix kann man sich als iibereinandergestapelte Zeilen gleicher Lange
oder auch als nebeneinandergestellte Spalten gleicher Linge vorstellen. Wenn

m die Zahl der Zeilen und n die Zahl der Spalten ist, so spricht man von einer
m x n-Matrix. Die folgende Matrix ist also eine 2 x 3-Matrix

2 3 7
10 1 0

Eine Spalte ist nichts anderes als eine m x 1-Matrix und entsprechend ist eine
1 x n-Matrix nichts anderes als eine Zeile.

Spezielle Matrizen

Eine m x n-Matrix heiflt quadratisch, wenn m = n gilt. Die Diagonalelemente
einer quadratischen Matrix sind die Eintridge a;;. Eine Matrix heiit Diago-
nalmatrix, wenn sie quadratisch ist und wenn nur Diagonalelemente von 0
verschieden sein kéonnen. Eine quadratische Matrix heif3t obere Dreiecksma-
trix, wenn alle Eintrdge unterhalb der Diagonale Null sind, also a;; = 0 fiir
i > j. Beispiele:

Diagonalmatrix : (1 0

0 2) , obere Dreiecksmatrix: (1 1) .

0 2

2.1 Definition. Fine m x n Matrix A heifst Normalformmatriz, falls sie
von der Form

aip iz - Qi Ale41 0 Qip
0 age -+ a2 agzy41 - a2y
0 o 0 Ary ar,rJrl e Arn
0 el 0 0 - 0
0 e 0 0 - 0

mit von Null verschiedenen a;; fir 1 < i < r ist. Dabei sei 0 < r < n und
auch v < m. Die Eckfille r = 0 oder r = m oder r = n sind zugelassen.
Beispielsweise besteht A im Falle r = 0 aus lauter Nullen.
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Man sollte sich eine Normalformmatrix in vier Blécke zerlegt denken*),
_ (A A
(5 )
dabei ist A; die Matrix gebildet aus den Eintrdgen a;;, 1 < 4,5 < r. Es
handelt sich also um eine quadratische r x r-Matrix. Entsprechend ist As eine

r X (n — r)-Matrix, As ist eine (m — r) x r-Matrix und schliellich ist A4 eine
(m —7r) x (n — r)-Matrix: Die Bedingungen lauten:
a) Aj ist eine obere Dreiecksmatrix und alle Diagonaleintrége von A; sind von

Null verschieden.
b) Die Blocke A3 und Ay enthalten nur Nulleintréige.

Eine Matrix, welche nur Nullen enthélt, nennt man auch eine Nullmatrix. Wir
verwenden die Bezeichnung 0™ fiir die m x n-Nullmatrix. Gelegentlich
schreibt auch einfach 0 fiir eine Nullmatrix, wenn aus dem Zusammenhang
heraus klar ist, was gemeint ist. Die Zerlegung der Normalformmatrix sieht

also wie folgt aus:
Ay Ao
A= <O(m—r,r) O(m—r,n—r) ) .

Dabei ist, wie schon gesagt, A; eine obere Dreiecksmatrix mit von 0 verschiede-
nen Diagonaleintréigen. An A, sind keine Bedingungen gestellt.

Beispiel einer Normalformmatrix:

Wir kehren zu unserem Gleichungssystem mit der Matrix G zuriick. Wir
nehmen einmal an, dass die engere Matrix

a1l aiz2 -+ Q1n

az1 Q22 -+ Q2p
A=

am1 am?2 Tt Amn

Normalform hat (s. Definition 2.1). Dann ist das Gleichungssystem leicht zu
16sen. Zunichst einmal sieht man, dass das Gleichungssystem allenfalls dann
l6sbar ist, wenn b,,1 = --- = b,, = 0 gilt. Nehmen wir einmal an, diese
Bedingung sei erfiillt. Dann existieren Losungen, und man findet alle Losungen

*) In den Grenzfillen » = 0, » = m, r = n sind manche dieser Blocke leer, also nicht
vorhanden.
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wir folgt. Man gibt z,,1, ...z, willkiirlich vor. Man errechnet dann z, aus
der r-ten Gleichung,

o br — Qrr41Tr41 — " — Arndp
Ty = ,
Qry

danach x,_; aus der (r — 1)-ten Gleichung und fihrt so fort, bis man im letzten
Schritt bei z; anlangt:

by —ajpxy — - — aipTy

Ir1 =
aii

Halten wir fest:
2.2 Bemerkung. Wenn die engere Matriz A des linearen Gleichungssystems

Normalform (s. Definition 2.1) hat, so existieren Lisungen des Systems dann
und nur dann, wenn

bpy1 = =bp =0
gilt. In diesem Fdlle erhdlt man alle Losungen folgendermajflen. Man gibt
Typal,---,Tn frei vor und berechnet dann successive
br —Qrrp1Tryp1l — 0 — Qpndp
Ty =
a/TT
b1 — @122 — - — 1Ty
xr1 =
a1
Zu jedem vorgegebenen x,y1,...,x, existiert also genau eine Losung.

Wir werden nun zeigen, dass man ein allgemeines Gleichungssystem in Nor-
malform verwandeln kann, ohne die Struktur der Losungsmenge zu verdndern.
Hat man zwei Gleichungen

ar+by=c, dr+ey=7f

so kann man die erste zur zweiten Gleichung addieren und erhilt ein neues
Gleichungssystem

ar+by=c, (a+dx+ (b+e)y=c+f.

Dieses Gleichungssystem hat dieselben Losungen wie das urspriingliche Sys-
tem. Allgemeiner kann man in einem Gleichungssystem eine Gleichung zu
einer anderen dazu addieren ohne die Lésungsmenge zu verdndern. In diesem
Zusammenhang vereinbaren wir, die Summe zweier Zeilen durch die Formel

(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (al—l—bl,...,an—i—bn)
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zu definieren und und das Produkt einer Zahl C' mit einer Zeile durch
C(ai,...,an) :=Ca; +---+ Cay,.

Die angegebene Abéanderung des Gleichungssystems bedeutet fiir die Matrix G,
dass man eine Zeile zu einer anderen addieren kann. Schreibt man g¢i,...,gm
fiir die Zeilen von G, so bedeutet die Addition der i-ten zu der j-ten Zeile
(i # j), dass man die neue Matrix G mit den Zeilen

- Jo fiir v # j
Gv = gi+g; firv=j

betrachtet. Die Losungsmenge verdndert sich ebenfalls nicht, wenn man eine
der Zeilen mit einem von 0 verschiedenen Faktor multipliziert,

(gi1s- -5 Gin) — (tgi1, ..., tgin) (t #0).

und schliellich kann man noch zwei Zeilen vertauschen. Diese Operationen
nennt man elementare Zeilenumformungen.

2.3 Definition. FElementare Zeilenumformungen einer Matriz sind:

1. Addition einer Zeile zu einer anderen.

2. Multiplikation einer Zeile (d.h. all ihrer Fintrige) mit einer von 0 ver-
schiedenen Zahl.

3. Vertauschung zweier Zeilen.

Analog definiert man den Begriff der elementaren Spaltenumformung (er-
setze ,Zeile“ durch ,Spalte®).

Halten wir noch einmal fest: Wenn man ein lineares Gleichungssystem dadurch
umformt, dass man mit seiner Matrix G eine oder mehrere (jedenfalls endlich
viele) elementare Zeilenumformungen vornimmt, so dndert sich die Losungs-
menge nicht.

Spaltenumformungen verdndern die Losungsmenge. Dennoch sind wenig-
stens gewisse Spaltenumformungen harmlos. Vertauscht man die ¢-te mit der
j-ten Spalte des Gleichungssystems, wobei 1 < i,j < n gelten soll (die am
weitesten rechts stehende Spalte ist also nicht betroffen), so bedeutet das
lediglich, dass bei den Losungen x; mit z; vertauscht wird. Man kann als ohne
Bedenken solche Spaltenvertauschungen vornehmen, muss iiber diese lediglich
Buch fiihren.

2.4 Satz.  Man kann jede Matrixz durch Ausfiihren geeigneter elementarer
Zeilenumformungen und von geeigneten Spaltenvertauschungen in endlich vie-
len Schritten in Normalform bringen.

Der nun folgende Beweis beinhaltet ein effektives Verfahren, diese Umformung
vorzunehmen. Dieses Verfahren nennt man:
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Das Gaufische Eliminationsverfahren

Zunéchst eine kleine Vorbemerkung. Man kann das Vielfache einer Zeile zu
einer anderen Zeile mittels elementarer Umformungen addieren. Man multi-
pliziert erst die Zeile mit einem Skalar ¢t # 0, addiert dann diese Zeile zu der
anderen und macht dann die Mutipliklation mit ¢ wieder riickgdngig, indem
man die Ausgangszeile mit ¢t~! multipliziert. Sei nun A eine m x n-Matrix.
Wir kénnen annehmen, dass A nicht die Nullmatrix ist, denn diese ist ja schon
eine Normalformmatrix. Durch eine geeignete Spaltenvertauschung kénnen
wir erreichen, dass in der ersten Spalte ein von 0 verschiedenes Element steht.
Durch eine anschlielende Zeilenvertauschung kénnen wir dieses in die erste
Zeile bringen. Wir kénnen damit von vornherein annehmen, dal a;; von 0
verschieden ist. Wenn die Matrix nur aus einer Zeile besteht, sind wir fertig,
denn dann ist dies eine Normalform. Wir kénnen also m > 1 annehmen. Nun
kommt der eigentliche Eliminationsschritt: Wir addieren der Reihe nach fiir
i = 2,...,m zur i-ten Zeile das —a;1/ai1-fache der ersten Zeile und kénnen
danach annehmen, dass as; = ... = a,,1 = 0 gilt. Die Matrix A ist also jetzt

in die Form
a *
( 51 B) , an 7’é 0,

tiberfithrt worden. Hierbei bezeichnet 0 eine Nullspalte und B eine (m — 1) x
(n—1)-Matrix. Der % deutet an, dass hier nicht weiter interessierende Eintréige
stehen. Im Falle m = 2 sind wir nun fertig, sei also m > 3. Im weiteren
Verlauf des Verfahrens erlauben wir nur noch elementare Zeilenumformungen,
welche die erste Zeile nicht tangieren und wir vertauschen auch nur Spalten
ab der zweiten Spalte. Dadurch kann B immer noch beliebigen elementaren
Zeilenumformungen und Spaltenumformungen unterworfen werden, und es wird
garantiert, dass die erste Spalte nicht mehr verdndert wird. Dasselbe Argu-
ment, das wir eben angewendet haben, zeigt, dass wir nach weiteren endlich
vielen erlaubten Umformungen die Gestalt

ai; Qi %

0 axp =* aj; # 0, azp #0
0 0o C

erreichen konnen. Dieses Verfahren kann man in naheliegender Weise fortsetzen
und nach endlich vielen Schritten dieser Art erhélt man eine Normalform.
O
Dieses Verfahren ist effektiv und auch gut programmierbar. Damit sind
lineare Gleichungssysteme effektiv 16sbar.

Abschlieffende Bemerkung. Man koénnte im Hinblick auf 2.2 geneigt sein, die
dort auftretende Zahl r besonders zu bezeichnen. Man koénnte beispielsweise
n — r den Fretheitsgrad des Systems nennnen. Die Erstellung einer Normal-
form kann auf vielfdltige Weise geschehen. Insofern kénnte der Freiheitsgrad a



8 Kapitel I. Lineare Gleichungen und Matrizen

priori davon abhéngen, wie man eine Gleichungssystem auf Normalform trans-
formiert. Wir werden spéter sehen (5.5), dass der Freiheitsgrad unabhéngig ist
und damit fiir beliebige Gleichungssystem eindeutig definierbar ist.

3. Die Struktur der L6sungsmenge

Die Losungsmenge der Gleichung ax + by = c stellt fiir (a,b) # (0,0) ge-
ometrisch eine Gerade dar. Diese Aussage gilt es fiir beliebige lineare Glei-
chungssysteme zu formulieren und zu beweisen.

Wir betrachten n-Tupel reeller Zahlen (z1,...,z,). Genaugenommen ist
ein n-Tupel ist eine Vorschrift, gem&fl welcher man jeder natiirlichen Zahl j
zwischen 1 und n eine eindeutig bestimmte reelle Zahl z; zuordnet. Zwei n-
Tupel (z1,...,25), (Y1,--.,yn) sind definitionsgemifl genau dann gleich, wenn
x; = yj; fiir alle j zwischen 1 und n gilt. Die Menge aller n-Tupel wird mit
R™ bezeichnet. Spéterer Bestimmung zufolge nennen wir die Elemente von R"™
auch Vektoren.

Im Grunde sind n-Tupel fast dasselbe wie die bereits betrachteten ,,Zeilen-
matrizen“. (Auf einen feinen logischen Unterschied zwischen Zeilen und Tu-
peln werden wir im Anhang im Zusammenhang mit dem Abbildungsbegriff
hinweisen, praktisch ist dieser Unterschied ohne Bedeutung.)

Die Summe zweier Vektoren ist durch
(a1,...yan) + (b1,...,bn) = (a1 +b1,...,a, + by)
und das Produkt eines Elements C' € R mit einem Vektor durch
C(ay,...,an) :=Cay +---+ Cay,

definiert (wie im Zusammenhang mit den elementaren Umformungen bereits
geschehen). Das Zeichen := bringt zum Ausdruck, dass die linke Seite durch
die rechte definiert wird.

3.1 Definition. FEin lineares Gleichungssystem

anr1 + appx2 + - 4+ aT, = b
a921IT1 + a22T2 + -+ Ao2nTn = bg
Am1T1 + Gm2Z2 + -0+ AmpTn, = bm

heifst homogen, falls by = ... =b,, =0 gilt.
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Wenn das Gleichungssystem nicht homogen ist, so kann man dennoch das zu-
geordnete homogene Gleichungssystem

ai1xr1 + apxre + - + apr, = 0
a21T1 + a29T2 + ce + Ao2nTn = 0
Am1T1  + AmaT2 + 0+ G, = 0

betrachten. Dies ist aus folgendem Grund niitzlich. Seien z,y zwei Losungen
des moglicherweise inhomogenen Gleichungssystems. Dann ist offensichtlich
x — y eine Losung des homogenen Gleichungssystems. Genauer gilt:

3.2 Bemerkung. Wenn man eine Losung x eines nicht notwendig homoge-
nen Gleichungssystems gefunden hat, so bekommt man alle anderen dadurch,
dass man zu x beliebige Losungen des zugeordneten homogenen Systems dazuad-
diert.

Homogene Gleichungssysteme verhalten sich in mancherlei Hinsicht einfacher
als inhomogene. Beispielsweise ist jedes homogene Gleichungssystem losbar,
denn (0,...,0) ist eine Losung. Aus den Resultaten das vorhergehenden Para-
grafen (2.2) kann man mehr schliefen:

3.3 Satz. Wenn ein homogenes lineares Gleichungssystem mehr Gleichungen
als Unbestimmte hat (m > n), so besitzt es mindestens eine Ldsung, welche
nicht nur aus Nullen besteht.

Eine offensichtliche Eigenschaft homogener Gleichungssysteme ist es, dass x+y
eine Losung des Systems ist, wenn x und y Losungen sind. Entsprechend ist
Cz eine Losung, wenn z eine Losung (und C eine Zahl) ist. Diese beiden
Eigenschaften der Losungsmenge haben sich als fundamental wichtig erwiesen,
so dass wir ihr einen Namen geben wollen:

3.4 Definition. FEine Teilmenge W C R" heifst linearer Teilraum, falls
sie den Nullvektor enthdlt und falls gilt:

abeW =a+beW und acW, CeR = CacW.

Halten wir fest:

3.5 Bemerkung. Die Menge der Lisungen eines homogenen linearen Glei-
chungssystems ist ein linearer Teilraum.

Sei M € R" eine Teilmenge und a € R" ein fester Vektor. Wir definieren
a—i—Mz{a—F:c; mEM}

und nennen diese Menge das Translat von M um den Vektor a.
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3.6 Definition. FEine Teilmenge A C R" heifit affiner Teilraum, wenn A
entweder leer ist oder das Translat eines linearen Tetlraums.

Wenn A nicht leer ist, so gilt also A = a + W mit einem Vektor a und einem
linearen Teilraum W. Wir notieren einige einfache Eigenschaften:

a) Es gilt a € A (da W den Nullvektor enthélt.)

b) Ist b irgendein Vektor von A, so gilt A = b+ W. (Man schreibe b = a + w
mit einem w € W.)

¢) Wenn A nicht leer ist, gilt

W:{a—b; a € A, bGA}.

Der lineare Teilraum W ist also durch A eindeutig bestimmt. Man nennt
W den dem affinen Teilraum unterliegenden linearen Teilraum.

d) Ein affiner Teilraum ist genau dann ein linearer Teilraum, wenn er den
Nullvektor enthélt.

Wir kénnen 3.2 auch folgendermaflen formulieren:

3.7 Bemerkung. Die Lisungsmenge eines linearen Gleichungssystems ist
ein affiner Teilraum.

Wegen der Bemerkungen a)-c) sind affine Teilrdiume ungefihr so schwer oder
so leicht zu verstehen wie lineare Teilrdume. Die letzteren haben sich als be-
deutend wichtiger erwiesen, weshalb wir uns ganz auf deren Vesténdnis kon-
zentrieren wollen.

4. Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit

Wir werden sehen, dass es geniigt, endlich viele Losungen eines Gleichungssys-
tems zu kennen, um alle Losungen zu bekommen.

4.1 Definition. Ein m-Tupel von Vektoren a1, ...,a,, des R™ heifit linear
abhdngzig, falls man Zahlen C4,...,C,, finden kann, welche nicht alle gleich
Null sind und so daf

Cia1 +---Cham =0

gilt.

Vorsicht mit der Bezeichnung. Die a; bezeichnen hier nicht die Komponenten
eines Vektors a sondern selbst Vektoren, a; = (a;1,...,amn).

Wenn das Tupel nicht linear abhéngig ist, so nennt man es linear un-
abhéngig. Bei der linearen Abhéingigkeit kommt es auf die Reihenfolge natiir-
lich nicht an. Man sagt daher auch anstelle ,,das Tupel (aq,...,a,,) ist linear
(un)abhéngig“ haufig “die Vektoren aj ..., a,, sind linear (un)abhingig“.
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Beispiele. 1) Die beiden Vektoren (1,0) und (1,1) sind linear unabhéngig,
denn aus C1(1,0) + C2(1,1) = 0 folgt C; = 0 und Cy + C5 = 0 und hieraus
Cy =Cy=0.

2) Die drei Vektoren (1,0), (1,1), (0,1) sind linear abhéngig, denn es gilt
(1,0) = (1,1) + (0,1) = 0.
3) Man nennt die Vektoren
e1=(1,0,...,0), ep=(0,...,0,1).
die Einheitsvektoren des R™. Ist a irgendein Vektor, so gilt offensichtlich
a=aier+ -+ aneén.

Hieraus folgt auch, dass die Einheitsvektoren linear unabhéngig sind.

Vektoren sind defnitionsgeméfl genau dann linear abhéngig, wenn sich aus
ihnen nicht trivial die 0 kombinieren 148t. Alternativ kann man auch sagen:

Vektoren ai,...,a, sind genau dann linear abhdngig, wenn es unter thnen
einen gibt (etwa a;) welcher sich aus den restlichem linear kombinieren laft,

d.h.
a; = Z Cj CLj.
J#t
Wir formulieren zwei Fakten, die ziemlich banal sind aber oft benutzt werden:

a) Wenn die Vektoren ay,...,a,, linear unabhéngig sind, so sind sie alle vom
Nullvektor verschieden.

b) Wenn die Vektoren ag,...,a,, linear unabhingig sind, so sind paarweise
verschieden.

4.2 Hilfssatz.  Seien eq,...,e, und fi,...,[fs Elemente es R"™. Folgende
beiden Eigenschaften seien erfiillt:

a) s >r.
b) Jedes f; lifit sich aus den e; wie folgt kombinieren,

fi:ai161+‘--airer (IS’LSS)

Dann sind die Vektoren fi,..., fs linear abhdngig.
Folgerung. Je n+ 1 Vektoren des R™ sind linear abhdingig.

Dies folgt unmittelbar aus 3.3, denn danach existieren Zahlen C1,...,Cs,
welche nicht alle 0 sind und mit der Eigenschaft

Cia;1+---Crayy =0 (1§Z§T)

Es gilt dann C1 f1 +--- 4+ Cs fs = 0. Es bleibt noch die Folgerung zu beweisen.
Wir miissen uns lediglich daran erinnern, dass man jeden Vektor aus den n
Einheitsvektoren kombinieren kann. O
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4.3 Definition. Fine Basis eines linearen Teilraums W C R"™ ist ein maxi-
males (also nicht mehr vergrofierbares) System linear unabhdngiger Vektoren.

Beispielsweise bilden die n Einheitsvektoren wegen der Folgerung zu 4.2 eine
Basis des R"™. Wir nennen diese Basis die kanonische Basis des R™. Aus 4.2
folgt auch:

4.4 Satz. Jeder lineare Teilraum W C R"™ besitzt eine Basis. Je zwei Basen
von W sind gleich lang.

Damit wird folgende Definition méoglich:

4.5 Definition. Unter der Dimension eines linearen Unterraums W C R"

versteht man die Ldnge einer Basis.

Seien aq, ..., a,, Vektoren des R™. Man kann dann die Menge aller Kombina-
tionen
Lin(ay,...,am,) = { ZC’iai; C; eR }
i=1

betrachten. Dies ist offensichtlich ein linearer Teilraum. Man nennt ihn den
von den Vektoren aq,...,a, aufgespannten Unterraum. Eine sprechende
Bezeichnung, die wir erlauben wollen, ist auch

Lin(ay,...,am,) = Ra; + - + Ray,.

Offensichtlich sind die a; selbst in diesem Unterraum enthalten. Allgemein

nennt man die Elemente von Lin(aq,...,a,,) auch Linearkombinationen der
Elemente aq, ..., an,.

4.6 Bemerkung. Scien ai,...,a, und by,...,bs Vektoren des R". Genau
dann gilt

Lin(aq,...,a,) C Lin(by,...,bs),
wenn sich jedes a; aus den b; linear kombinieren ldft.

Dies sollte klar sein. O

4.7 Bemerkung. Seien aq,...,a,, linear unabhingige Vektoren des R".
Diese bilden eine Basis von Lin(ay, ..., an).

Dies ist klar, da jeder Vektor = € Lin(aq,...,a,,) sich aus aq,...,a,, lin-
ear kombinieren 148t. Damit sind x,aq,...,a,, linear abhédngig. Das System
ai,...,0n ist also ein maximales System linear unabhéngiger Vektoren.
O
Wir nennen aq,...,a,, ein Erzeugendensystem eines linearen Unterraums
W, wenn W = Lin(aq, ..., a.) gilt. Wir behaupten, dass jede Basis a1, ..., an
von W ist auch ein Erzeugendensystem von W ist; denn wenn das nicht so wére,
so gébe es einen Vektor a,,11 € W welcher nicht in Lin(aq, ..., a,,) liegt. Dann
wéren aber die aq ..., a1 linear unabhéngig im Widerspruch zur Annahme,
dass das System ay,...,a,, maximal ist.
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4.8 Satz. Flir ein System von Vektoren ay, ..., a,, eines linearen Unterraums
W sind folgende Aussagen gleichbedeutend.

1. Es ist ein mazimales System linear unabhingiger Vektoren (also eine Basis).
2. FEs ist ein minimales Erzeugendensystem.

Beweis. 1)=-2): Wir haben soeben gesehen, dass eine Basis ein Erzeugenden-
system ist. Es ist klar, dass dieses Erzeugendensystem minimal ist.

2)=-1): Ein minimales Erzeugendensystem ist sicherlich linear unabhingig.
Wire es nicht maximal, so wiirden Vektoren existieren, die sich nicht linear
aus dem Erzeugendensystem kombinieren lassen. ad

5. Der Rang einer Matrix

Die Definition der linearen Abhéngigkeit 148t sich sinngemé&fl auch auf die Zeilen
oder die Spalten einer Matrix anwenden.

5.1 Definition. Der Zeilenrang einer Matriz ist die mazximal mogliche An-
zahl linear unabhdngiger Zeilen. Der Spaltenrang einer Matriz ist die mazi-
mal maogliche Anzahl linear unabhdngiger Spalten.

Man kann dies im Lichte des Dimensionsbegriffes auch anders ausdriicken:

5.2 Bemerkung. Der Zeilenrang einer Matrix ist die Dimension des von
den Zeilen aufgespannten lienaren Unterraums (entsprechend fir den Spal-

tenrang).
1 1 0
0 1 1

Es ist leicht nachzurechnen, dass die beiden Zeilen linear unabhéngig sind.
Der Zeilenrang ist also 2. Die drei Spalten sind jedoch linear abhéngig, wie
obiges Beispiel gezeigt hat. Der Spaltenrang ist also < 3. Anderseits sind die
beiden ersten Spalten offensichtlich linear unabhéngig. Der Spaltenrang ist also
zwei. Es fallt an diesem Beispiel und an vielen weiteren Beispielen auf, dass
der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang ist. Dies ist a priori nicht sichtbar. Es
handelt sich um ein zu beweisendes mathematisches Gesetz.

Beispiel.

5.3 Theorem. Fiir jede Matrix gilt
Zeilenrang = Spaltenrang

Beweis. Sei A eine Matrix. Wir betrachten den von den Zeilen aufgespan-
nten Unterraum. Folgendes ist klar. Dieser Unterraum &ndert sich nicht, wenn
man A einer elementaren Zeilenumformung unterwirft. Damit &ndert sich der
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Zeilenrang nicht, wenn man eine elementare Zeilenumformung durchfiihrt. Er-
freulicherweise dndert sich der Zeilenrang auch nicht, wenn man eine elementare
Spaltenumformung durchfiihrt. Dies liegt daran, dass linear unabhéngige Zeilen
auch nach einer solchen Spaltenumformung linear unabhéngig bleiben, wie man
leicht nachrechnet. Entsprechend &ndert sich auch der Spaltenrang weder bei
elementaren Zeilen- noch Spaltenumformungen. Wir kénnen zum Beweis von
5.3 nach 2.4 annehmen, dass die Matrix A Normalform hat. Zur Erstellen
einer Normalform waren nur sehr eingschriankte Spaltenumformungen erlaubt
worden. Fiir die vorliegenden Zwecke kénnen wir sogar beliebige Spaltenum-
formungen erlauben. Damit kénnen wir die Normalform noch erheblich ver-
einfachen. Man kann beispielsweise ein Vielfaches der ersten Spalte zu den
restlichen addieren und so erreichen, dass rechts von a;; nur Nullen stehen.
Die Normalform wird hierbei nicht zerstért. Danach produziert man Nullen
rechts von age usw. Dieses zusammen mit der Rangbetrachtung zeigt:

5.4 Hilfssatz. Jede Matrixz ldfst sich durch elementare Zeilen- und Spal-
tenumformungen in die Gestalt
E™M 0
0 0

iiberfiihren. Dabei bezeichne E) die r x r-Enheitsmatriz, welche Einsen in der
Diagonale und nur Nullen sonst besitzt, die restlichen Bléocke sind Nullbldcke.
Die Zahl r ist gleich dem Zeilenrang und gleich dem Spaltenrang von A. Ins-
besondere ist v eindeutig bestimmt. Zeilen- und Spaltenrang sind insbesondere
gleich.

Mit diesem Hilfssatz ist 5.3 ebenfalls beweisen. O

Da Zeilen- und Spaltenrang dasselbe bedeuten, kénnen und wollen wir im
folgendem diese einfach den Rang der Matrix nennen.

5.5 Bemerkung. Der Rang einer Matrix in Normalform 2.1 ist gleich der
dort auftretetenden Zahl r.

Folgerung. Bringt man eine Matriz A in Normalform mit den Umformungen
aus 2.4, so ist die Zahlr der entstehenden Normalform gleich dem Rang von A.
Diese Zahl ist also insbesondere unabhdingig davon, wie man die Umformungen
vorgenommen hat.

Wir fassen nocheinmal zusammen, was man iiber die Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems sagen kann: Wir unterscheiden zwischen der erweiterten

Matrix
ail a2 -+ Qip b1

a1 ag2 -+ Q2p by

G =

Aml am2 *°° Amn bm
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und der engeren Matrix

a1i a2 - Q1p

az1 Q22 -+ Q2p
A=

am1 am?2 et Amn

5.6 Satz. Das lineare Gleichungssystem 3.1 hat genau dann (mindestens) eine
Lésung, wenn der Rang der engeren und der erweiterten Matrix ibereinstim-
men. Die Losungen des unterliegenden homogenen Gleichungssystems bilden
einen linearen Teilraum von R™ der Dimension n — Rang(A). Die Lésungs-
menge des inhomogenen Systems ist ein affiner Teilraum. Dieser ist entweder
leer oder ein Translat des Losungsraums des homogenen Systems.

6. Matrizenmultiplikation

Zundchst einmal erwdhnen wir, dass man in naheliegender Weise die Summe
C = A + B zweier Matrizen definieren kann. Die Matrizen A, B miissen dabei
dieselbe Form haben, also beides m x n-Matrizen sein. Die Summe C' ist dann
die m x n-Matrix mit den Eintrdgen

Cik = ik, + bik.

Dies ist offenbar ein Verallgemeinerung der Addition von Vektoren. In analoger
Weise kann man die skalare Multiplikation (Multiplikation mit einem Skalar)
definieren. Ist A eine Matrix und « ein Skalar, so ist A definitionsgeméfl die
Matrix mit den Eintrigen aa;g.

6.1 Bemerkung. Fs gilt

a(A+ B) = aA+ aB,
(a+ B)A = aA + BA,
(aB)A = a(BA),

Hierbei sind A, B,C Matrizen passender Gréfie und o, 8 Skalare.

Matrizenmultiplikation ist eine Verallgemeinerung des Skalarprodukts™).

*) Das Skalarprodukt ist etwas ganz anderes als das Produkt Ca eines Vektors a
mit einem Skalar (einer Zahl) C. Diese Produktbildung nennt man auch skalare
Multiplikation. Sie hat mit dem Skalarprodukt nichts zu tun.
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6.2 Definition. Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € R"™ ist

(a,b) = a1by + -+ apby,.

Wir erklaren nun das Produkt AB zweier Matrizen A und B. Dabei ist aller-
dings eine Bedingung zu beachten.

Das Produkt AB wird nur dann erkldrt, wenn die Spaltenzahl von A mit der
Zeilenzahl von B iibereinstimmd.

Um die Zeilen- und Spaltenzahl einer Matrix zu visualisieren, schreiben wir
gelegentlich
A= A" fiir eine m x n-Matrix.

Ist A eine quadratische Matrix, so schreiben wir vereinfacht
A= AM (= A(n,n)),
Schliellich vereinbaren wir noch die Schreibweise
R™*™ = Menge aller m x n-Matrizen.

6.3 Definition. Seien A, B zwei Matrizen, so dass die Spaltenzahl von A
und die Zeilenzahl von B dbereinstimmen, A = A9 B = B@")  Dann ist
das Produkt C = AB die wie folgt definierte m x n-Matriz C = C™™)

q
Cik:zaijbjk (1<i<n, 1<k<m).
j=1

Man kann dies auch so ausdriicken (und sich dann besser merken):

Der (i, k)-te Eintrag der Produktmatriz AB ist gleich dem Skalarprodukt der
i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B.

Man wird sich nach dem Sinn dieser Definition fragen. Dieser wird im weite-
ren Verlauf immer klarer zu Tage treten. Ersten Nutzen werden wir bereits
bei der Matrizenschreibweise fiir lineare Gleichungen ziehen. So richtig schla-
gend wird sich die Bedeutung der Matrizenmultiplikation zeigen, wenn lineare
Abbildungen von Vektorrdumen studiert werden.

Das Skalarprodukt kann als Spezialfall der Matrizenmultiplikation aufgefaf3t
werden. Man multipliziere eine Zeile mit einer Spalte,

b1

(a1,...,an) | + | = (iaib,i).

bn
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Zum Einiiben multiplizieren wir zwei 2 x 2-Matrizen:

D))= 3)
DG )=G1)

Dieses Beispiel zeigt, dass die Matrizenmultiplikation im allgemeinen nicht
kommutativ ist. Erfreulicherweise gilt jedoch immer das Assoziativgesetz.

Es gilt iibrigens

6.4 Satz. Fir drei Matrizen A = A™™), B = Bp) ¢ = CW9D gilt das
Assoziativgesetz
A(BC) = (AB)C.

(Alle auftretenden Produkte sind bildbar.)
Beweis. Der (i, k)-te Eintrag auf der linken Seite ist

n p n p
E aij(g bjucuk) = E E aijbjycukz;
=1 v=1

j= j:l v=1
der auf der rechten Seite
p n p m
( E E Gijbjy)cuk = E E aijbjucyk-
v=1j=1 v=1j=1

Da es auf die Summationsreihenfolge wegen des Kommutativgesetzes der Ad-
dition nicht ankommt, haben beide Summen denselben Wert. O

Neben dem Assoziativgesetz gelten einige weitere Rechenregeln, die so ein-
fach sind, dass wir ihre Verifikation dem Leser iiberlassen: Wir formulieren nur
eine:

6.5 Bemerkung. Fs gilt das Distributivgesetz
(A+B)C=AC+ BC, C(A+B)=CA+CB.

Dabei sind A, B Matrizen gleicher Grosse und C' ist eine Matriz jeweils dazu
passender Grifse.

Ein wichtiger Spezialfall ist das Produkt Az einer Matrix A = A(™™) mit einer
Spalte z € R™!. Das Resultat ist eine Spalte aus R™*!,

a1y + -+ a1nTn ail A1n
Ax = : = : +-tx,
aAm1T1 R AmnTn am1 Amn

Wir sehen, dass man lineare Gleichungssystem mit Hilfe der Matrizenmultip-
likation einfach in der Form

Az =y (lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise)

schreiben kann. Obige Formel zeigt auch:
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6.6 Bemerkung. Fir eine Matric A = A" und eine Spalte x € R"™ ist
Ax in dem von den Spalten von A aufgespannten Unterraum enthalten.

Eine andere Formel, die man direkt verifizieren kann, ist folgende: Seien A =
A(mn) und B = B(™P) Matrizen. Wir zerlegen B in Spalten,

B = (by,....by).

Dann gilt
AB = (Aby, ..., Aby).

Wir sehen, dass der Spaltenraum von AB enthalten ist im Spaltenraum von
A. Insbesondere gilt Rang(AB) < Rang(A). Hiervon gibt es eine Variante.
Zerlegt man A in seine Zeilen,

ai
A=
Qm,
so gilt offenbar
a1 B
AB = :
amB

Der Zeilentaum von AB ist daher enthalten in dem Zeilenraum von A. Wir
erhalten:

6.7 Satz. FEs gilt stets

Rang(AB) < RangA und Rang(AB) < Rang(B).

Wir behandeln noch eine andere Rechenregel fiir die Matrizenmultiplikation:
Die transponierte Matriz einer m x n-Matrix A ist die n x m-Matrix B mit den
Eintragen. b;; := aj;. Wir verwenden die Bezeichnung AT := B. Wir geben
ein Beispiel:

10
A:(é}(l)) AT =111
0 1

Die Zeilen von AT entsprechen gerade den Spalten von A und umgekehrt.
Insbesondere haben A und AT denselben Rang.
6.8 Bemerkung. Fs gilt

(AB)T =BTAT.

Dies muss man einfach nachrechnen. O
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1. Gruppen

Eine inneren Verkniipfung in einer Menge M ist eine Vorschrift, welche je zwei
Elementen a,b € M in eindeutiger Weise ein weiteres Element zuordnet. Dieses
bezeichnet man je nach Gelegenheit mit ab, a-b, a+b oder frei nach Geschmack.
,Neutrale Bezeichnungen“ sind a T b und a L b. Eine innere Verkniipfung ist
also nichts anderes als eine Abbildung M x M — M. Selbstverstandlich darf
das Resultat von der Reihenfolge abhéngen, also ab ist beispielsweise in der
Regel etwas anderes als ba.

1.1 Definition. Eine Gruppe (G,-) ist ein Paar, bestehend aus einer
Menge G und einer Verkniipfung (a,b) — ab (jede andere Bezeichnung fiir
die Verkniipfung wére maglich), welche folgende Eigenschaften besitzt:

1. FEs gilt das Assoziativgesetz
a(bc) = (ab)c fir alle a,b,c e @G.

2. FEs gibt ein und nur ein Element e € G, das sogenannte neutrale Element,
mit der Eigenschaft

ac =ea=a firalle a€Q@G.
3. Zu jedem a € G existiert ein und nur ein Element x € G mit
ar = xa = e.

Man nennt x das Inverse von a

Das Inverse x von a wird in der Regel mit a~! bezeichnet. Von dieser Bezeich-
nung weicht man ab, wenn man die Verkniipfung mit a 4+ b bezeichnet hat.
Dann bezeichnet man das Inverse mit —a und nennt es das Negative von a.

Wegen des Assoziativgestzes ist es sinnvoll,
abc = (ab)c = a(bc)

zu definieren, also auf die Klammern zu verzichten. Allgemein ist fiir n Grup-
penelemente aq,...,a, das Produkt

alu..an
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wohl definiert (unabhéngig von der Klammerung). Man verifiziert

(al ...an)il — a/’;l ...al_l_

Insbesondere ist die n-te Potenz (n eine natiirliche Zahl)

a" :=a---a (n Faktoren).

definiert. Man definiert ergdnzend

a®=e und a "= (a"")".

Man kann dann leicht nachweisen, dass die Rechenregeln

am—i—n — aman’ (am)” — amn

fiir beliebige ganze Zahlen m,n gelten.

Verwendet man das Zeichen + als Zeichen fiir die Verkniipfung in der

Gruppe, so schreibt man anstelle a™ sinngem&f na.

Beispiele von Gruppen

1.

(R,+): Zugrunde liegende Menge ist R, Verkniipfung die Addition. Neu-
trales Element ist die Zahl 0.

. (R*®,-): Zugrunde liegende Menge ist die Menge der von 0 verschiedenen

reellen Zahlen, Verkniipfung ist die Multiplikation. Neutrales Element ist
die Zahl 1.
({£1},): Diese Gruppe besitzt nur zwei Elemente, die Zahlen 1 und —1.
Verkniipfung ist die Multiplikation.
Man muss etwas iiber komplexe Zahlen wissen. Man erhélt eine Gruppe
mit vier Elementen ({£1, £i},-).
Sei M eine beliebige Menge. Wir bezeichnen mit Bij(M) die Menge aller
bijektiven Abbildungen f : M — M. Die Zusammensetzung zweier bijek-
tiver Abbildungen ist wieder bijektiv. Die Zusammensetzung definiert also
eine Verkniipfung in Bij(M)

Bij(M) x Bij(M) — Bij(M), (f,9) —>rgo f.
Diese ist assoziativ, neutrales Element ist die identische Selbstabbildung
idps. Das Inverse eiener bijektiven Abbildung ist ihre Umkehrabbildung.
Also ist (Bij(M), o) eine Gruppe. Diese Gruppe ist nur dann kommuta-
tiv, wenn M nicht mehr als zwei Elemente besitzt. Besteht beispielsweise
M aus den drei Elementen 1,2, 3, so kann man folgende beiden bijektiven
Abbildungen betrachten:

f(l):1= f(2)=3, f(3):27 9(1)227 g<2):17 9(3)

= 3.
Es gilt dann (g o f)(1) = g(f(1)) = g(1) = 2 aber (f o g)(1) = f(g(1)) =
f(2) = 3. Daher sind f o g und g o f voneinander verschieden.

Die Gruppe Bij(M) ist von ganz besonderem Interesse, wenn M eine endliche
Menge ist. Man kann die Elemente von M durchnumerieren und daher ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass M = A,, die Menge der Zif-
fern zwischen 1 und n ist. Eine bijektive Abbildung o : A,, — A, heifit eine
Permutation.
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2. Permutationen

Eine Permutation kann man in einem Tableau folgendermaflen aufschreiben

(0(11) 0(22> . J?n))

In der zweiten Zeile dieses Tableaus kommt jede der Ziffern 1,...,n genau
einmal vor.
(1 2 3 4 5
77\3 1 5 4 2
(1 2 3 4 5
75 341 2
o — 1 2 3 4 5
7°T=\2 5 4 3 1

Die Menge aller Permutationen der Ziffern 1,...,n wird mit S, bezeichnet.

Man nennt S5,, die Permutationsgruppe oder auch symmetrische Gruppe n-ten
Grades.

Einfachste Beispiele von Permutationen sind die Transpositionen. Eine Per-
mutation 7 heiffit eine Transposition, falls alle Ziffern bis auf zwei festbleiben
und falls diese beiden vertauscht werden. Es gibt also zwei Ziffern ¢ # j mit
mit

(i) =4, 7(j)=1 und 7(v)=v fir v#i,j.

Durch Induktion nach n kann man zeigen:

Die Anzahl der Permutationen aus S,, istn!=1-2---n.
Es gibt (Z) Transpositionen in Sy,.

Ist 7 eine Transposition, so gilt offenbar 7o 7 =id, also 77! = 7.

2.1 Hilfssatz. Jede Permutation o € Sy, n > 2, ldfst sich als Produkt von
endlich vielen Transpositionen schreiben,

O =T10T90...0Tp,.

Beweis. Wir schlieBen durch Induktion nach n. Der Induktionsbeginn, n = 2,
ist klar. Der Hilfssatz sei fiir n beweisen. Wir beweisen ihn fiir n + 1. Sei
also 0 € Sp41. Wir nehmen zunéchst einmal an, dass o(n + 1) = n + 1 gilt.
Dann permutiert o die Ziffern 1,...,n. Dies definiert eine Permutation in 5,,.
Diese Permutation kann man nach Induktionsvoraussetzung als Produkt von
Transpositionen darstellen. Damit ist dieser Fall klar. Wir behandeln nun
den Fall, dass o(n + 1) # n + 1 gilt. Dann kénnen wir die Transposition 7
betrachten, welche n + 1 und o(n + 1) vertauscht. Die Permutation 7 o o 148t
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n-+1 fest und kann nach dem ersten Schritt also als Produkt von Permutationen
geschrieben werden, Tooc =71 07 0...07,. Esfolgt c =T7omomo...0o7,.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Die Darstellung einer Permutation als Produkt von Tanspositionen ist
keineswegs eindeutig. Sind 7, 7, 75 Transpositionen, so gilt beispielsweise

71 OT9 =T1 0T OT O To.

Dieses Beispiel zeigt, dass nicht einmal die Zahl m eindeutig bestimmt ist. Man
kann aber zeigen:

2.2 Satz. Seio € S,, n> 2, eine Permutation. Die Zahl
sgn(o) = (—1)™
hingt nicht von der Wahl der Darstellung
O=T{0T30...0Tp

als Produkt von Transpositionen ab.

Folgerung. FEs gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung
sgn : S, — {*1}

mit folgenden Figenschaften:
a) Es gilt fir je zwei Permutationen sgn(o o 7) = sgn(o) sgn(7).
b) Es gilt o(1) = —1 fiir Transpositionen.

Es gilt iibrigens sgn(id) = 1. Erhebt man dies im Falle n = 1 zur Definition,
so gilt die Folgerung auch im Falle n = 1.

Beweis von 2.2. Der Beweis ist nicht ganz naheliegend. Die Idee ist es, die
Funktion
A:Z" — 7, Axy,...,z5) = H (x; — xj)

1<i<j<n

einzufithren. Das Produkt umfafit (g) Terme. Ist 7 eine Transposition, so gilt
offenbar

A(.'El, .. ,mn) = —A(mT(l), ... axr(n)>-

Hieraus folgt: Ist 0 = 1y 0o 0... 07, ein Produkt von m Transpositionen, so
gilt
A(xo(l)a s 7xo(n)) = (_]—)mA(xl, ce ,:L‘n).

Da die Funktion A nicht identisch verschwindet, folgt die Behauptung. O
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2.3 Sprechweise. FEine Permutation o heifit gerade, wenn sgn(o) = 1 gilt.
Andernfalls heifst o ungerade.

Beispielsweise ist die Permutation

1 2 3
3 1 2
gerade, denn sie kann als Produkt zweier Transpositionen geschrieben werden.

(Man vertausche zunéchst die ersten beiden Stellen und dann die erste und die
dritte Stelle.)

Man nennt ein Paar (i, j) mit ¢ < j einen Fehlstand einer Permutation, falls
o(i) > o(j) gilt. Eine Blick auf die Funktion A zeigt:

Eine Permutation ist genau dann gerade, wenn die Zahl der Fehlstinde gerade
15t.

Beispielsweise hat die Permutation mit der zweiten Zeile (3, 1, 2) die Fehlsténde
(1,2) und (1,3). Also ist sie gerade, wie wir schon oben festgestellt haben.

3. Korper

Wir haben bisher die reellen Zahlen als Zahlbereich zugrunde gelegt. Wir
wollen hier einmal festhalten, welche Eigenschaften der reellen Zahlen wir
eigentliche benutzt haben.

3.1 Definition. Ein Kérper ist ein Tripel (K,+,-) bestehend aus einer
Menge und zwei Verkniipfungen + (Addition genannt) und - (Multiplikation
genannt), so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.

1. (K,+) ist eine kommutative Gruppe. Wir bezeichnen ihr neutrales Element
mat 0.

2. sei K* ={x € K; x #0}. Dann ist (K*,-) eine kommutative Gruppe. Wir
bezeichnen mit 1 ihr neutrales Element.

3. Es gilt fiir beliebige a,b, c das Distributivgesetz

a(b+ c¢) = ab + ac.

Beispiele von Korpern.

1. Der Korper der rationalen Zahlen (Q, +,-). Hierbei ist 4 die iibliche Addi-
tion und - die iibliche Multiplikation.

2. Der Korper der reellen Zahlen (R, +, ).
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3. Sei M die Menge, welche aus zwei Elementen g, u besteht. Wir definieren
die Addition durch

gtg=g, gtu=ut+g=u utu=g

und die Multiplikation durch

99 =9, gu=1ug =g, uu =1u.

Man kann durch Durchprobieren die Korpereigenschaften nachweisen. Die
neutralen Elemente sind 0 = g und 1 = w. Die in diesem Ko&rper geltende
Rechenregel 14+ 1 = 0 ist zugegebenermaflen gewohnungsbediirftig. Das sie
einen mathematisch sinnvollen Hintergrund hat, sieht man, wenn man g als
ygerade“ und u als ,,ungerade® liest.

Im ersten Kapitel haben wir ausschliellich den Korper der reellen Zahlen be-
trachtet, da uns der Korperbegriff noch nicht zur Verfiigung stand. Wenn man
dieses Kapitel durchgeht, wird man jedoch feststellen, dass aufler den Korper-
axiomen nichts von R benutzt wurde. Man kann daher in Kapitel I durchweg
R durch einen beliebigen Kérper K ersetzen. Wir konnen und wollen daher im
folgenden die Resultate des ersten Kapitels fiir beliebige Koérper annehmen.

Komplexe Zahlen

Reelle Zahlen haben den Nachteil, dass Polynome manchmal keine Nullstellen
haben wie beispielsweise das Polynom z?+1. Aus diesem Grund erweitert man
den Korper der reellen Zahlen zum Korper der komplexen Zahlen.

3.2 Definition. FEine komplexe Zahl ist ein Paar reeller Zahlen z = (z,vy).
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C = R x R bezeichnet. Addition
und Multiplikation komplexer Zahlen sind durch

(z,y) + (u,v) = (z + u,y +v),
(z,y)(u,v) = (zu — yv, zv + Yu)

definiert.

3.3 Satz. Die Menge der komplexen Zahlen zusammen mit der eingefiihrten
Addition und Multiplikation bildet einen Kérper (C,+,-).

Wir iiberlassen es dem Leser, die Kommutativ- Assiziativ- und Distributivge-
setze nachzurechnen. FEinziges neutrales Element der Addition ist 0 := (0,0)
und einziges neutrales Element der Multiplikation ist 1 = (1,0). Das einzige
verbleibende Korperaxiom, welches nicht offensichtlich ist, ist die Existenz des
multiplikativen Inversen einer komplexen Zahl (a,b) # (0,0). Man rechnet
leicht nach, dass das Inverse existiert und zwar wird es durch die Formel

(@0 = (5o )

a? + b2 a? 4+ b2
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gegeben. Damit ist bewiesen, dass C ein Korper ist. Um ihn besser zu verste-
hen, erinnern wir an die Bezeichnung

a(b,c) = (ab,ac) (a,b,c € R)

Offenbar gilt
a(b, c) = (a,0)(b, ).

Wir fithren noch die Bezeichnung

ein. Man verifiziert

Ausserdem gilt
(a,b) = al + bi.

Jede komplexe Zahl 148t sich also eindeutig in der Form
al +bi, a,beR,

schreiben. Man nennt a den Realteil und b den Imaginérteil von der komplexen
Zahl (a,b). Wir bezeichnen mit R die Menge aller komplexen Zahlen der Form
al = (a,0). In R gelten die gleichen Rechenregeln wie in R auch,

(a,0) + (b,0) = (a +b,0), (a,0)(b,0) = (ab,0).

Die Regel a(b,c¢) = (a,0)(b,c) haben wir bereits erwéhnt. Da es eigentlich
nicht darauf ankommt, was reelle Zahlen sind, sondern wie man mit ihnen
rechnet, brauchen wir zwischen (a,0) und a nicht grof§ zu unterscheiden. Wir
identifizieren einfach die beiden. (Dies ist mathematisch nicht vollig exakt
aber insofern unbedenklich, als man die Identifiziererei zu jeder Zeit autheben
konnte, indem man alle a € R, die eigentlich als komplexe Zahl (a,0) gemeint
sind, griin einfirbt.)

Damit kommen wir zu der iiblichen Darstellung der komplexen Zahlen:

Jede komplexe Zahl z ist eindeutig in der Form
z=x+1y (x,y € R)
darstellbar und es gilt neben den Korperaxiomen
i?=—1.

Die definierenden Rechenregeln 3.2 werden nun im nachhinein versténdlich.
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Man nennt
Z:=x—1y

die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl. Es gelten dei Regeln

z+w=z4+w, ZW = ZW.
Auflerdem ist
27 = x° -+ y2

reell und nicht negativ und nur dann 0, wenn z = 0 ist. Die angegebene Formel
fiir das Inverse einer komplexen Zahl wird nun durchsichtig:

1 z 1 ( iv)
—=— =—-—=(z—1y).
z 2z x2 + y? Y
Schliellich definiert man den Betrag einer komplexen Zahl durch

|z| :=V2z > 0.

Dies ist der Abstand des Punktes z vom Nullpunkt im Sinne der Euklidschen
Geometrie. Die Dreiecksungleichung

|2+ w| < 2] + [w]

werden wir gelegentlich beweisen.

4. Die allgemeine lineare Gruppe

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur quadratische Matrizen. IThre Reihen-
zahl sei n. Die n X n-Einheitsmatrix sei

1 0
E=E™ = ,
0 1
Sie ist offenbar neutrales Element der Multiplikation, d.h. es gilt A = FA= A

fiir alle n x n-Matrizen A.

4.1 Definition.  FEine (quadratische) Matric A = A" heifit invertierbar,
wenn es eine Matriz B = B™ gibt, so dass

AB=BA=F

gilt.

A priori konnte es mehrere Matrizen B mit dieser Eigenschaft geben. Es gilt
aber:
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4.2 Bemerkung. Wenn eine Matrix A invertierbar ist, so ist die Matrix B
mit AB = BA = E eindeutig bestimmd.

Schreibweise. Man nennt B die zu A inverse Matriz und schreibt B = A™1.

Beweis. Es sei AB= BA =F und AC = CA = E. Dann gilt
C=CE=C(AB)=(CA)B=EB=B.

Es gilt also B = C. O

Wir erinnern an den Begriff des Rangs einer Matrix A™™) und dass dieser
weder groser als m (im Falle m < n) oder n (im Falle n < m) sein kann. Man
sagt, die Matrix habe Mazimalrang oder Vollrang, wenn der Rang gleich m
oder n ist. Eine quadratische Matrix A = A hat also genau dann Vollrang,
wenn Rang(A) = n gilt.

4.3 Satz. FEine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie
Vollrang hat.

Beweis. Wenn eine quadratische Matrix A Vollrang hat, so ist das Gleichungs-
system Ax = y fiir jedes y eindeutig l6sbar. Insbesondere sind dei Gleichungen

Ab; = e; (i-ter Einheitsvektor als Spalte geschrieben)

losbar. Die Matrix B = (by,...,b,) hat die Eigenschaft AB = E. Auf dhnliche
Weise beweist man die Existenz einer Matrix C' mit CA = E. Wir zeigen
B = C (vgl. mit dem Beweis von 4.2),

C =CE = C(AB) = (CA)B = EB = B. 0.

Wenn zu einer quadratischen Matrix A eine Matrix B mit AB = E oder mit
BA = F existiert, so ist A bereits invertierbar, denn A hat dann wegen 1.6.7
Vollrang.

4.4 Satz. Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit Koeffizienten
aus einem Korper K bildet eine Gruppe.

Bezeichung. Man nennt diese Gruppe die allgemeine lineare Gruppe und
bezeichnet sie mit GL(n, K).

Wir fithren Matrizen besonders einfacher Bauart, sogenannte Elementarma-
trizen ein. Als erstes definieren wir sogenannte Permutationsmatrizen. Ist o
eine Permutation der Ziffern 1,...,n, so definiert man die Matrix P, durch

€o-1(1)
P, =

€Er—1 (n))
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Dabei seien ey, ..., e, die Standardeinheitsvektoren in Zeilenform. Beispiel fiir
eine Permutaionsmatrix ist

O = O
SO =
o O

Wir iiberlassen es dem Leser, nachzurechnen, dass das Produkt zweier Permu-
tationsmatrizen wieder einer Permutationsmatrix ist, genauer gilt:

P,P. =P,

Insbesondere sind Permutationsmatrizen invertierbar, P, 1 = P, 1.

Der néchste Typ von Elementarmatrizen sind sogenannte Scherungsma-
trizen. Eine Matrix heifit Scherungsmatrix, wenn in der Diagonale nur Einsen
stehen und wenn auflerhalb der Diagonale ein Element von Null verschieden ist
und dieses gleich 1 ist. Beispielsweise ist

OO =
O = O
_ = O

eine Scherungsmatrix.

Der dritte und letzte Typ von Elementarmatrizen seien spezielle Diagonal-
matrizen, welche in der Diagonale hochstens ein von 1 verschiedenes Element
enthalten.

4.5 Bemerkung. Unter einer Elementarmatriz verstehen wir eine Permuta-
tionsmatriz zu einer Transposition, eine Scherungsmatrixz oder eine spezielle
Diagonalmatriz.  Multipliziert man eine Matrix einer Elementarmatriz von
links, so bewirkt dies eine elementare Zeilenumformung. Jede elementare
Zeilenumformung erhdlt man auf diesem Wege. Entsprechend erhdlt man die
elementaren Spaltenumformungen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen
von rechts.

Dies sollte klar sein. Beispielsweise bewirkt Multiplikation mit einer Scherungs-
matrix von links die Addition einer Zeile zu einer anderen. O

Nach dem Satz iiber elementare Umformungen in der Form I1.5.4 kann
man jede Matrix A € GL(n, K) durch Multiplikation geeigneter Elementar-
matrizen von links und rechts in endlich vielen Schritten un die Einheitsmatrix
iiberfiihren.

X, X, AY;---Y, = E.

Es folgt
A :X—l...XI*lYl...YS,

T
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Die Inverse einer Elementarmatrix ist wieder als Produkt von Elementarma-
trizen schreibbar. Nicht unmittelbar klar ist dies lediglich fiir Scherungsma-
trizen. Man orientiere sich an der Formel

1 1\ " /1 -1\ _ (1 o\[(/1 1\(1 0O
0 1 ~\0 1 /) \0 -1 0 1 0 —-1)’
welche sich leicht auf beliebige n verallgemeinern 1ét. Damit erhalten wir:

4.6 Satz. Jede Matriz aus GL(n, K) lafst sich als Produkt von endlich vielen
Eelementarmatrizen schreiben.

Sei A = X7 -+ X, die Darstellung einer Matrix A € GL(n, K) als Produkt von
Elementarmatrizen. Dann gilt X' --- X;'A = E. Da die X; ' ebenfall Pro-
dukte von Elementarmatrizen sind, erhalten wir folgende verbesserte Version
des Satzes iiber elementare Umformungen:

4.7 Satz. Fine Matriz A € GL(n, K) ldfit sich ausschlieflich durch Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatriz tiberfihren.

5. Gruppenhomomorphismen

Bei den folgenden Begriffen handelt es sich um einen Modellfall. Analoge Be-
griffsbildungen gelten nicht nur fiir Gruppen sondern fiir andere algebraische
Strukturen wie Vektorrdume, Ringe, Algebren, u.s.w. Die Beweise der Grund-
tatsachen sind so einfach, dass sie meist iibergangen werden kénnen.

5.1 Definition. FEin Homomorphismus einer Gruppe (G, T) in eine Gruppe
(H, 1) ist eine Abbildung f : G — H mit der Figenschaft

flaTb)=fla) L f(b).

Schreibt man beispielsweise die Verkniipfung beidemal als +-Zeichen, so lautet
die Homomorphiebedingung

fla+b) = f(a) + f(b).

Man kann auch die Verkniipfung 4.7 in G in der Form ab und die in H in der
Form a + b schreiben. Dann lautet die Homorphiebedingung

f(ab) = f(a) + f(b).

In der allgemeinen Theorie schreibt man die Gruppenverkniipfung meist als
Multiplikation, also in der Form ab.
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5.2 Bemerkung. FEin Gruppenhomomorphismus G — H bildet das neutrale
Element auf das neutrale Element ab.

Beweis. Ist e das neutrale Element von G, so gilt ee = e und somit f(e)
f(ee) = f(e)f(e). Hieraus folgt (durch Multiplikation mit f(e)~!, dass f(e
das neutrale Element von H ist.

~—

O

5.3 Definition. Fin Isomorphismus von einer Gruppe G auf eine Gruppe
H ist ein Homomorphismus G — H, welcher gleichzeitig bijektiv ist. Zwei
Gruppen heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen thnen gibt.

5.4 Bemerkung. Die Zusammensetzung von zwei Gruppenhomomorphismen
A — B — C ist auch ein Gruppenhomomorphismus. Ist f : G — H ein
Isomsorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ein Isomorphismus.

Isomorphe Gruppen sollte man ,,als im wesentlichen gleich“ ansehen, da jede
Formel in G eine Kopie in H hat, welche man durch Anwenden durch f erhélt.

5.5 Definition. FEine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit eine Unter-

gruppe, falls
abe H=—abe H und a ‘e H

gilt.

Es ist klar, dass eine Untergruppe H selbst zu einer Gruppe wird, wenn man
die Komposition von GG auf H einschrinkt. Auflerem ist klar, dass dann die
kanonische Injektion

i:H— G, ix)==x

ein Gruppenhomorphismus ist.

5.6 Bemerkung. Ist f: G — H ein Gruppenhomorphismus, so ist das Bild
f(G) eine Untergruppe von H. Durch Beschrinkung von f erhdlt man einen
Homomorphismus G — f(G). Dies ist ein Isomorphismus, wenn f injektiv
15t.

Ob man Untergruppen einer Gruppe G oder injektive Homomomorphismen
H — G untersucht, lauft also auf dasselbe hinaus.

Beispiele fiir Untergruppen

1. Die Menge A,, der geraden Permutationen bildet eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe S,,.

2. GL(n,R) ist eine Untergruppe von GL(n, C).

3. Die Menge aller positiven Zahlen ist eine Untergruppe der Gruppe aller von
0 verschiedenen rellen Zahlen (mit der Multiplikation als Verkniipfung).
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Beispiele fiir Homomorphismen

Die Zuordnung, welche einer Permutation o die zugeordnete Permutationsma-
trix P, zuordnet ist ein injektiver Homomorphismus

S, — GL(n,Q), o+~ P,.

Insbesondere ist die Menge der Permutationsmatrizen eine Untergruppe von
GL(n,Q). Diese Untergruppe ist isomorph zu S,,.

Die Zahlen {1,—1} bilden eine Gruppe der Ordnung zwei beziiglich der
Multiplikation. Die Abbildung

Sp — {1,—-1}, o+ sgn(o),

ist ein Homomorphismus.

Eine Beispiel aus der Analysis: Sei (R, +) die Gruppe der reellen Zahlen mit
der Addition als Verkniipfung. Sei (Rsq,-) die Gruppe der positiven reellen
Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung. Die Abbildung

(R,+) — (Rsq,:), x+— €,
ist ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung ist der natiirliche Logarithmus.

Klassifikation der Gruppen bis zur Ordnung vier

Wir betrachten endliche Gruppen. Die Anzahl der Elemente einer endlichen
Gruppe nennt man auch die Ordnung der Gruppe. Wir beginnen mit Gruppen
der Ordnung eins. Ein solche besteht nur aus dem neutralen Element e allein,
die einzig mogliche Verkniipfung is ee = e. Es ist klar, dass dies eine Gruppe
ist. Auflerdem ist klar, dass je zwei Gruppen der Ordnung eins isomorph sind.

Wir betrachten Gruppen der Ordnung 2. Sie bestehen aus dem Einheits-
element e und einem weiteren Element a. Notwendigerweise muss ee = e,
ea = ae = a. Gesetzt werden. Fiir aa gibe es die Moglichkeiten aa = a und
aa = e. Die erste Moglichkeit scheidet aber aus, da aus aa = a leicht a = e zu
folgern ist. Also ist notwendigerweise

ee=e, ea=a, ae=a, aa==~¢

Man kann dies in einer Tabelle, der sogenannten Gruppentafel in offen-
sichtlicher Weise zusammenfassen:

ISEESEQ
o Q

e
a

zu setzen. Man kann leicht verifizieren, dass alle Gruppenaxiome erfiillt sind.
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Es gibt also eine Gruppe der Ordnung zwei und je zwei Gruppen der Ordnung
zwet sind isomorph.

Als néchstes betrachten wir Gruppen der Ordnung drei. Thre drei Elemente
seien e,a,b. Was kann ab sein. Keineswegs a oder b, denn aus ab = a bei-
spielsweise wiirde b = e folgen. Also muss ab = e sein. Was kann aa sein?
Keineswegs e, denn dann wére ab = aa und somit a = b. Auch aa = a scheidet
aus, denn dann wire a = e. Es muss also aa = b und analog bb = a gelten.
Damit ist die Gruppentafel bekannt:

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Man muss noch verifizieren, dass alle Gruppenaxiome erfiillt sind und erhélt:

Es gibt eine Gruppe der Ordnung drei und je zwei Gruppen der Ordnung drei
sind isomorph.

Etwas schwieriger ist die Bestimmung der Gruppen der Ordnung 4. Wir wollen
hierzu einen Satz aus der Gruppentheorie ohne Beweis verwenden:

Multipliziert man in einer endlichen Gruppe G ein beliebiges Element so oft
mit sich selbst, wie die Gruppenordnung angibt, so kommt das neutrale Element
heraus.

In einer Gruppe der Ordnung vier kommt also Eins heraus, wenn man igen-
dein Element viermal mit sich selbst multipliziert. Seien e, a, b, ¢ die Elemente
einer Gruppe der Ordnung 4. Es gilt also a* = aaaa = e. Es ist nicht aus-
geschlossen, dass e herauskommt, wenn man a weniger als viermal mit sich
selbst multipliziert. Dreimal ist nicht mdéglich, denn aus aaaa = aaa wiirde
a = e folgen. Es konnte aber durchaus aa = e sein. Deshalb unterscheiden wir
zwei Fille:

1. Es gibt ein Element x € G mit zx # e.
2. Es gilt xz = e fiir alle z € G.

Fall 1: Die Elemente e,x,zz,xxr sind dann paarweise verschieden. Sie
schopfen also die ganze Gruppe aus. Die Gruppentafel ist in naheliegender

Schreibweise )

e x 2°
e e x 2?2 23
r oz z? 2 e

> 22 2 e «x

> 2 e x  2?

Man kann alle Gruppenaxiome verifizieren.

Fall 2. Jetzt gilt a®> = b?> = ¢ = e. Das Produkt ab kann nicht e, a, b sein.
Es muss zwingend ab = ¢ gelten. Nunn ist klar, wie die Gruppentafel aussehen



§6. Der Begriff des Vektorraums 33

muif.
e a, b c
e e a b c
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c ¢ b a e

Auch hier kann man die Gruppenaxiome verifizieren. Die beiden konstruierten
Gruppen der Ordnung 4 sind natiirlich nicht isomorph. Wir erhalten also:

Es gibt zwei nicht isomorphe Gruppen der Ordnung 4. Jede Gruppe der Ord-
nung 4 ist zu einer der beiden isomorph.

Die Gruppentafeln der Gruppen der Ordnung < 4 sind alle symmetrisch zur
Diagonalen. Wir sehen also:

Jede Gruppe der Ordnung < 4 ist kommutativ.

Natiirlich ist nicht jede endliche Gruppe kommutativ, beispielsweise ist die
symmetrische Gruppe S3 eine nicht kommutative Gruppe der Ordnung 6.

6. Der Begriff des Vektorraums

Wir haben die Addition von n-Tupeln a € V := R"™ komponentenweise
eingefithrt. Damit wird V offenbar eine kommutative Gruppe. Wir haben
aber auch ein Produkt eines n-Tupels a mit einem Skalar C' € R eingefiihrt.
Dies kann als Abbildung

RxV —V, (C,a)— Ca,
verstanden werden. Beides kann axiomatisiert werden.

6.1 Definition. Fin Vektorraum tber einem Kérper K ist ein Tripel (V, 4+, )
bestehend aus einer Menge V' und zwei Abbildungen

VxV—V, (a,b)— a+b,
KxV+—V, (C/a)r— Ca,

so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. (V,+) ist eine kommutative Gruppe.

2 Fiir die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren gilt
a) la=a (aeV)
b) C(a+b)=Ca+Cb (CeK, a,beV)
¢) (C+ D)a=Ca+ Da (C,DeK, acV)
d) C(Da) = (CD)a (C,DEK, acV)
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Das neutrale Element von V' beziiglich der Addition nennt man den Nullvektor.
Man bezeichnet ihn mit 0. Das neutrale Element beziiglich der Addition von
K bezeichnet man ebenfalls mit Null. Dies ist mathematisch unsauber und
kann zu Verwechslungen fiithren. Wir empfehlen daher in Zweifelsfdllen, den
Nullvektor mit 0y und das Nullelement von K mit O zu bezeichnen.

Beispiele von Vektorrdumen. Der wichtigste Vektorrraum ist
V=K"

mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation. Wir wollen hier-
bei auch den Fall n = 0 zulassen. K™ besteht definitionsgeméfl aus genau einem
Element, dem leeren Tupel. Dieses Element ist natiirlich auch das Nullelement
von K".

Als nichstes Beispiel nehmen wir die linearen Teirdume des R", wie wir sie
in 1.3.4 eingefiihrt haben. Dies sind offensichtlich selbst auch Vektorrdume. Es
handelt sich um einen Spezialfall von

6.2 Definition (vgl. 1.3.4). FEine Teilmenge W C V eines Vektorraums V
heifit linearer Tetlraum, falls sie nicht leer ist und falls gilt:

a,beW =a+beW und acW, Ce K= CacW.

Es ist klar, dass W selbst ein Vektorraum wird, wenn man die Addition und die
skalare Multiplikation von V auf W beschréankt. Aus diesem Grunde nennen
wir einen linearen Teilraum auch einen Untervektorraum.

Sei I eine Menge. Wir bezeichnen mit K die Menge aller Abbildungen
f I — K. Manchmal falit man solche Abbildungen als Scharen auf und
schreibt dann anstelle des Funktionsbuchstabens (C;);c;. Wir definieren die
Summe zweier Funktionen und das Produkt mit einem Skalar durch

(f +9)(@) = f(x) + g(x), (Cf)(x)=Cf(x).

Es ist klar, dass die Vektorrdumeigenschaften erfiillt sind. Daher ist K zu
einem Vektorraum gemacht worden. Viele Vektorrdume treten auf als Unter-
vektorraume von K. Wir geben einige Beispiele:

KW besteht aus allen Scharen (Ci)ier, so dass C; fiir alle 4 mit hochstens
endlich vielen Aussnahmen gleich 0 ist. Wenn I endlich ist, so gilt K/ = K()
und im Falle I = {1,...,n} ist K! nicht anderes als K.

In der Analysis treten viele Beispiele von Vektorrdume in Form sogenannter
Funktionenridume auf. Es handelt sich hierbei beispielsweise um Unterraume
vom Vektorraum R aller Funktionen f : D — R auf einem festen Defini-
tionsbereich. Wir geben einige Beispiele und nehmen der Einfachheit halber
an,
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a) Der Vektorraum aller stetigen Funktionen f: R — R.
b) Der Vektorraum aller differenzierbaren Funktionen f : R — R.
c) Der Vektorraum aller integrierbaren Funktionen f : [0,1] — R.
d) Der Vektorraum aller Polynomfunktionen f:R — R

Eine Funktion f : R — R heifit Polynomfunktion, falls es eine ganze Zahl
n > 0 und Zahlen Cy, ..., C), gibt, so dass

fiir alle x gilt.

e) Der Vektorraum aller periodischen Funktionen f : R — R mit Periode 1,

dh. f(z+1) = f(x).

Einige der Begriffsbildungen, welche wir im Zusammenhang mit linearen Teil-
riumen des R"™ geprigt haben, iibertragen sich auf abstrakte Vektorriaume.
Wir kénnen uns kurz fassen.

6.3 Bemerkung. Seien aq,...,a,, Elemente eines Vektorraums, dann ist
Lin(ay,...,am) = Ka; + -+ Kay, := { ZCN@'; C;, e K }
i=1
ein Untervektorraum.
Hierzu eine naheliegende Ergéinzung;:
6.4 Definition. Fin Vektorraum V heifst endlich erzeugt, falls es Elemente

A1y ..., Quy Mit

V =Lin(ay,...,am)
gibt. Man nennt dann aq,...,a,, auch ein Erzeugendensystem von V.

Der K™ ist endlich erzeugt. Es gibt aber auch nicht endlich erzeugte Vektor-
raume. FEin Beispiel ist der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : R — R.
In dieser Vorlesung liegt das Interesse bei den endlich erzeugten Vektorrdumen.

6.5 Definition.  Fin m-Tupel von Vektoren ay,...,a,, eines Vektorraums
V' heifit linear abhdngig, falls man Elemente C4,...,C,, € K finden kann,
welche nicht alle gleich Null sind und so daf

Ciays + - Cpaym =0

gilt.
In Analogie zu 1.4.2 gilt:
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6.6 Hilfssatz. Seien eq,...,e,. und f1,...,fs Elemente eines Vektorraums
V. Folgende beiden Figenschaften seien erfillt:

a) s>r.

b) Jedes f; laifit sich aus den e; wie folgt kombinieren,

fi=aner+--aipe, (1<i<s, a; € K).

Dann sind die Vektoren f1,..., fs linear abhdngig.

Folgerung. In einem endlich erzeugten Vektorraum ist Anzahl eines Systems
linear unabhdngiger Vektoren beschrankt.

I11.6.4 verallgemeinert sich wie folgt:

6.7 Definition. Fine Basis eines Vektorraums V ist ein maximales (also
nicht mehr vergroflerbares) System aq,...,a, linear unabhdngiger Vektoren.
Aus 6.6 folgt:

6.8 Basisergidnzungsatz. In einem endlich erzeugten Vektorraum kann

jedes System linear unabhdngiger Vektoren kann zu einer Basis erginzt werden.
Insbesondere existiert in jedem endlich erzeugten Vektorraum eine Basis.

Wir schlieflen hierbei den Fall nicht aus, wo V' nur aus dem Nullvektor besteht.
In diesem Fall ist das leere Tupel eine Basis und es ist dim V' = 0. Aus 6.6 folgt
auch:

6.9 Satz. Zwei Basen eines endlich erzeugten Vektorraums sind gleich lang.
Damit bietet sich wieder an:

6.10 Definition. Unter der Dimension eines endlich erzeugten Vektorraums
versteht man die Lédnge einer Basis.

In Analogie zu 1.4.8 gilt:

6.11 Satz. Fiir ein System von Vektoren aq,...,a,, eines Vektorraums V
sind folgende Aussagen gleichbedeutend.

1. FEsist ein maximales System linear unabhdngiger Vektoren (also eine Basis).
2. Es ist etn minimales Erzeugendensystem.

Hieraus folgt auch:
6.12 Satz. Aus jedem Erzeugendensystem kann eine Basis ausgewdhlt wer-
den.

Unmittelbar klar ist auch:
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6.13 Bemerkung. Jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektor-
raums st selbst endlich erzeugt.

Ebenfalls klar ist (vgl. 1.4.7):

6.14 Satz. Seien eq,...,e, linear unabhdingige Vektoren eines Vektorraums
V', welche diesen erzeugen. Dann bilden sie eine Basis von V.

sowie

6.15 Bemerkung. Ist W ein Untervektorraum eines endlich erzeugten
Vektorraums V' mit der Eigenschaft dm W = dimV, so gilt V. =W.

Wir haben den Begriff der Basis nur fiir endlich erzeugte Vektorraume gefafit. Dies ist
fiir die Zwecke dieser Vorlesung vollig ausreichend. Fiir interessierte Leser skizzieren
wir, wie man bei nicht endlich erzeugten Vektorrdumen vorzugehen hat. Zunéichst
nehmen wir eine kleine Modifikation vor. Offenbar kommt es beim Begriff der Basis
gar nicht auf die Reihenfolge der Vektoren an. Daher kénnte man den Begriff der
Basis auch derart modifizieren, dass eine Basis kein (geordnetes) n-Tupel sondern
eine Menge bestehend aus n-Elementen ist. Daher modifizieren wir den Begriff der
linearen Hiille wie folgt: Sei M C V eine beliebige Teilmenge eines Vektorraums V.
Unter Lin(M) verstehen wir die Menge aller (endlichen) Summen

ZCZ‘CLi, C; e K, a; € M.

Dabei darf m beliebig grof sein. Offenbar ist Lin(M) eine Untervektorraum. Man
nennt M ein Erzeugendensystem, falls Lin(M) = V gilt. Auch der Begriff der linearen
Unabhéngigkeit kann in diesem Rahmen geprigt werden. Eine Teilmenge M C V
heifit linear unabhéngig, falls kein Vektor a € M in Lin(M — {a}) enthalten ist.
Unter einer (ungeordneten) Basis versteht nun eine Teilmenge M C V', welche sowohl
V erzeugt, als auch linear unabhéngig ist. Nun gilt wieder

6.16 Satz. Jeder Vektorraum —auch wenn er nicht endlich erzeugt ist— besitzt
etne Basis.

Der Beweis dieses Satzes erfordert das Auswahlaxiom. Wir fithren ihn hier nicht.

Der Vektorraum K enthilt spezielle Elemente, sogenannte Deltafunktionen. Wir
wollen hier unter einer Deltafunktion eine Funktion 6 : M — K vestehen, welche in
genau einem Element a € M Eins und sonst immer Null ist. Diese Deltafunktionen
liegen sogar in K ™) (Menge aller Funktionen, welche nur an endlich vielen Stellen
von Null verschieden sein kénnen). Man iiberlegt sich leicht: Die Menge aller Delta-

funktionen ist eine Basis von K™) . Die Menge aller Deltafunktionen ist keine Basis
von K™, Basen von KM existieren wegen des erwihnten Satzes auch, sind aber

unbeschreiblich kompliziert und nur iiber das Auswahlaxiom zu fassen.
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1. Lineare Abbildungen

Ist A = A(™™) eine m x n-Matrix, so kann man die Abbildung betrachten,
die einem Spaltenvektor z € K (™1 den Spaltenvektor Az € K™ zuordnet.
Wenn wir K ("1 mit K™ identifizieren, so erhalten wir eine Abbildung

fA:Km—>Kn.

Wir erinnern noch einmal an ihre Definition: Die Gleichung y = f4(x) bedeutet

m
Yi = g AijLj-
J=1

Im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen haben wir diese Abbil-
dung bereits studiert. Die Gleichung Az = b zu losen ist gleichbedeutend mit
der Frage, ob b im Bild der Abbildung f4 liegt. Abbildungen wie f4 sind
sogenannte lineare Abbildungen:

1.1 Definition. Fine Abbildung
f:V—Ww

eines Vektorraums V in einen Vektorraum W (iber demselben Grundkirper
K ) heifit linear, falls folgende beiden Bedingungen erfillt sind:

a) f(x+y)=flz)+ f(y) fir allex,y € V.
b) f(Cx)=Cf(z) fir allex € V und C € K.

Aus den Eigenschaften a) und b) folgt allgemeiner durch Induktion nach n

/ (i Cz‘%‘) = icif(ai> (C; €K, a; €V).
=1 i=1
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Lineare Abbildungen bilden den Nullvektor immer auf den Nullvektor ab, denn
es gilt ja allgemein

f(Oy) = f(0x0y) = 0k f(Oy) = Ow .

(Wir haben den Nullvektor von V' mit Oy, den von W mit Oy und das Nillele-
ment von K mit Ox, um Verwechslungen zu vermeiden.

Wir geben gleich einige
Beispiele linearer Abbildungen
1. Sei A = A™") eine m x n-Matrix. Die Abbildung
fa: K™ — K"
ist linear. Wir erinnern daran, dass fa als Multiplikation mit der Matrix A

verstanden werden kann, wenn man die Elemente von K™ als Spaltenvek-
toren schreibt,

fa(z) = Ax.

2. Sei W ein Untervektorraum eines Vektorraums V. Die natiirliche Inklusion

i W—V, i) =m=r,

ist linear.
3. Seien ay,...,a, Elemente eines Vektorraums V. Die Abbildung
n
K'—YV, z+— g xria;,
i=1
ist linear. Wir weisen darauthin, dass aq,...,a, dann und nur dann ein

Erzeugendensystem von V ist, wenn diese Abbildung surjektiv ist.

Es ist sehr einfach, lineare Abbildungen zu beschreiben, wenn man eine Basis
zur Verfiigung hat.

1.2 Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum mit einer Basis ey, ..., e, und sei
W ein weiterer Vektorraum. Zu jedem n-Tupel von Vektoren by,...,b, gibt es
eine und nur eine lineare Abbildung

f:V—W mit f(e;) =0, (1 <i<n).
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Der Beweis ist sehr einfach. Man muf} offenbar

f (Zn: Ci€i> = 2": C;b;
i=1 i—1

setzen und diese Abbildung ist auch offensichtlich linear. O

Im Falle K™ kann man stets die kanonische Basis eq, ..., e, der Einheitsvek-
toren betrachten. Bemerkung 1.2 besagt in diesem Fall, dass es zu jedem
n-Tupel von Vektoren aq,...,a, eines Vektorraums V genau eine lineare Ab-
bildung

f:Kn—>V, e, — aj,

gibt. Es gilt dann
f@)=f (Z l‘z'ez') = wia;.
i=1 i=1

Dies war genau unser drittes Beispiel.

Es ist niitzlich, sich diesen Mechanismus nochmals am Beispiel der durch
eine m x n-Matrix A vermittelten linearen Abbildung

fA:Km—>Kn7 fA(QZ'):AZE,

zu verdeutlichen. In diesem Zusammenhang, wollen wir die Elemente von K™
und K™ als Spaltenvektoren verstanden wissen. (Wenn man pedantisch sein
will, sollte man K™, K™durch K™V K1) ersetzen.) Multipliziert man den
i-ten Einheitsvektor (jetzt) als Spalte gschrieben mit A, so erhélt man offenbar
genau die i-te Spalte von A. Dies ist leicht nachzurechnen, wir verdeutlichen

es nur an einem Beispiel
a b 1Y\ f(a
c d 0/ \c)°

Halten wir fest:

1.3 Bemerkung. Bei der durch eine m x n-Matrix A vermittelten linearen
Abbildung fa : K™ — K™ (Spaltenvektoren) wird der i-te Einheitsvektor auf
die i-Spalte von A abgebildet.
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2. Kern und Bild linearer Abbildungen

2.1 Bemerkung. Ist f:V — W eine lineare Abbildung, so ist das Bild
Bild(f) = f(V)

ein Untervektorraum von W.
Beweis.. Seien by, by zwei Elemente des Bildes, also by = f(a1), b2 = f(a2).

Dann gilt by + by = f(ay + az), is also ebenfalls im Bild. Ahnlich zeigt man,
dass mit b auch Cb (C € K) im Bild liegt. O

2.2 Definition.  Der Kern einer linearen Abbildung f : V. — W ist die
Menge aller Elemente aus V', welche auf 0 abgebildet werden,

Kern(f):={a€V; f(a)=0}.

Die Bedeutung des Kerns einer linearen Abbildung wird am Beispiel Fs :
K™ — K™ sichtbar. Der Kern dieser Abbildung ist offenbar genau die Losungs-
menge des durch die Matrix A definierten homogenen linearen Gleichungssys-
tems.

2.3 Bemerkung. Der Kern einer linearen Abbildung ist ein Untervektor-
raum

Der Beweis ist so einfach, dass er iibergangen werden kann. Wir erwahnen
nur, dass dies die bereits frither bewiesene Tatsache 1.3.5 impliziert, dass die
Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystem ein linearer Teil-
raum ist. Ein anderer Hinweis, dass der Kern ein wichtige Begriffsbildung ist,
ergibt sich aus folgendem

2.4 Satz. Fiir eine lineare Abbildung f : V. — W sind folgende beiden
Aussagen gleichbedeutend:

a) Die Abbildung f ist injektiv.

b) Der Kern von f ist Null (Kern(f) = {0}).

Beweis. Wenn f injektiv ist, so kann nur der Nullvektor auf den Nullvektor
abgebildet werden. Der Kern ist also Null. Sei umgekehrt der Kern 0. Wir
zeigen, dass f injektiv ist:

fla)=fb) = f(a)— f(b)=fla—-b)=0=a—-b=0=a=0b. 0O
2.5 Satz. Seien aq,...,a, Elemente eines Vektorraums V. Die Abbildung

K'—YV, x> inai,
i=1

1st genau dann
injektiv, wenn aq,...,a, linear unabhdngig sind,

surjektiv, wenn ay,...,a, den Vektorrarum V erzeugen.
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Wir gelangen zu der wichtigen

2.6 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen. Sei f:V — W eine
lineare Abbildung endlich dimensionaler Vektorrime. Dann gilt

dim V' = dim Kern(f) + dim Bild(f).

Beweis. Wir betrachten eine Basis eq, ..., e, des Kerns (m = dim Kern(f))
und ergénzen diese zu einer Basis e1,...,en,,..., e, des ganzen Raums V (n =
dim(V')). Die Vektoren f(ey),..., f(en) erzeugen das Bild. Die ersten m dieser
Vektoren sind Null. Daher erzeugen sogar f(em+1),.-., f(e,) das Bild. Wir
behaupten, dass diese Vektoren sogar linear unabhéngig sind. Sei also

Cm—i—lf(em—l—l) + - Cnf(en) = 0.

Dann liegt aber Cy,+1€m+1 + -+ - Crhe, im Kern und kann folgedessen aus den
€1,...,6en linear kombiniert werden. Dies ist eine lineare Relation zischen den
€1,...,en. Da diese linear undabhingig sind, miissen alle Koeffizienten ver-
schwinden. Insbsondere folgt C,,41 = --- = C;, = 0. Damit erhalten wir
dim Kern(f) = m, dimBild(f)) = n — m und dim(V') = n. Die Dimensions-
formel ist damit bewiesen. O

3. Isomorphismen

Sind f:V — W und g : W — U lineare Abbildungen, so ist offenbar auch ihre
Zusammensetzung go f : V — U linear.

3.1 Definition. Fine lineare Abbildung f : V — W heifst ein Isomorphis-
mus, wenn sie bijektiv ist.

Ist f:V — W ein Isomorphismus von Vektorrdumen, so kann man Aussagen
zwischen V' und W hin-und hertransportieren. Wir geben einige Beispiele.

Ist aq,...,a, ein Erzeugendensystem von V', so ist f(a1),..., f(a,) ein
Erzeugendensystem von W.

Sind ay,...,a, linear unabhingig, so sind auch f(a;),..., f(a,) linear un-
abhéngig.

Ist aq,...,a, eine Basis von V, so ist f(ay),..., f(a,) eine Basis von W.

Aus diesen und &hnlichen Griinden soll man isomorphe Vektorrdume als ,,in
vieler Hinsicht gleich® ansehen.
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3.2 Bemerkung. Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f=1: W —
V' linear und damit ebenfalls ein Isomorphismus. Ist g : W — U ein weiterer
Isomorphismus, so ist auch go f :V — U ein Isomomorphismus.

Man nennt zwei Vektorrdume V,W isomorph —in Zeichen V = W—, wenn
ein Isomorphismus V' — W existiert. Aus 3.2 folgt, dass ,, Isomorphie* eine
Aquivalenzrelation ist, d.h.

a) V=V (Reflexivitét)

b) VW =W=V (Symmetrie)

c) VW W=U=V=ZU (Transitivitit)

3.3 Satz. Seien aq,...,a, Elemente eines Vektorraums V. Die Abbildung

K" —YV, x+— inai,

i=1
ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ay, ..., a, eine Basis ist.
Aus diesem Grunde lduft es auf dasselbe hinaus, ob man sagt
Man betrachtet eine Basis von V.

oder

Man betrachtet einen Isomorphismus K™ — V.
(Die Basis erhilt man dann als Bilder der Einheitsvektoren.) Die Tatsache,

dass jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis besitzt, kann man damit
auch so aussprechen:

3.4 Satz. Ein Vektorraum ist genau dann endlich dimensional, wenn es
eine ganze Zahln > 0 gibt, so dass V und K" isomorph sind. Die Zahl n ist
eindeutig bestimmt, sie ist die Dimension von V.

Man kann dies salopp auch so ausdriicken:

Der Vektorraum K" ist im wesentlichen der einzige endlich dimensionale Vek-
torraum.

Man fragt sich an dieser Stelle, warum man dann abstrakte Vektorrdume
iiberhaupt eingefiihrt werden und man sich auf K™ nicht beschrankt. Der
Grund ist der, dass Vekttordume héufig in der Natur auftreten, ohne dass ihre
Isomorphie K™ sofort sichtbar ist. Man denke an die Losungsmenge eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystems.

Eine wichtige Anwendung der Dimensionsformel besagt:

3.5 Satz. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung endlich dimensionaler
Vektorraume gleicher Dimension (beispielsweise V.= W ). Dann sind folgende
drei Figenschaften gleichbedeutend:

1. f ist ein Isomorphismus.
2. f ist injektiv.
3. f ist surjektiv.
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4. Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine zentrale Bedeutung der Matrizen liegt darin, dass man mit ihnen lineare
Abbildungen beschreiben kann:

4.1 Definiton. SeitV ein Vektorraum mit einer ausgewdhlten Basis eq, ..., en
und W ein Vektorraum mit einer ausgewdhlten Basis €}, ... el . Sei f:V —

W eine lineare Abbildung. Die f beziiglich der gegebenen Basen zugeordnete
Matriz A = A™"™) st durch

fled) = aje]
j=1

definiert.

Wir wissen, dass man eine linearen Abbildung vollstdndig kennt, wenn man die
Bilder einer Basis kennt und wir wissen auch, dass man diese Bilder beliebig
vorschreiben kann. Es gilt also.

4.2 Bemerkung. (Voraussetzungen wie in 4.1). Zu jeder Matrix m X
n-Matriz A existiert eine und nur eine lineare Abbildung f : V. — W mit
zugeordneter Matriz A.

Wir erinnern daran, dass wir jeder Matrix A = A(™™) eine lineare Abbildung
Fy : K" — K™ zugeordnet werden. (Man fasse die Vektoren als Spalten
auf und definiere F4(z) = Az durch Matrizenmultiplikation.) In K™ und K"
konnen wir die Standardbasen der Einheitsvektoren betrachten: Wir verwenden
die Bezeichnung egn), ... e™ fiir die Standardbasis in K™ und elm), et
fiir die Standardbasis in K.

4.3 Bemerkung. Sei fa: K™ — K™ die einer Matriz A = A"™™) zugeord-
nete lineare Abbildung. Die fa zugordnete Matrix beziiglich der Standardbasen
ist A selbst.

Beweis. Wir wissen bereits, dass fa(e;) durch die i-te Spalte von A gegeben
wird, also (in Zeilenschreibweise)

fA(egn)) = (ali, e ,ami) = Z ajie§m).
7j=1

Man vergleiche mit 4.1.

Man konnte sich wundern, dass in 4.1 der Ausdruck aj;e; und nicht der optisch
ansprechendere und besser mit den Regeln der Matrixmultiplikation harmonisierende
Ausdruck a;je; verwendet wurde. Der Grund fiir diese Konvention ist einfach der:
Man will haben, dass 4.3 richtig ist.
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Die Zuordnung einer Matrix zu einer linearen Abbildung ist ein ganz ein-
facher Vorgang aber dennoch &uflerst wichtig. Daher wollen wir noch eine
andere Interpretation hierfiir geben. In diesem Zusammenhang wollen wir ,,Di-
agramme eonfithren“ Seien A, B, C, D vier Mengenund a: A - B, 3 : A — C,
v:B — D, §:C — D Abbildungen. Man kann diese iibersichtlich in einem
Diagramm visualisieren:

A = B
s 1
c % D
(Es gibt auch viele andere Formen von Diagrammen wie Dreiecke, ...) Man

nennt das Diagramm kommutativ, wenn
yoa=50fp
gilt.

4.4 Bemerkung. Seien V, ey,...,e, und W, €},... e, Vektorrdume mit
ausgezeichneten Basen. Sei f : V — W eine lineare Abbildung mit zugehdriger

Matrixz A. Dann ist das Diagramm

f

Vv — W
- 1 +r
Kn da gm

kommutativ. Dabei sei o (und dhnlich T) derjenige Vektorraumisomorphismus,
welcher die Standardbasis von K™ in die gegebene Basis von V tberfihrt (3.3).

Die Matrix A kann also auch durch die Formel

fa=71ofoo !

definiert werden.

Wir haben friiher bereits etwas unmotiviert die Matrixmultiplikation einge-
fithrt. Diese erfahrt jetzt eine Rechtfertigung:

4.5 Bemerkung. Seien f:V — W, g :V — U lineare Abbildungen von

/

Vektorrdumen mit ausgezeichneten Basen ey, ... e, (von'V), €\, ... el (von

W) undef,... e; (vonU). Seien A, B,C die Matrizen von f,g,go f (jeweils
beziiglich der vorgelegten Basen). Dann gilt

C=B-A (Matrizenprodukt).
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Beweis. Man kann dies einfach nachrechnen. ad

Wenn man dies tut, so erhélt man als Anwendung einen neuen konzep-
tionellen Beweis fiir die Assoziativitdt des Matrizenprodukts als Folge der As-
soziativitit das Zusammensetzens von Abbildungen. Wegen der Wichtigkeit
von 4.5 skizzieren wir noch einen zweiten Beweis, welcher allerdings die As-
soziativitdt der Matrizenmultiplikation benutzt. Man schaue in dem Diagramm
(mit offensichtlichen Pfeilen)

v — W — U
) ) )

K* — K™ — KP
auf die zweite Zeile. Die Behauptung folgt nun aus dem Assoziativgesetz

A(Bz) = (AB)z (hier ist x ein Spaltenvektor).

5. Basiswechsel

Wenn man einer linearen Abbildung F' : V' — W endlich dimensionaler Vek-
torrdume eine Matrix zuordnen will, so muss man zuerst eine Basis von V
und eine von W auswihlen. Andert man die Basen, so bekommt man andere
Matrizen. Wir wollen ausarbeiten, wie man diese formelméflig erfassen kann.
Wir werden uns dabei im ersten Anlauf auf den etwas einfacheren Fall V =W
beschrinken und in V und W jeweils dieselbe Basis betrachten. Dies ist der
Fall, der in den Anwendungen fast ausschliellich bené6tigt. Wir betrachten also
lineare Abbildungen F': V' — V und links und rechts dieselbe Basis. eq,...,e,.
Die Matrix A, die F' beziiglich dieser Basis zugeordnet ist, ist geméf; 4.1 durch

fle) = ajie:
j=1

definiert (da nun f; = e; gilt).

5.1 Definition.  Seien eq,...,e, und €,..., e, zwei Basen eines Vektor-

raums V. Die Ubergangsmatriz oder Basiswechselmatriz S = S™ wvon
der ersten zur zweiten Basis ist durch

n

e;:Zsﬁei (1<i<n)

Jj=1

definiert.
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Die Ubergangsmatrix S kann auch als Matrix gewisser linearer Abbildungen inter-
pretiert werden. Man kann beispielsweise diejenige lineare Abbildung V' — V be-
trachten, welche e; in e abbildet. Die Matrix dieser Abbildung beziiglich der Basis
e1,...,en (rechts und links) ist offenbar genau gleich S.

Es gibt auch noch eine andere Deutung: Man betrachte einfach die identische
Selbstabbildung V' — V und nehme deren Matrix jetzt allerdings beziiglich der Basis
€1,...,en links und €], ..., e, rechts. Diese Matrix ist S.

Diese Deutungen der Ubergangsmatrix als Matrix linearer Abbildungen ist
nicht sonderlich wichtig. Immerhin kénnen wir daraus die Erkenntnis ziehen,
dass die Ubergangsmatrix invertierbar ist. Wichtig ist:

5.2 Satz. Sei f V. — V eine lineare Abbildung. Gegeben seien zwei

Basen ey, ... e, und €}, ... el von V. Wir bezeichnen mit A die Matriz von
f beziiglich der Basis ey, ..., e, (links und rechts) und mit B die Matriz von f
beziiglich der Basis ¢!, ..., e! (links und rechts) und mit S die Ubergangsmatriz.
Dann gilt

B=S"1AS.

Beweis. Die Matrizen A, B, S sind durch
fle) =) ajiey,
j=1
Fle) =" by},
j=1

n
I — .. .
e; = 55i€;
j=1

definiert. Wir setzen die dritte in die zweite Gleichung ein,

il sjif(ej) = i(bji i Skjek;).

j=1 k=1

Jetzt setzt man die erste Gleichung ein,

n n

Xn: (8ﬂ kZi: akj@k) => (bjz' > Skj€k> :

j=1 1 J=1 k=1
Auf beiden Seiten steht eine Linearkombination der Basisvektoren ej. Die
Koeffizienten auf beiden Seiten miissen gleich sein. Dies ergibt

n

n
Z sjiakj = Z bjiskj (1 S 7 S ’I’L)
j=1

=1
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Diese Gleichung bedeutet
AS = SB.

Multiplizert man diese Gleichung von links mit S—!, so folgt die Behauptung.

(]

Wir haben schon erwihnt, dass 5.2 nicht der allgemeinste Fall einer Basis-

transformation ist. Der Vollsténdigleit geben wir noch den allgemeinen Fall
an. (Der Beweis ist derselbe.)

5.3 Satz. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Gegeben seien zwei

Basen ey, ... e, €1,...,6, von V und zwei Basen €y,... e, undéy, ... e
von W. Sei A die Matrixz von f beziiglich der Basen ey, ..., e,, €,... e, und
entspechend A die Matriz von f beziiglich der Basen é1,...,€, und é},...,é, .
Schliefilich sei S die Basiswechselmatrix von eq1,...,e, nach é1,...,€, und
entsprechend S die Basiswechselmatriz von €, . .. el nach é,...,e. . Dann
gilt

STTAS = A.

6. Weitere Konstruktionen von Vektorriumen

Seien Vi, ...,V,, C Untervektorrdume eines Vektorraums V. Wir definieren
Vit V={a+ - +am aeVil<i<m)}.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dies ein Untervektorraum ist. Diese Bezeich-
nung steht im Einklang mit der Bezeichnung Ka; + --- + Ka,,, die wir in
anderem Zusammenhang bereits benutzt haben. Klar ist auch, dass

Vin...nV,
ein Untervektorraum ist und schliellich ist

Vix---xVn,
ein Vektorraum, wenn man die Verkniipfungen

(a1y..yam)+ (b1y. . am) = (a1 + b1y .. am + b)),
Clay,...,am) = (Cay,...,Cap)

Wir wollen die Dimensionen dieser Vektorrdume (im Falle endlicher Erzeug-
barkeit berechnen) und beschrinken uns der Einfachheit halber auf den Fall
m = 2.
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6.1 Bemerkung. Sein V,W endlich dimensionale Vektorrdume. Es gilt
dim(V x W) =dim V + dim W.

Beweis. Sei eq,...,e,, eine Basis von V und fi,..., f,, eine Basis von W.
Dann bilden die m + n Paare (e;,0), (0, f;) (1 <i<n,1<j<m) (irgendwie
angeordnet) eine Basis von V' x W.

Ein anderer Beweis geht wie folgt. Die Abbildung
VxW-—W, (a,b)+—Db,

ist offensichtlich linear. Ihre Kern K besteht aus allen Paaren (a,0). offen-
sichtlich ist dieser Kern isomorph zu V', denn

V—K, a— (a,0),

ist ein Isomorphismus. Die Behauptung folgt nun aus der Dimensionsformel
2.6. O

6.2 Satz. Seien A, B zwei Untervektorriume eines endlich dimensionalen
Vektorraums V. Dann gilt

dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
AxB—A+B, (a,b)—a-+bh.

Diese ist offenbar surjektiv und linear. Thre Kern K besteht aus allen Paaren
(a,—a) mit a € AN B. Dieser Kern ist offensichtlich isomorph zu AN B. Damit
folgt die Behauptung wiederum aus der Dimensionsformel 2.6. ad

6.3 Bemerkung. Scien A, B C V Untervektorriume eines Vektorraums V.
Folgende Aussagen sind gleichbedeutend:

1. AnB=0.
2. Die Abbildung
AxB— A+ B, (a,b)— a+b,

st ein Isomorphismus.
3. Die Darstellung eines Elements aus A+ B in der Form a+b mit a € A und
b € B ist eindeutig.

Beweis. 1) = 2): Die Abbildung A x B — A + B ist surjektiv. Aus 1) folgt,
dass ihr Kern Null ist. Sie ist also auch injektiv.

2) = 3): Ausa+d’ = b+ folgt wegen der zweiten Eigenschaft (a,b) = (a’, 1)
und somit @ = a’ und b =10'.

3) = 1): Sei x € AN B. Aus der Gleichung = + (—z) = 0 + 0 folgt wegen der
dritten Eigenschaft z = 0. O
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6.4 Definition. Seien A, B C V Untervektorrdume eines Vektorraums V'
mit der Eigenschaft AN B = 0. Man schreibt dann

A B=A+1B
und nennt dies die direkte Summe von A und B.

Man nennt einen Untervektorraum B C V' komplementdr zu einem Untervek-

torraum A, falls

V=A®B
gilt (falls also jedes v € V sich eindeutig in der Form v = a + b mit a € A und
b € B schreiben 1a8t.

6.5 Bemerkung. SeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum. Jeder Unter-
vektorraum A besitzt einen komplementdren Unterraum B (also V = A& B).

Beweis. Sei ey, ..., e, eine Basis von V. nach dem Basisergdnzungssatz kann
man diese zu einer Basis eq,...,€p,,...,e, von V ergdnzen. Man definiere
B=Kept1+ -+ Ke,. O

Wir schlieflen zwei Anmerkungenan:
a) Bemerkung 6.5 gilt auch fiir unendlich dimensionale Vektorrdume V.

b) Der Komplementérraum ist i.a. alles andere als eindeutig bestimmt. Bei-
spielsweise gilt
K?*=K(1,0)® K(z,1)

fiir beliebiges x € K.

Weitere Konstruktionen

Seien V, W zwei Vektorrdume. Wir bezeichnen die Menge aller linearen Abbil-
dungen von V nach W mit

Hom(V,W):={f:V = W; F lincar }.
Wir definieren die Summe zweier solcher Abbildungen f, g durch

(f +9)(@) = f(z)+g(z)
und das Produkt C'f mit einem Skalar C' € K durch

(Ch)(x) = Cf(x).

Es sollte klar sein, dass hierdurch Hom(V, W) ein Vektorraum wird. Sei nun

€1,...,6e, eine Basis von V und €],..., e, eine Basis von W. Wir erinnern

rm
daran, dass man dann jeder linearen Abbildung f eine Matrix aus K™*" zu-

geordnet wurde. Diese Zuordnung ist eine Abbildung

Hom(V, W) — K™*".
Wir erinnern daran, dass auch K™*™ ein Vektorraum ist (komponentenweise
Addition uns Multipikation mit Skalaren). Wir wissen, dass diese Abbildung

bijektiv ist. Auflerdem sollte klar sein, dass diese Abbildung linear ist. Damit
erhalten wir:
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6.6 Satz. Seien V,W endlich dimensionale Vektorrdume. Nach Wahl einer

Basis von V' und einer von W erhdlt man (durch die Zuordnung 4.1) einen
Isomorphismus

Hom(V, W) - K™,

Insbesondere gilt

dim(Hom(V,W)) = dimV - dim W.
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1. Die Leibnizsche Formel

Die Determinante einer 1 x 1-Matrix (a) ist defnitionsgeméfl a selbst. Inter-
essanter ist der Fall einer 2 x 2-Matrix. Hier definiert man die Determinante

durch
det(a b):ad—bc.
c d

Eine der moglichen Motivationen fiir diese Formel ist:

1.1 Bemerkung. Die Matrix A = (Zs) 1st genau dann invertierbar, wenn
thre Determinante von Null verschieden ist, und in diesem Fall gilt

a b\ 1 d —b
c d ad—bc \—c a

Beweis. Man rechnet nach, dass

(0 a) (% 7) =ty Y)

ist. Hieraus folgt, dass A invertierbar ist, wenn die Determinante von 0 ver-
schieden ist und die in 1.1 behauptete Formel fiir die Inverse. Wir miissen
umgekeht zeigen, dass die Determinante von 0 verschieden ist, wenn die Ma-
trix invertierbar ist. Da die Determinante der Einheitsmatrix gleich 1 ist, folgt
dies unmittelbar aus folgendem Hilfssatz (angewendet auf B = A~1):

1.2 Hilfssatz. Sind A, B zwei 2 X 2-Matrizen, so gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Der Beweis kann iibergangen werden. ]

Es erhebt sich die Frige, ob man die Bildung der Determinante auf beliebige
n X n-Matrizen in sinnvoller Weise verallgemeinern kann. Man bekommt eine
vage Idee, wie man vorzugehen hat, wenn man die Determinante in der Form

ail ai2
det = ai1a22 — a21G12
a1 g2
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schreibt. Man mufls zunichst einmal die beiden Ausdriicke ai1ase und asjaqs
verallgemeinern. Sie sind beide von der Bauart aq,a2,. Dabei ist (u,v) en-
tweder (1,2) oder (2,1) also in jedem Fall eine Permutation der Ziffern 1 und
2. Daher kann man daran denken, dass die Bausteine der Determinante allge-
mein Ausdriicke der Art

A15(1) " " Ano(n)

mit einer Permutation o der Ziffern 1,...,n sein. Im Falle n = 3 wéren dies

die 6 Ausdriicke

a11022G33, 12021033, 411023032, (120234031, 413021032, 013022031

Jetzt miissen wir noch bedenken, dass die Ausdriicke in der Determinante einer
2 x 2-Matrix mit Vorzeichen auftreten, +aj1a22 und —aj2a21. Dieses Vorzeichen
ist genau das Signum der auftretenden Permutation. Dies fithrt uns allgemein
dazu, die Produkte mit dem Vorzeichen der Permutation zu versehen und dann
alles aufzusummieren. Das Resultat ist

1.3 Definition (Leibnizsche Formel).  Die Determinante einer n X n-
Matrix A st gleich

det(A) = Z Sgn(a)ala(l) ©po(n)-

ogES,
Daber ist S,, die Menge aller Permutationen der Ziffern 1,... n.
Im Falle n = 2 ist dies unsere alte Formel und im Falle n = 3 erhélt man
det(A) = a11a22a33 — a12a21033 — a11023032 +A12023031 +A13021032 — A13G2203] -

Die Definition der Determinante durch die Leibnizsche Formel hat verschiedene
Nachteile. Zunéchst einmal ist noch nicht klar, ob diese Definition niitzlich ist.
Aulerdem kann die Berechnung der Determinante mittels dieser Formel h6chst
aufwendig sein. Die Anzahl der Permutationen in S, ist n!. Bereits bei der
Berechnung einer 13 x 13-Matrix treten iiber 6 Milliarden Terme auf.

Im folgenden bezeichnen wir mit aq, ..., a, die Spalten einer Matrix A, also
A= (ar,...,an).

Sei i € {1,...,n}. Eine Funktion f : K™ — K heifit linear in der i-ten
Spalte, falls die Funktion

g(x) = flar,...,a;i—1,2,a4,...,a,)

fiir festes aber beliebiges a1,...,a;_1,a;11,...,a; linear ist, also

gz +y)=g()+g(y), g(Cz)=Cg(z) (CeK).
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1.4 Definition. Fine Funktion
f: K" — K

heifit eine alternierende Multilinearform der Spalten, falls folgende drei
Bedingungen erfillt sind:

1. Die Funktion f ist linear in jeder Spalte.

2. f(A) dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten von A vertauscht, also

flat, .. ai, .. a5 ... an) = —f(a1,...,a5,...,0;...,ap).

1.5 Satz: Charakterisierung der Determinante als alternierende Mul-
tilinearform.  Dei Determinante det : K™"*™ — K ist eine alternierende
Multilinearform der Spalten. Ist f : K™*™ — K eine beliebige alternierende
Multilinearform der Spalten, so gilt

f(A) = det(A)f(E).

Folgerung. Die Determinante ist die einzige alternierende Multilinearform
der Spalten mit der Normierungsbedingung f(E) = 1.

Beweis. Seien aq,...,a, die Spalten der Matrix A. Mit den Einheitsvektoren
€1,...,6, gilt

a; = Aj1€1 + *** Ajptn.

Nutz man die Multilinearitét aus, so sieht man, dass f schon voéllig bestimmt
ist, wenn man f(A) fiir solche Matrizen kennt, deren Spalten Einheitsvek-
toren sind. Da f alternierend ist, verschwindet f(A), wenn zwei Spalten gleich
sind. Daher braucht man nur solche A zu betrachten, in denen nur paarweise
verschiedene Einheitsvektoren vorkommen. Man kann A durch endlich ver-
schiedene Vertauschungen von Spalten in die Einheitsmatrix {iberfithren. Wir
sehen also, dass zwei alternierende Multilinearformen schon dann gleich sind,
wenn sie auf der Einheitsmatrix iibereinstimmen. Damit ist 4.1.5 klar. O

2. Determinantenregeln

Wir beginnen mit der Regel det(AB) = det(A) det(B), welche wir fiir 2 x 2-
Matrizen bereits nachgewiesen haben (1.2):
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2.1 Determinantenmultiplikationssatz. Sind A, B zwei n X n-Matrizen,
so gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Wir betrachten die Funktion f(B) = det(AB) bei festem aber be-
liebigen A. Benutzt man AB = (Aby,..., Ab,), so siecht man, dass f(B) eine

alternierende Multilinearform in den Spalten von B ist. Aus der Charakteri-
sierung 1.5 folgt f(B) = det(B)f(E) = det(B) det(A). O

2.2 Satz. Fine Matriz A und ihre Transponierte haben dieselbe Determinante,
det(A) = det(AT).
Beweis. Da beim Transponieren Zeilen und Spalten vertauscht werden, ist

det(AT) eine normierte alternierende Multilinearform der Zeilen von A. ist 7
die zu einer Permutation o inverse Permutation, so gilt offenbar

Ar(1)1 """ Qr(n)n = Alg(1) " " Cno(n)-
Derselbe Beweis wie der von 1.5 zeigt, dass die Determinante die einzige
normierte alternierende Multilinearform der Zeilen ist. O

2.3 Entwicklung der Determinante nach einer Zeile. Sei A eine n x n-
Matriz und i € {1,...,n}. Dann gilt

j=1
Dabei sei A;j die Determinante derjenigen (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die man
bekommt, wenn man aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

Als Beispiel schreiben wir die Entwicklung einer 3 x 3-Determinante nach der
ersten Zeile (i = 1) explizit auf:

a; ai2 ais
det | a11 a2 a3 | =
ail aiz2 ais

ail det (a22 @23 ) — a2 det (CL21 @23 ) + a13 det (CL21 @32 )
azz2 as3 asr ass Q22 431
Beweis des Entwicklungssatzes. Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass der
Ausdruck Z;.Lzl (—1)"*Ja;;A;; eine normierte alternierende Multilinearform der
Spalten ist. Die Behauptung folgt dann aus dem Chrakterisierungssatz 1.5.
O
Wir merken noch an. Wegen det(A) = det(A") gibt es auch eine Entwick-
lung nach den Spalten:

j=1
Der Entwicklungssatz nach den Zeilen 148t sich auch in etwas anderer Form
schreiben:
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2.4 Regel iiber die komplementire Matrix. Sei A eine n X n-Matriz.
Definiert man die komplementdre Matrix B von A durch

bij = (1) Ay,

so gilt
AB = det(A)E.

Wenn eine Matrix A invertierbar ist, so folgt aus dem Determinantenmultipli-
kationssatz det(A)det(A~!) = 1. Daher ist det(A) von Null verschieden und
es gilt

det(A™!) = det(A)~ 1.

Ist die Determinante von Null verschieden, so folgt aus der Regel iiber die
kompelmentéire Matrix umgekehrt, dass A invertierbar ist. Wir erhalten also:

2.5 Theorem. FEine quadratische Matriz ist genau dann invertierbar, wenn
thre Determinante von Null verschieden ist.

Dariiber hinaus erhalten wir:

2.6 Cramersche Regel. Sei A eine invertierbare Matriz, B ihre komple-
mentdre Matriz. Es gilt
1
-1
= B
det(A)

Die letzte fundamental wichtige Determinantenregel ist:

2.7 Kastchenregel. Die quadratische Matriz M habe die Form
A B
v=(0 o)

mit (nicht unbedingt gleich groffen) quadratischen Matrizen A, D. (Dabei be-
zeichne 0 eine Nullmatriz.) Dann gilt

det(M) = det(A) det(D).

Beweis. Wir beweisen zunéchst den Spezialfall

det (g 1B)) _ det(D).

Man entwickle nach der ersten Spalte und schliefe durch Induktion nach n.

f(A):det(g1 g)

Jetzt betrachten wir
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bei festem B und D. Dies ist eine alternierende Multilinearform in den Spalten
von A. Es folgt

det (’g g) — det(A) det (g g) — det(A) det(D). 0

Durch Induktion beweist man die verallgemeinerte Késtchenregel:

Seien Aq,..., A, quadratische Matrizen (nicht unbedingt gleicher Grifle).
Dann gilt
Ay *
det . = det(Ay) - -det(A,).
0 A

Dies ist so zu verstehen, dass die Késtchen A; ,,diagonal“ aneinandergereiht
werden und dass unterhalb der Késtchen nur Nullen, oberhalb jedoch beliebige
Eintrége stehen. Hieraus wieder folgt als Spezialfall.

2.8 Theorem. Die Determinante einer (oberen oder unteren Dreiecksmatriz)
18 das Produkt ihrer Diagonalelemente. Insbsondere ist die Determinante einer
Diagonalmatriz gleich dem Produkt threr Diagonalelemente.

3. Praktische Berechnung von Determinanten

Wir haben bereits erwéhnt, dass die Leibnizsche Regel fiir grosse n ungeeignet
fiir die praktische Rechnung ist, da zu viele Terme auftreten. Auch der Ent-
wicklungssatz induktiv angewendet, bringt hier keine Verbesserung, dieses Ver-
fahren miindet letztlich in der Leibnizschen Formel. Ein besseres Verfahren
bekommt man, wenn man sich iiberlegt, wie sich die Determinante bei ele-
mentaren Umformungen verhélt:

3.1 Verhalten der Determinante bei elementaren Umformungen.

1. Die Matrix B entstehe aus der quadratischen Matriz A, indem man eine
Spalte zu einer anderen addiert. Dann gilt det(B) = det(A).

2. Die Matrix B entstehe aus der Matriz A durch Vertauschung zweier Spalten.
Dann gilt det(B) = — det(A).
3. Die Matriz B entstehe aus der Matriz A, indem man eine Spalte mit dem

Skalar X multipliziert. Dann gilt det(B) = A det(A).

Beweis. Ersetzt man die i-Spalte a; durch a;+a; mit j # 4, so ist det(B) wegen
der Multilinearitéit die Summe der Determinante von A und der Determinante
einer Matrix, welche zweimal dieselbe Spalte a; enthélt. Diese Determinante
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ist 0 (beispielsweise weil die Matrix keinen maximalen Rang hat). Die Regeln
2) und 3) sind unmittelbar klar. O

Damit ergibt sich ein praktisches Verfahren zur Berechnung der Determi-
nante. Man bringe eine Matrix durch elementare Umformungen in Normalform
und fithre dabei Buch iiber die Vorzeichen und Faktoren A. Die Normalform-
matrix ist eine Dreiecksmatrix, ihre Determinante ist das Produkt ihrer Diag-
onalelemente.

In diesem Zusammenhang erwdhnen wir auch ein Verfahren, mit dem man
die Inverse einer Matrix praktisch berechnen kann. Bei groflen n ist es nicht
ratsam, die Cramersche Regel anzuwenden. Besser ist folgendes Verfahren. Wir
erinnern daran, dass man jede invertierbare Matrix A allein durch elementare
Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfithren kann. Drauf griindet sich
folgendes Verfahren. Man betrachte die n x 2n-Matrix (A, E'). Man fiihre diese
Matrix ausschliefllich durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix der
Form (E, B) iiber. Wir behaupten, dass dann B = A=, Zum Beweis muss
man lediglich bedenken, dass die Zeilenumformungen Multiplikation von links
bedeuten Es gilt also

X(AE)=(FE,B)

mit einer invertzierbaren Matrix X. Dann folgt aber XA = EF und X = B
mithin X = A=! und B = A1,

4. Die Determinante eines Endomorphismus.

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum. Unter einem Endomorphismus
verstehen wir eine lineare Abbildung f : V — V. Die Menge aller Endomor-
phismen werde mit

End(V) := Hom(V, V)

bezeichnet. Ist eq,...,e, eine Basis von V, so wird f durch eine Matrix A
dargestellt (f(e;) = > ajie;). Wir wollen untersuchen, wie sich die Determi-
nante von A dndert, wenn man die Basis wechselt. Wir wissen: Ist €),... e/,

eine neue Basis und B die Basiswechselmatrix (e = > bj;;), so wird f beziiglich
der neuen Basis durch die Matrix B~!AB dargestellt. Deren Determinante ist

det(B7'AB) = det(B) ' det(A) det(B) = det(B) ' det(A) det(B) = det(A).
Dies gibt uns die Moglichkeit
det(f) := det(A)

zu definieren, und wir sehen:
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4.1 Bemerkung. SeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum. Es gibt eine
eindeutig bestimmte Abbildung

det : End(V) — K

mit folgender Figenschaft: Wird f beziiglich irgeneiner Basis durch die Matriz

A dargestellt, so gilt
det(f) = det(A).

Die Determinantenregel det(AB) = det(A) det(B) kann nun in der Form
det(f o g) = det(f) det(g)

geschrieben werden. Wir bezeichnen mit
GL(V):={f €End(V); f invertierbar }.
Ist eq,...,e, eine Basis von V, so erhalten wir eine Bijektion
GL(V) — GL(n,K), f+~— Matrix von f.

Wir sehen auch;

Ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vektorraums ist genau dann
wwvertierbar, wenn seine Determinante von Null verschieden ist.

Die Determinante eines Endomorphismus konnte definiert werden, da die
Determinante einer assozierten Matrix nicht von der Basiswahl abhéngt, man
sagt auch, dass sie ,basisinvariant® ist. Wir behandeln als eine weitere basisin-
variante Bildung die Spur. Unter der Spur einer n x n-Matrix A versteht man
die Summe der Diagonalelemente,

Spur(A) :=a11 + -+ + ann-
Ist B eine weitere n x n-Matrix, so gilt
Spur(AB) = Z Z al-jbji.
i=1 j=1

Vertauscht man die Summationsreihenfolge, so folgt:

4.2 Bemerkung. Seien A, B zwei gleich grofie quadratische Matrizen. FEs
gilt immer
Spur(AB) = Spur(BA).

Ist B invertierbar, so gilt folgedessen

Spur(A~'BA) = Spur(B).

Wir sehen also, dass auch die Spur eine basisinvariante Bildung ist. Insbeson-
dere kann man die Spur eines Endomorphismus definieren:
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4.3 Satz. SeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum. Es gibt eine eindeutig
bestimmite lineare Abbildung

Spur : End(V) — K

mit folgender Eigenschaft: Ist f ein Endomorphismus und A die beziiglich einer
Basis zugeordnete Matrix, so gilt

Spur(f) = Spur(A).

5. Weitere Determinantenregeln

Wir haben die wichtigsten Determinantenregeln bereits behandelt. Es gibt
weitere Regeln, die seltener benutzt werden. Der Leser kann also diesen Ab-
schnitt unbeschadet erst einmal iiberschlagen.

Die Idee ist es, alternierende Multilinearformen f : K™™ — K zu be-
trachten, wo m von n verschieden sein kann. Wir verwenden sinngemé&fl die
Definition 4.1.4. Die Funktion f hingt also von einer Matrix X = X (™™) und
ist alternierend und multilinear in den Spalten von X. Wir beim Beweis von
4.1.5 sieht man, dass f vollig bestimmt ist, wenn man seine Werte auf den
endlich vielen Matrizen der speziellen Form

X = (€iyy--eni,), 1<+ im<n
gilt. Dabei wurde mit e; der i-te Einheitsvektor des K™ bezeichnet. Man
sieht jetzt bereits, dass f im Falle m > n Null ist. Im Falle m = n greift der
Charakterisierungssatz 4.1.5. Wir wenden uns daher dem Fall m < n zu. Wir
geben ein Beispiel an und fithren zuvor eine Bezeichnung ein: Sei X = X (%)
eine Rechteckmatrix. Wir denken, dass p Zeilen und g Spalten ausgezeichnet
sind, indem man ihre Stellen angibt:

1<y <<, <n, 1< << jg<m.

Man bringt jetzt die ausgezeichneten Zeilen und Spalten zum Schnitt und
bekommt so eine (p,q) — Matriz mit den Eintrdgen x;, ;. Dabei laufen u
von 1 bis p und v von 1 bos ¢g. Eins so konstruierte Matrix nennt man eine
Untermatriz von X. Im Falle ¢ = ¢ kann man ihre Determinante bilden. Man
nennt sie eine Unterdeterminante von X und bezeichnet sie mit

det 1 (X)),

J1y--30p



§5. Weitere Determinantenregeln 61

Beispielweise ist asia03 — agjass eine Unterdeterminante einer 3 x 3-Matrix
(aij)-

Nun kommt das angekiindete Beispiel: Sei 1 < m < n. Wir wahlen ein
Tupel 1 <iy < --- <1y, < n aus. Dann ist offenbar

FIX) =det i (x) (X = X (o)

eine alternierende Multilinearform. eine alternierende Multilinearform ist vollig
bestimmt, wenn man ihre Werte auf Matrizen der Form (e;,,...,e;, ) mit 1 <
i1 < -+ iy < n kennt (man vergleiche mit dem Beweis von 4.1.5). Damit folgt
analog zu 4.1.5

5.1 Satz. Seil < m < n. Jede alternierende Multilinearform f(X) in den
m Spalten einer n x m-Matrixz X ist von der Form

F(X)= Y. Ci i, det}”7"(X)

1<ip < im<n

mit eindeutig bestimmten Konstanten Cj, . i

f((ez‘l,-..,eim)), Stm )

und zwar gilt Cy, . .. =



Kapitel V. Eigenwerttheorie

1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir betrachten Endomorphismen eines Vektorraums V. Das sind lineare Ab-
bildungen f : V — V von V in sich selbst. Wir sind hier an dem Fall endlich
dimensionaler Vektorrdume interessiert. Gesucht sind Basen eq, ..., e,, so dass
die f zugeordnete Matrix A moglichst einfache Form hat. Als optimal soll
angesehen werden, wenn A Diagonalmatrix ist. Fiir diese Frage gibt es eine
andere Sichtweise: Wenn die Basis noch nicht optimal ist, wenn also A keine
Diagonalmatrix ist, so hat man die Moglichkeit, die Basis zu wechseln. Die
Matrix A wird dann ersetzt durch BAB~!, wobei B die Basiswechselmatrix
ist. Daher sind folgende beiden Fragestellungen dquivalent.

Existiert zu einer linearen Abbildung f : V' — V eine Basis beziiglich derer f
durch eine Diagonalmatrixz dargestellt wird?
Ezistiert zu einer quadratischen Matriz A eine invertierbare Matriz B gleicher
Grofie, so dass B~YAB eine Diagonalmatriz ist?
Welchen Standpunkt man bezieht, ist eine Frage der Zweckméfigkeit und auch
des Geschmacks. Wir wollen den ersten Standpunkt bevorzugt vertreten.

Wenn f beziigliche der Basis e, ..., e, durch eine Diagonalmatrixmatrix
dargestellt wird, do gilt

f(el) = )\161

Daher wird man auf folgende Definition gefiihrt:

1.1 Definition. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums.
Ein Vektor a € V' heifst Eigenvektor, wenn er von Null verschieden ist und
wenn es einen Skalar A € K mit

fla) = Aa
gibt. Der Skalar \ heifst dann Eigenwert von f (zum FEigenvektor a).

Ein Skalar A ist genau dann Eigenwert (eines geeigneten Eigenvektors), wenn
die Gleichung
(f —Aidy)a=0

eine nicht triviale Losung besitzt, wenn also der Kern von f — Aidy von Null
verschieden ist. Wenn V' endlich dimensional ist, was wir fiir den Rest dieses

Abschnittes annehemen wollen, so bedeutet dies, dass die Determinante von
f — Aidy gleich Null ist:
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1.2 Satz. Genau dann ist A\ Eigenwert eines Endomorphismus f :V — V,
wenn

det(f — Aidy) =0
gilt.

Zusatz. Ist A die Matriz von f beziiglich einer gewdhlten Basis, so bedeutet

diese Gleichung
det(A — AE) = 0.

Wenn die Gleichung det(A — AE) = 0 gilt, so nennt man A einen Eigenwert
der Matriz A. Ob man Eigenwerte von Endomorphismen oder von Matrizen
bevorzugt betrachtet, ist letztlich eine Geschmackssache. Es ist sinnvoll, einem
Endomorphismus (analog) einer Matrix die Funktion

K — K, X—det(f—Aidy),
zuzuordnen. Dies ist eine Polynomfunktion in folgendem Sinne:

1.3 Definition. Sei K ein Korper. FEine Funktion P : K — K heifit
Polynomfunktion, wenn es eine ganze Zahl n > 0 und Skalare ag,...,an
gibt, so dass

P(z)=a9+a1x+---apz"” (r € K)

gilt.

1.4 Hilfssatz. Fine Polynomfunktion
P(x)=ag+ a1z +---az™, a, #0,

hat hichstens n Nullstellen A (Losungen der Gleichung P(\) =0).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Als Induktionsbeginn
kann n = 0 genommen werden. Die Aussage sei nun fiir n — 1 anstelle von
n bewiesen. Wir beweisen die Aussage nun fiir n. Seien also aq,...,a, mit
a, # 0 gegeben. Wir konnen annehmen, dass mindestens eine Nullstelle «
existiert, denn sonst ist nichts zu beweisen. Wir formen nun den Ausdruck

Plx4+a)=ay+ai(z+a)+ - +ap(z+a)"
mit Hilfe der binomischen Formel
(93+a)k = Z (k) zta”
<\ M
utv==k

um und erhalten

ap+ai(z+a)+ - +a(r+a)" =by+biz+ -+ bz mit b, = a,.
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Da dieser Ausdruck fiir z = 0 verschwindet, gilt by = 0. Sei nun 8 # « eine
weitere Nullstelle der Ausgangspolynomfunktion. Dann ist — « eine Nullstelle
der Polynomfunktion

Q(l‘) = bl + bQZL' 4+ -4 bnfL'n_l.

nach Induktionsvoraussetzung gibt es héchstens n — 1 verschiedene 3. Daher
hat P hochstens n Nullstellen. O

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Hilfssatz besagt:

1.5 Satz. Der Koérper K enthalte unendlich viele Elemente. Wenn eine
Polynomfunktion P(x) = ag + a1x + - - - apx™ identisch verschwindet, so sind
alle Koeffizienten gleich Null.

Folgerung. Wenn zwei Polynomfunktionen
P(x) =ao+ a1z +---a,2", a, #0, Q(x) =byg+brx+---bpz™, by #0,
gleich sind (P(x) = Q(x) fir alle xz € K ), so gilt

n=m und a; =2>0; fir0<i<n.

Insbesondere ist fiir eine Polynomfunktion, welche nicht identisch verschwindet
der Grad wohldefiniert,

Grad(P) =n, falls P(x)=ao+ a1z +---apx", an #0.

Fiir endliche Korper ist der Grad einer Polynomfunktion nicht wohldefiniert.
Ist beispielsweise K ein Korper, welcher nur aus zwei Elementen 0,1 besteht,
so sind

Pz)=2+2 und Q(x)=0

dieselben Polynomfunktionen. Dies wird als Nachteil empfunden. Aus diesem
Grunde wurde der Begriff einer Polynomfunktion modifiziert und der Begriff
der Polynoms eingefiihrt. Wenn man endliche K6rper ausschlieflen will, braucht
man diesen Begriff nicht. Dann sind Polnyomfunktionen und Polynome faktisch
dasselbe. Wer lineare Algebra in Analysis oder Physik anwenden will, braucht
eigentlich nur die Kérper R und C und daher keine endlichen Korper. Wer
tiefer in die Zahlentheorie oder Geometrie eindringen will, wird wahrscheinlich
irgendwann auch mit endlichen Korpern konfrontiert werden.

Der Leser hat nun die Wahl. Er kann die endlichen Koérper zunéchst einmal
ausschliefen und sagen:

(Endliche Kérper ausgeschlossen) Fin Polynom ist per definitionem eine Po-
lynomfunktion.

Fiir endliche Korper ist diese Definition falsch. Wer auch endliche Koérper
zulassen will, muss den nun folgenden Anhang iiber Polynome zur Kenntnis
nehmen. Ein guter Rat ist es vielleicht, in einem ersten Durchlaufen der linea-
ren Algebra darauf zu verzichten.
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Anhang. Polynome (auch iiber endlichen Kérpern)
Man will haben, dass die Koeffizienten eines Polynoms durch das Polynom eindeutig

bestimmt sind. Dies erreicht man durch folgenden formalen Trick:

1.6 Definition. Fin Polynom P tber einem Korper K ist eine Folge
ap, a1,y ...

von Elementen aus K, so dass alle a; bis auf hochstens endlich viele i gleich Null
sind.

Zwei Polynome sind definitionsgeméfl gleich, wenn alle Koeffizienten gleich sind und
man defniert die Summe zweier Polynome komponentenweise

(ai)i>o + (bi)izo0 := (ai 4+ bsi)i>o0.
Es ist klar, dass die Menge aller Polynome P durch diese Verkniipfung eine (kommu-
tative) Gruppe ist. Nullelement ist die Folge 0,0..., welche nur Nullen enthélt.
Wir bezeichnen die Menge der Polynomfunktionen K — K mit Q. Man kann
jedem Polynom (a;);>o eine Polynomfunktion zuordnen, ndmlich die Funktion

rT+—aog+aix+---

(Man kann in naheliegender Weise

o0
Tot T =Y
=1

immer dann definieren, wenn alle bis auf endlich viele der x; gleich Null sind. Dann
handelt es sich in Wahrheit um eine endliche Summe.) Diese Zuordnung kénnen wir
als Abbildung

P — Q9
Polynom +— Polynomfunktion

lesen. Wenn K unendlich ist, ist diese Abbildung bijektiv (1.5). Aus diesem Grund
bringt das Konzept des Polynoms im Falle unendlicher Korper nichts neues.

Das Produkt zweier Polynomfunktionen f, g

(fg)(z) == f(z)g(z)

ist offensichtlich selbst eine Polynomfunktion. Dies kann als Vekniipfung Q x Q@ — Q
gelesen werden.

1.7 Definition. Das Produkt zweier Polynome ag, a1, ... und bo, b1, ... ist das durch
C; = Z auby
pnt+rv=i

definierte Polynom (¢;)i>o.

Wir bezeichnen Polynome nun mit groflen lateinischen Buchstaben wie P, (Q,....
Die zugehorigen Polynomfunktionen bezeichnen wir mit den entsprechenden kleinen
lateinischen Buchstaben p, g, . ... Das Produkt zweier Polynome P, Q gemé&f3 1.7 beze-
ichnen wir mit PQ. Die Definition 1.7 ist gerade so gemacht, dass gilt:
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1.8 Bemerkung. Seien P,Q zwei Polynome mit zugehdrigen Polynomfunktionen
q,q. Die P+ @ und PQ zugeordneten Polynomfunktionen sind gerade p+ q und pq.

Da die Definitionen der Addition und Multiplikation von Polynomen den entsprechen-
den Definitionen fiir Polynomfunktionen nachempfunden wurde, ist es nicht sehr ver-
wunderlich, dass folgende Rechenregeln gelten:

1.9 Bemerkung. Die Polynommultiplikation ist kommutativ, assoziativ und dis-
tributiv,

PQ=QP, (PQR=P(QR), P(Q+R)=PQ+PR.

Wenn K unendlich ist, so folgt dies aus den entsprechenden (trivialen) Regelen fiir
die Multiplikation von Polynomfunktionen. Wenn K endlich ist, so kann man so nicht
argumentieren, sondern man muss diese Regeln wirklich nachrechnen. Wir iiberlassen
dies dem Leser. O

Eine besondere Rolle spielt das Polynom
1=1,0,0,....

(Die zughorige Polynomfunktion ist konstant Eins. Dieses Polynom ist neutrales
Element beziiglich der Multiplikation,

P1=1P=P.
Ist a € K, so kann man allgemeiner das Polynom
a=a,0,0...

betrachten. Mit diesem Polynom rechnet man genauso wie mit dem Skalar a selbst.
Es gilt ndmlich

c=a+b=—c=a+c und c=ab=—c=ab

und auch Aus diesem Grunde kann man a und a identifizieren. (Dies ist vergleich-
bar mit der Identifikation von einer reellem Zahl a mit der komplexen Zahl (a,0).)
Wir werden dies tun, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind. Ein weiteres
wichtiges Polynom ist 0,1,0,.... Die zugehérige Polynomfunktion ist f(z) = x. Aus
diesem Grunde verwendet man die Bezeichnung

X =0,1,0,0,....

(Diese Bezeichnung kann man natiirlich nur dann verwenden, wenn der Buchstabe X
nicht schon anderweitig eingesetzt wird. Dann muss man X durch irgendein anderes
neues Symbol ersetzen.) Man rechnet nun leicht nach, dass

n
ap,a1,0a2, ... = E anX

n>0

gilt. Wir erhalten also:
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1.10 Bemerkung. Man kann jedes Polynom in der Form

schreiben, wobei alle a,, bis auf hochstens endlich viele n gleich Null sind.

Man rechnet mit diesen Polynomen genau so wie mit Polynomfunktionen. Der Un-
terschied ist nun der, dass die Koeflizienten a,, eines Polynoms durch das Polynom
eindeutig bestimmt sind. Insbesondere kann man definieren:

1.11 Definition. Sei
P:ao+a1X+a2X2+---

ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom. Der Grad von P ist das grofite n mit
an # 0.
Unmittelbar klar ist

1.12 Bemerkung. Sind P,Q zwei vom Nullpolynom verschiedene Polnome, so ist
auch PQ vom Nullpolynom verschieden und es gilt

Grad(PQ) = Grad(P) Grad(Q).

Ringe

Die Menge der Polynome P mit den angegebenen Verkniipfungen ,,Addition“ und
,Multiplikation“ bilden eine algebraische Struktur, welche man ,, Ring“ nennt:

1.13 Definition. FEin Ring ist eine Menge (R, +,-) zusammen mit zwei Verkniip-
fungen, so dafl folgende Eigenschaften erfillt sind.

a) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
b) FEs gelten die Distributivgesetze

a(b+c¢)=ab+ac, (b+c)a=ba+ ca.

c) Es gilt das Assoziativgesetz a(bc) = (ab)c.

Manche Ringe haben weitere Eigenschaften:

Ein Ring heifst kommutativ, falls ab = ba gilt.

Ein Ring R besitzt ein Einselement, falls ein Element 1r mit alg = 1ra existiert.
Das Einselement ist offenbar eindeutig bestimmt.

Beispiele fiir Ringe.

1) Jeder Korper ist ein Ring.

2) Z ist ein Ring.

3) Die Menge der Polynome iiber einem Korper K ist ein Ring.
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4) Die Menge der quadratischen Matrizen K™*™ (mit der iiblichen Addition und
Multiplikation von Matrizen) ist ein Ring.

5) Ist V ein Vektorraum, so ist End(V') ein Ring. (Multiplikation ist die Hintereian-
derausfithrung.)

Alle diese Ringe haben auch ein Einselement. (Beispiel fiir einen Ring ohne Einse-
lement wire die Menge der geraden ganzen Zahlen.) Die ersten drei Beispiele sind
kommutativ.

Man kann sich fragen, ob man die lineare Algebra iiber Ringen anstelle von
Korpern durchfiihren kann. Ein stiickweit geht dies. Biespielsweise kann man den
Bereich R™*™ der m X m-Matrizen einfiihren. Fiir zwei Matrizen A € R™*" und
B ¢ R™*? ist das Matrizenprodukt AB durch dieselbe Formel definiert wie im
Korperfall. Es gilt das Assoziativgesetz A(BC') = (AB)C. Es erhebt sich die Frage,
ob man auch die Determinante einer Matrix A € R"*" definieren kann. Im Fall n = 2

bietet sich die Formel
a b
( c d) = ad — bc

an. Wenn auch im Ringfall haben will, dass die Determinante linear in den Spalten
ist, also beispielsweise
a tb
(c td) = t(ad — be),

so muss man offenbar fordern, dass R kommutativ ist. Eine Funktion f : R™™ — R
heifit linear in der i-ten Spalte, falls die Funktion

g(z) = f(ar,...,ai—1,2,ai,...,a,)

fiir festes aber beliebiges a1,...,a;—1,a;+1,...,a; linear ist in folgendem Sinne.

gz +y) =g(x)+9g(y), g(Cz)=Cg(z) (Ce€R).

1.14 Satz: Determinante iiber Ringen. Sei R ein kommutativer Ring mit
Finselement 1 = 1r. FEs gibt eine eindeutig bestimmte normierte alternierende Mul-

tilinearform
det: R"*" - R

der Spalten. (Normiert heifit, dass die Einheitsmatriz Determinante Fins hat.) Ist
f: K™™ — K eine beliebige alternierende Multilinearform der Spalten, so gilt

F(A) = det(4)f(E).

Da derselbe Beweis wie im Korperfall funktioniert, kénnen wir ihn iibergehen. Aus
dem selben Grund gelten alle Rechenregeln, die wir in Kapitel 11, §2 bewiesen haben.
Das sind, Determinantenmultiplikationssatz det(AB) = det(B)det(A), die Regel
det(A) = det(A"), Entwicklung nach einer Zeile und die Kdastchenregel, sowie als
deren Folge, dass die Determinante einer Dreicksmatrix das Produkt ihrer Diago-
nalelemente ist. Natiirlich gilt auch die Regel tiber die komplementdre Matrix.
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Als Folge behilt auch die Cramersche Regel ihre Giiltigkeit, wenn man sie richtig
formuliert: Ein Element a eines Ringes R heifit invertierbar, wenn es ein Lésung der
Gleichung

ar =xa= 1R

gibt. Dann ist  eindeutig bestimmt und kann als ™! := x geschrieben werden. Da

die Menge R"*" selbst ein Ring ist, ist damit automatisch mit erklirt, wann eine
Matrix in R"*"™ invertierbar ist.

1.15 Cramersche Regel iiber Ringen. Sei R ein kommutativer Ring mit Einse-
lement. FEine quadratische Matriz A € R™*" ist genau dann invertierbar (innerhalb
R™ ™), wenn ihre Determinante (in R) invertierbar ist. Es gilt dann

-1 1

det(A) B,

wenn B die wie im Korperfall defninierte komplementdre Matrixz bezeichnet.

2. Das charakteristische Polynom

Unter einem Polynom auf einem Korper K kann in folgenden eine Polynomfunktion
K — K verstanden werden, wenn man annimmt, dass K unendlich ist. Anderfalls
muss man die Konstruktion des Polynomrings K[X] kennen. In jedem Falle wollen
wir Polynome in der Form

ap+ar1 X +---ap X"

schreiben.

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f : V — V eines endlich
dimensionalen Vektorraums V' ist das Polynom

det(X idy —f).
Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matriz ist das Polynom
det(XE — A).
(Die entsprechende Polynomfunktion ist also
K — K, X\+—det(Aidy —f).)

2.1 Satz. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektor-
raums. Das charakteristische Polynom von f besitze n verschieden Nullstellen
(also die hdchst mogliche Anzahl). Dann besitzt V' eine Basis ey, ..., e, von
FEigenvektoren, f(e;) = \;e;.

Alternative dquivalente Formulierung. Sei A eine n x n-Matriz. Das
charakteristische Polynom von A besitze n verschiedene Nullstellen. Dann exis-
tiert eine invertierbare n x n-Matriz B, so dass B~ AB eine Diagonalmatriz
15t.
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Beweis. Wir betrachten zu jedem der n verschiedenen Eigenwerten \; einen
Eigenvektor e;. Wir beheaupten, dass diese n-Vektoren schon eine Basis bilden.
Das bereits n = dim(V') Stiick sind, geniigt es zu zeigen dass sie linear un-
abhéngig sind. Wir behaupten sogar:

2.2 Hilfssatz. Seien eq,...,e,, Figenvektoren eines Endomorphismus f :
V. — V mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai,...,A\m. Dann sind sie
linear unabhdngig.

Beweis. Wir konnen von den Vektoren einige weglassen und daher ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die eq,..., e, zwar linear
abhéngig, die eq,...,e,,—1 aber linear unabhingig sind. Wir betrachten eine
lineare Relation

Cie1 + -+ Cpem =0

und wenden auf diese f an:
Cl)\lel + - C’m)\mem =0.

Wir multiplizieren die erste Relation mit A, und ziehen sie von der zweiten
ab:
Cl()\l - )\m)el + - Cm()\m — )\m)em =0.

Dies ist eine Relation zwischen eq,---,e,,—1. Es folgt
Cl :"':Cm—lzo

und dann natiirlich auch C,, = 0. Damit ist der Hilfssatz und somit auch
Satz 2.1 bewiesen. O

Wir behandeln ein Beispiel fiir Satz 2.1. Sei

-4 3
A= < —10 7) '
Das charakteristische Polynom ist

X+4 -3\ _ 4o
det( 0 X_7)_X 3X + 2.

Dieses hat zwei verschiedene Nullstellen A\; = 1 und Ay = 2, die Voraussetzung
von Satz 2.1 ist also erfiillt. Wir bestimmen nun eine Matrix B mit BAB~! =

(ég). Dazu betrachten wir die lineare Abbildung

K¥>t 5 20 o Az,

Die Matrix dieser linearen Abbildung beziiglich der Standardbasis ey, es ist A
selbst. Wir bestimmen Eigenvektoren

Az =z und Az =2z.
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Das sind zwei lineare Gleichungssysteme, welche mit bekannten Methoden zu
16sen sind. Wir geben Losungen an:

=) mone(2)

Die Ubergangsmatrix von e, es nach fi, fo ist S = (g é) Wir erhalten

SlASZ(g ;)_1<__140 i) (g é):((l) g)

Die Diagonalisierung wurde erfolgreich durchgefiihrt.

Es erhebt sich die Frage, unter welchen Umstidnden das charakteristische
Polynom n verschiedene Nullstellen hat. Diese Frage hiangt ab von der Struktur
des Grundkorpers. Polynome iiber beliebigen Korpern brauchen iiberhaupt
keine Nullstelle zu haben, wie das Beispiel

K=R, P(X)=X*+1

zeigt. Dieser Miflstand ist ja der Grund fiir die Einfiithrung der komplexen
Zahlen. Dies ist ein sogenannter algebraisch abgeschlossener Korper.

2.3 Definition.  Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn
sich jedes Polynom P vom Grade n in der Form

P=CX-a)(X —ag) (X —ap,)

schreiben ldjst.

Man iiberlegt sich leicht, dass der Skalar C' eindeutig und dass das Tupel
(a1,...,ap) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt ist. Die Nullstellen
sind genau die a; aber diese brauchen nicht paarweise verschieden zu sein. Ist
also a eine Nullstelle, so kann es mehrere ¢ mit a = a; geben. Man nennt die
Anzahl dieser i die Vielfachheit der Nullstelle «. Wir sehen also:

In einem algebraisch abgeschlossenenen Korper hat jedes von Null verschiedene
Polynom genauso viele Nullstellen wie der Grad, sofern man jede Nullstelle
sooft zdahlt wie ihre Vielfachheit angibt.

2.4 Fundamentalsatz der Algebra. Der Kdrper der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen.

Wir verzichten auf einen Beweis, zumal es sich nicht um einen Satz der Algebra
sondern der Analysis handelt.

Berechnung des charakteristischen Polynoms

Es erhebt sich die Frage, ob man die Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms in einfacher Weise berechnen kann. Ein Resultat in dieser Richtung ist:
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2.5 Satz. Sei A eine n x n-Matrix und
P=agt+o X+ - +a,X"
thr charakteristisches Polynom. Dann gilt

anp =1, ay=(-1)"det(A), a@,—1 =—Spur(4).

Beweis. Aus der Leibnizschen Formel folgt
P=(X—an1) (X —anm) +Q, Grad(Q) <0 (oder @ =0).

Hieraus folgt a,, = 1. Das charakteristische Polynom ist also ein normiertes
Polynom. Setzt man X = 0, so folgt ap = det(—A). Um den vorletzten
Koeffizienten zu berechnen, bezeichnen wir die Spalten von A mit aq,...,a,
und die Eienheitsvektoren als Spaltenvektoren mit eq,...,e,. Es gilt dann

P(X)=det(Xe; —ay,...,Xe, —ap).

Wertet man diesen Ausdruck multilinear aus und greift die linearen Terme zu
X! heraus, so folgt

Ap—1 = — Z det(AZ)
=1

Dabei sei A; diejenige Matrix, die man erhélt, wenn man in der Einheitsmatrix
die i-te Spalte durch a; erstetzt. Wir {iberlassen es dem Leser, det(A;) = a;;
nachzuweisen. O

Allgemeiner kann man den Koeffizienten oy, explizit aus den k x k-Unterde-
terminanten von A berechnen. dazu benétigt man den Laplaceschen Eintwick-
lungssatz, den wir nicht bewiesen haben. Wir gehen nicht ndher hierauf ein,
da wir diese Formeln nicht benotigen.

3. Trigonalisierung

Wi sehen, dass die Chancen der Diagonalisierung besser sind, wenn der Korper
K algebraisch abgeschlossen ist. Aus diesem Grunde reicht es fiir die lineare
Algebra nicht aus, lediglich den Koérper R der reellen Zahlen zu betrachten.
Man mufl zumindest den Korper der komplexen Zahlen mit ins Spiel bringen.
Hierzu ein Beispiel: Wir betrachten die Matrix

(o)
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mit zugehoriger linearer Abbildung

(G- ()

das charakteristische Polynom ist X2 + 1. Jetzt kommt es darauf an. Nimmt
als als Grundkorper den Korper der reellen Zahlen, so ist diese Matrix nicht di-
agonalisierbar. Es gibt also keine reelle invertierbare Matrix B, so dass BAB™!
Diagonalmatrix ist. Nimmt man als Grundkorper den Korper der komplexen
Zahlen, so hat man zwei Eigenwerte +i mit Eigenvektoren

() e (7))

Es folgt (und kann nachgerechnet werden)

S ey [y At

Komplex ist Diagonalisierung also moglich!

Es gibt aber auch iiber algebraisch abgeschlossenem Grundkorper Matrizen,
welche nicht diagonalisierbar sind. Wir betrachten

(1) ()G

Das charakteristische Polynom ist X2. Der einzige Eigenwert ist 0. Die Eigen-
vektoren sind ausschliellich Vielfache von (é) Die Matrix kann also nicht
diagonalisierbar sein, gleichgiiltig, welchen Grundkoérper man zugrunde legt.

3.1 Satz. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensiona-
len Vektorraums, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdillt.
(Dies ist automatisch der Fall, wenn der Grundkorper algebraisch abgeschlos-
sen ist.) Dann existiert eine Basis, beziiglich derer die f zugeordnete Matriz
eine obere Dreicksmatriz ist.

(Aquivalente) Matrixversion. Sei A eine n x n-Matriz, deren charakteris-
tisches Polynom in Linearfaktoren zerfdillt. Dann existiert eine invertierbare
n x n-Matriz, so dass BAB™! obere Dreicksmatriz ist.

Beweis. Da das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
P:(X—O_fl)"'(X—Oén>

existiert ein Eigenwert a; und somit ein Eigenvektor e;. Wir ergéinzen e; zu
einer Basis ey, ...,e,. Die Matrix von f beziiglich dieser ist von der Form

o (65} *
=% 5)
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mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix B (und einer Nullspalte 0). Sei @ das
charakteristische Polynom von B. Nach dem Késtchensatz fiir Determinanten
gilt P(X) = Q(X)(X — «1). Hieraus folgt Q(X) = (X —ag) - (X — ay).
Wir kénnen und wollen durch Induktion nach n schliefen und kénnen daher
annehmen, dass eine invertierbare Matrix C existiert, so dass CBC~! obere
Dreiecksmatrix ist. Dann ist

1 0 % 1 0 -1
0 C 0 B 0 C
ebenfalls eine obere Dreicksmatrix, wie man leicht nachrechnet. O

Nilpotente Endomorphismen

Ein Endomorphismus f : V' — V heif3t nilpotent, falls es eine natiirliche Zahl n
gibt, so dass f™ gleich Null ist. Ensprechend heifit eine (quadratische) Matrix
nilpotent, wenn eine geeignete Potenz die Nullmatrix ist. Beispielsweise ist die
Matrix (8(1)) nilpotent, denn ihr Quadrat ist Null. Man kann sich iiberlegen,
dass eine Dreiecksmatrix genau dann nilpotent ist, wenn in ihrer Diagonale nur
Nullen stehen. Wenn A nilpotent ist, so ist auch BAB~! fiir jede gleich grofie
invertierbare Martrix nilpotent. Sei A ein Eigenwert einer nilpotenten Matrix
und a € K™ ein zugehoriger Eigenvektor, Aa = Aa. Die Determinante einer
nilpotenten Matrix ist Null. Daher besitzt jeder nilpotente Endomorphismus
den Eigenwert Null. Analog zum Beweis von 3.1 folgt die Existenz einer Basis,
so dass die f zugeordnete Matrix die Gestalt

0 =x
=0 5)
hat. Die Matrix B ist offenbar wieder nilpotent. Durch Induktion folgt also:

3.2 Satz. Jeder nilpotente Endomorphimus f : V — V eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums wird beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Dreicks-
matriz mit lauter Nullen in der Diagonale dargestellt.

Alternative Formulierung. Zu jeder nilpotenten Matrix A existiert eine
invertierbare Matriz B, so dass B~'AB eine obere Dreicksmatriz mit lauter
Nullen in der Diagonale ist.

Im Gegensatz zu 3.1 muBlten wir nicht voraussetzen, dass das charakteristische

Polynom zerfillt. Es folgt jetzt vielmehr:

3.3 Folgerung. Das charakteristische Polynom eines nilpotenten Endomor-
phismus (einer nilpotenten Matriz) ist gleich X™.
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Ein gewisser Nachteil der Trigonalisierung ist, dass sie nicht eindeutig ist. Bei-

spielsweise gilt
a 0\ (1 1\ (a O\ " (1 a
0 1 0 1 0 1 ~\0 1 )"

Man kann sich fragen, ob man Dreiecksmatrizen weitere Bedingungen aufer-
legen kann, so dass die Transformation auf Dreiecksmatrix eindeutig wird.
Die Antwort ist ja und heiflit ,,Jordansche Normalform*. Diese werden wir
im zweiten Teil der Vorlesung ausfiihrlich behandeln. Schon jetzt wollen wir
das Resultat (hier ohne Beweis) formulieren:

Eine n x n-Matrix J heifit Jordankdstchen, falls folgendes gilt:

1. Alle Diagonalelemente sind gleich.

2. Oberhalb der Diagonale stehen nur Nullen. (Es handelt sich also insbeson-
dere um eine untere Dreicksmatrix.) Direkt unterhalb der Diagonale stehen
nur Einsen, also

Q; i—1 = 1 fir 1<i<n.
3. Alle verbleibenden Eintrége sind 0 (a;; = 0 fiir j > i + 2).

Hier ist ein Beispiel fiir ein Jordank&stchen:

SO N
O = NN O
=N OO
N O OO

Der Fall n = 1 gehort auch dazu. Ein 1 x 1-Jordanké&stchen ist nichts anderes
als eine 1 x 1-Matrix, keine weitere Bedingung.

3.4 Defnition.  FEine Matriz ist in Jordanscher Normalform, falls sie

von der Form
J1 0

0 JIm
mit gewissen Jordankdstchen (mdglicherweise unterschiedlicher Grdsse) J;

ist. (Oberhalb und unterhalb der diagonal angeordneten Kdistchen stehen nur
Nullen).

Man beachte, dass Diagonalmatrizen in Jordanscher Normalform sind, da 1 x 1-
Matrizen immer Jordanké&stchen sind.

3.5 Jordansche Normalform. Der Grundkéorper sei algebraisch abgeschlos-
sen. Zu jeder quadratischen Matriz A existiert eine invertierbare Matriz B
gleicher Gréfle, so dass B~1AB in Jordanscher Normalform ist. Diese Nor-
malform ist bis auf die Reihenfolge der Jordankdstchen eindeutig bestimmdt.
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4. Euklidsche Vektorraume

Wir betrachten auf dem R™ das Skalarprodukt

<CL, b) = i azbz
=1

Es ist linear in jeder der beiden Variablen, ist symmetrisch, (a,b) = (b, a), und
positiv definit, d.h. es gilt (a,a) > 0 fiur alle a # 0. Wir axiomatisieren diese
drei Eigeschaften:

4.1 Definition. Sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper der reellen Zahlen.
Ein Euklidsches Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung

VxV—R, (ab)r— (a,b),

mit folgenden drei Eigenschaften:

a) Es ist linear in jeder der ersten Variablen, also
(x+y,b) = (x,b) + (y,b) und (Ca,b) =Cl(a,b) (C€R, x,y,a,be V).

b) Es ist symmetrisch (a,b) = (b,a).

c) Es ist positiv definit, d.h. (a,a) > 0 fir alle vom Nullvektor verschiedenen
acV.

Wegen der Symmetrie ist das Skalarprodukt natiirlich auch in der zweiten Vari-
ablen linear.

Unter einem Fuklidschen Vektorraum versteht man ein Paar (V, (-, -)) beste-
hend aus einem Vektorraum V' iiber dem Korper der reellen Zahlen und einem
ausgezeichneten Euklidschen Skalarprodukt (-, -). (Auf ein und demselben Vek-
torraum kann es viele verschiedene Euklidsche Skalarprodukte geben.) Das
wichtigste Beispiel ist der R™, versehen mit dem Standardskalarprodukt:

<CL, b) = i azbz
=1

Diesem Beispiel entspringen die folgenden allgemeinen Begriffsbildungen:

1. Zwei Vektoren a,b heiBen orthogonal (stehen senkrecht aufeinander), falls
ihr Skalarprodukt verschwindet, (a,b) = 0.
2. Die Fuklidsche Norm eines Vektors ist

lall := v/{aa) > .
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Sie ist dann und nur dann Null, wenn a der Nullvektor ist. Scliefllich nennnen
wir ein System von Vektoren aq, ..., a,, ein Orthogonalsystem, wenn sie alle von
Null verschieden sind und paarweise aufeinander senkrecht stehen, (a;,a;) =0
fiir ¢ # j. Wenn sie iiberdies alle die Norm eins haben, so spricht man von
einem Orthonormalsystem. Dann gilt also

1 firi=j
i) = 62 — { Js
{a aj) J 0 sonst.

(Die Bezeichnung §;; stammt von Kronecker.)

4.2 Bemerkung. Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.

Beweis. Seiaq,...,a, ein Orthogonalsystem und Cya;+---+C),a,, = 0. Man
bilde das Skalarprodukt der Summe mit a; und erhilt C;{a;,a;) = 0. O

4.3 Bemerkung. SeiV ein endlich dimensionaler Euklidscher Vektorraum
und ay, ..., a, ein System von Vektoren, m < dim(V'). Dann ezistiert ein von
Null verschiedener Vektor a € V', welcher auf allen a; senkrecht steht.

Beweis. Wir wihlen eine Basis und machen den Ansatz a = Cie; + -+ +
Creén. Man lese (a, e;) = 0 als lineares Gleichungssystem in mehr Unbekannten
Cq,...,C, als Gleichungen. O

FEine unmittelbare Folgerung von Bemerkung 4.3 ist:

4.4 Satz. Jeder endlichdimensionale Euklidsche Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis.

Das folgende konstruktive Verfahren, eine Orthonormalbasis herzustellen,
nennt man Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren. Man beginnt mit ir-
gend einer Basis ai,...,a,. Man ersetzt a; durch e; := ay/|la;|| und
erhélt so einen ersten Vektor der Norm eins. Danach ersetzt man as durch
as — Ce;. Die Konstante C richtet man so ein, dass ey auf e; senkrecht
steht, also C' = (as,e1). Anschliefend kann man den Vektor noch normieren.

eg := (ag —Cey)/|laz — Ceq]|. So fahrt man fort induktiv fort. Wenn eq, ..., e,
schon konstruiert sind und noch m < n gilt, so bestimmt man die Konstanten
Ci,...,Cp, s0, dass a1 — Creg — -+ - — Cpre,, auf allen ey, . .., e, senkrecht

stehen und normiert dann diesen Vektor. Dies liefert e,,1.

Sei W C V ein Untervektorraum des Euklidschen Vektorraums V. Man
defniert das orthogonale Komplement von W durch

Wt :={aeV; (a,z)=0firalexeW}.

Es ist leicht nachzuweisen, dass W+ ein Untervektorraum von V ist. AuBerdem
ist klar, dass

Wnwt=0
gilt. Denn ein Vektor a des Durchschnittes hat die Eigenschaft (a,a) = 0 und
ist daher der Nullvektor. Der folgende Satz ist im wesentlichen &quivalent zu
4.3 aber eleleganter in der Formulierung:
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4.5 Satz. Sei W C V' ein Untervektorraum eines endlich dimensionalen
Euklidschen Vektorraums V. Es gilt

V=Waewt

und daher auch dimW + dim W+ = dim V.

Beweis. Es ist W + W’ =V zu zeigen. Wenn dies nicht der Fall ist, existiert
ein Vektor a € V, welcher auf ganz V + V* senkrecht steht. (Man wende 4.3
auf eine Basis von V + V' an.) Dann gilt aber a € V. O

Auch Satz 4.4 gestattet eine sehr viel elegantere Formulierung. Dazu
bendtigen wir

4.6 Definition. Zwei Fuklidsiche Vektorrdume (V, (-,-)) und (W, [-,-]) heiffen
isometrisch isomorph, falls ein Vektorraumisomorphismus

o:V = W mit {a,b)=[o(a),o(b)]

existiert.

Isometrisch isomorphe Vektorrdume sind in vielerlei Hinsicht als ,,im wesentli-
chen gleich®“ anzusehen.

4.7 Theorem. Jeder endlich dimensionale FEuklidsche Vektorraum ist isome-
trisch isomorph zum R™ (n = dimV ), versehen mit dem Standardskalarprodukt

T1Yy1r + - TplYn-

Man kann also sagen, dass in jeder Dimension im wesentlichen nur ein Euklid-
scher Vektorraum besteht. Aus diesem Grunde konnte man sich ganz auf den
R"™ und das Standardskalarprodukt beschréinken.

Beweis von 4.7. Wir betrachten im R" die Standardbasis der Einheitsvektoren,
€1,...,6e,. Dies ist eine Orthonormalbasis. Wir betrachten in V irgendeine
Orthonormalbasis f1,..., f, von V. Es gibt einen Vektorraumisomorphismus
o: R"™ — V, welcher e; in f; iiberfithrt. Es sollte klar sein, dass dieser isome-
trisch ist. ad

5. Unitidre Vektorriaume

Es handelt sich um das komplexe Analogon der Euklidschen Vektorrdume.
Da Formulierungen und Beweise fast wortlich aus dem vorherigen Abschnitt
iibernommen werden kénnen, wollen wir und kurz fassen:
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5.1 Definition. Sei V' ein Vektorraum tiber dem Koérper der komplexen
Zahlen. Fin Hermitesches Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

VxV-—C, (ab)+— (a,b),

mit folgenden dreir Eigenschaften:

a) Es ist linear in der ersten Variablen, also

(x+9,b) = (2,6)+ (y,b) wnd (Ca,b) = Cla,b) (C€R, z,y,a,b€ V),

b) Es ist Hermitesch in dem Sinne {(a,b) = (b, a).
c) Es ist positiv definit, d.h. (a,a) > 0 fir alle vom Nullvektor verschiedenen
a €V (wegen b) ist (a,a) reell).

Das Standardbeispiel ist der C" mit dem Hermiteschen Standardskalarprodukt

<CL, b) = i CLZBZ
=1

Vorsicht. Ein Hermitesches Skalarprodukt ist in der zweiten Variablen nicht
linear. Es gilt stattdessen

{(a,Cb) = C{a,b).
Man sagt auch, es sei in der zweiten Variablen antilinear.

Zwei Vektoren a, b heifien orthogonal (stehen aufeinander senkrecht), falls
(a,b) = 0. Ein System aq,...,a,;, heilt Orthogonalsystem, falls je zwei
aufeinander senkrecht stehen und Orthonormalsystem, falls sie iiberdies Norm
eins haben. Die Norm ist hierbei natiirlich wieder durch |a| = /(a,a)
definiert.

Unter einem unitdren Vektorraum versteht man ein Paar (V/ (-, -)) bestehend
aus einem Vektorraum V iiber dem Koérper der komplexen Zahlen und einem
ausgezeichneten Hermiteschen Skalarprodukt (-, -).

Es gilt analog zum reellen Fall:
Jeder endlichdimensionale unitdre Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Hieraus folgt wiederum

5.2 Theorem. Jeder endlich dimensionale unitire Vektorraum ist isome-
trisch isomorph zum C"™ (n = dimV ), versehen mit dem Standardskalarprodukt
Z1W1 + + - Zp Wy .

Hierbei ist unter einer isometrischen Isomorphie in Analogie zu 4.6 ein Vek-
torraumisomorphismus zu verstehen, welcher das Skalarprodukt erhélt. Auch
das orthogonale Komplemet W+ definiert man analog zum reellen Fall als die
Menge aller Vektoren, welche auf allen Elementen von W senkrecht stehen.
Dies ist ein Untervektorraum und es gilt (vgl. 4.5):
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5.3 Satz. Sei W C V' ein Untervektorraum eines endlich dimensionalen
unitdren Vektorraums V. Es gilt

V=Waewt

und daher auch dimW + dim W+ = dim V.

6. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen
komplexer Fall

6.1 Definition. Sei V' ein Buklidischer Vektorraum (dber R) oder ein
unitirer Vektorraum (iber C). Eine lineare Abbildung f : V — V heifit selbst-
adjungiert, falls

(f(a),b) = (a, f(b))  (a,beV)
gilt.

Es gibt eine reelle und eine komplexe Variante des Spektralsatzes. Wir beginnen
mit dem komplexen Fall.

6.2 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen, komplexer Fall.
Sei V ein endlich dimensionaler unitdrer Vektorraum. Zu jeder selbstdad-
jungierten linearen Abbildung f : V. — V existiert eine Orthonormalbasis
€1,...,e, bestehend aus Eigenvektoren,

f(el) = )\161

Alle Eigenwerte sind reell.

Beweis. Wir wissen, dass es mindestens einen Eigenwert A gibt. (Das ist der
Vorteil des komplexen Falles.) Ein zugehoriger Eigenvektor sei a. Es gilt dann

Ma,a) = (Aa,a) = (f(a),a)) = (a, f(a)) = (a, Aa) = 5‘<a7 a).

Es folgt, das A reell ist. Wir betrachten nun das orthogonale Komplement W
der Geraden Ca. Wir wissen

V=Wao& Ca.

Nun kommt der entscheidende Schlu: Wir behaupten, dass f den Raum W
in sich abbildet, f(W) C W. Dies folgt aus

(f(z),a) = (z, f(a)) = Ma,z) =0 (zeW).
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Wir konnen das Skalarprodukt auf W einschrinken und f liefert eine selbstad-
jungierte Abbildung W — W. Da W eine um Eins kleinere Dimension hat,

kénnen wir annehmen, dass W eine Orthonormalbasis es, . . ., e, von Eigenvek-
toren besitzt (Induktionsbeweis). Zusammen mit e; := a/||a|| erhalten wir eine
Orthonormalbasis von V' der gewiinschten Art. ad

Wir streben eine Matrixversion des Spektralsatzes an. Sei H ein komplexe
Matrix. Wir bezeichnen mit H die Matrix mit den Eintrégen h;;. Eine Matrix
hei3t Hermitesch, wenn

H = ETT (also hij = hﬂ)
gilt.

6.3 Bemerkung. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen unitdren Vektorraums. Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis und H
die f beziiglich dieser Basis zugeordnete Matrix. Genau dann ist f selbstadjun-
giert, wenn H eine Hermitesche Matrix ist.

Folgerung. Die durch eine Matriz H induzierte lineare Abbildung Fg : C" —
C" ist genau dann selbstadjungiert in bezug auf das Standardskalarprodukt von
C", wenn die Matriz H Hermitesch ist.

Da jeder unitéire Vektorraum zum C" versehen mit dem Standardskalarprodukt
isometrisch isomorph ist, besagen die Bemerkung und die Folgerung im Grunde
dasselbe.

Beweis von 6.3. Es ist

<FH(€Z'),6J'> = < thiek,ej > = hﬂ

k=1

Andererseits ist

<€¢,FH(€J’)> = < €; Z hkjek > = B’LJ O

k=1
Eine quadratsiche Matrix U heif3t unitdr,, falls
U'U=FE  (Einheitsmatrix)

gilt, falls also U~! = U gilt. Die Bedeutung unitéirer Matrizen liegt in:

6.4 Hilfssatz. Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis und f1,..., f. eine
beliebige weitere Basis eines unitdren Vektorraums. Genau dann ist auch
fi,--., fn eine Orthonormalbasis, falls die Ubergangsmatriz U eine unitire Ma-
trix ist.
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Beweis. Es gilt nach Definition der Ubergangsmatrix f; = Z;L:1 uj;e;j. Wertet
man die Relation (f;, f;) = 0;; unter Verwendung von (e;,e;) = d;; bilinear
aus, so wird man nach kurzer Rechnung auf

n
E U;ijUk; = Ok
Jj=1

gefiihrt. Dies ist genau die Relation U'U = E. ad

Wir halten noch einige offensichtliche Eigenschaften unitérer Matrizen fest:

a) Mit U sind auch die Matrizen U, U'"T und U~! unitér.

b) Das Produkt zweier unitdrer Matrizen ist unitér. Insbesondere bildet die
Menge der unitdren n x n-Matrizen beziiglich der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe. Diese bezeichnet man {iblicherweise mit U(n).

c) Eine komplexe n x n-Matrix ist genau dann unitdr, wenn ihre Zeilen eine
Orthonormalbasis das C" versehen mit dem Standardskalarprodukt bilden.
Da mit U auch U " unitér ist, kann man , Zeilen* durch ,Spalten“ ersetzen.

Wir formulieren den Spektralsatz in der Matrixsprache. Sei H eine Hermitesche
Matrix und Fpg der zugeordnete Endomoephismus das C". Der Spektral-
satz besagt, dass eine Orthonormalbasis existiert, beziiglich derer Fy Diago-
nalgestalt annimmt. Ist U die Ubergangsnatrix von der Standardbasis zu dieser
Orthonormalbasis, so ist U 'HU eine (reelle) Diagonalmatrix. Wir erhalten
also:

6.5 Spektralsatz fiir Hermitesche Matrizen. Zu jeder Hermiteschen
Matriz H existiert eine unitire Matrix U, so dass

U 'HU =UTHU

eine Diagonalmatrixz ist. Die Diagonaleintrige sind die Eigenwerte von H und
somit reell.

7. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen
reeller Fall

Es besteht bis auf eine kleine Ausnahme, auf welche wir weiter unten hinweisen,
kaum einen Unterschied zum komplexen Fall. Das Analogon zu Bemerkung 6.3
ist

7.1 Bemerkung. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlichdimen-
stonalen Euklidschen Vektorraums. Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis und
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S die f beziiglich dieser Basis zugeordnete Matriz. Genau dann ist f selbstad-
jungiert, wenn S eine symmetrische Matriz ist.

Folgerung. Die durch eine (reelle) Matriz S induzierte lineare Abbildung
Fs : R" — R" ist genau dann selbstadjungiert in bezug auf das Standard-
skalarprodukt von R", wenn die Matriz S symmetrisch ist.

Da jede Hermitesche Matrix einen reellen Eigenwert hat, hat auch erst recht
jede reelle symmetrische Matrix einen reellen Eigenwert. Insbesondere hat jede
slbstadjungierte lineare Abbildung eines Euklidschen Vektorraums (das ist ein
Vektorraum iiber R) einen Eigenvektor. (Im komplexen Fall war dies von
vornherein klar. Im reellen Fall war eine kleine Zusatziiberlegung notwendig.)
Wie im Komplexen beweise man nun:

7.2 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen, reeller Fall. Sei
V' ein endlich dimensionaler (reeller) Euklidscher Vektorraum. Zu jeder selbst-
adjungierten linearen Abbildung f : V — V existiert eine Orthonormalbasis
€1,...,e, bestehend aus Eigenvektoren,

flei) = Nie.
Eine quadratische Matrix A heiflt orthogonal,, falls
ATA=FE (Einheitsmatrix)
gilt, falls also A=! = A gilt. Die Bedeutung orthogonaler Matrizen liegt in:

7.3 Hilfssatz. Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis und f1,..., f. eine
beliebige weitere Basis eines Fuklidschen Vektorraums. Genau dann ist auch
fi,..., fn eine Orthonormalbasis, falls die Ubergangsmatriz A eine orthogonale
Matriz ist.

In Analogie zu den Eigenschaften unitdrer Matrizen gilt:

a) Mit A sind auch die Matrizen AT und A~! orthogonal.

b) Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist orthogonal. Insbesondere
bildet die Menge der unitidren n x n-Matrizen beziiglich der Matrizenmulti-
plikation eine Gruppe. Diese bezeichnet man iiblicherweise mit O(n, R).

c) Eine reelle n x n-Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Zeilen eine
Orthonormalbasis das R" versehen mit dem Standardskalarprodukt bilden.
Da mit A auch A" unitér ist, kann man ,, Zeilen® durch ,,Spalten® ersetzen.

Analog zum Komplexen gilt:

7.4 Spektralsatz fiir symmetrische reelle Matrizen. Zu jeder sym-
metrieschen reellen Matriz S ezistiert eine orthogonale (reelle) Matrixz A, so

dass
AT'HA=ATHA

eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonaleintrdge sind die Eigenwerte von S. Sie
sind alle reell.
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8. Normale Operatoren

Jedem Vektor ¢ € V eines unitidren Vektorraums V kann man eine lineare
Abbildung
L=L,:V—V, z+—{(a,x)

zuordnen. Es gilt:

8.1 Satz von Riesz. Sei L :V — C eine lineare Abbildung eines endlich
dimensionalen unitiren Vektorraums V in C. Es existiert ein eindeutig bes-
timmte Vektor a € V. mit der Eigenschaft

L(z) = (z,a).

Beweis. Sei eq, ..., e, eine Orthonormalbasis. Wir machend den Ansatz a =
Crer+---+Che,. Esmuss L(e;) = (e;,a) = C;. gelten. Definiert man C; durch
diese Gleichung so erhélt man einen Vektor a mit der Eignschaft L(z) = (z,a)
zunéchst fiir die Basisvektoren x = e; und wegen der Linearitdt dann auch fiir
alle z. O

Wir nennen lineare Abbildungen f : V. — V im folgenden auch lineare
Operatoren.

8.2 Satz. Sei V' ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum. Zu je-
dem linearen Operator f : V. — V existiert ein eindeutig bestimmter linearer
Operator f* :V — V mit der Figenschaft

fur alle a,b € V.

Man nennt f* den zu f adjungierten Operator.

Beweis. Wir halten b fest und betrachten die lineare Abbildung = — (f(z),b).
Nach dem Satz von Riesz existier y mit (f(x),b) = (z,y). Wir definieren
f*(b) = y. Wir tiberlassen es dem Leser zu verifizieren, dass b — f*(b) linear
ist. O

Ein linearer Operator A ist genau dann selbstadjungiert, wenn f = f* gilt.
Eine offensichtliche Verallgemeinerung (mit dem selben Beweis) ist:

8.3 Bemerkung. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen unitdren Vektorraums. Sei eq1,...,e, eine Orthonormalbasis und A

die [ beziiglich dieser Basis zugeordnete Matriz. Die f* zugeordnete Matriz ist
dann AT .

Die Klasse der normalen Operatoren umfafit die Klasse der selbstadjungierten
Operatoren:
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8.4 Definition. Sei V' ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum. Ein
linearer Operator f : V. — V heiffit normal, falls er mit seinem Adjungierten
vertauscht,

foft=f"of.

Neben den selbsadjungierten gibt es eine weitere wichtige Klasse normaler Ope-
ratoren. Wir behaupten, dass isometrische Automorphismen f : V' — V normal
sind. ,,Isometrischer Isomorphismus bedeuted ja (a,b) = (f(a), f(b)). Aquiva-
lent hierzu ist (f(a),b) = {a, f~!) oder f* = f=! oder

[rof=fof =id.
Operatoren mit dieser Eigenschaft nennt man auch unitdr. ,Isometrischer Au-
tomorphismus“ und ,,unitédrer Operator® ist also ein und dasselbe. Im {iibrigen

ist ein linearer Operator genau dann unitér, wenn seine Matrix U beziiglich
einer Orthonormalbasis der Beziehung

U'U=F
geniigt. Halten wir fest:

Spezielle Beispiele normaler Operatoren sind selbstadjungierte und auch unitdre
Operatoren. Fin normaler Operator ist genau dann selbstadjungiert, wenn
seine Eigenwerte reell und genau dann unitdr, wenn seine Eigenwerte X Abso-
lutbetrag eins haben, A\ = 1.

Eine komplexe Zahl z = = + iy hat genau dann Absolutbetrag eins, wenn
2?2 +y? =1 gilt, wenn sie also auf dem Rand des Einheitskreises liegt. Sei a ein
Eigenvektor eines linearen Operators f mit Eigenwert A Aus der defnierenden
Gleichung fiir den adjungierten Operator ergibt sich:

f(a) = Aa = f*(a) = Aa. 0

8.5 Spektralsatz fiir normale Operatoren. SeiV ein endlich dimension-
aler komplexer Vektorraum. Jeder normale Operator f : V — V besitzt eine
Orthonormalbasis von Figenvektoren.

Matrixversion. Zu jeder quadratischen Matriz A mit der Figenschaft ATA =
AAT egistiert eine unitire Matriz U, so dass UT AU = U~YAU eine (kom-
plexe) Diagonalmatriz ist.

Beweis. Man iibertrigt den Beweis fiir selbstadjungierte Operatoren (6.2).
Dazu hat man einen Eigenwert A und dazugehoérigen Eigenvektor a zu betra-
chten und das orthogonale Kompelement W = Cat. Alles, was man wissen
muss, ist, dass W durch f in sich abgebildet wird. Dies folgt aus der Normalitét
wir folgt: Sei b € W. Es gilt

(a, f()) = (f*(a),b) = (Aa,b) = 0. O
Man kann sich fragen, ob ein System fi,...,f, : V — V von Operatoren
simultan diagonalisierbar ist, ob es also eine Basis von gemeinsamen Eigenvek-
toren (natiirlich zu unterschiedlichen Eiegnwerten) ist. Unabdingbar hierfiir
ist, dass diese Operaoren paarweise miteinander vertauschbar sind.
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8.6 Simultane Diagonalisierung. Sei V' ein endlich dimensionaler (kom-

plexer) und seien fi,..., fm paarweise vertauschbare normale Operatoren von
V. Dann existiert eine Orthonormalbasis eq, ..., e, von simultanen Figenvek-
toren,

filej) = Aije;.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach m. Wir fithren den Induk-
tionsschritt (von m — 1 auf m) durch. Dadurch betrachten wir einen Eigenwert
A von fi. Wir betrachten den sogenannten Eigenraum

V(fi,N)={a€cV; fi(a)=Na}.

Dies ist ein Untervektorraum von V. Da die f; mit f; vertauschbar sind,
folgt fi(V(f1,A) € V(f1,A). Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung
auf die Einschrénkungen der Operatoren f, ..., f,,, auf V(fi,A) an. Dies sind
auch normale Operatoren (in bezug auf das eingeschrinkte Skalarprodukt).
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Orthonormalbasis von simultanen
Eigenvektoren in V'(f1, A). So verfihrt man mit jedem Eigenwert A von fi. da
zwei Eigenrdume von f; zu verschiedenen Eiegnridumen aufeinander senkrecht
stehen, erhalten wir insgesamt eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus
simultanen Eigenvektoren. g

FEine weitere schone Anwendung des Spektralsatzes ist:

8.7 Theorem. Jede quadratische Matriz A endlicher Ordnung (d.h. A™ = E
fiir eine natiirliche Zahl m) ist diagonalisierbar.

Beweis. Die abbildingstheoretische Variante lautet: Jeder Endomorphismus f :
V' — V endlicher Ordnung (f™ = id) eines endlich dimensionalen komplexen
Vektorraums besitzt eine Basis von Eigenvektoren. Wir beweisen 8.7 in dieser
Form. Der Beweis erfolgt durch den sogenannten Weilschen Trick wie folgt:
Wir betrachten in V' irgendein Hermitesches Skalarprodukt (-,-). (Ein solches
existiert, da V zu C" isomorph ist.) Wir definieren ein neues Skalarprodukt

durch

m

[a,6] = > (f'(a), f1(b)).

=1

Offensichtlich ist auch dies ein Hermitesches Skalarprodukt. Wir behaupten
nun, dass f unitéar ist in bezug auf dieses neue Skalarprodukt ist,

Wegen ™1 = f ist dies gleich [a,b]. Nun wenden wir den Spektralsatz fiir
unitdre Operatoren an. O
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Die Eigenwerte A von Operatoren endlicher Ordnung haben ebenfalls end-
liche Ordnung in dem Sinne A™ = 1. Dies sind die Nullstellen des Polynoms
X" —1. Man nennt dies m-te Einheitswuzeln. Es gibt eine erste Einheitswuzel,
némlich 1, zwei zweite Einheitswurzeln, ndmlich +1. Man sieht auch sofort vier
vierte Einheitswurzeln, ndmlich +1,+i. Allgemein gilt:

8.8 Satz. FEs gibt genau m paarweise verschieden Einheitswurzeln, C1,...,C(m
und es gilt
XM o1 = (X =) (X = ).

Wdhit man unter thnen eine geeignete aus und nennt sie ¢, so bekommt man
alle anderen in der Form

17C’CQ’ c e 7Cm_l'

Man nennt eine Einheitswurzel ¢ mit dieser Eigenschaft auch ein primitive m-
te Einheitswurzel. Unter den vier vierten Einheitswurzeln +1 4 i sind genau
die beiden +i primitiv, denn es ist beispielsweise

(1,1,i%,i%) = (1,1, —1,1).

Den Beweis von Satz 8.8 sieht man am besten mit ein wenig Analysis und
zwar benutzt man die Darstellung von Null verschiedener komplexer Zahlen in
Polarkoordinaten

Z =1Ccosp +irsin g, r > 0.

Dabei ist r der Betrag von z (wegen der bekannten Relation cos? +sin® =
1) und ¢ das sogenannte Argument. Dieses ist nur bis auf ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 definiert. Alle ¢ 4 2nm haben dasselbe Recht, Argument von
z genannnt zu werden. Aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen

sin(a+b) = sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b), cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)
folgt
(rcos + irsinp)(r’ cos ¢’ + irsing’) = rr’ cos(p + ') + irr’ sin(p + ¢').

Komplexe Zahlen werden also multipliziert, indem man die Betrige multi-
pliziert und die Argumente addiert.

Nach Euler definiert man
e'? = cos ¢ + isin .
Die Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen nehmen dann die einfache Gestalt

. . / . . /7
el el — pllptiv’)
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an, was eine erste Rechtfertigung fiir die Eulersche Definition angesehen werden
kann. Sie ist wegen

eQﬂ'i -1
zunédchst gewOhnungsbediirftig. In der komplexen Analysis (Funktionenthe-
orie) stellt sich gerade diese Relation als fundamental heraus. Der Rand des
Einheitskreises (r = 1) wird durch cos ¢ +isin ¢ beschrieben und fiir natiirliche
Zahlen m gilt

(cosp +isinp)™ = cos(mep) + isin(mey).

Damit sehen wir, dass die m-ten Einheitswurzeln von der Form

e2miv/m _ cos(27miv/m) + isin(27iv/m) (0<v<m)

sind. Eine der méglichen primitiven m-ten Einheitswurzeln ist e27/™.

Die FEinheitswurzeln sind also die Ecken eines regelmdfigen m-Ecks mit Mit-
telpunkt 0 und einer Ecke 1.
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1. Eigenrdume

Dieser Abschnitt hétte bereits viel frither behandelt werden kénnen und dient
hauptséchlich der Motivation der verallgemeinerten Eigenrdume, die eine zen-
trale Rolle in diesem Kapitel spielen werden. Sei f : V — V ein Endomorphis-
mus eines endlich dimensionalen Vektorraums. Wir haben bereits fiir A € K
den Eigenraum

V(f,A\):={a€eV; fla)=Xa}
eingefiihrt und bemerkt, dass dies ein Untervektorraum ist. Er ist genau dann
von Null verschieden, wenn X ein Eigenwert ist.

Ein Polynom P ist ganau dann durch den Linearfaktor X — a teilbar, wenn
a Nullstelle von P ist. Dies haben wir im Prinzip beim Beweis der Tatsache
gezeigt, dass ein von Null verschiedenes Polynom nur endlich viele Nullstellen
hat (V.1.4). Wir wiederholen das Argument: Man entwickelt P(X ) nach Poten-
zen von X — a mittels der binomischen Formel

X" = E ( ; ) (X =N,
und erhalt dann

P(X)=by+b(X—a)+ -+ b (X —a)".

Aus P(a) = 0 folgt bp = 0 und man kann X — a ausklammern. Man erhélt
P = (X —a)Q. Wenn P von Null verschieden ist, so ist der Grad von @) um
Eins kleiner als der von P. Es kann sein, dass a auch Nullstelle von () ist. Man
kann dann X — a auch aus @ ausklammern und erhélt schliellich (fiir von Null
verschiedenes P)

P(X) = (X —a)"Q(X) mit Qa) # 0.

Man nennt m die Vielfachheit oder Multiplizitdt der Nullstelle a.
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1.1 Hilfssatz. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensio-
nalen Vektorraums, P sein charakteristisches Polynmom und \ eine Nullstelle
(=Eigenwert) der Vielfachheit m. Es gilt

dimV(f,\) <m.

Beweis. Wir wihlen eine Basis ey, ..., e, von V(f,A) und ergéinzen diese zu
einer Basis eq,...,e, von V. Die Matrix von f beziiglich dieser Basis hat die
Form

AE(M)
0 B
Nach dem Késtchensatz ist das charakteristische Polynom dieser Matrix gleich
(X — A\)"™ mal dem charakteristischen Polynom von B. O

1.2 Hilfssatz. Seien A1, ..., \m paarweise verschiedene Figenwerte eines
Endomorphismus f : V. — V. Die Abbildung

V(f, M) x - xV(f,\m) —V, (a1,...,am)— a1+ + am,
st injektiv.
Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass Eigenwerte zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind (V.2.2). O

Wenn ein Endomorphismus f : V' — V eines endlich dimensionalen Vektor-
raums von Eigenvektoren erzeugt wird, so gilt V.=V (f, A1) +--- + V(f, \nn).
Umgekehrt folgt aus dieser Bedingung, dass V' von Eigenvektoren erzeugt wird
und sogar eine Basis bestehend aus solchen besitzt.

1.3 Theorem. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensio-
nalen Vektorraumes. Folgende Aussagen sind gleichbedeutend:

a) V besitzt eine Basis von Eigenvektoren.
b) Es gilt
V=V(f,\M)e---aV(f,\n).

c) Das charakteristische Polynom wvon f zerfillt in Linearfaktoren und die
Vielfachheit jeden FEigenwerts X ist gleich der Dimension des Figenraums
V(f, ).

Beweis. Zunichst ist klar, dass a) und b) &dquivalent sind. Die Richtung a)=-c)

ist ebenfalls klar. Sei also ¢) erfiillt. Die Dimension von V' (f, A1)+ -+V (f, A\mm)

ist nach 1.2 und dem zweiten Teil von c) gleich k1 + -+ + k;;,, wenn k; die

Vielfachheit von \; bezeichnet. Dies ist aber gleich dem Grad des charak-

teristischen Polynoms und somit gleich der Dimension von V. Es folgt

V=V(,M)+ -+ V(f,\n) O
Auch wenn Theorem 1.3 die Frage der Diagonalisierbarkeit von Endomor-

phismen un gewisser Weise abschlieflend beantwortet, ist sein Nutzen begrenzt,

da die Bedingung c) nur schlecht nachpriifbar ist. Fiir die praktischen An-
wendungen sind die die frither behandelten Sitze iiber die Diagonalisierung
normaler Operatoren leistungsfihiger.
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Sei K ein beliebiger Grundkorper. Wir studieren das charakteristische Polynom
P(X) = det(XE — A) einer quadratischen Matrix A. Fiir uns ist nur der Fall
von Interesse, dass K unendlich ist. Dann kann man Polynome als Polynom-
funktionen verstehen. Will man die endlichen Ko6rper nicht vernachléssigen,
so sollte man den abstrakten Begriff formaler Polynome nehmen (s. V.1.6 und
V.1.10). Die Eintrége von X E — A sind Polynome aus K [X| und man benotigt
dann auch das Konzept der Determinante von Matrizen mit Koeflizienten aus
dem Ring K[X] (V.1.14).

Man kann in einem Polynom P = ag X% 4+ a1 X + -+ + a,, X™ fiir X nicht
nur Elemente aus K einsetzen, sondern allgemeiner ist es sinnvoll, quadratische
Matrizen A einzusetzen. Man definiert schlicht und einfach (bedenkend, dass
die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig bestimmt sind)

P(A) = apA’ + A+ -+ A™ =aoE+ a1 A+ -+ a,, A™.

Wir verwenden in diesem Zusammenhang die Bezeichnung A° = E (Einheits-
matrix), auch wenn A singulér oder gar die Nullmatrix sein sollte. In analoger
Weise kann man

P(f)=aof’ +arf+ -+ f" =aoidy +arf + -+ ap "

fiir einen Endomorphismus f : V' — V eines Vektorraums definieren. Aus
banalen Griinden gilt

(PQ)(A) = P(A)Q(A),  (PQ)(f) = P(N)Q(S)-

2.1 Satz von Cayley Hamilton. Setzt man in das charakteristische Poly-
nom P einer quadratischen Matriz A die Matriz A selbst ein, so kommt die
Nullmatriz heraus.

Abbildungstheoretische Variante. Setzt man in das charakteristische Poly-
nom eines Endomorphismus f : V. — V (mit endlich dimensionalen V') den
Endomorphismus f selbst ein, so kommt die Nullabbidlung O heraus.

Beide Varianten sind natiirlich gleichbedeutend. Wir beginnen mit einem ganz
einfachen Beweis, welcher leider den Nachhteil hat, falsch zu sein:

Falscher Beweis. Man setze in P(X) = det(XE — A) den Ausdruck X = A
ein un erhilt P(A) = det(A — A) = det(0) = 0. Beim Beweis hat man erst
A eingesetzt und dann die Determinante gebildet. Beim Satz von Cayley-
Hamilton soll man aber erst die Determinante bilden und dann A einsetzen.
Nun sind aber det(P(A4)) und P(det(A)) in der Regel voneinander verschieden.
Der Beweis ist also falsch!
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Richtiger Beweis von 2.1 (leider nicht so einfach wie der falsche). Wir ziehen
es vor, die Matrix-Variante zu verwenden. Sei also A eine n x n-Matrix. Wir
betrachten die charakteristische Matrix C' = X F — A und bilden deren komple-
mentéire Matrix D. Die Eintrége von D sind bis aufs Vorzeichen Determinanten
von (n—1) x (n—1)-Untermatrizen von D. Dies sind jedenfalls Polynome vom
Grade < n. Wir sortieren nach Potenzen von X:

n—1
D=> DX' (D;eEK"™").
1=0

Dabei sind die D; Matrizen mit Eintriigen aus K. Das Produkt D;X? ist
selbstverstdndlich komponentenweise zu verstehen. Nach der Regel iiber die
komplementire Matrix (vgl. IV.2.4) gilt

CD = PFE (P = det(C) = charakteristisches Polynom),

ausfithrlich
n—1 n—1
PE = (Z DZ-XZ) (XE —A)=D,_1 X"+ > (D;1 — DiA)X' — DyA.
i=0 i=1
Schreibt man P = X" +a,,_1 X"~ ! 4 --- + ap, so folgt durch Koeffizientenver-
gleich
D,_1= E, a; B = Ci—l — CZA (1 <i < n), agk = _COA.
Es folgt

P(A) =A"4+a, A" 1+t ayA+agE = A" + (Cp_y — A)A™ Tt
(Cpg — Cp 1 AYA" 2 .. 4 (Cy — C1A)A — CoA = 0,

was zu beweisen war. O

3. Polynomarithmetik

Es werden einige Eigenschaften von Polynomen benétigt, die ganz dhnlich zu
Grundeigenschaften der ganzen Zahlen sind. Wir wollen diese zum besseren
Verstdndnis kurz voranstellen:

3.1 Euklidscher Algorithmus fiir ganze Zahlen. Seien a,b zwei ganze
Zahlen, b # 0. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte ganze Zahlen x,y mit
der Figenschaft

a=br+y und |yl <|b
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Beispiel.
27T=5-5+2.

Dies ist nichts anderes als die bereits aus der Grundschule bekannte ,,Division
mit Rest“. Es ist y der Rest, der bleibt, wenn man versucht a durch b zu
dividieren. Der Beweis ist sehr einfach (Induktion nach |b|) und wird hier
iibergangen. So einfach die Division mit Rest jedoch auch sein mag, auf ihr
basieren grundlegende Eigenschaften ganzer Zahlen. Wir erldutern eine davon:

Zwei ganze Zahlen a, b heiflen teilerfremd, wenn es aufler +1 keinen gemein-
samen Teiler d gibt. (Ein Teiler von a ist eine ganze Zahl d # 0, so dass a/d
ganz ist.) Es gilt nun:

3.2 Satz. Aus zwei teilerfremden ganzen Zahlen a,b kann man stets die 1
kombinieren: Es gibt ganze Zahlen x,y mit der Figenschaft

axr + by =1.

Beispiel. Die Zahlen 9 und 7 sind teilerfremd. Tatséchlich gilt
4-9+(-5)-7=1

Beweis von 3.2. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit b # 0
annehmen und dann mit Rest dividieren, a = bx+y. Offenbar sind b, y ebenfalls
teilerfremd. Damit bietet sich ein offensichtlicher Induktionsbeweis an. ad

Ein #dhnlicher Algorithmus gilt auch fiir Polynome iiber einem Korper K.
Anstelle des Betrags einer ganzen Zahls tritt nunmehr der Grad eines von Null
verschiedenen Polynoms.

3.3 Eukidscher Algorithmus fiir Polynome. Seien P,Q zwei von Null
verschiedene Polynome. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Polynome A, B
mit der Eigenschaft

P=AQ+ B mit B =0 oder Grad(B) < Grad(P).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach dem Grad von P. ad

Man sagt, ein Polynom (@) teilt ein anderes Polynom P, falls es ein Polynom
A mit AQ = P gibt. Zwei Polynome P, (@ heiflen teilerfremd, falls es aufler
konstanten Polynomen keinen gemeinsamen Teiler gibt.

3.4 Satz. Aus zwei teilerfremden Polynomen P,(Q kann man stets die Fins
kombinieren: Es gibt Polynome A, B mit der Figenschaft

AP + BQ = 1.

Uber einem algbraisch abgeschlossenen Grundkdrper ist jedes Polynom Pro-
dukt von Linearfaktoren. Es ergibt sich:
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3.5 Bemerkung. Der Grundkérper sei algebraisch abgeschlossen. Zwer
Polynome sind genau dann teilerfremd, falls sie keine gemeinsame Nullstelle
haben.

4. Verallgemeinerte Eigenrdume

Eigenrdume und ihre Verallgemeinerungen sind Spezialfdlle von invarianten
Unterrdumen:

4.1 Definition. Sei f 'V — V ein Endomorphismus. FEin Unterraum
W C V heifft invariant, wenn f(W) C W gilt.

Man kann dann f auf W einschrinken und erhélt eine lineare Abbildung g :
W — W (definiert durch g(a) = f(a) fir a € W). W4&hlt man eine Basis
€1,...,6em von W und ergénzt diese zu einer Basis von ey, ...,e, von V', so hat
die f zugeordnete Matrix die Gestalt

B x*
(2 2)
Dabei ist B die g zugeordnete Matrix beziiglich der vorgelegten Basis. Aus

dem Kistchensatz folgt, dass das charakteristische Polynom von A gleich dem
Produkt der charakteristischen Polynome von B und C' ist. Dies zeigt:

4.2 Bemerkung. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich di-
mensionalen Vektrorraums und W ein invarinter Unterraum, g : W — W die
Einschrdankung von f. Das charakteristische Polynom von g ist ein Teiler des
charakteristischen Polynoms von f.

Als Anwendung der Polynomarithmetik beweisen wir den

4.3 Aufspaltungssatz. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich
dimensionalen Vektorraums und P ein Polynom mit P(f) = 0, beispielsweise
das charakteristische Polynom. P sei dargestellt als Produkt zweier tetler-
fremden Faktoren P = P, P,. Dann gilt

V=VieV, mit V;:=Kemn(P(f)).

Die Riume V; sind invariant, also f(V;) C V; firi=1,2.

Beweis. Nach Satz 3.4 kann man aus P, P, die Eins kombinieren, AP +
Ao P, = 1. Hieraus folgt fiir beliebiges a € V

a=A1(f)Pi(f)a+ Az(f)P2(f)a-
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Nach Voraussetzung gilt Py (f)A1(f)P2(f)a = A1(f)P(f)a = 0. Daher liegt
ay = As(f)P2(f) im Kern von P; und entsprechend ay := A;(f)Pi(f) im

Kern von Ps. Dies zeigt V = Vi + V5. Wir miissen noch Vi3 N Vo = 0 zeigen,
um zu sehen, dass die Summe direkt ist. Fir a € Vi NV, gilt aber a =

A1(f)Pi(f)a+ Ax(f)Pa(f)a = 0. O

Sei f:V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums. Wir definieren die
verallgemeinerten Eigenrdume durch

Vi (f, A) == Kern((f — Aid)").
Im Falle r = 1 erh&lt man den gewohnlichen Eigenraum,

Vi(f;\) = V(] M)

Diese sind offenbar invariant. Es gilt
Vl(f, )\) C Vg(f, )\) C Vg(f, /\) C....

Wir wollen annehmen, dass V' endlich dimensional ist. Dann existiert eine
natiirliche Zahle IV, so dass

VN (f,N) = Vg1 (f, A) = Vivga(f,A) = -+

gilt. Der Einfachheit schreiben wir
Voo (fs A) := VN (f, A) (N hinreichend grof})

4.4 Satz. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen
Vektorraums, dessen charakteristisches Polynom P in Linearfaktoren zerfdllt
(z.B. K algebraisch abgeschlossen),

P(X) = (X = M)™ o (X = A)™ (A £ Ay fir i £ ).

Dann gilt
V = le (f,)\l) D---D mG (f, )\k:)

Jeder der verallgemeinerten Eigenrdume wird durch f in sich abgebildet, durch
Einschrdnken von f erhdlt man also Endomorphismen

Das charakteristische Polynom von f; ist (X — X\;)™.
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Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton wird f von seinem charakteris-
tischen Polynom annulliert. Der Fall m = 1 ist damit bereits erledigt. Im Falle
m > 1 wenden wir den Aufspaltungssatz auf die Situation

P= P1P2 mit P1 = (X - )\1>m1 und P2 == (X - /\2)m2 cee (X - )\k)mk

an. Der Summenzerlegung erhélt man nun leicht durch Induktion nach m. Es
bleibt die Aussage iiber das charakteristische Polynom von f; zu beweisen: nach
Definition der verallgemeinerten Eigenrdume ist der Endomorphimus f; — A; id
nilpotent. Wir wissen (V.3.3), dass sein charakteristisches Polynom von der
Form X*i ist. Das charakteristische Polynom von f; ist somit (X — A;)H:.
Das charakteristische Polynom von f ist nach dem Késtchensatz gleich dem
Produkt der charakteristischen Polynome der f;. Durch Vergleich ergibt sich
nun f; = ms;. (]

Satz 4.4 zeigt die Bedeutung der verallgemeinerten Eigenrdume. Thr Vorteil
gegeniiber den gewohnlichen Eigenrdumen zeigt sich in:

4.5 Folgerung zu 4.4. (Voraussetzungen wie in 4.4). Es gilt
Fiir r > m; gilt sogar das Gleichheitszeichen. Insbesondere gilt

5. Die Jordanzerlegung

Eine offensichtliche Folgerung des Zerlegungssatzes besagt:

Sei f : V. — V ein Endomorphimus eines endlich dimensionalen Vektor-
raums, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt. Genau
dann ist f diagonalisierbar, wenn die Figenrdume mit den verallgemeinerten
FEigenrdumen tbereinstimmen, V(f,\) = Voo (f, A).

Dies heifit im Klartext, dass aus (f — Aid)™(a) = 0 schon (f — Aid)(a) = 0
folgen muss. Es ergibt sich:

5.1 Satz. Sei f V. = V ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines
endlich dimensionalen Vektorraums und W C V' ein invarianter Unterraum.
Dann ist die Einschrinkung g : W — W von f ebenfalls diagonalisierbar.

(Da das charakteristische Polynom von (W, g) das von (V, f) teilt (4.2), ist es
ebenfalls Produkt von Linearfaktoren.)
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5.2 Satz. Seien f,..., fn diagonalisierbare Endomorphismen eines endlich
dimensionalen Vektorraums, welche paarweise miteinander vertauschbar sind,
fio fj = fj o fi. Dann kénnen sie simultan diagonalisiert werden, es existiert
also eine Basis ein Figenvektoren von allen f;.

Folgerung. Summe und Hintereinanderausfiihrung vertauschbarer diagonal-
1sierbarer Endomorphismen sind auch diagonalisierbar.

Fiir normale Operatoren haben wir den Satz bereits bewiesen (V.8.6). Der von
Beweis von V.8.6 funktioniert dank 5.1 auch im allgemeinen Fall. O

Wir kehren zuriick zu Satz 4.4. Wir erinnern daran, dass die Operatoren f; :
Voo (f, Ai) = Voo (f, Ai) von der Form f;(a) = A\;a+ h;(a) mit einem nilpotenten
Operator h; sind. Wir definieren nun die Operatoren g,h : V' — V durch die
Bedingung

g(a) = \a, h(a) = hi(a) auf Vi (f, ).

Dann gilt f = g + h. Der Operator g ist diagonalisierbar und h ist nilpo-
tent. Beide sind miteinander vertauschbar. Wir kénnen g auch etwas anders
schreiben: Sei p; : V — V der Endomorphismus, der durch die Bedingungen

o a fl'iraE V(f7)"t)7
pi(a) = {0 fir a € V(f,\;), j # 1,

definiert ist. Man nennt p; einen Projektionsoperator. (Allgemein heifit ein
Endomorphismus p : V — V Projektionsoperator, wenn es eine Zerlegung
V =V, @ V; gibt, so dass p die Identitdt auf V3 und Null auf V5 ist.) Es gilt

g=Mp1+- 4+ APk

Wir zeigen nun, dass es ein Polynom P gibt mit ¢ = P(f). (Dann ist auch
h = f—P(f) ein Polynom in f.) Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Projektoren
p; Polynome in f sind. Wir beweisen dies fiir p;: Die beiden Polynome

P1 = (X — /\1)m1 und PQ = (X — )\2)m2 s (X — )\k)mk

sind teilerfremd. Wir konnen aus ihnen daher die Eins kombinieren, Q)1 P; +
Q2P, = 1. Offenbar gilt dann (Q2P>)(f) = p1. Halten wir fest:

Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vektorraums,
dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann existiert
eine Zerlequng

f=9+h,

i einen diagonalsierbaren Operator g und einen nilpotenten Operator, welche
sich beide als Polynom in f darstellen lassen. Sie sind insbesondere miteinan-
der vertauschbar.

Nun kommen wir zu der
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5.3 Jordan-Zerlegung. Jeder Endomorphimus f:V — V eines endlich di-
mensionalen Vektorraums tiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper
gestattet eine Zerlegung f = g + h in einen diagonalisierbaren Operator g
und einen nilpotenten Operator h, welche miteinander vertauschbar sind. Eine
solche Zerlegung ist eindeutig und g, h sind Polynome in f.

Die Existenz einer solchen Zerlegung haben wir beweisen, es geht jetzt noch
um die Eindeutigkeit. Wir wéhlen eine Zerlegung f = g + h mit diagonalisier-
barem g und nilpotentem h, welche miteinander vertauschbar sind und sich als
Polynom in f schreiben lassen und vergleichen mit einer beliebigen Zerlegung
f = ¢ + h' wie in 5.3 beschrieben. Es wird also nicht gefordert, dass ¢’ ein
Polynom in f ist. Wir wissen aber, dass g ein Polynom in f ist. Nach Voraus-
setzung ist ¢’ mit h’ vertauschbar. Daher ist ¢’ mit f = ¢’ + h’ vertauschbar.
Dann ist ¢’ auch mit jedem Polynom in f also auch mit g vertauschbar. Jetzt
folgt, dass h = f — g und h' = f — ¢’ vertauschbar sind. Wir schreiben die
Gleichung g + h = ¢’ + ' in der Form

g—g =h—"h.

Die linke Seite ist als Summe zweier vertauschbarer diagonalisierbarer Opera-
toren diagonalisierbar (Folgerung zu 5.2). Wir behaupten, dass h—h’ nilpotent
ist: Da h und h’ vertauschbar sind, ist (h — h’)™ eine Linearkombination von
heh'® mit a + b = m. Entweder ist a > m/2 oder b > m/2. In jedem Fall ist
dieser Ausdruck Null, wenn m geniigend grof} ist. Damit wissen wir, dass alle
Eigenwerte von g — ¢’ = h — b’ gleich Null sind. Ein diagonalisierbarer Oper-
ator, dessen Eigenwerte Null sind, ist aber der Nulloperator. Es folgt g = ¢’
und h = h'. O

6. Zyklische Vektoren

Zyklische Vektoren sind in gewisser Hinsicht das Gegenteil von Eigenvektoren:

6.1 Definition. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums. FEin Vektor a € V heifit zyklisch, wenn V von den
Vektoren

a, f(a),..., f"(a) (n genigend grof3)

erzeugt wird. Wenn'V' einen zyklischen Vektor besitz, so nennt man (V, f) auch
zyklisch.

Erfreulicherweise kann man das Studium beliebiger Operatoren h&iufig auf den
zyklischen Fall zuriieckfiihren.
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6.2 Satz. Seit f:V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen
Vektorraums. Es existiert eine direkte Summenzerlegung V. =V, & --- ®d V,,
mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Rdaume V; sind invariant, durch Einschrdinken von f erhdlt man also
Endomorphismen f; - V; — V;.
b) Jeds (Vi, f;) ist zyklisch.

Beweis. Sei a € V ein fester Vektor. Es gibt einen kleinsten Untervektor-
raum V'(a), welcher a enthilt und invariant ist. Er besteht aus allen P(f)(a)

mit Polynomen P und wird von a, f(a),..., f¥(a) fiir hinreichend grofies N
erzeugt. Der Vektor a ist zyklisch in V' (a). Sind a4, ..., a,, mehrere Vektoren,
so ist

Via,...,am) :=V(ar)+ -+ Viap)

der kleinste invariante Unterraum, welcher alle a; enthélt. Da V' endlich erzeugt
ist, existieren Vektoren aq,...,a,, so, dass V. = V(aq,...,a,,). Wir wihlen
unter allen diesen Darstellungen eine mit minimalem m. Damit liegt m fest.
Wir hétten gerne, dass die Zerlegung V = V(aq) + - - - + V(a,,) direkt ist. An-
hand von Beispielen kann man zeigen, dass dies erst dann der Fall ist, wenn
man ay, ..., a,, geeignet wihlt. (Nur die Anzahl m ist bislang fixiert.) Wir in-
teressieren uns fiir sogenannte Relationen. Das sind m-Tupel R = (Ry,..., Ry,)
von Polynomen folgender Art:

Ry(f)ar + -+ Ron(f)am = 0.

Ein Beispiel erhélt man, wenn man fiir alle R; das charakteristische Polynom
von f nimmt. Es existieren also jedenfalls von (0, ...,0) verschiedene Relatio-
nen.

Wir betrachten nun eine natiirliche Zahl d mir folgender Eigenschaft:

1. Esgibtay,...,am mitV =V (a,...,an) und eine Relation Ry(f)a1+---+
Ry (f)am =0 mit Ry # 0 und Grad(Ry) = d.

2. Sind by,..., by, irgendwelche (mdglicherweise andere) Vektoren mit der
FEigenschaft V.=V (by,...,by) und ist S1(f)b1 + -+ + S (f)bm = 0 eine
Relation unter ihnen, so gilt fir jedes i entweder S; = 0 oder Grad(S;) > d.

Es ist klar, dass d existiert. Nun verdndern wir das System aq,...,a,,, indem
wir
b1 = a1+A2(f)a2+-~-—|—Am(f)am, bQZCLQ,...,bm:CLm

mit zunichst beliebigen Polynomen A, ..., A,, definieren. Es gilt dann V =
V(bi,...,bm) sowie S1(f)b1 + -+ Sy (f)by = 0 mit

Slle, Si:Ri—AiRl (2§@§m)

Nun nutzen wir den Euklidschen Algorithmus aus und wéahlen A; so, dass
entweder S; = 0 oder Grad(S;) < Grad(R;). Die zweite Moglichkeit scheidet
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wegen der Minimalitdtsannahme aus. Wir sehen, also, dass man (bei geigneter
Wahl des Systems ay, ..., a,, sogar

Ri(f)a; =0
annehmen kann. Nun behaupten wir
V(ar) NV (ag,...,ay,) =0.
Sei also Pi(f)(a1) € V(ag,...,an) =0, also

Pi(f)(@) + -+ Pu(f)(am) = 0.

Wir ziehen hiervon ein Vielfaches der Relation R;(f)a; = 0 ab und erhal-
ten —wieder unter Ausnutzung des Euklidschen Algorithmus und der Mini-
malitdtsannahme—, dass P; durch R; teilbar ist. Dann folgt aber P;(f)a; =0
wie behauptet. Wir wissen nun

V=V(a) ®V(ag,...,an).

Satz 6.2 kann nun mit Induktion bewiesen werden. O

Die Zerlegung 6.2 in zyklische Unterrdume ist nicht im allgemeinen nicht ein-
deutig. Man kann natiirlich die Reihenfolge vertauschen aber auch bis auf die
Reihenfolge ist die Zerlegung nicht eindeutig. Die Diskussion der Eindeutigkeit
wiirde uns zu weit ab von unserem Ziel fithren. Im néchsten Abschnitt geben
wir eine Antwort im nilpotenten Fall. Dies reicht fiir unsere Zwecke.

7. Nilpotente Operatoren

Wir erinnern daran, dass ein Endomorphismus f nilpotent heifit, wenn es eine
natiirliche Zahl m mit f™ = 0 gibt. Nilpotente Operatoren treten im Zusam-
menhang mit verallgemeinerten Eigenrdumen in natiirlicher Weise auf: Ist
f 'V — V ein beliebiger Endomorphismus und W := V,.(f, \) ein verallge-
meinerter Eigenraum, so wird offenbar W durch f in sich abgebildet. Daher
erhalten wir durch Einschrinken von f eine lineare Abbildung g : W — W.
Offenbar ist g — Aidy nilpotent. Ein gutes Versténdnis nilpotenter Operatoren
148t somit bessere Einsichten fiir die Aufspaltung 4.4 erwarten. Wir wissen
(V.3.3), dass das charakteristische Polynom eines nilpotenten Endomorphimus
gleich X™ ist. Ist umgekehrt das charakteristische Polynom gleich X", so folgt
aus dem Satz von Cayley-Hamilton, dass der Endomorphismus nilpotent ist.
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7.1 Satz. FEin Endomorphismus f : V. — V eines endlich dimensionalen

Vektorraums ist genau dann nilpotent, wenn sein charakteristisches Polynom
gleich X™ ist. (Es ist dannn =dimV ).

Wegen der Bedeutung dieses Satzes skizzieren wir einen alternativen Beweis.
Zunichst einmal ist jeder Eigenwert eines nilpotenten Operators automatisch
Null, denn aus f(a) = Aa folgt f™(a) = A"a und aus A" = 0 folgt A = 0. Damit
ist Satz 7.1 im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Korpers unmittelbar
klar. Den Fall eines beliebigen Grundkorpers K kann man auf diesen Fall wie
folgt zuriickfithren. Zunéchst einmal ist es jetzt giinstiger, die (dquivalente)
Matrix-Version dieses Satzes auszusprechen:

Eine quadratische Matrix ist genau dann nilpotent, wenn ihr charakteristisches
Polynom gleich X™ ist.

Jetzt muss man etwas benutzen, was wir nicht bewiesen haben: Jeder Korper
K ist Unterkorper eines algebraisch abgeschlossenen Koérpers L (so wie R Un-
terkorper von C ist.)

Besonders einfach sind nilpotente Operatoren f : V' — V zu beschreiben,
wenn ein zyklischer Vektor a existiert.

7.2 Satz. Sei f:V — V eine nilpotente lineare Abbildung, welche einen
zyklischen Vektor zuldfst. Dann besitzt V' eine Basis, so dass die f zugeordnete
Matrix die Form

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

hat. Die einzigen von Null verschiedenen Eintrige stehen also direkt unter der
Diagonalen und sind Einsen. Diese Matriz hdangt nur von der Dimension von
V' ab.

Beweis. Sei a ein zyklischer Vektor. Wir wéhlen n minimal, so dass die Vek-
toren a, f(a),..., f" !(a) linear unabhiingig sind. Das charakteristische Poly-
nom ist X". Es folgt f = 0 und somit f(a) = 0. Damit ist klar, dass die
der Basis a, f(a),..., f"!(a) zugeordnete Matrix von f die angegebene Form
hat. O

Wir kehren zu der Eindeutigkeitsfrage bei der Zerlegung in zyklische Un-
terrdume zuriick und beantworten diese fiir nilpotente Operatoren. In Satz
7.2 haben wir gesehen, dass nilpotente Operatoren mit zyklischem Vektor im
wesentlichen nur von der Dimension abhéngen. Daher gibt folgender Satz eine
befriedigende Antwort.
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7.3 Satz. Sei f : V — V ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich
dimensionalen Vektorraums und set V =V, & --- @& V,, eine Zerlegung in zyk-
lische Unterrdume, welche so angeordnet seien, dass dimV; > ... > dimV,,
gilt. Die Zahl m und das Tupel (dim V7, ...,dimV,,) sind eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir nennen —nur fiir die Zwecke dieses Beweises— die Dimension des
von einem a € V, a # 0, aufgespannten zyklischen Raumes V' (a) die Hohe von
a. Wir wissen (etwa dank 7.2), dass die Hohe gleich der kleinsten natiirlichen
Zahl r mit f"(a) = 0 ist. Wir betrachten ein Element a mit V' (a) = V4. Da wir
nach fallender Dimension geordnet haben, ist a ein Element maximaler Hohe
in ganz V. Wir betrachten nun eine zweite Zerlegung V= W; & --- & Wy,
ebenso nach absteigender Dimension geordnet. In dieser Zerlegung gilt a =
wy + - - - 4+ wg. Eines der w; hat dieselbe Hohe wie a. Wir kénnen annehmen,
dass w; dieselbe Hohe hat. Damit gilt dimW; = dimV;. Auflerdem gilt
V=Vi+(Wy&- - -&Wj), da w; und somit W; in der rechten Seite enthalten
ist. Aus Dimensionsgriinden ist diese Zerlegung direkt und es folgt auch

Vin(We@--- @ W) =0.

Wir betrachten nun die Projektion V- — Vo & - --®V,,, welche auf Vo & ---dV,,
die Identitdt und auf V; gleich Null ist. Wir schrinken diese Abbildung ein
und erhalten eine lineare Abbildung

o:We@ - @Wp — Va®d---® Vi

Ihr Kern Vi N (W @ --- @ Wy) ist Null. Aus Dimensionsgriinden ist o ein
Isomorphismus. Die Bilder der W; nennen wir U,. Es gilt

Voo @V =Uz & O U.

Wir kénnen mit Induktion schlieBen und daher annehmen, dafis £ = m und
dim V; = dim U; (= dim W) ist. O

8. Die Jordansche Normalform

Wir miissen nur noch die erzielten Resultate zusammenfiigen: Wir erinnern
an den Begriff des Jordankéstchens: Dies sind Matrizen mit lauter gleichen
Eintragen in der Diagonale, Einsen direkt unter der Duagonale und Nullen
sonst:

A0 O 0 0 0
1 A 0 0 0 O
0 1 A 0 0 O
o= |
0 0 O 1 X 0
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Auch die 1 x 1 Matrix () ist ein Jordankéstchen (vielleicht das wichtigste).
Wir kommen zu der bereits in V.3.5 angekiindigten

8.1 Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform. Se:
f V. — V ein Endomorphimsus eines endlich dimensionalen Vektorraums
tber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper. FEs existiert eine Ba-
sis, beztiglich derer die Matrixz von f aus diagonal aneinander gereihten Jor-

dankdstchen besteht:
J1 0

0 Im
Die Zahl m ist eindeutig bestimmt und die Jordankdstchen J; sind bis auf die
Reihenfolge eindeutig.

Aquivalente Formulierung. Zu jeder quadratischen Matriz A mit Eintrdgen
aus einem algebraisch abgeschlossenen Kérper existiert eine invertierbare Ma-
triz B gleicher Grife (mit Eintrdgen aus demselben Korper), so dass BAB™1
obige Form hat und es gilt dieselbe Eindeutigkeitsaussage.

Ezistenzbeweis. Wir zerlegen V' zunéchst in die verallgemeinerten Eigenrdume.
Man arbeitet nun mit jedem dieser Eigenriume weiter und kann daher an-
nehmen, dass es nur einen einzigen Eigenwert A ist. Es geniigt, f — Aid zu
zerlegen. Nun kann man annehmen, dass f nilpotent ist. Jetzt wendet kann
man den Zerlegungsatz 6.2 in zyklische Teilrdume und danach den Struktursatz
7.2 fiir nilpotente Operatoren mit zyklischem Vektor an.

FEindeutigkeitsbeweis. Eine Basis mit der angegebenen Eigenschaft sei gegeben.
Fait man alle Jordankéstchen zu festem Eigenwert A\ zusammen, so wird man
auf die Zerlegung in die verallgemeinerten Eigenrdume gefiihrt. Diese ist
eindeutig. Daher kann man wieder annehmen, dass nur ein einziger Eien-
wert vorhanden ist und danach, dass f nilpotent ist. Jetzt greift der Ein-
deutigkeitssatz 7.3. ad



Kapitel VII. Bilinearformen

1. Euklidsche Bewegungen

Wir interessieren uns fiir lineare Abbildungen f : R™ — R", welche das Stan-
dardskalarprodukt
i=1

erhalten. Damit meint man

(f(x), f(y) = (x,y)

fiir alle z,y. Wir nennen solche Transformationen auch othogonale Tramsfor-
mationen. Insbesondere gilt fiir orthogonale Transformationen ||f(z)| = ||z||
fiir alle x. Umgekehrt folgt aus dieser Eigenschaft, dass f orthogonal ist, denn
es gilt die sogenannte Parallelogrammidentitdt

2(r,y) = (x+y,v+y) — (z,7) — (y,9),

wie man leicht verifiziert. In der Analysis fiihrt man den Euklidschen Abstand
zweier Punkte x,y € R™ wie folgt ein:

d(z,y) = [z -y

Wir sehen also:

Ein Endomorphismus f : R™ — R" ist genau dann eine Euklidsche Transfor-
mation, wenn sie den Fuklidschen Abstand erhdlt, d.h.

d(f(x), f(y)) = d(x,y).

Wir nennen eine n x n-Matrix A eine orthogonale Matrix, wenn die zugehorige
Transformation f4 : R" — R" eine orthogonale Transformation ist.
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1.1 Bemerkung. Eine reelle n x n-Matriz A definiert genau dann eine
orthogonale Transformation fs : R" — R"™, wenn

ATA=F

gilt.

Wir bezeichnen mit O(R"™) die Menge der orthogonalen Transformationen und
mit O(n,R) die Menge der orthogonalen Matrizen.

1.2 Bemerkung. Die Determinante einer orthogonalen Matrix (Transfor-
mation) ist +1.

Es gibt also zwei Typen orthogonaler Matrizen (Transformationen), je nachdem
ob die Determinante 1 oder -1 ist.

1.3 Sprechweise. Fine orthogonale Matriz (Transformation) heifit eigent-
lich orthogonal, wenn ihre Determinante +1 ist.

Die Menge der eigentlich orthogonalen Transformationen bezeichnet man mit
SO(R™) und die der eigentlich orthogonalen Matrizen mit SO(n,R). Dabei
lese man SO als ,,special orthogonal®.

1.4 Definition. Fin Automorphismus f:V — V eines endlich dimensiona-
len reellen Vektorraums heifit orientierungserhaltend, wenn seine Determi-
nante positiv st.

Die folgende Beobachtung ist wenigstens eine partielle Rechtfertigung fiir diese

Definition:
1 0
=1 ).

Die Matrix
hat die Determinante —1. Ihre Wirkung ist (z,y) — (x,—y). Geometrisch
ist dies die Spiegelung an der x-Achse. Dies ist eine typische Transformation,
welche die Orientierung nicht erhilt. Es gilt iibrigens 1! = I.

Man verwendet die Bezeichnungen

GLy(V):={feGL(V); det(f)>0
SL(V): = { f € GL(V); det(f) =1

und entsprechend

GL4(n,R):={Ae€GL(V); det(A) >0},
SL(n,R):={Ae€GL(V); det(A)=1}
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Dabei steht GL fiir ,,general linear® und SL fiir ,special linear”. Es gilt
SO(n,R) = O(n,R) N GL,(n,R) = O(n,R) N SL(n, R).

In den néchsten beiden Abschnitten studieren wir die orthogonalen Trans-
formationen der Ebene und des Raumes. Dabei kann man sich immer auf
eigentlich orthogonale Transformationen beschrinken. Ist ndmlich I irgendeine
nicht eigentliche orthogonale Transformation, so erhélt man jede andere nicht
eigentliche Transformation A in der Form A = I B mit einer eigentlichen or-
thogonalen Transformation. Man kann fiir I beispielsweise die Diagonalmatrix
mit den Diagonaleintrigen (—1,1,...,1) nehmen.

2. Bewegungen der Euklidschen Ebene

Wir beginnen mit dem trivialen eindimensionalen Fall:

2.1 Bemerkung. Fs gibt genau zwei orthogonale Transformationen f : R —
R, ndmlich die Identitit und die Transformation f(x) = —zx.

Alternativ kann man auch sagen:
Es gibt genau zwei orthogonale 1 x 1-Matrizen, ndmlich die Matrizen (£1).

Der Beweis von 2.1 ist trivial, denn eine 1 x 1-Matrix (a) ist genau dann or-

thogonal, wenn a? = 1 gilt. Interessanter ist der Fall der Euklidschen Ebene
R>.

2.2 Satz. Fine reelle 2 x 2-Matriz A ist genau dann eigentlich orthogonal,
wenn sie von der Form

15t.

Man kennt also alle eigentlich orthogonalen Transformationen der Ebene, wenn
man alle Zahlenpaare (a,b) mit der Eigenschaft a? + b*> = 1 kennt. Aus der
Analysis ist gekannt, dass diese Zahelnpaare alle in der Form (cos(¢p), sin(y))
geschrieben werden kénnen. Was wir aus der Analyis wissen miissen, ist fol-
gendes:

Es gibt zwei Funktionen sin,cos : R — R mit folgenden FEigenschaften:

1. Sie sind peridodisch mit der Periode 2.

2. Es gilt sin?(p) + cos?(p) = 1.

3. Jedes Paar (a,b) reeller Zahlen mit der Eigenschaft a? + b* = 1 ist in der
Form

a = cos(¢p), b = cos(¢p)
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darstellbar. Dabei ist ¢ bis auf Abbdanderung um ganzzahlige Vielfache von
27 eindeutig bestimmt. Aus cos(¢) = cos(v) und sin(p) = sin(v) folgt also

p—v=2nm, née€oL.
4. Es gilt cos(0) = 1 und sin(0) = 0.
5. Es gelten die Additionstheoreme
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y).
6. FEs gilt
cos(ip) = cos(—p), sin(p) = —sin(—)).

Wir wissen nun:

2.3 Satz. Fine reelle 2 x 2-Matrixz A ist genau dann eigentlich orthogonal,

wenn ste von der Form
D . (cosly) —sin(p)
? \ sin(yp) cos(p
18t.

Um die Bedeutung von ¢ zu verstehen, versuchen wir die durch die Matrix
induzierte lineare Abbildung zu verstehen. Dazu ist es sinnvoll, einen von Null
verschiedenen Vektor z € R zu schreiben. Dazu betrachtet man seine Norm
r := ||z||. Der Vektor (1/r) -z hat dann die Norm eins. Er kann daher in der
Form (cos(y),sin(¢p)) geschrieben werden. Es gilt also

x = r(cos(p), sin(p)).
Diese Darstellung nennt man die Darstellung in Polarkoordinaten von x. Dabei
ist 7 die Norm von . Man nennt ¢ ein Argument von x. Wir sagen bewuflt
,ein® Argument, weil jedes ¢ + 2nm, (n € Z) genauso Argument ist wie .
Geometrisch beschreibt das Argument den Winkel zwischen den beiden Halb-
graden {tz; t > 0} und {(¢,0);¢ > 0}. Wir wenden nun die orthogonale Matrix
M, auf den Vektor r(cos(¢),sin()) an:

(i) o) (ot ) = (S cont) = sntynte )

Wendet man die Additionstheoreme an, so folgt

cos(p) —sin(p) rcos(¢)\ [ rcos(e+ 1)
sin(p)  cos(p rsin(y) ) \ rsin(e + )
Geometrisch ist dies eine Drehung der Ebene um den Nullpunkt mit dem Dreh-

winkel ¢.

FEigentlich orthogonale 2 X 2-Matrizen beschreiben Drehungen der Ebene um den
Nullpunkt. Die orthogonale Transformation D, ist eine Drehung der Ebene
entgegen des Uhrzeigersinns um den Winkel p.

Eine weitere Anwendung der Additionstheorem besagt:
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2.4 Satz. Fs gilt
Dy - Dy = Dy

Insbesondere ist die Gruppe aller eigentlich orthogonalen 2 x 2-Matrizen kom-
mutativ.

Die Kommutativitit hat einige bemerkenswerte Konsequenzen. Um sie zu
beleuchten, wollen wir ein wenig die Frage der Orientierung vertiefen.

2.5 Definition. Zwei Basen ey, ..., e, und fi,..., fn eines reellen Vektor-
raums heiffen orientierungsgleich, falls die Ubergangsmatriz positive Deter-
minante hat.

Ist der Vektorraum V speziell der R™, so haben wir eine ausgezeichnete Basis,
namlich die Standardbasis. Wir nenne eine beliebige Basis des R" positiv
orientiert, wenn sie orientierungsgleich mit der Standardbasis ist. Dies heif3t
im Klartext folgendes: Schreibt man die n Vektoren der Basis als Spalten einer
n X n-Matrix, so hat diese positive Determinante. Die Standardbasis ist somit
positiv orientiert, die Basis (1,0), (0, —1) hingegen nicht.

2.6 Bemerkung. Fine Orthonormalbasis f1, fo der Fuklidschen Ebene ist
genau dann positiv orientiert, wenn es eine Drehung Dy, gibt, welche den Stan-
dardeinheitsvektor e; in f; Uberfiihrt.

Es gilt offensichtlich
€y = D7r /261.

Anschaulich besagt dies, dass man den zweiten Einheitsvektor aus dem ersten
erhilt, indem man diesen um 90 Grad im Uhrzeigersinn dreht. Enrsprechen-
des gilt dann fiir jede positiv orientierte Orthonormalbasis fi, fo, wie folgende
Rechnung zeigt: Aus f1 = D,e; und fo = Dyez in Verbindung mit ez = Dy jqe1
folgt

Dyjofi = DyjpD ey = Dﬂ/QDng;}Qeg.

Wegen der Kommutativitdt der Drehgruppe folgt

Dy jaf1 = fa.

Wir sehen also, dass eine Orthonormalbasis der Euklidschen Ebene genau dann
positiv orientiert ist, wenn fy durch Drehung um 90 Grad im Uhrzeigersinn
(also durch Anwenden von D/, aus fi gewonnen werden kann.

Diese Sachverhalte sind anschaulich alle unmittelbar einleuchtend. Wichtig
ist, dass unser Formalismus auch im Raum und héheren Dimensionen zu Ein-
sichten fiihrt.
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3. Bewegungen des dreidimensionalen Raumes.

Wir betrachten nun orthogonale 3 x 3-Matrizen A und die ihnen zugeord-
neten orthogonalen Transformationen R® — R>. Es kommt wieder darauf an,
die eigentlich orthogonalen Transformationen zu verstehen. Wir beschreiben
zunéchst Drehungen des Raumes:

Die Matrizen
cos(p) —sin(p) 0
sin(p)  cos(p) O
0 0 1
sind offensichtlich orthogonal. Sie lassen offenbar die x3-Achse fest und drehen
um die x3-Achse mit dem Winkel ¢. Wir wollen nun allgemeiner Drehungen
um beliebige Achsen definieren. Gegeben sei als ein eindimensionaler Unter-
vektorraum L C R® und ein Drehwinkel ¢. Wir wollen definieren, was man
unter der Drehung um die Achse L mit dem Winkel ¢ versteht. Bereits die
Anschauung zeigt, dass es hierzu zwei Moglichkeiten gibt, je nachdem man die
Richtung der Drehachse wihlt. Um der Drehachse eine Richtung zu verleihen,
bemerken wir, dass es in L genau zwei Vektoren der Lénge eins gibt. Ist a der
eine, so ist —a der andere. Der Achse L eine Richtung zu verleihen, bedeutet,
einen der beiden Vektoren auszuzeichnen. Es ist damit besser, als Eingangs-
daten der Drehung ein Paar (a,¢) bestehend aus einem Vektor a der Lénge
eins und einem Drehwinkel ¢ zu betrachten. Um die Drehung ¢ zu definieren,
schreiben wir a = f3 und ergénzen diesen Vektor zu einer Orhonormalbasis
f1, f2, fs. Wir wollen dies so tun, dass sie positiv orientiert ist. Dazu muss
man eventuell f; durch —f; ersetzen. Jetzt kénnen wir denjenigen Endomor-
phismus D : R?® — R? betrachten, der beziiglich der Basis f1, fo, f3 durch die
Matrix
cos(p) —sin(p) 0
sin(p) cos(p) 0O
0 0 1

gegeben ist.

3.1 Bemerkung. Seia € R? ein Vektor der Linge eins und @ ein Drehwin-
kel. Dann existiert eine eigentlich orthogonale Transformation

Doy : R — R?

mit folgender Figenschaft. Ist f1, fo, f3 = a eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis, so entspricht D, , der Matriz

cos(¢) —sin(p) 0
sin(p)  cos(p) 0O
0 0 1

Die Transformation D, , hdngt nicht von der Wahl der Basisergdnzung ab.
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Beweis. Wir miissen nur noch die Unabhéngigeit von der Basisergédnzung
beschreiben. Sei also fi, 3, f4 = a eine zweite Erginzung. Die Ubegangsma-
trix ist dann von der Form (‘3? ) mit einer 2 x 2-Matrix A. Die Ubergangsmatrix
ist orthogonal und hat Determinante eins. Dann ist auch A orthogonal und
hat Determinante 1. Beziiglich der neuen Basis wird D, , beschrieben durch

GO DG (% D (% D)

Die letzte Gleichung gilt wegen der Kommutativitdt von SO(2, R). O

Unter einer Drehung des dreidimensionalen Euklidschen Raumes verste-
hen wir eine Transformation der Form D, . Wir wollen noch feststellen, in-
wieweit (a, ¢) durch die Drehung bestimmt ist. Ist ¢ = 0 oder ein ganzzahliges
Vielfaches von 2w, so ist D, , die Identitét.

3.2 Bemerkung. Zwei Drehungen D, , und Dy stimmen genau dann
tiberein, wenn eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

a) ¢ und ¢ sind beide ganzzahliges Vielfaches von 2mw. (Dann handelt es sich
um die Identitdt.)

b) Es gilt a = b und ¢ — 1) ist ein ganzzahliges Vielfaches von 2.

c) Es gilt a = —b und ¢ + 1 ist ein ganzzahliges Vielfaches von 2.

Daf (a, ¢) und (—a, —¢) die gleiche Drehung definieren, kann man so verstehen:
Dreht man um die Achse L = Ra in Blickrichtung ¢ um den Winkel ¢, so
kommt dasselbe heraus, wenn man diese Achse in der Blickrichtung —a um
den Winkel —¢ dreht.

Anschaulich nicht so leicht nachvollziehbar ist folgendes Analogon von 2.3.

3.3 Satz. Jede eigentlich orthogonale Transformation des dreidimensionalen
Euklidschen Raumes ist eine Drehung.

Beweis. Sei D : R® — R? eigentlich orthogonal. Wenn D eine Drehung
sein soll, so mufl zumindest ein eindimensionaler Unterraum existieren, welcher
punktweise fest bleibt. Seine Elemente sind Eigenvektoren zum Eigenwert eins.
Der entscheidende Teil des Beweises besteht darin nachzuweisen, dass D den
Eigenwert eins hat. Dazu untersuchen wir das charakteristische Polynom. Ein
Polynom dritten (also ungeraden Grades) hat mindestens eine reelle Nullstelle,
wie man sich leicht aus dem Verlauf klarmacht. Es gibt also einen von Null
verschiedenen Vektor a und eine reelle Zahl A mit D(a) = Aa. Da D Lingen
erhalt folgt A = £1. Es kann sein, dass D nur reelle Eigenwerte hat. Der
Eigenwert —1 muss mit gerader Vielfachheit vorkommen, da die Determinante
(=Produkt der Eigenwerte) nach Voraussetzung gleich 1 ist. Mindestens ein
Eigenwert muss somit 1 sein. Alternativ kann es neben A auch einen nicht
reellen Eigenwert o geben. Dann ist auch o Eigenwert und die Determinante
ist A\aa = 1. Es folgt, dass A = +1 ist. In jedem Fall ist also 1 Eigenwert.
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Wir wihlen nun einen Eigenvektor fs; der Lénge eins zum Eigenwert eins und
erginzen diesen zu einer positiv orientierten Orhtonormalbasis f1, fo, f3. Da
D das orthogonale Komplement von f; in sich abbildet, gilt

D(f1) = afi +cf2, D(f2) =bf1 +dfa.

Die Matrix (ZS) ist offenbar eigentlich orthogonal und daher eine Drehmatrix.

Dies beweist Satz 3.3. O

FEine interessante Konsequenz von Satz 3.3 besagt:

3.4 Satz. Die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen des dreidimen-
stonalen Euklidschen Raumes ist wieder eine Drehung.

In diesem Zusammenhang entsteht die Frage, wie man Drehachse und Drehwin-
kel einer eigentlich orthogonalen Matrix A auffinden kann. Bei der Drehachse
haben wir dies bereits gesehen. Man muss die Eigenwertgleichung Az = x 16sen
und diese ist ein lineares Gleichungssystem. Um den Drehwinkel zu bekommen,
erinneren wir an den Begriff der Spur eines Endomorphismus und inbeson-
dere daran, dass dieser Begriff basisinvariant ist. Wir sehen, dass die Spur
einer Drehung gleich 1 + 2 cos ¢ ist. Wenigstens den Kosinus des Drehwinkels
kann also aus der Spur ablesen. Der Kosinus legt den Drehwinkel bis auf die
Abénderung ¢ — +¢ + 2nm mit ganzem n fest. Mehr kann man wegen 3.2
nicht erwarten.

4. Allgemeines iiber Bilinearformen
Der Grundkorper K kann nun wieder beliebig sein. Unter einer Bilinearform
B auf einem K-Vektorraum V versteht man eine Abbildung

B:VxV —K,

welche in jeder der beiden Variablen linear ist. Die Linearitdt in der ersten
Variablen besagt beispielsweise

B(a+b,c) = B(a,c) + B(b,c), B(ta)=1tB(a) (te K, a,b,ceV).
Wir sind aufischliellich an symmetrischen Bilinearformen
B(a,b) = B(b,a)
interessiert. Eine einfache Rechnung zeigt

2B(a,b) = B(a+b,a +b) — B(a,a) — B(b,b).
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Man nennt diese Relation gelegentlich die Parallelogrammidentitét, weil sie im
Spezialfall einer Euklidschen Metrik eine geometrische Bedeutung hat, welche
fiir uns allerdings ohne Belang ist.

Unter 2 verstehen wir hier wie {iblich die natiirliche Zahl 2 und 2a ist defn-
mitionsgeméf a + a. Man kann andererseits 2 = 1 + 1) defnieren, wobei
1x € K das Einselement des Korpers K bezeichne. Es gilt sicherlich

2a =a+a=(1g + 1x)a = 2xa.

Zwischen 2 und 2k scheint also auf den ersten Blick kein grofler Unterschied
zu sein. Und doch kann eine grofler Unterschied bestehen: Es gibt Korper,
in denen 2x = Ox gilt. Beispielsweise hat der Korper, welcher nur aus zwei
Elementen besteht, die Charakteristik zwei. Solche Korper wollen wir hier
nicht betrachten. Wir setzen also im folgenden immer voraus, dass K nicht
die Charakteristik 2 hat. Es gibt nun Koérper in denen 1x + 1x = 0 gilt, bei-
spielsweise den Korper, welcher nur zwei Elemente enthélt. In solchen Kérpern
gilt immer a + a = 0. Solche Korper wollen wir hier ausschlieBen. Wir setzen
also Dann kann man jedes Element a von K halbieren. Man kann a/2k betra-
chten. Wir schreiben der Einfachheit halber hierfiir auch a/2. Jedenfalls gilt
a=a/2+a/2.

4.1 Definition. Seit V ein Vektorraum tber einem Kérper K mit von zwei
verschiedener Charakteristik. Fine Funktion

q:V—K
heifst quadratische Form, wenn

B(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y)
eine Bilinearform ist.

Es gilt dann
q(z) = B(x,2)/2.
Quadratische Formen haben insbesondere die Eigenschaft

q(tx) = t*q(z),
woher der Name riihrt. Wir sehen, dass sich quadratische Formen umkehrbar
eindeutig entsprechen. Es ist Geschmacksfrage, ob man eher mit der quadratis-
chen Form ¢ oder der Bilinearform B arbeitet.

4.2 Definition. FEin quadratischer Raum (V,q) ist ein Paar, bestehend aus
einem Vekrorraum V' (iber einem Korper von zwei verschiedener Charakteris-
tik) und einer quadratischen Form q.

Genausogut kénnte man sagen, ein quadratischer Raum sei ein Vektorraum
zusammen mit einer symmetrischen Bilinearform. Ist B die ¢ zugeordnete
Bilinearform, so erlauben wir auch die Bezeichnung (V, B) anstelle von gq.
Wichtige Beispiele quadratischer Réume sind die Euklidischen Vektorraume.
Hier ist der Grundkorper der Korper der reellen Zahlen und die quadratische
Form ist positiv definit, g(x) > 0 fiir alle z # 0.
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5. Das Klassifikationsproblem

Unter einem (isometrischen) Isomorphismus quadratischer Raume (V7,q1),
(Va, g2) versteht man einen Vektorraumisomorphismus

f:Vi— Vo mit g(f(z))=q(x) fir zeV.

Es gilt dann auch
By(f(x), f(y)) = Bi(x,y),

wenn B; die ¢; zugeordnete Bilinearform bezeichnet. Man nennt zwei quadratis-
che Rdume isomorph, manchmal auch isometrisch isomorph, der auch einfach
1sometrisch,, wenn ein ein Isomorphismus zwischen ihnen existiert.

Das Klassifikationsproblem fiir quadratische Rdume besagt: Sei K ein
Korper Man verschaffe sich eine Liste (=Menge) nicht ausgearteter quadra-
tischer Rdume, so dass jeder nicht ausgeartete quadratische Raum zu genau
einem Exemplar dieser Liste isometrisch isomorph ist.

Dieses Problem ist hoch kompliziert. Wir werden es in den Féllen K = C
und und K = R losen. Gelsost ist das Problem auch fiir endliche Korper
und auch fiir den Korper der rationalen Zahlen. Doch dies fiithrt tief in die
Zahlentheorie und iibersteigt unsere Mo6glichkeiten.

Die Grammatrix

Sei (V,q) ein quadratischer Raum und e, ..., e, eine Basis von V. Man kann
dann die symmetrische Matrix

B(el,el) B(el,en)

B(en,e1) ... Blen,ey)
bilden.
5.1 Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum mit einer ausgezeichneten Basis
€1,...,6n. Ordnet man jeder quadratischen Formen thre Grammatrizen zu,

so erhdlt man eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen quadratischen
Formen auf V. und symmetrischen n x n-Matrizen

Beweis. Ist S eine symmetrische n x n-Matrix, so erhélt man durch
n n
B (Z flfiei;zyiez') = Z SijTil;
i=1 i=1 1<i,j<n

eine symmetrische Bilinearform mit Grammatrix S und diese ist die einzige
Moglichkeit. O
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Im Spezialfall V' = K™ hat man eine ausgezeichnete Basis, nédmlich die
kanonische Basis. Ist S eine symmetrische n x n-Matrix, so ist die zugehorige
Bilinearform B = Bg offenbar gleich

Bs(z,y) = Z SijTiTY;-

1<i,j<n
Fat man x und y als Spaltenvektoren auf, so gilt offenbar
B(z,y)=x'Sy=y'Sx (Matrizenmultiplikation).

Wir wollen berechnen, wie sich die Grammatrix dndert, wenn man die Basis
dndert. Sei also B eine Bilinearform, S ihre Grammatrix beziiglich einer Basis
€1,...,e, und T die Grammatrix beziiglich einer weiteren Basis f1,..., f,. Wir
bezeichnen mit A die Basiswechselmatrix, also f; = > aj;e;. Ist

a= E xie; = § u; fi,

so gilt © = Au, wenn wir die Komponenten in Spaltenform zusammenfassen.
Es folgt
2" Sz = (Au)"S(Au) =u" (AT SA)u.

Damit sehen wir:

5.2 Satz. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum
V', auf dem zwei Basen ey,...,e, und fi,...,fn ausgezeichnet seien. Die
Basiswechselmatriz sei A (also f; = Y ajie;). Die Grammatrizen bezigluch

der beiden Basen seien S = (B(e;,e;)) und T = (B(fi, f;)). Es gilt

T=ATSA.

Wir wissen, dass Basiswechsel auch als Isomorphismen von Vektorrdumen
gedeutet werden kénnen. Wir wollen 5.2 auch in der Sprache der Isomor-
phismen ausdriicken. Zunichst erinnern wir daran, dass die Wahl einer Basis
e1,--..,e, eines Vektorraums einen Vektorraumisomorphismus

o:V—=> K", inei — (T1,...,Tn)

nach sich zieht. Ist B eine symmetrische Bilinearform auf V' mit Grammatrix S
und ist Bg die S entsprechende Bilinearform auf K™, so wird ¢ eine Isometrie

o:(V,B) = (K", Bs).
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Eine zweite Basis f1,..., f, mit induzierter Grammatrix 7' liefert eine zweite
Isometrie

o:(V,B) — (K", Br).

Wir erhalten somit eine Isometrie
Too ': (K", Bs) — (K", Br).

Wir erinnern daran, dass die Basiswechselmatrix A die der Anbbildung 7 o
o~ zugeorednete Abbildung ist. Schreibt man also die Elemente von K"
als Spalten, so ist 7 o 0~! die Multiplikation mit A. Damit wir offensichtlich,
dass 5.2 in der Sprache der Isomorphismen folgendermaflen ausgedriickt werden
kann:

5.3 Satz. Seien S,T zwei symmetrische n X n-Matrizen. Die durch eine
invertierbare n x n-Matrixz A vermittelte lineare Abbildung K™ — K™ ist genau
dann eine Isometrie (K™, Bs) — (K™, Br), wenn T = AT SA gilt.

Wir sehen also, dass das Problem der Klassifikation endlich dimensionaler
quadratsicher Rédume darauf hinauslduft zu einer vorgelegten Bilinearform
geeignete Basen zu finden.

6. Orthogonalbasen

In diesem Abschnitt werden alle Vektorrdume als endlich dimensional voraus-
gesetzt.

Wir wollen vom Fall Euklidscher Rdume einige Begriffsbildungen iiberneh-
men und nehmen dabei in Kauf, dass deren urspriinglicher geometrischer Sinn
verloren geht.

Zwei Vektoren (a,b) eines quadratischen Raumes (V,q) heiffen orthogonal,
falls B(a,b) =0 gilt.

Im Unterschied zu Euklidschen Vektorrdumen kann ein von Null ver-
schiedener Vektor durchaus auf sich selbst senkrecht stehen. Nimmt man bei-
spielsweise V = K2 mit der quadratischen Form ¢(z) = 125 (die zugehorige
Bilinearform ist B(z,y) = z1y2 + z2y1), so stehen beide Einheitsvektoren auf
sich selbst senkrecht.

Ist M C V eine Teilmenge eines quadratischen Raumes (V] ¢), so kann man
das orthogonale Komplement

Nt ={a€V; B(a,z)=0firallez eV}

definieren. Es ist unmittelbar klar, dass M~ ein Untervektorraum ist. Wenn
M ein Untervektorraum ist, so braucht im allgemeinen nicht M + M+ =V
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zu gelten. Dies zeigt das obige Beispiel, denn mit M = R(1,0) gilt offen-
bar M+ = M. In ,verniinftigen“ quadratischen Riumen gilt wenigstens noch
dim M + dim M+ = dim V. Wir wollen die Bedingung hierfiir herausarbeiten.
Dazu betrachten wir V=, also die Menge aller Vektoren, welche auch ganz V
senkrecht stehen. In dem extremen Fall ¢(z) = 0 fiir alle = gilt beispielsweise
V1L = V. Diesen und dhnliche Entartungsfille wollen wir ausschlieen:

6.1 Definition. Fine quadratischer Raum (V,q) heifst nicht ausgeartet,
wenn es zu jedem von Null verschiedenen Vektor a € V' einen Vektor b mit
B(a,b) # 0 gibt, wenn also V+ nur aus dem Nullvektor besteht.

Folgende Uberlegung zeigt, dass man sich beim Studium quadtratischer Réume
auf nicht ausgeartete zuriickziehen kann. Sei also (V,q) ein quadratischer
Raum. Wir wihlen eine Komplement W von V=, also einen Untervektor-
raum mit der Eigenschaft W @ V1 = V. Die Elemente von V kénnen dann in
der Form a + b mit a € W und b € V* geschrieben werden. Es gilt dann

qgla+0b) = %B(a +b,a+b) =q(a) + q(b) + B(a,b) = q(a).

Das b ist also belanglos. Daher reicht es zum Versténdnis des quadratischen
Raumes (V| q) aus, wenn man die quadratische Form auf W einschrankt und
den quadratischen Raum (W, ¢q|W) betrachtet. Dieser Raum ist aber nicht
ausgeartet, wie man sich leicht {iberlegt. Aus diesem Grund wollen wir und im
folgenden aus nicht ausgeartete quadratische Réume konzentrieren.

6.2 Bemerkung. Fiir einen quadratischer Raum sind folgende Aussagen
gleichbedeutend:

a) Er ist nicht ausgeartet.
b) Es ezistiert eine Basis, so dass die Grammatriz nicht ausgeartet ist.
¢) Beziiglich jeder Basis ist die Grammatriz nicht ausgeartet.

Wir zeigen nun:

6.3 Satz. Sei (V,q) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und W C 'V
ein Unterraum. FEs gilt

dimV = dim W + dim W+,

Beweis. Seieq, ..., e, eine Basis von W. Wir betrachten die lineare Abbildung
f:V—K" a+—— (B(a,e1),...,B(a,en)).

Da die Matrix (B(e;, e;)) Maximalrang hat, ist dies Abbildung surjektiv. Es
folgt dim V' = dim Kern(f)-+m. Der Kern von f ist aber genau das orthogonale
Komplement W . O

Wenn die Einschréinkung von g auf W nicht ausgeartet ist, verbessert sich
die Situation noch:
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6.4 Satz. Sei (V,q) ein quadratischer Raum und W ein Unterraum, so dass
die Finschrdinkung von q auf W nicht ausgeartet ist. Dann gilt

V=Wwaw'.

Derselbe Beweis wie der von 6.3 zeigt die Formel dimV = dim W + dim W .
Wir benétigen zum Beweis von 6.4 noch W' NW = 0, wobei W' das ortho-
gonale Komplement von W in V' bezeichne. Dies folgt aber unmittelbar, wenn
auch W nicht ausgeartet ist. a

6.5 Satz. Jeder quadratische Raum (V,q) besitzt eine Orthogonalbasis,
d.h. eine Basis, so dass die zugehorige Grammatrix eine Diagonalmatriz ist.

Matrixversion. Zu jeder symmetrischen n x n-Matriz S (mit Koeffizienten
aus einem Korper mit von zwei verschiedener Charakteristik) existiert eine
invertierbare n x n-Matriz A, so dass AT SA Diagonalmatriz ist.

Der Beweis ist dhnlich wie im Euklidischen Fall. Mann kann annehmen, dass
ein Vektor a mit g(a) # 0 existiert. Andernfalls wére die Bilinearform Null und
somit jede Basis Orthogonalbasis. Die Einschriankung von ¢ auf Ka ist nicht
ausgeartete, folgedessen gilt V = Ka ® Ka'. Der Beweis erfolgt nun leicht
durch Induktion nach der Dimension. O

Das Klassifikationsproblem ist damit allerdings noch nicht gel68t, denn es
kann durchaus sein, dass es zu zwei verschiedenen Diagonalmatrizen S und T
eine invertierbare Matrix A mit 7 = AT SA gibt. In der Tat ist dieses Problem
in voller Allgemeinheit nicht gelost. Losungen sind in den beiden Féllen C
und R bekannt und einfach und werden unten gleich dargestellt. Bakannt ist
auch die Losung im Fall endlicher Koérper und auf im Falle des Korpers Q der
rationalen Zahlen. Dies fiihrt allerdings tief in die Zahlentheorie und kann hier
nicht behandelt werden.

6.6 Satz. Jeder nicht ausgeartete quadratische Raum (V,q) tber dem Kérper
der komplexen Zahlen ist isometrisch zu

C", q(z) =23 +---+22.

Die zugehdérige Bilineraform ist zywy1 + ... + 2wy,

Beweis. Sei S die Grammatrix beziiglich einer geeigneten Basis. Wir kénnen
annehmen, dass S diagonal ist. AuBerdem konnen wir S durch AT SA mit einer
invertierbaren Matrix ersetzen. Wir neh,em fiir A selbst eine Diagonalmatrix.
Wir sehen, dass man ein beliebiges Diagonalelement d von S durch da® mit
einer von Null verschiedenen Zahl ersetzen konnen. Nach Voraussetzung ist d
von Null verschieden. Fiir @ nehme man eine der beiden Wurzeln von 1/d.

]
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6.7 Satz. Jeder nicht ausgeartete quadratische Raum (V,q) tber dem Kérper
der rellen Zahlen ist isometrisch zu

R"™, Q(CU):$%+"'+x3_$3+1_"'_373+b (a+b=n).

Sylvesterscher Trigheitssatz. Das Zahlenpaar (a,b) ist eindeutig bestimmt.
(Man nennt es auch den Index der quadratischen Form.)

Beweis. Ist d eine von Null verschiedene reelle Zahl, so gilt da? = =1,
wenn man a = 1/ \/m setzt. Derselbe Beweis wie im komplexen Fall zeigt,
dass man die angegebene Normalform erreichen kann. Es bleibt die Ein-
deutigkeit von (a,b) zu beweisen. Es ist etwas durchsichtiger, wenn man
mit einem abstrakten quadratischen Raum (V) q) arbeitet. Sei eq,...,e, eine
Basis, beziiglich derer die Grammatrix eine Diagonalmatrix mit den Diago-
naleintriagen (1,...,1,—1,...,—1) ist (a Einsen und b Minuseinsen). Wir be-
trachten die Unterrdume

V1:R61—|—"'+R€a, V2:R€a+1+”'R€n.

Es gilt
dimVi; =a, dimVo =0 (a+b=n).

Die Einschrinkung von q auf V; ist positiv definit, die auf V5 negativ definit.
Eine zweite Basis derselben Art fithrt zu einer analogen Aufspaltung

dimV{ =d', dimVy =5 (@' +b0 =n)

mit positiv definitem V) und negativ definitem V3. Unsere Aufgabe ist es,
a = a' zu beweisen. Dies geht folgendermafien: Da V; positiv und V3 negativ
definit ist, gilt

VinVy =0.

Hieraus folgt a+b" < n. Wegen o’ +b" = n folgt a < a’. Aus Symmetriegriinden
gilt auch o’ < a. Es folgt a = o/ (und damit auch b =1v). O

7. Orthogonale Gruppen

Sei (V,q) ein quadratischer Raum iiber einem Ko6rper K. Unter einer orthog-
onalen Transformation von (V,q) versteht man einfach einen isometrischen
Isomorphismus von (V,q) auf sich selbst. Die Menge der isometrischen Iso-
moorphismen bezeichnet man mit O(V,q) oder einfach mit O(V'), wenn aus
dem Zusammenhang heraus klar ist, welches ¢ gemeint ist. Ist B die ¢
entspechende symmetrische Bilinearform, so kann auch O(V, B) anstelle von
O(V, q) geschrieben werden.
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7.1 Bemerkung. Sei (V,q) ein quadratischer Raum. Die Zusammensetzung
zweier orthogonaler Transformationen ist wieder eine orthogonale Transforma-
tion. Das Inverse einer orthogonalen Transformation ist wieder eine orthogo-
nale Transformation. Insbesondere ist O(V,q) eine Gruppe, wobei verkniipfung
die Hintereinanderausfihrung ist.

Man nennt V' die orthogonale Gruppe. Man kann die orthogonale Gruppe
auch mit Matrizen beschreiben: Sei S eine symmetrische m x n-Matrix. Wir
bezeichnen mit O(S) die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit der
Eigenschaft ATSA = S. Es ist leicht nachzurechnen, dass auch O(S) eine
Gruppe ist, wenn als Verkniipfung die Matrizenmultiplikation nimmt.

7.2 Bemerkung. Sei (V,q) ein quadratischer Raum und ey, ..., e, eine Ba-
sis von V. Die zugehorige Grammatric sei S. Ordnet man jeder orthogonalen
Transformation die zugehorige Matrix zu, so erhdlt man einen Gruppenisomor-
phismus

O(V,q) — 0O(9).

Es ist eine Frage der Zweckmifigkeit und auch ein wenig des Geschmacks, ob
man die abstrakte Version O(V') oder die Matrixversion O(S) benutzt.

Spiegelungen

Will man orthogonale Gruppen verstehen, so muss man zunéchst einmal Ele-
mente konstruieren. Dazu betrachtet man Zerlegung V = A & B, wobei A, B
Untervektorrdume sind, welche aufeinander senkrecht stehen. Jedes Element
von V ist also eindeutig in der Form a + b mit a € A und b € B darstellbar
und es ist g(a + b) = g(a) + q(b). Die Zuordnung

a+b— —a+bd

ist offenbar orthogonal. Wir interessieren uns hauptséchlich fiir einen Spezial-
fall: Sei a € V ein Vektor mit ¢(a) # 0. Dann ist die Einschrankung von ¢ auf
den eindimensionale Raum Ka nicht ausgeartet. Nach 6.4 hat man dann eine
orthogonale Zerlegung V = Ka + (Ka)*-. Man kann also obige orthogonale
Transformation betrachten. Es ist leicht, eine geschlossene Formel zu finden:

(z,a)
q(a)

Dies ist eine lineare Abbildung, die offenbar a in —a abbildet und die auf dem
orthogonalen Komplement von a als Identitét wirkt.

TrH—— T —

7.3 Definition. FEine Spiegelung f eines quadratischen Raums (V,q) ist
eine orthogonale Transformation aus O(V,q), so dass die Menge der Fizpunkte
f(x) = x eine Hyperbene H ist, so dass die Einschrinkung von q auf H nicht
ausgeartet ist.

Offenbar gilt:
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7.4 Bemerkung. FEine orthogonale Transformation f eines quadratischen
Raumes ist genau dann eine Spiegelung, wenn es einen Vektor a mit q(a) # 0
gibt, so dass f durch die Formel

gegeben wird. Dieser Vektor ist bis auf konstantes Vielfaches eindeutig bes-
timmdt.

8. Die Lorentzgruppe

9. Weitere Bilinearformen

10. Hermitesche Formen

11. Alternierende Formen



Anhang: Grundlagen der Mathematik

1. Mengen

Cantor ,,definiert“ den Begriff der Menge folgendermaflen:

Ein Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Von einem ,,Objekt* muf klar sein, ob es einer Menge M angehort und jedes
Objekt kann in M nur einmal vorkommen. Man spricht in der Mathematik eher
von den Elementen einer Menge als von den Objekten, aus denen sie gebildet
ist. ,,Objekt“ ist hier im weitesten Sinne zu verstehen. H&ufig sind Objekte
Zahlen oder Punkte. Aber Objekte konnen auch kompliziertere Gebilde sein
wie geometrische Figuren. Selbst Mengen werden als Objekte angesehen und
konnen somit Elemente einer Menge sein. So ist die Menge aller Ehepaare eine
Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, bestehend aus zwei miteinander
verheirateten Menschen.

Ist a eine Element der Menge M, so schreibt man
a € M.

Sind M und N zwei Mengen und ist jedes Element von M auch ein Element
von N, so sagt man, dass M eine Teilmenge von N ist oder dass M in N
enthalten ist und schreibt

M C N.

Eine Menge M ist dann und nur dann gleich der einer anderen Menge N, wenn
M in N enthalten ist und umgekehrt. In Formeln driickt man das so aus:

M—=N<+—=MCCNund N C M.

(Doppelpfeile bezeichnen logische Implikation in Pfeilreichtung.) Will man von
zwei Mengen M, N zeigen, dass sie gleich sind, so muss man

aeEM=—ac N und a€eN=—=ac M

zeigen.
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Konstruktionen von Mengen

Man kann eine Menge dadurch definieren, dass man ihre Elemente auflistet.
Man schreibt sie dann in geschweifte Klammern. So kann man die Menge
M = {1, 2} bestehend aus den Zahlen 1 und 2 betrachten. Auf die Reihenfolge
kommt es nicht an, es gilt also {1,2} = {2,1}. Eine Menge M kann aus nur
einem Element a bestehen. Dann schreibt man M = {a} oder M kann die leere
Menge sein, also gar kein Element enthalten. Die leere Menge bezeichnet man
mit M = (). Hiufig konstruiert man Mengen als Teilmengen einer gegebenen
Menge M. Man formuliert eine Eigenschaft so und so, die die Elemente von M
haben kénnen oder nicht und definiert dann die Menge N aller Elemente von
M, denen diese Eigenschaft zukommt. Man schreibt dann

N = {a € M; a hat die Eigenschaft so und so }

Sind zwei Mengen M, N gegeben, so kann man ihre Vereinigung M U N bilden
und ihren Durchschnitt M N N. Sie sind definiert durch

a e MUN <= a € M oder a € N,
ae MNN<—=aec Mund a € N.

Es muss hier betont werden, dass ,oder“ in der Mathematik nicht im aus-
schliefenden Sinnne zu verstehen ist. Wenn also a sowohl in M als auch in N
enthalten ist, so ist die Aussage ,,a ist in M oder N enthalten* wahr, also

MNNCMUN.

Beispielsweise ist
{1,2} U{2,3} = {1,2,3}.

Das kartesiche Produkt M x N ist die Menge aller Paare (a,b) mit a € M und
b € N. Zwei Paare (a,b) und (c,d) sind defnitionsgeméfl genau dann gleich,
wenn a = ¢ und b = d gilt. Die Paare (1,2) und (2,1) sind also voneinander
verschieden. Man spricht daher manchmal auch von geordneten Paaren. Im
Unterschied hierzu sind die Mengen {1,2} und {2, 1} gleich. Wir halten fest:

(1,2) £ (2,1) aber {1,2} = {2,1}.

Abildungen

Eine Abbildung f einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift,
geméfl welcher jedem Element von M ein Element von N zugeordnet wird.
Dieses wird meist mit f(a) bezeichnet. man schreibt symbolisch f : M — N.
Wir betonen:

Jedem Element von M mufl etwas zugeordnet werden.
Man darf a € M nur ein einziges Element von N zuordnen.
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Abbildungen sind also per definitionem eindeutig. Mehrdeutige Abbildungen
gibt es nicht.

Der Graf einer Abbildung f : M — N ist eine Teilmenge des kartesischen
Produkts M x N, namlich

Iy={(a,b) e M xN; b= f(a)}.

Eine Teilmenge I' C M x N ist dann und nur dann der Graf einer Abbildung
f: M — N, wenn es zu jedem a € M ein und nur ein Element b € N mit
(a,b) € T' gibt.

Zwei Abbildungen f : M — N und f'; M’ — N’ werden per definitionem
genau dann als gleich angesehen, wenn M = M’', N = N’ und wenn f(a) =
f'(a) fur alle a € M gilt.

Banalstes Beispiel einer Abbildung ist die identische Selbstabbildung
idy : M — M, idy(x) = z fir alle x € M.
Fast genau so banal ist die sogenannte kanonische Inklusion
i:M— N, i(x)=xfirallexze M

fiir eine Teilmenge M C N einer Menge N.

Ist f: M — N eine Abbildung, so wird nicht gefordert, dass ganz N von
dieser Abbildung erfaflit wird. Es wird also nicht gefordert, dass es zu jedem
b€ N eina € M mit b = f(a) gibt. Die Menge aller b € N, welche von f
getroffen werden, nennt man das Bild von f,

Bild(f) = {b€ M; es existiert ein @ € M mit b= f(a) }.

Man nennt N manchmal auch das Ziel von f. Allgemeiner definiert man fiir
eine Teilmenge A C M ihr Bild durch

f(A)={be M; es existiert ein a € A mit b = f(a) }.
Es ist also f(M) =Bild(f).
1.1 Definition. Man nennt eine Abbildung f : M — N surjektiv, wenn
jedes Element von N im Bild vorkommt, wenn also f(M) = N gilt.
Bild und Ziel fallen also bei surjektiven Abbildungen zusammen.

1.2 Definition. Man nennt eine Abbildung f : M — N injektiv, wenn jedes
Element von N hochstens ein Urbild besitzt, wenn also

fla) = f(b) = a=0
gilt.

Banalstes Beispiel einer injektiven Abbildung ist die kanonische Inklusion 7 :
M — N fiir eine Teilmenge M C N.
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1.3 Definition. Man nennt eine Abbildung f : M — N bijektiv, wenn sie
sowohl ingektiv als auch surjektiv ist.

Wenn eine Abbildung f : M — N bijektiv ist, so gibt es also zu jedem b € N
genau ein a € M mit der Eigenschaft b = f(a). Ordnet man b € N dieses
a € M zu, so erhilt man eine Abbildung, die man die Umkerhabbildung von f

nennt und mit
ffLN—M

bezeichnet. Es gilt also
b= f(a) = a=f1(b).

Das Bild einer Teilmenge B C N unter der Umkehrabbildung f~! besteht aus
der Menge aller a € M, welche sich in der Form a = f~!(b) schreiben lassen,
also aus der Menge a € M mit f(a) € B,

' B)={aeM; f(a)=0b}.

Man nennt dies die Urbilmenge von B beziiglich f. Obowohl die Umkehrfunk-
tion f~! nur fiir bijektive Abbildungen definiert wird, ist die Formel fiir die
Urbildmenge auch sinnvoll, wenn f nicht bijektiv ist. Daher erlauben wir auch
fiir nicht bijektive Abbildungen diese Bezeichnung

1.4 Definition. Sei f : M — N eine Abbildung. Die Urbildmenge einer
Teilmenge B C A beziiglich f ist durch

fiB)={aeM; fla)=0}
definiert.

Halten wir also fest. Die Urbildmenge f~!(B) ist fiir jede Abbildung f : M —
N und jede Teilmenge B C N definiert. Die Umkehrabbildung f~! jedoch nur
fiir bijektive f. Bei bijektiven Abbildungen gilt

A = {FHa)}-

Fiir ein Element b € N verwendet man die Bezeichnung
1) = {aeM; f(a)=0b}.

Eigentlich miiite man f~*({b}) dafiir schreiben, da die Bezeichnung f~*(b) bei bi-
jektiven Abbildungen schon vergeben wurde. Diese kleine Inkonsistenz ist kaum von
praktischem Belang. Vorsichtige Autoren erlauben das Symbol f~! nur fiir bijektive
f und verwenden fiir nicht notwendig bijektive f eine andere Bezeichnung wie

fH(B) anstelle f'(B)

und entsprechend Tl(b) ={a € M; f(a) = b}. (Doch trotz dieser Vorsichtsmafinahme
kann man immer noch in die Falle tappen. Es kann doch sein, daf3 sowohl b als auch
die Menge {b} Element von N ist. Man nehme fiir N beispielsweise die Menge

N={1, {1}})
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Hintereineinderausfiihren von Abbildungen

Seien f : A — B und b : B — C zwei Abbildungen. Wichtig ist, dass das
Ziel B der ersten Abbildung und der Defnitionsbereich der zweiten Abbildung
iibereinstimmen. Dann kann man die zusammengesetze Abbildung

gof:A—C, go f(a)=g(f(a))

definieren. Man iiberlegt sich sofort, dass fiir Abbildungen f: A — B, g: B —
C und h : C' — D die Assoziativregel

ho(gof)=(hog)of
giiltig ist.
1.5 Bemerkung. FEine Abbildung f : M — N ist dann und nur dann

bijektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M mit der Eigenschaft go f = idy,
und f og=idyx gibt. In diesem Falle ist g = f~'.

Erste Verallgemeinerungen

Wir setzen die natiirlichen Zahlen als bekannt voraus. Die Menge der natiirli-

chen Zahlen wird mit
N=1{1,23,...}

bezeichnet. Fiir eine natiirliche Zahl n definieren wir den Abschnitt
A, ={1,...,n} ={veN; 1<v<n}

Unter einem n-Tupel von Mengen versteht man eine Vorschrift, welche jedem
v € A,, eine Menge M, zuordnet. Man schreibt haufig (M,,),ca, oder einfach
(M,,) fiir solch ein n-Tupel. Man kann dann in naheliegender Weise die Mengen

M1U...UMn, Mlﬂ...ﬂMn, M1X'~~><Mn

definieren: Beispielsweise besteht Mj x --- x M, aus allen Tupeln (aq,...,a,),
so dass a; € M; fiir 1 <1 <n gilt. Zwei Tupel sind dabei als gleich anzusehen,
wenn sie komponentenweise gleich sind.

(al,...,an) = (bl,...,bn) <~ a1 :bl,...,an:bn.
Man schreibt auch

OMV:Mlu...UMn,

v=1

ﬁMV:Mlﬂ...ﬁMn,

v=1

ﬁMV:Mlx---an.
v=1
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Im Spezialfall M; = --- = M, schreibt man auch

——
MP=Mx ---x M.

Die Elemente von M™ sind nichts anderes als Abbildungen a : A,, — M. Eine
Matrix mit Eintrdgen aus M ist eine Abbildung

a:=A,, xA, — M.

Man schreibt meist a,; anstelle von a(z, j) und visualisiert die Matrix wie iiblich,
indem man die a;; in ein quadratisches Schema schreibt (m Zeilen, n Spalten).
Wir bezeichnen die Menge all dieser Matrizen mit M™*".

Eine Spitzfindigkeit

n-Tupel aus M™ und Matrizen aus M'*" sehen optisch gleich aus, beispielsweise
konnte (1,2, 3) ein Element aus R? oder aus R'*? bedeuten. Beides ist jedoch streng
formal zu unterscheiden, da eben {1,2,3} und {1} x {1,2,3} verschiedene Mengen
sind.

Endliche Mengen

Eine Menge M heift endlich, falls sie entweder leer ist oder falls es eine
natiirliche Zahl n und eine bijektive Abbildung A, — M gibt, falls es also
ein n-Tupel (my,...,m,) gibt, in dem jedes Element von M genau einmal
vorkommt. Uralte Erfahrung lehrt, dal die Zahl n eindeutig bestimmt ist.
Man kann eben sein Geld nicht dadurch vermehren, dass man die Reihenfolge,
in der man es durchzihlt, verdndert. Dennoch ist die Eindeutigkeit von n ein
mathematisches Phéanomen. Wir verzichten hier auf einen Beweis.

Man nennt n die Anzahl der Elemente von M und bezeichnet sie mit
n = gM.

Fiir die leere Menge definiert man ergéinzend #() = 0. Wir formulieren noch
einige weitere Figenschaften endlicher Mengen, auf deren Beweis wir verzichten.

Ist f : M — N eine surjektive Abbildung und M eine endliche Menge, so
ist auch N eine endliche Menge. FEs gilt 4N < tM. Gleichheit gilt nur,
wenn f bijektiv ist.
Ist f : M — N eine injektive Abbildung und ist N eine endliche Menge,
so ist auch M eine endliche Menge. Es gilt tN < §M . Gleichheit gilt nur,
wenn f bijektiv ist.

Der Begriff der natiirlichen Zahl ist relativ hochentwickelt, wihrend der Begriff
der endlichen Menge als grundlegender empfunden wird. Aus diesem Grund ist es
wiinschenswert eine Definition der Endlichkeit einer Menge zu haben, bevor man die
natiirlichen Zahlen zur Verfiigung hat. Folgendes haben sich die Logiker ausgedacht:
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Eine Menge M heifit endlich, falls jede injektive Abbildung f: M — M surjektiv ist.
Daf} dies sinnvoll ist zeigt die Abbildung

N—N, n—n+1,

welche injektiv aber nicht surjektiv ist. Allgemein kann man in einer beliebigen
unendlichen Menge M eine Folge (a,) paarweise verschiedener Elemente betrachten
und dann eine Abbildung f : M — M defnieren, welche auf dem Komplement der
Folge die Identitéat ist und a,, in an41 tiebrfithrt. Diese ist injektiv aber nicht surjktiv,
a1 fehlt im Bild. Die Logiker scheinen also recht zu haben. Um von dieser Definition
aus weiterzukommen und die natiirlichen Zahlen konstruieren zu kénnen, miissen die
Logiker eine fiirchterliche Annahme machen.

Es gibt eine unendliche Menge.
Mit welchem Recht?

2. Vollstandige Induktion

Die Menge der natiirlichen Zahlen
N={1,2,...}
wird als bekannt vorausgesetzt. Eine ihrer wichtigsten Eigenschaften ist:

2.1 Tatsache. In jeder nicht leeren Menge natiirlicher Zahlen existiert eine
kleinste.

Dies ist nicht selbstverstindlich, man bedenke, dass es keine kleinste reelle
Zahl gibt, welche grofler als 1 ist. Auf dieser Tatsache beruht eine Eigenschaft
natiirlicher Zahlen, welche man Induktivitdt nennt.

2.2 Induktivitit. Set A C N eine Menge natirlicher Zahlen mit den
Eigenschaften

a) 1leA,
b) neA=n+1€A. Dann gilt A= N.

Wir wollen zeigen, dass dies aus obiger Tatsache folgt. Wir schlieen dabei
indirekt, nehmen also an, dass es eine Menge A gibt, fiir welche diese Aussage
falsch ist (A # N). Es gibt dann unter allen Zahlen, welche nicht in A enthalten
sind, eine kleinste n. Diese kann nicht 1 sein. Dann ist aber auch n — 1 eine
natiirliche Zahl und diese mufl wegen der Minimalitéat von n in A enthalten sein.
Dann ist aber n = (n—1)+1 in A enthalten und wir haben einen Widerspruch
erhalten. Die Annahme muss somit falsch sein.

Die Induktivitéit wird als Beweisverfahren haufig folgendermaflen eingesetzt:
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Jeder natirlichen Zahl n sei eine mathematische Aussage A(n) zugeordnet.
Die Menge aller natiirlichen Zahlen, fir welche A(n) wahr ist, sei induktiv,

d.h. erfiille a) und b). Dann ist A(n) fir alle n wahr.

Will man also zeigen, dass A(n) fir alle n wahr ist, so hat man zweierlei zu
tun:

Induktionsbeginn. Man muss zeigen, dass A(1) wahr ist.
Indultionsschritt. Aus der Annahme, dass A(n) fiir (ein nicht niher spezi-
fiertes n) wahr ist, muss man logisch schlielen, dass A(n + 1) wahr ist.

Ein banales Beispiel. Eine natiirliche Zahl heifit gerade, falls sie in der Form 2m
mit einer anderen natiirlichen Zahl geschrieben werden kann. Wir behaupten:
Ist n eine natirliche Zahl, so ist n oder n + 1 gerade. Wir beweisen diese
Aussage durch Induktion nach n.

Induktionsbeginn. Die Aussage ist im Falle n = 1 wahr, denn 1 4+ 1 =2 -1 ist
gerade.

Induktionsschritt. Die Aussage sei fiir n bewiesen, dann ist n = 2m oder
n+1 = 2m mit einer natiirlichen Zahl m. Im ersten Fall ist (n+1)+1 = 2(m+1),
in diesem Fall ist also (n 4 1) + 1 gerade, im zweiten Fall ist n + 1 gerade, also
ist in jedem Fall entweder n + 1 oder (n + 1) + 1 gerade. Die Behauptung ist
also fiir n + 1 wahr. O

Der Leser wird im Laufe der Zeit mit vielen Induktionsbeweisen in Beriih-
rung kommen, so dass sich weitere Beispiele hier eriibrigen. Statt dessen weisen
wir fiir an Grundlagen Interessierte auf einige knifflige Probleme der Induktion
hin:

Piinktchendefinitionen
Piinktchendefitionen wie A, = {1,...,n} sind mathematisch unprézise. Die mathe-
matisch prézise Definition lautet

A, ={rveN; v<n}

Ein n-Tupel reeller Zahlen a = (a1, ..., a,) ist genau genommen eine Abbildung von
A, in R. Man , definiert

n

Zayzch-i—”'—i-an.

v=1

Eine prézise piinktchenfreie Definition kann wie folgt geschehen. Die Aussage A(n)
besage:

Es gibt eine eindeutig bestimmie Abbildung
fo:R" — R

mit folgenden Eigenschaften:
a) Es gilt fn(a+b) = fn(a) + fu(b).
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b) Ist a; =0 fiir all i € A,, mit méglichere Aussahme eines einzigen Index i = k, so
ist fn(a) = ak.

Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Der Induktionsbeginn ist klar. Wir
gehen gleich zum Induktionsschritt. Die Existenz und Eindeutigkeit von f,, sei also
bewiesen. Wir definieren f,,+1 wie folgt. Sei a € R™". L&Bt man die letzte Kompo-
nente weg, so erhilt man ein Element b € R™. Wir defnieren

frr1(a) = fn(b) + anta.

Es ist leicht nachzurechnen, dass f,+1 die geforderten Eigenschaften hat. Damit ist
die Aussage A(n) fiir alle n wahr. Jetzt kénnen wir als Schreibweise vereinbaren

n

Zav = fn(a)

v=1
und noch
n+1 n
5 ay = < g au) + An+1
v=1 v=1

festhalten. Nachdem die Summe eines n-Tupels exakt eingefithrt wurde, muss man
Rechenregeln beweisen, beispielsweise

n n

ZaVJerV = Z(au +by).

v=1 v=1

Auch diese und dhnliche Formeln kann man durch Induktion beweisen. Ein etwas
miihseliger Induktionsbeweis, den wir nicht durchfithren wollen, zeigt das allgemeine

Kommutativgesetz
> 0= an
v=1 v=1

Hierbei sei o eine Permutation der Ziffern 1 bis n (also eine bijektive Selbstabbildung
von Ay).

In ahnlicher Weise kann man das Produkt

n
||a,,:a1-...-an

fir natiirliche Zahlen exakt definiert. Ergéinzend definiert man 0! = 1. Nun kann
man auch die Binomialkoeffizienten

n n!
(k) " Kl(n—k)!
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definieren.

Sei S eine Menge. Man bezeichnet die Menge aller Abbildungen a : S — R mit
RS. Es ist also R™ nichts anderes als Rt ~™  In Anlehnung an dieses Beispiel
schreibt man manchmal Elemente aus R® in der Form a = (as)ses und nennt sie
Scharen zur Parametermenge S. Mit R bezeichnet man die Menge aller Scharen,
so dass as fiir alle s € S bis auf héchstens endlich viele Aussnahmen gleich 0 ist. Sei
T C S die Teilmenge aller s € S mit as # 0. Wir nehmen zunéchst an, dass T' nicht
leer ist und wéihlen eine bijektive Abbildung o : A,, — T. danach betrachten wir

n

Zag(y).

v=1

Aus dem oben formulierten allgemeinen Kommutativgesetz kann man folgern, dass
dies Summe nicht von der Wahl von ¢ abhéngt. Damit ist die Definition

D=2 tow)
ses v=1

moglich. Ergénzend defnieren wir

» as=0, falls T=0.

ses

Man beachte, dass die leere Summe (S = )) gleich 0 wird.

3. Probleme der Mengenlehre

Diesen Abschnitt kann man ruhig zunéchst einmal iiberlesen, um dann spéter
bei Bedarf oder Interesse darauf zuriickzukommen.

Ein Paradoxon

Wir haben schon erwéhnt, dass die Elemente einer Menge selbst Mengen sein
konnen. Es scheint daher nichts im Wege zu stehen, die Menge M aller Mengen
einzufithren. Es handelt sich um eine komische Menge, denn da jede Menge ein
Element von M ist, muss M auch ein Element von sich selbst sein,

M e M.

Mengen mit der Eigenschaft M € M wollen wir hier ,, komisch* nennen. Wir
bilden nun eine neue Menge N. Es sei diejenige Teilmenge von M, die nur aus
Mengen besteht, welche nicht komisch sind.

N = { M Menge; M nicht komisch }.
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Wir fragen uns, ob N komisch ist oder nicht. Wir nehmen einmal an, A
sei komisch. Dann gilt N' € N, das geht aber nicht, da nur nicht komische
Mengen Elemente von N sein diirfen. Also ist N nicht komisch. Wenn dem
so ist, muss aber A/ ein Element von N sein, da definitionsgemif} jede nicht
komische Menge Element von A ist. Es muss also N' € N gelten, aber dann
ist N' doch komisch. Wir haben uns in einen Widerspruch verwickelt.

Es ist gar nicht so einfach, diesem Paradoxon zu entrinnen. In der mathe-
matischen Mengenlehre werden Regeln aufgestellt, welche beim Hantieren mit
Mengen erlaubt sind oder nicht. Wir wollen diese Regeln hier nicht aufstellen
und uns mit einem naiven Verstdndnis der Mengenlehre begniigen. Bildungen
wie die ,,Menge aller Mengen* und dhnliche bleiben einfach verboten, Konstruk-
tionen aus den Elementen einer vorgelegten Menge und aus ihren Teilmengen
sind ohne Einschrinkung erlaubt.

Es soll noch angemerkt werden, dass auch die mathematische Logik den
Mengenbegriff letztlich nicht begriinden kann. Ob es unendliche Mengen gibt
oder ob dies eine Fiktion des menschlichen Geistes ist, die dhnlich wir obiges
Paradoxon irgendwann in Widerspriichen enden wird, kann man nicht vorher-
sagen. Man hofft, ermutigt durch jahrtausendelange Erfahrung, dass sich dieser
Widerspruch nicht einstellen wird. Ehrlicherweise muss man jedoch zugeben,
dass die Mathematik auf Sumpf gebaut ist.

Noch ein kleines Beispiel aus der Logik: Durch den Satz ,Es gibt eine
kleinste natiirliche Zahl“ wird die Zahl 1 eindeutig charakterisiert. Dieser Satz
besteht aus sechs Worten aus dem Duden. Wir wollen einmal alle Zahlen
betrachten, welche sich durch einen Satz charakterisieren lassen, welcher aus
weniger als 100 Worten aus dem Duden gebildet ist. Da der Duden nur endlich
viele Worte enthilt, gibt es auch nur endlich viele solcher Sdtze und damit
nur endliche viele Zahlen, die sich so charakterisieren lassen. Es gibt also
zwingenderweise natiirliche Zahlen, welche sich nicht so charakterisieren lassen.
Unter diesen gibt es eine kleinste. Wir konnen also sagen: ,,Es gibt eine kleinste
natiirliche Zahl, welche sich nicht durch einen Satz mit weniger als hundert
Worten aus dem Duden eindeutig charakterisieren 14ft.“ Dies ist paradox,
warum?

Weitere Konstruktionen mit Mengen

Sei I eine Menge. Eine Schar von Mengen, parametrisiert durch I ist defini-
tionsgeméfl eine eine Vorschrift, welche jedem ¢ € I eine Menge M, zuordnet.
Man nennt I die Indexmenge der Schar. Wir schreiben

(M;)ier-
So ist ein n-Tupel von Mengen M, ..., M, nichts anderes als eine Schar mit

Indexmenge A,. Genaugenommen wire eine Schar eine Abbildung von [ in
die Menge aller Mengen. Obwohl es die letztere nicht gibt, erlauben wir, den
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Begriff der Schar zu verwenden. (Manchmal wird in der Literatur vorsichtiger
vorgegangen. Man fordert von vornhererein, dass die M; Teilmengen einer fes-
ten Menge M sind. Dann kann man die Schar als eine Abbildung von I in die
Potenzmenge von M deuten und so der ,,Menge aller Mengen* sicher auswe-
ichen.) Ebenso erlauben wir die Bildungen der Vereinigung, des Durchnitts
und es kartesischen Produkts fiir beliebige Scharen und bezeichnen sie mit

UM ()3 ][

i€l i€l i€l
Es gilt beispielweise

aGUMi < a€ M, fur allei € I,
el

a € ﬂ M; <= a € M; fir (mindestens) ein i € I.
i€l

Die Menge [],.; M; besteht aus allen Vorschriften a, welche jedem i € I ein
Element a; € M, zuordnen. Man schreibt

a = (ai)icr-

Genaugenommen sind die Elemente von [],.; M; Abbildungen a von I in die
Vereinigung aller M;, so dafl a(i) € M; fiir alle ¢ € I gilt.

Fiir Freunde der leeren Menge

Es gibt von der leeren Menge genau eine Abbildung in eine weitere Menge N.
Man nennt sie die leere Abbildung. Dies ist eine Konvention, die allerdings sehr
naheliegend ist, wenn man sich an den Zusammenhang zwischen Abbildungen
und Grafen erinnert. Die Menge A4, = {vr € N; v < n} ist im Falle n = 0
leer. Daher besteht M™ (die Menge aller Abbildungen von A,, in M) im Falle
n = 0 aus genau einem Element, dem ,leeren Tupel“. Auch die leere Schar
von Mengen kann erlaubt werden. Ihre Vereinigung ist die leere Menge, aber
ihr kartesiches Produkt enthélt genau ein Element, ndmlich die leere Schar
von Elementen. Hingegen kann man den Durchschnitt der leeren Schar nicht
definieren. (Er wére etwas so Abstruses wie die Menge aller Dinge).

Logische Konventionen

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass ,,oder“ in der Mathematik nicht in
aussschlieBendem Sinne benutzt wird. Eine andere Konvention besagt, dafl man
aus etwas falschem alles folgen darf. Zum Beispiel ist die Implikation

1=2=99=0
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logisch korrekt. Dies entspricht auch der naiven Logik, wie der Kinderspruch

Wenn das Wortchen wenn nicht wdr, wdar mein Vater Milliondr

zeigt. Hier werden zwei Aussagen verbunden:

(A) Wenn ist kein Wort.
(B) Mein Vater ist Milliondr.

Da (A) falsch ist, ist die Implikation (A)==-(B) nach logischer Konvention
immer richtig (gleichgiiltig ob ein Kind von Bill Gates oder aus einem indischen
Slum diesen Satz ausspricht).

Aus solchen Griinden sind Aussagen wie jedes Element der leeren Menge ist
eine ungerade Zahl“ wahr. Diese Konvention ist auch sehr sinnvoll, da keine
Gefahr besteht, dass diese Aussage durch ein Gegenbeispiel widerlegt wird.

Das Auswahlaxiom

Wenn eine unendliche Menge M gegeben ist, so sollte es moglich sein, eine
Folge aq,as, ... paarweise verschiedener Elemente aus M auszuwéhlen, oder
mit anderen Worten: Es sollte eine injektive Abbildung N — M existieren.
Da unendliche Mengen etwas Misterioses sind, sollte die Frage erlaubt sein, ob
man dies kritiklos hinnehmen soll. Besser wére es, man koénnte es beweisen.
Durch Induktion nach n kann kann man beweisen: Zu jedem n existiert ein
injektive Abbildung f,, : A, — M. Dies beinhaltet aber nicht die Existenz
einer injektiven Abbildung N — M. In der mathematischen Logik wird die
Mengenlehre durch eine gewisses Axiomensystem (von Zermelo-Frénkel) fixiert.
Es lait sich zeigen, dass man das Auswahlaxiom mit diesem Axiomensystem
weder beweisen noch widerlegen kann. In diesem Sinne ist das Axiomensystem
eine Glaubensfrage. In der Mathematik wird das Auswahlaxiom as richtig
angesehen. Wir geben zwei Formulierungen.

Sei M eine Menge und P*(M ) die Menge aller nicht leeren Teilmengen (man
148t in der Potenzmenge die leere Menge weg.)

Auswahlaxiom, erste Fassung. Es gibt eine Abbildung

AP (M) — M, mit A(M) € M.

Auswahlariom, zweite Fassung. Sei (M) eine Schar von nicht leeren

Mengen. Dann ist [] g Ms nicht leer.

Man kann zeigen, dafl beide Fassungen des Auswahlaxioms &quivalent sind.
AuBerdem kann man aus dem Auswahlaxiom folgern, daf§ fiir jede unendliche
Menge M eine injektive Abbildung N — M existiert.

Wer mehr dariiber erfahren will, muss sich mit den Grundlagen der Men-
genlehre auseinandersetzen.
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4. Relationen

Sei M eine Menge. Eine Relation R in M ist eine Teilmenge R C M x M des
kartesischen Produkts von M mit sich selbst. Beispiel fiir eine Relation ist die

,Diagonale*
R={(a,a); a€eM}.

Ein Element (a,b) ist genau dann in R enthalten, wenn a = b gilt. Man nennt
die Diagonale daher auch die ,,Gleichheitsrelation“. Manchmal verwendet man
auch folgende Schreibweise

(a,b) € R <= aRb.

Héufig verwendet man rechts anstelle von R ein anderes sprechenderes Zeichen.
Wir geben einige Beispiele von Relationen:

1) Jede Abbildung f : M — M kann als Relation interpretiert werde:
R={(a.f(a)); a€R}.

Die Diagonale (=Gleichheitsrelation) ist hiervon ein Spezialfall. Man nimmt
fiir f die identische Selbstabbildung von M.

2. Sei R die Teilmenge aller (x,y) € R x R mit der Eigenschaft = > y. Es ist
also in diesem Falle
TRy <= x > y.

Man nennt diese Relation die ,,Groflerrelation” in R.

3. Wir betrachten die Menge R aller (a,b) € Z x Z, so dass a — b gerade ist.
Es gilt dann
aRb <= a, b sind beide gerade oder beide ungerade.

Das dritte Beispiel ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Aquivalenzrelation.

4.1 Definition. FEine Relation R C M x M auf einer Menge M heifst
A quivivalenzrelation, falls mit der Schreibweise

aRb <= a~Db
folgendes gilt:
a) a~a (Reflexivitdt)
b) a~b=b~a (Symmetrie)
¢) a~b b~c= a~c (Transitivitit)
Die Bezeichnung a ~ b anstelle (a,b) € R fiir eine Aquivalenzrelation ist sehr
iiblich. Eine andere Bezeichnungen, die verwendet wird, ist a = b.
Das einfachste Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheitsrelation
a~b << a=0b.

Obiges Beispiel 3) ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation wohingegen die Gréfer-
relation natiirlich keine Aquivalenzrelation ist.
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Aquivalenzklassen

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Ist a € M so betrachten wir
die Menge
la) ={zeM; zeM}.

In der Menge [a] sind also alle Elemente versammelt, welche mit a &quivalent
sind. Man nennt eine Teilmenge A C M eine Aquivalenzklasse, wenn es ein a
gibt, so dass A = [a] gilt.

4.2 Bemerkung. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann
gilt. Zwei Aquivalenzklassen A, B sind entweder gleich (A = B) oder disjunkt
(AN B =10). Sind a,b zwei Elemente von M, so gilt insbesondere

la] = [b] <= [a] N [D] # 0 < a ~b.

Eine Aquivalenzrelation bewirkt also, dass eine Menge als disjunkte Vereini-
gung gewisser Teilmengen geschrieben wird. Mehr ist eine Aquivalenzrelation
nicht. Denn sei umgekehrt M eine Menge von paarweise disjunkten nicht leeren
Teilmengen von M, so dass

M= ] A

AeM

gilt, so erhélt man durch die Definition
an~b<= esgibt Ac M mit a,bec A

offenbar eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzre-
lation sind genau die Mengen A € M.

Die folgende Definition mag zunéchst einmal sehr abstrakt aussehen. Sie
hat sich aber in der Mathematik sehr bewéhrt und wird hiufig angewendet.
Der Leser sollte sich daher mit dieser Konstruktion auseinandersetzen.

4.3 Definition. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Die
sogenannte Faktormenge M/ ~ ist defnitionsgemdfS die Menge aller Aquiva-
lenzklassen.

Die Faktormenge ist also eine Teilmenge der Potenzmenge von M, also eine
Menge von Mengen. Dies mag abstrakt und verwirrend wirken. Der Sinn
dieser Konstruktion ist der. Man will Elemente mit gemeinsamem Merkmal zu
einer neuen Entitdt zusammenfassen. Man nenne zum Beispiel zwei Menschen
dquivalent, wenn sie derselben Familie angehéren. Die Aquivalenzklassen sind
dann die Familien. Mathematisch interessanter ist obiges Beispiel 3): Zwei
ganze Zahlen heiflen dquivalent, wenn ihre Differenz gerade ist. Die Menge
Z/ ~ besteht in diesem Fall aus genau zwei Aquivalenzklassen. Die eine Klasse
G ist die Menge der geraden, die andere Klasse U ist die Menge der ungeraden
Zahlen.
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Noch eine Sprechweise: Sei A eine Aquivalenzklasse. Da fiir jedes a € A
schon A = [a] gilt, nennt man die Elemente von A auch Reprdsentanten der
Aquivalenzklasse A. SchlieBlich fithren wir noch die sogenannten kanonische
Projektion ein. Dies ist die Abbildung

M—M/~, a+—|al].

Beispiele fiir endliche Kérper

Sei n eine natiirliche Zahl. Wir nennen zwei ganze Zahlen kongruent modulo n, wenn
ihre Differenz ein ganzes Vielfaches von n ist, in Zeichen

a=b mod n<=b=a+nx, mtzeZ.

Dies ist eine Aquivalenzrelation, wie man leicht nachrechnet. Die Aquivalenzklasse
von a bezeichnen wir mit [a],, also

laln = {a+nz; x € Z}.
Eine sehr sprechende Bezeichnung, die wir ebenfalls erlauben, ist
a+ nZ := [a]n,.

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Z/nZ. Die sogenannte ,, Divi-
sion mit Rest“, die wir als bekannt annehmen wollen, besagt nichts anderes als:

Z/nZ besteht aus genau n Elementen, ndmlich
[0]n, [ns- -y [0 — 1]n.
Wir wollen auf Z/nZ zwei Verkniipfungen definieren, Summe und Produkt,
(@ln + [Bln = [a+Hn,  [alalt]n = [b]n.

Dabei hat man aber ein Problem. a ist ja nur ein moglicher Reprflentant der Klasse
[a]n. Ein anderer wire a’ = a + zn und entsprechend kénnte b durch ' = b + yn
ersetzt werden. Gliicklicherweise liegen nun a 4 b, ab in der selben Klasse, denn es
gilt a+b=a'+b +n(z+y) sowie ab = a'b' + n(a’z +b'y +nzy). Aus diesem Grunde
sind Summe und Produkt von Klassen wohldefiniert und wir erhalten tatséchlich
zwei Verkniipfungen Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ. Man kann fragen, ob dies einen Koérper
definiert. Nullelement wére dann [0], und Einselement [1],,. Im allgemeinen handelt
es sich dennoch um keinen Kérper, denn in Z/6Z gilt beispielsweise [2]¢ - [3]6 = [0]6.
In einem Korper kann das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente aber nicht
Null sein. Erfreulicherweise ist die Sitituation besser, wenn n = p eine Primzahl ist,
wenn also p > 1 ust und wenn sich p nicht als Produkt zweier kleinerer natiirlicher
Zahlen schreiben 148t:
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4.4 Satz. Fiir eine Primzahl p ist Z/pZ ein Koérper. Die Anzahl der seiner
Elemente ist p

Alle Korperaxiome bis auf die Existenz des multiplikativen Inversen sind leicht
nachzuweisen. Fiir die Existenz des multiplikativen Inversen muss man folgendes
aus der elementaren Zahlentheorie wissen (vgl. VI.3.2):

Ist p eine Primzahl und ist n eine ganze Zahl, welche nicht durch p teilbar ist, so ist
die Gleichung
ab=1+bx (b,x € Z)

losbar.

Es ist dann [b], = [a], "

Wir erwiahnen abschliefend, dass man mit schwierigeren Konstruktionen zeigen
kann, dass ein Korper mit n Elementen dann und nur dann existiert, wenn n eine
Potenz einer Primzahl ist. Es gibt also beispielsweise einen Korper mit 1024 aber
keinen mit 1025 Elementen.

5. Das Zornsche Lemma

5.1 Definition. Fine Anordnung einer Menge M ist eine Relation —hier
geschrieben als <, mit folgenden Figenschaften

a<a,
a<b b<c=—a<cg,
a<bundb<a=—a=0b.

Ist N C M eine Teilmenge, so heifit ein Element a € M obere Schranke von
N, falls x < a fiir alle z € N gilt.

Ein Element a € M heiit mazimales Element (oder ein Maximum) von M,
wenn

a<z,re K=a=zx

gilt. Maximale Elemente miissen natiirlich nicht exstieren und wenn sie ex-
istieren, brauchen sie nicht eindeutig bestimmt zu sein.

Wichtiges Beispiel fiir eine Anordnung ist die Enthaltensseinsrelation C.
Dies ist eine Anordnung auf der Potenzmenge P (M) einer beliebigen Menge

M.

5.2 Definition. FEine angeordnete Menge (M, <) heifit vollstindig geord-
net, falls fiir zwei Elemente a,b entweder a < b oder b < a gilt.
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Beispielsweise ist die Menge der reellen Zahlen mit der iibliche Anordnung
vollstéindig geordnet, wihrend die Enthaltenseinsrelation auf der Potenzmenge
einer Menge nicht vollstandig ist. Ist N C M eine Teilmenge einer angeord-
neten Menge (M, <), so kann man die Anordnung auf N einschrinken. Damit
wird auch N zu einer angeordneten Menge.

5.3 Das Zornsche Lemma. Sei M eine angeordnete Menge. Jede
vollstindig geordnete Teilmenge besitze eine obere Schranke in M. Dann besitzt
M ein Mazximum.

Dieses Lemma ist zugegebenermaflen sehr abstrakt und wenig evident. Es
kann jedoch gezeigt werden, dass es mit dem Auswahlaxiom &quivalent ist.
Aus diesem Grunde wollen wir das Zornsche Lemma ohne weitere Begriindung
als wahr ansehen. Wir geben eine iir die lineare Algebra relevante Anwendung;:

Sei V' ein Vektorraum. Interessant ist hier der Fall, wo V nicht endlich
dimensional ist. Wir betrachten die Menge L aller linear unabhéngigen Teil-
mengen A C V. Diese Menge ist mittels der Enthaltenseinsrelation angeordnet.
Sei V C L eine vollstédndig geordnete Teilmenge. Es ist leicht zu sehen, dass
die Vereinigung aller Mengen aus V selbst linear unabhéngig ist. Nach dem
Zornschen Lemma besitzt £ ein maximales Element. Dies ist der Satz von der
Existenz einer Basis:

5.4 Satz. Jeder Vektorraum (auch unendlichdimensionale) besitzt eine Ba-
518.
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