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Kapitel I. Riemann’sche Gebiete

1. Differentialrechnung

Der Einfachheit halber wollen wir den Begriff , differenzierbar® immer im C°-
Sinne verstehen. Vieles geht natiirlich unter schwécheren Bedingungen. Wir
setzen die Differentialrechnung reeller Funktionen mehrerer Variabler voraus
und stellen nur einige grundlegende Eigenschaften zusammen:

Eine Funktion
f:D— R, DcR", offen,

heiflt differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung exis-
tieren und stetig sind. Wir bezeichnen mit C>°(D) die Menge all dieser Funkti-
onen. Im Falle n = 1 kann man als Definitionsbereiche neben offenen Mengen
auch beliebige Intervalle (offene, abgeschlossene, halboffene) zulassen. Dies ist
aber kein echt allgemeineres Konzept, denn man kann folgendes zeigen.

Ist f: I — R" eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall, so existiert
ein offenes Intervall J O I und eine Fortsetzung von f zu einer differenzierba-
ren Funktion auf J.

Sei X C R™ eine beliebige Teilmenge. Eine Abbildung f : D — X kann man
in ihre m Komponenten zerlegen,

flx)=(fi(x),...,fm(x), fi:D—->R (1<i<n).
Man bezeichnet mit C*°(D, X) die Menge aller Abbildungen, deren Kompo-

nenten in C*°(D) enthalten sind.

Wir bezeichnen die Matrix der partiellen Ableitungen von f in einem Punkt
a € D mit

T1 Tn
J(f,a) =1 t | (a).

Ox1 et Oxy,
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Wir erinnern an die Kettenregel: Sind

U-L.v 2. X, UcR"offen, V C R™ offen, X C R?,
differenzierbar , so ist auch ihre Zusammensetzung differenzierbar, und es gilt
J(go f,a)=J(g, f(a))-J(f,a) (Matrizenprodukt).

Wir erinnern auch an den Satz fiir umkehrbare Funktionen: Sei
o:D— R"™ D CR" offen,

differenzierbar) und @ € D ein Punkt, fiir den die Funktionalmatrix J(p,a)
invertierbar ist, dann existiert eine offene Umgebung a € U C D, so daf} ihr
Bild V' = ¢(U) ebenfalls offen ist und so da§ die Einschrénkung von ¢ einen
Diffeomomeorphismus

0:U =V

vermittelt. (Der Bequemlichkeit halber verwenden wir fiir die Einschrinkung
von ¢ denselben Funktionsbuchstaben ¢, solange klar ist, was gemeint ist.)
Unter einem Diffemomeorphismus versteht man natiirlich eine bijektive Abbil-
dung zwischen offenen Teilen des R"™, welche in beiden Richtungen differenzier-
bar ist.

2. Parametrisierbare Untermannigfaltikeiten

Wir erinnern an den Begriff der n-dimensionalen parametrisierbaren Unter-
mannigfaltigkeit im R”Y: Eine Teilmenge X < RY heift n-dimensionale
parametrisierbare Untermannigfaltigkeit, falls es eine offene Teilmenge D C R"
und eine Abbildung (Parametrisierung) o : D — X mit folgenden Eigenschaf-
ten gibt:

1) a: D — X ist topologisch (bijektiv und stetig in beiden Richtungen),

2) « ist differenzierbar und die Funktionalmatrix J(«,a) hat fiir jedes a € D

Rang n.

Man nennt « auch eine regulédre Parametrisierung von X.

Fiir eine solche (parametrisierte) Untermannigfaltigkeit betrachtet man die
n x n-Matrix
9(x) = J(@,2) T(0, 7).

Diese ist symmetrisch und positiv definit. Die Bedeutung von ¢ liegt darin,
dafl die innere Geometrie von X in Termen von g ausgedriickt werden kann.
Das einfachste Beispiel ist die Bogenldnge einer glatten (= differenzierbaren)
Kurve

uw:l — X, I CR ein Intervall.
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Man betrachtet anstelle von u

v:l— D, o) =ula"t().
Man kann zeigen, dass auch v glatt ist. Wir verzichten auf einen Beweis, da wir

auch einfach annehmen kénnten, dass v glatt ist. Die (euklidische) Bogenléinge
von u ist

() = / VIR T T (02 dt.
I
Mittels der Jacobimatrix

1 (t)
J(u,t) = :
Um (t)

schreibt sich dies in der Form

1
I(u) :/0 VI (u,t) J(u,t)dt.
Wendet man die Kettenregel auf u = a o v and, so folgt
J(u, t)' J(u, t) = J(v,t) J(a,v(t)) T (e, v(t))J (v, t) = g(v(t))[J (v, 1)].

Die Formel fiir die Bogenlénge in Parameterdarstellung ist also

1) =)= [ 3 Jas @)@

Mit Hilfe des Satzes fiir implizite Funktionen kann man zeigen:

2.1 Hilfssatz. Sinda: D — X, 8: D — X zwei verschiedene requldre vPD
Parametrisierungen ein und desselben Fldchenstiicks, so ist

v:i=ftoa:D— D

ein Diffeomorphismus. FEs gilt

Es gibt einen natiirlichen Isometriebegriff fiir eingebettete Mannigfaltigkeiten
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2.2 Definition. Fine Abbildung f : X — Y eingebetteter Mannigfaltigkeiten
heif§t eine Isometrie, falls eine requldre Parametrisierung o : D — X existiert,
so dass auch o f : D — 'Y eine requlire Parametrisierung ist, welche dieselbe
Matriz g auf D induziert.

Es ist klar, dass Isometrien Bogenlédngen erhalten. Ist also v : I — X eine
glatte Kurve, ist die Bogenldnge von u gleich der von u o a. Man kann zeigen,
dass auch die Umkehrung gilt. Ist f : X — Y ein Diffeomorphismus (es sollte
klar sein, was das ist), welcher die Bogenlingen erhélt, so ist f eine Isometrie
im Sinne von Definition 2.2. Wir beweisen dies hier nicht.

Definition 2.2 ist natiirlich unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung
«. Aus Hilfssatz 2.1 kann man etwas allgemeiner folgern.

2.3 Hilfssatz. FEine Bijektion f: X — X zwischen zwei parametrisierbaren
Mannigfaltigkeiten X C R"™, X C R™ ist genau dann eine Isometrie, falls fiir
je zwei requldre Parametrisierungen o : D — X und & : D — Y gqilt: Die

Abbildung

yi=&tofoa:D— D
ist ein Diffeomorphismus mit der Eigenschaft
g9(@) = J(v, %) g(v(x))J (v, ).

Dabei sind g, g die a, & zugeordneten positiv definiten Matrizen.

Diese Definition héngt natiirlich nicht von der Wahl der Parametrisierungen
ab. Dies folgt aus Hilfssatz 2.1. Man kann dann auch die Abbildung

foa:D—Y

betrachten. Dies ist offenbar eine regulidre Parametrisierung von Y. Aus der
Kettenregel folgt leicht, dass die beiden Paramtetrisierungen

D—X ud D —Y

dieselbe Fundamentalform auf X,Y induzieren. Man kann also auch so sagen.

Isometrien sind offenbar Abbildungen ¢ : X — Y, welche die Bogenléngen von
Kurven erhalten.

Defls

DfI
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3. Riemann’sche Gebiete

Wir abstrahieren von der Situation parametrisierte Untermannigfaltigkeiten
und definieren allgemein.

3.1 Definition. FEin pseudoriemannsches Gebiet (D, g) ist ein Paar, beste-
hend aus einer offenen Teilmenge D C R™ und einer symmetrischen n X n-
Matrix

9 = (gix)1<i,j<n

differenzierbarer Funktionen auf D, so dafS g(x) fir jedes x nicht ausgeartet
ist. Wenn die Matriz g(x) fir jedes x € D positiv definit ist, so heifsit (D, g)
ein Riemann’sches Gebiet.

Eine symmetrische reelle Matrix S heift bekanntlich nicht ausgeartet, falls ihre
Determinante von 0 verschieden ist. Sie heifit positiv definit, falls

Slz] := Z SijTikj
,J
fiir alle x # (0,...,0) positiv ist. In Matrixschreibweise gilt
S[z] = o' Sz, x = Spaltenvektor.

Die Determinante einer positiv definiten Matrix ist stets positiv.

Wir sind in erster Linie an Riemann’schen Gebieten interessiert. Die Ver-
allgemeinerung auf pseudoriemannsche Gebiete ist vor allem fiir die allgemeine
Relativitatstheorie von Bedeutung.

Motiviert durch die eingebetteten Mannigfaltigkeiten definieren wir.

3.2 Definition. Sei (D, g) ein Riemann’sches Gebiet. Die Bogenlinge einer
glatten Kurve u : I — D ist

ly(u) = / \/ S g ()i (1) d.

1<i,j<n

Folgende Definition enststeht ebenfalls durch Abstraktion der parametrisierten
Mannigfaltigkeiten (vgl. Hilfssatz 2.3).

3.3 Definition. Eine Isometrie zwischen zwei pseudoriemannschen Gebieten
(D,g), (D,g) ist ein Diffeomorphismus ¢ : D — D mit der Eigenschaft

g(z) = J(p,2) g(e(x))J (@, x).

Man verifiziert nun leicht in dieser allgemeinen Situation:

DpR

DbO

Dgl
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3.4 Bemerkung. Ist ¢ : (D,g) — (D,§) eine Isometrie Riemann’scher
Gebiete, so bleiben Bogenlingen erhalten: Ist also u : I — D eine glatte Kurve
und u = @ o u thre Bildkurve, so gilt

loy(u) = I5(a).

4. Geodéitische

Gedodatische sind Kurven, welche wenigstens lokal kiirzeste Verbindungen
darstellen. Bekanntlich sind dies im Falle der {iblichen Euklidischen die Ger-
adengleichungen wu(t) = at + b geodétisch. Man kann sie einfach durch die
Differentialgleichung

=0
charakterisieren. Da wir uns um Elementargeometrie nicht kiimmern wollen,

erheben wir dies zur Definition:

4.1 Definition. Sei (D, g) ein Riemann’sches Gebiet, g(x) sei fir jedes
x € D die Finheitsmatrixz. FEine glatte Kurve

u:l — D, I CR ein Intervall

heifst geoddtisch, falls i =0 gilt.

Zum Aufwérmen wollen wir die Differentialgleichung i = 0 auf krummlinige
Koordnaten umtransformieren.

4.2 Definition. Ein Riemann’sches Gebiet (D, g) heifit flach, falls es iso-
metrisch zu einem Gebiet (D, §) ist, wobei g(x) fiir jedes x die Einheitsmatriz
18t.

Ist ¢ : D — D eine solche Isometrie, so gilt also
9(z) = J(p,x) I (¢, ).
Wir betrachten nun eine Kurve u : I — D, so da§ die in D transformierte

Kurve v(t) = ¢(u(t)) der Bedingung ¥ = 0 geniigt. Einmaliges Ableiten (mit
Hilfe der Kettenregel) ergibt

BiK

Del

DrF



Geodétische 7

und nochmaliges Ableiten (mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel)ergibt

0Pk .. -
ﬂ H—Zzaxuﬁx Uy Uy =0

i=1 p=1v=1

fiir die umtransformierte Geradengleichung. Uns ist daran gelegen, diese
Formel so umzuformen, dafl anstelle ¢ nur noch die Matrix g auftritt. Wir
erinnern an die Definition von g:

Z Ok 38%

ox; c%cj '

Multipliziert man die vorhergehende Gleichung mit Jyj/0x; und summiert
man anschliefend iiber k, so folgt

Opr Pop ..
SVIEED 9D 9 o e SRR
pr iy o 18% (95@833
oder etwas anders geschrieben

Oy, 0%p,
zgzk o+ S5 HE iy =0 it Zaik S

=1 j=1

Die Funktionen Hfj kann man in der Tat durch g ausdriicken. Es gilt ndmlich

gk~ 1[99k | Ogi Oy
t 2 8mj 8%1 3xk ’

wie man durch Nachrechnen bestétigt.

Wir formulieren die Differentialgleichung noch ein wenig um, indem wir die
inverse Matrix ¢! einfithren. Es ist iiblich, ihre Komponenten mit ¢* zu
bezeichnen. Es gilt also

n .
j;gwg ik 0 sonst.

Ein einfache Umformung der Differentialgleichung ergibt

) . . 1 ¢ dgiv | 09uj  Ogi
Damit haben wir tatséchlich die Differentialgleichung so umformen koénnen,
daB nur noch g eingeht. Diese Differentialgleichung wurde unter der Annahme
abgeleitet, daf§ (D, g) flach ist. Sie ist jedoch auch sinnvoll fiir nicht flache
Gebiete und auch fiir pseudoriemannsche Gebiete. Damit werden die folgenden
beiden Definitionen nahegelegt, welche noch weitere Rechtfertigung erfahren
werden.
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4.3 Definition. Sei (D,g) ein pseudoriemannsches Gebiet. Die Christof- Dcs
felsymbole sind

n

1 09; a9y  09i;
Fk _ = kv iV vj ]
2 Zg {89@ * Oxz;  Ox,

v=1

4.4 Definition. Sei (D, g) ein pseudoriemannsches Gebiet. Eine glatte Kurve HdG
u: I — D heifit geoddtisch, wenn sie der Differentialgleichung

i + > Thii; =0
ij
gentigt.
Im Falle der ,Euklidischen Metrik“, g(z) = E =Einheitsmatrix, verschwinden
die Christoffelsymbole und man erhélt die Geradengleichung i = 0.

4.5 Bemerkung. Sei ¢ : (D,g) — (D, §) eine Isometrie. Dann gilt fir die CrI
Christoffelsymbole folgende Umsetzungsformel:

~ Oen(@) 1 () () | T 0pi(r) (%) 7y (o

0 po A = 0z, 0z, ox, Oz, g

~—

Jj=1 1<i,5<n

Da die Funktionalmatrix (0¢y/0x;) invertierbar ist, kann man diese Formel
auch nach Ff’j auflosen, wenn man will. Bevor wir den Beweis kommentieren,
formulieren wir noch

4.6 Bemerkung. Sei (D,g) — (D,§) eine Isometrie. Eine glatte Kurve IsG
u: I — D ist genau dann geoddtisch, wenn u = p o u geoddtisch ist.

Zu den Beweisen von 4.5 und 4.6: Man kann zunéchst 4.5 und anschlieflend 4.6
stur nachrechnen. Diese Rechnung ist allerdings sehr miihselig. Wir skizzieren
nur kurz den Weg, wie man 4.5 nachrechnet und geben im Anschluf} einen viel
natiirlicheren Beweis an, der allerdings den Nachteil hat, dafl Dinge benutzt
werden, die erst noch entwickelt werden miissen.

Direkter Beweis von 4.5 (Skizze): Da in der Definition der Christoffelsymbole
die inverse Matrix von g eingeht, ist es zweckméflig, die Formel zunéchst mit
Jjagks zu multiplizieren und iiber j und £ zu summieren. Danach hat man eine
(dquivalente) Formel, in die nur noch g, § und ¢ sowie partielle Ableitungen
dieser Ausdriicke eingehen. Danach benutzt man

a5() = 32 2 5, (o)) 2o

uv
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Man differenziert diese Formel unter Ausnutzung von Produkt- und Kettenregel
und erhilt dann eine zu 4.5 dquivalente Formel, in die g und ¢ sowie partielle
Ableitungen dieser Ausdriicke eingehen. Diese recht lingliche Formel ist dann
Term fiir Term zu verifizieren. O

Direkter Beweis von 4.6 (Skizze): Man transformiert die Geoditengleichung
von D auf D mittels 4.5. O

Natiirlichere Beweise von 4.5 und 4.6: Dieser funktioniert nur im Falle Rie-
mann’scher Gebiete. Man fangt besser mit 4.6 an. Im néchsten Abschnitt
geben wir eine Charakterisierung Geoditischer als Losung eines Variationsprob-
les an (5.6). Es ist unmittelbar klar, daf§ 4.6 hieraus folgt. Um 4.5 zu beweisen,
geniigt es danach folgendes zu zeigen: Die Christoffelsymbole Ffj sind durch die
Geodétischen eindeutig bestimmt. Ist also I fj ein System von Funktionen, so
daf} alle Losungen von iy +ij I‘%umj = 0 derselben Gleichung mit IV anstelle
von I' geniigen, so gilt I' = I"V. Es ist klar, dal man dies beweisen kann, wenn
die Existenz geniigend vieler Geodéten gesichert ist, in der Tat leistet der im
iiberndchsten Abschnitt bewiesen Existenzsatz 6.1 das Gewiinschte. ad

Bemerkung 4.6 legt folgende Definition von Geodétischen auf parametrisier-
baren Mannnigfaltigkeiten nahe:

4.7 Definition. Fine Kurve u : I — X auf einer parametrisierbaren Man-
nigfaltigkeit heiffit geoddtisch, falls es eine Parametrisierung o : D — X ¢ibt,
so dafy = ou in dem Riemann’schen Gebiet (D,g), g(z) = J(a,x)'J(a, x)
geoddtisch ist.

Bemerkung 4.6 besagt nun gerade:

4.8 Bemerkung. Der Begriff der Geoddtischen auf einer parametrsierbaren
Mannigfaltigkeit hingt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab.

5. Geoditische als Losung eines Variationsproblems

Sei w : I — (D, g) eine glatte Kurve in einem Riemann’schen Gebiet. Man

nennt
S° g ult)aa(tyiy ().

1<i,j<n

die Geschwindigkeit von u zum Paramterwert ¢.

5.1 Definition. Fine glatte Kurve u : I — (D, g) in einem Riemann’schen
Gebiet heifit reguldr parametrisiert, falls ithre Geschwindigkeit tberall von
0 verschieden ist und natirlich parametrisiert, falls ihre Geschwindigkeit
konstant ist.

DgF

BgN

DrP
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Die erste Bedingung héngt gar nicht von der Metrik g ab, sie besagt wegen
der positiven Definitheit von ¢ einfach, daff u(¢) fiir alle ¢ von 0 verschieden
ist. Die Bedingung der natiirlichen Parametrisierung héngt sehr wohl von der
Metrik ab.

5.2 Hilfssatz. Seiu:I — (D,g) eine reguldr parametrisierte Kurve in einem
Riemann’schen Gebiet. Wir wihlen einen festen Punkt to € I. Die Funktion

7(t) := /t Z i (u(t)) i (t)i; (t) dt

st streng monoton wachsend und bildet das Intervall I diffeomorph auf ein
anderes Intervall J ab. Die Kurve

vid —(D,g), v(t)=u(r"'(t))

1st natirlich parametrisiert.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist 7 dif-
ferenzierbar und die Ableitung ist der Integrand, also inbesondere positiv. Die
Funktion ist daher streng monoton und daher injektiv. Das Bild von 7 ist nach
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen ein Intervall. Die Umkehrabbil-
dung ist nach dem Satz fiir umkehrbare Funktionen differenzierbar. Der Rest
ist klar. a

In iiblicher Sprechweise nennt man 7 eine Parametertransformation. Der
Hilfssatz sagt also aus, dafl jede reguldr parametrisierte Kurve nach einer
geeigneten Paramatertransformation natiirlich parametrisiert ist. Der Voll-
standigkeit halber erinneren wir an den Begriff der Parametertransformation:

Zwei Kurven uw : I — D, v : J — D heiflen parameterdquivalent, falls es
einen Diffemorphismus 7 : I — J mit der Eigenschaft v o™ = u gibt. Der
Diffeomorphismus ist entweder streng monoton wachsend oder fallend. Ist er
streng monoton wachsend, so nennt man « und 3 streng parameterdquiva-
lent.

Eine einfache Anwendung der Substitutionsregel fiir Integrale zeigt:

5.3 Bemerkung. Aquivalente Kurven in einem Riemann’schen Gebiet haben
dieselbe Bogenlinge.

Fiir viele Fragen ist es ausreichend, natiirlich parametrisierte Kurven zu betra-

chten:

5.4 Bemerkung. Geoddtische in Riemann’schen Gebieten sind natirlich
parametrisiert.

AeL

GnP
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Beweis: Man hat zu zeigen, dafl

d o 99ij . . . .
o Zgij(U(t)) U (t)u;(t) = Z 6333 Uy it + ZZgijuiuj
ij v ij

Jjv

gleich Null ist. Ersetzt man 4 durch die Geodétengleichung, so kommt nach
kurzer Rechnung Null heraus. O

In der gewdhnlichen Analysis versucht man Maxima von differenzierbaren
Funktionen f : D — R auf offenen Teilmengen des R™ zu bestimmen. Die
Maxima sind unter den sogenannten kritisichen Stellen zu suchen. Das sind
definitionsgeméafl Punkte in denen alle n partiellen Ableitungen verschwinden.

In der Variationsrechnung geht man weiter. Anstelle von D betrachtet man
Mengen D von Funktionen und anstelle f Abbildungen F' : D — R. Auch
hier kann man versuchen, den Begriff der kritischen Stelle zu prédgen. Die
Variationsrechnung definiert diese als die Nullstellen der Variation 0F. Wir
wollen keine systematische Variationsrechnung entwickeln, sondern diese nur
an einem typischen Beispiel erldutern:

Sei (D, g) ein Riemann’sches Gebiet, u : [a,b] — D eine glatte Kurve. Wir
wollen u ,variieren*, ohne den Anfangs- und Endpunkt zu veridndern. Wir
betrachten daher eine Funktion A : [a,b] — R"™ mit h(a) = h(b) = 0 und bilden
die variierte Funktion

u(t,s) == u(t) + sh(t), |s| <e.
Dabei sei die Zahl € > 0 so klein gewé&hlt, dal wu(¢,s) fiir alle ¢t € [a,b] und
s € [—¢,¢| in D enthalten ist. Dies geht nach dem Satz von der gleichmiBigen
Stetigkeit. Wir wollen u(¢, s) als eine durch s parametrisierte Schar von Kurven
l[a,b] — D, t+—— h(t,s),

ansehen. Alle diese Kurven verbinden a mit . Uns interessieren diese Kurven
fiir kleine s. Wir wollen also u nur wenig variieren. Genauer interessieren wir
uns fiir folgende Bedingung:

5.5 Definition. Fine glatte Kurve u : [a,b] — (D, g) in einem Riemann’schen DkS
Gebiet im R™ geniigt dem Variationsprinzip, falls fir jede glatte Funktion
h:[a,b] — R™ mit h(a) = h(b) = 0 die Bogenlinge l,(us) der Kurve us
t— us(t) == u(t,s) = u(t) + sh(t) (Is| <e)
eine kritische Stelle bei s = 0 hat,
dly(us)

=0.
ds s=0

Wenn v eine kiirzeste Verbindungslinie ist, wenn also [y(u) < l4(v) fiir alle
glatten Kurven in (D, g) ist, welche u(a) mit u(b) verbinden, dann geniigt u
offensichtlich dem Variationsprinzip. Die Umkehrung hiervon ist jedoch falsch.
Wir kommen hierauf noch zuriick. Eigentlich interessieren uns die kiirzesten
Verbindungen, das Variationsproblem ist jedoch leichter zugénglich.
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5.6 Satz. Seiu: [a,b] — (D,g) eine glatte Kurve in einem Riemann’schen
Gebiet. Die folgenden beiden Aussagen sind gleichbedeutend:

1) w ist geoditisch.
2) w ist natirlich parametrisiert und geniigt dem Variationsprinzip.

Vor dem Beweis formulieren wir einen einfachen

5.7 Hilfssatz. Sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion, so daff

/wﬂwmnﬁ:o

fiir jedes Polynom P. Dann gilt f = 0.

Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Approximationssatzes von Weier-
strafl. Nach ihm existiert eine gegen f gleichméflig konvergente Folge von
Polynomen P,. Aus der Voraussetzung folgt, dafl das Integral iiber f? ver-
schwindet. Da diese Funktion stetig und nirgends negativ ist, folgt f = 0.
O
Es geniigt, in 5.7 nur solche Polynome zu nehmen, welche Vielfache eines
Polynoms ) # 0 sind. Denn dann folgt zunéchst f@ = 0 und hieraus f = 0.
(Da f stetig ist, spielen die endlich vielen Nullstellen von @ keine Rolle.) Ins-
besondere kann man sich in 5.7 auf Polynome P mit P(a) = P(b) beschrénken.
O
Eine Variante des Hilfssatzes besagt:

5.8 Hilfssatz. Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen, so
dafs

b
/(ﬂﬂﬂw+wwpunﬁ:0
fiir alle Polynome P mit P(a) = P(b) = 0. Dann gilt
f=4g.

Zum Beweis benutzt man partielle Integration (gP’ — —g'P). O

Beweis von 5.6: Wir wenden uns der Richtung 2) = 1) zu. Dabei wird auch
die Umkehrung klar sein. Nach Voraussetzung gilt

s=0

b
% / \/Z 9ij (u(t) + sh(t)) (@i (t) + shi(t)) (i; (t) + shy(t))dt | =0.

Nach der Leibnizschen Regel, darf man die Ableitung unters Integralzeichen
ziehen. Leitet man die Wurzel nach der Regel

i _ f
ds  2/f

GV

PTv

QTv
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ab, so sieht man, daf§ der Nenner (nach Einsetzen von s = 0) konstant wird,
da die Kurve u nach Voraussetzung natiirlich parametrisiert ist. Es folgt

/ (Z 0o =Pt + 2 Z%ﬂh%) dt = 0.

1jv

Man kann alle h, bis auf eines auf 0 setzen und dann 5.8 anwenden:

agzy —9 Z gwuz
Mittels der Auswertung
d(gizjui) d(gw(u(t)) ui (t)) 8911} U .
dt dt Jiv )+ Z 2z, (0 @ ()ii(t)
gelangt man nun rasch zur Geodétengleichung. O

6. Existenz von Geodéitischen

Wir haben Geodétische als Losungen einer Differentialgleichung eingefiihrt,
aber aufler im flachen Fall wissen wir nicht, ob Geodétische existieren. Das
mufl aber zumindest geklart sein, bevor man die Frage nach der Existenz von
kiirzesten Verbindungen stellen kann.

6.1 Satz. Seia € (D,g) ein Punkt eines pseudoriemannschen Gebiets im R"™
und A € R™ ein Vektor. Es existiert ein offenes Intervall 0 € I C R und eine
Geoditische

u:l— D, u(0)=a, u0)=A.
Sindu:I — D,v:J — D zwei solche Geoditische, so gilt u(t) = v(t) im
Durchsschnitt der beiden Intervalle.

Folgerung. Unter allen Intervallen I gibt es ein grdfites.

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Wir wollen diesen nicht beweisen.

Der Existenzsatz ist noch etwas feiner. Man kann noch die Stetigkeit der
Losungen in Abhéngigkeit von weiteren Parametern beweisen. Im Falle der
Geodétischen besagt diese Erweiterung;:

6.2 Zusatz zu 6.1. Seien K C D und L C R" kompakte Mengen. Man
kann ein offenes Intervall 0 € I C R finden, so daff die Geoddtischen zu den
Anfangswerten a € K und A € L alle auf I definiert sind. Bezeichnet man sie
mit uq, A(t), so gilt: Die Abbildung

IxKxL— D, (taA)vr— uqalt),

1st stetig und tm Innern sogar differenzierbar.

ExG
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Kapitel II. Kriimmung

1. Relative Kriimmung einer Kurve

Es gibt zwei unterschiedliche Kriimmungsphénome. Eine in den Raum einge-
bettete Kurve kann relativ zu dem umgebenden Raum gekriimmt sein. Dies ist
jedoch lediglich ein relatives Phdnomen, da man eine Kurve ldngenerhaltend
gerade biegen kann. Mathematisch kann man dies so ausdriicken.

1.1 Bemerkung. Jedes eindimensionale Riemann’sche Gebiet (D,g), D C R
ist flach.

Beweis. Man muss zeigen, dass sich eine positive differenzierbare Funktion g(z)
einer Variablen in der Form g(z) = ¢/(x)? schreiben 1i8t. Man gewinnt ¢(x)
durch Integration von +/g(x). O

Das gleiche gilt fiir eine Zylinderfliche wie {(z,y,2); 2% + y?> = 1}. Auch
diese kann man wenigstens lokal eben biegen ohne metrische Verhéltnisse zu
zerstoren. Anders ist die Situation bei einer Kugelfliche. Diese kann man nicht
eben biegen, ohne metrische Eigenschaften zu zerstoren. Wir werden somit auf
der Phénomen der Kriimmung gefiihrt. Dieses hat offenbar zwei verschiedene
Aspekte. Gebilde wie die Zylinderfliche und die Kugelfliche kriimmen sich im
Raum. Die Zylinderfliche hat aber im Gegensatz zur Kugelflache keine ,,innere
Kriimmung®.

Es ist unsere Ziel, Groflen zu definieren, welche die innere Kriimmung
beschreiben. Zuvor miissen wir jedoch die relative Kriimmung beschreiben.
Es wir sich zeigen, dafl zwischen beiden ein Zusammenhang besteht.

(Relative) Kriitmmung einer Kurve

Wir erinnern daran, dafl 4(t) den Tangentialvektor einer glatten Kurve zum
Parameterwert ¢ beschreibt. Genauer ist der Pfeil von u(t) nach u(t) + u(t)
das, was man als den geometrischen Tangentialvektor bezeichnen sollte. Die
Euklidische Lénge von 4(t) ist die Geschwindigkeit. Wir beschrianken uns auf
natiirlich parametrisierte Kurven v : I — R" (in bezug auf die Euklidische
Metrik E des R"). Es gelte also

n
Z |i;(t)|? = konstant.
i=1

JEg
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Dann ist die Geschwindigkeit von u konstant. Anderungen von 7(t) kénnen also
nur dadurch zustande kommen, daf3 sich die Richtung der Kurve &ndert, also,
daf} sie sich kriimmt. Dadurch wird nahegelegt, die zweite Ableitung () mit
der Kriimmung in Verbindung zu bringen. Da uns zunéchst nur interessiert,
wie stark sich die Kurve absolut kriimmt (unabhéngig von Richtungsfragen),
werden wir dazu gefiihrt, die Euklidische Norm ||i|| als Maf fir die Kriimmung
zu nehmen. Allerdings sollte man diese relativ zum Betrag der Geschwindigkeit
nehmen. Dies garantiert, dafl die Kriimmung sich nicht &ndert, wenn man die
Kurve u(t) durch u(Ct) (C eine von 0 verschiedene Konstante) ersetzt.

1.2 Definition. Sei u : I — R" eine natiirlich parametrisierte nicht kon-
stante Kurve. Dann st

_ Ll
0= fawl

die (relative) Kriimmung der Kurve u zum Parameterwert t.

Am Beispiel
1
u(t) = r(cost,sint), K,(t)= . (r>0)

sieht man, daf§ die Kriimmung der Kreislinie vom Radius r gerade 1/r ist.
Kleine Kreise sind starker gekriimmt als grofle.

1.3 Bemerkung. Sei u(t) eine natirlich parametrisierte Kurve im R™.
Dann gilt
a(t) L a(t).

Beweis. Man differenziere die Gleichung

Z 11;(t)* = konstant. 0

Wenn die Kriimmung von uw zum Parameterwert ¢ von 0 verschieden ist, so
spannen insbesondere %(t) und (t) einen zweidimensionalen Untervektorraum
des R™ auf. Man nennt diesen zweidimensionalen Raum

Ra(t) + Rii(t) € R™

dann die Schmiegungsebene von u zum Parameterwert ¢. Um die Schmiegung-
sebene im geometrischen Sinne zu erhalten mufl man diesen Untervektorraum
in den Punkt u(t) verschieben. Die geometrische Schmiegungsebene ist also
eigentlich der affine Raum.

u(t) + (Ra(t) + Rii(t)).

DrK

NpP
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(Eine Teilmenge A C R™ heifit affiner Raum, falls er von der Form a + W
mit einem Untervektorraum W gilt. Dabei ist W eindeutig bestimmt. Fiir a
kann man jedes Element von A nehmen. Mathematisch arbeit man lieber mit
Vektordumen als mit affinen Rdumen. Daher ziehen wir es vor, a(¢)R + @(t)R
die Schmiegungsebene zu nennen.)

2. Relative Kriimmung von Flichenstiicken

Wir wollen nun die relative Kriimmung von parametrisierbaren Fliachenstiicken
X C R" definieren. Es existiert also eine regulire und topologische Abbildung

a:D— X, D c R offen.

Sei x € X ein fester Punkt, a € D der entsprechende Parameterpunkt. Die
Funktionalmatrix definiert eine lineare Abbildung

J(a,a) : RY — R™.

Diese ist injektiv, da die Funktionalmatrix nicht ausgeartet ist. Man nennt den
d-dimensionalen Untervektorraum

T,X = J(a,a)R?

den Tangentialraum von X in z. (Der geometrische Tangentialraum ist eigent-
lich der affine Raum z 4+ 7, X).

Der Name ,, Tangentialraum® kann folgendermafien gerechtfertigt werden:

1) Er hingt nicht ab von der Wahl der Parametrisierung.
2) Ist u: I — X eine glatte Kurve, so ist u(t) in T,+) X enthalten.

Beide Eigenschaften folgen leicht aus der Kettenregel. Man kann sich sogar
tiberlegen, daf§ 7,,X aus der Menge alle 4(0) besteht, wobei u alle Kurven
w: (=r,r) — X mit u(0) = x durchlauft.

Wir erinnern daran, dafl die Parametrisierung o : D — X eines Flichen-
stiicks eine Riemann’sche Metrik g(z) = J(a, x)'J (o, ) definiert und daf man
diese dazu benutzen kann, Geodétische auf X einzufithren. Der Existenzsatz
fiir Geodétische impliziert:

Zu jedem Punkt a € X und zu jedem Tangentialvektor A € T, X existiert eine
Geodditische u : I — X mit den Figenschaften

0el, u(0)=a, u(0)=A.

Diese ist in naheliegendem Sinne eindeutig bestimmt und es gibt ein eindeutig
bestimmtes grofstes 1. Ist K C T, X eine beschrinkte Teilmenge, so kann man
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eine gemeinsames I fir alle A € K finden. Die Abbildung (in naheliegender
Bezeichnung)
KxI— X, (At)— ua(t)

18t stetig.

Wir wollen nun insbesondere Geodétische v auf X und deren relative Kriim-
mung betrachten. Wir wissen bereits, dafl i(t) auf u(t) senkrecht steht. Wir
wollen mehr zeigen, ndmlich daf i(t) auf dem ganzen Tangentialraum T, X
senkrecht steht und dafl diese Eigenschaft die Geodésie sogar charakterisiert.

2.1 Hilfssatz. Eine glatte Kurve u auf einem Flichenstick X C R"™ ist
genau dann geoddtisch, wenn ii(t) fir jeden Parameterwert t senkrecht auf dem
Tangentialraum Ty, ) X steht.

Beweis. Sei a: D — X eine reguldre Parametrisierung des Fléachenstiicks. Wir
transportieren die Kurve u ins Paramtergebiet, v : [ — D, u = aowv. Der
Tangentialraum in einem zu a € D gehorenden Punkt wird von den Spalten
der Jacobimatrix aufgespannt. Es gilt also

i(t) L Tuwy <= Zui(t)gj; (u(t)) =0 (V).

Man wende jetzt zweimal die Kettenregel an, um @ mittels © = a o v durch
Ableitungen von a und v ermitteln. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl genau
die Gedoditengleichung fiir v zur Riemann’schen Metrik g(z) = J(a, )" J(a, )
herauskommt. U

2.2 Definition. Sei X ein Flichenstick im R™, a € X ein Punkt und
A eT,X ein von 0 verschiedener Tangentialvektor. Die Krimmung von X in
a in Richtung A ist die Krimmung einer Geoddtischen u : (—e,¢) — X mit
u(0) = a und 4(0) = A zum Parameterwert t = 0,

kx(a, A) := K, (0).

Es ist klar, dass diese Kriimmung sich nicht &ndert, wenn man A durch ein tA,
t # 0, ersetzt. Man kann daher, wenn man will, A normieren und [|A] = 1
annehmen.

3. Die Gaufische Kriimmung einer Hyperfliche

In diesem Abschnitt sei @ : D — X die Parametrisierung eines Hyperflichen-
stiicks im R™, d.h. D € R™™* (offen). In diesem Fall hat der Tangentialraum
die Dimension n — 1.

gsT

DKf
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Ein Vektor n € R"™ heif3t Einheitsnormalenvektor, falls er senkrecht auf T,, X
steht (beziiglich des Euklidischen Skalarprodukts) und falls seine Euklidische
Lénge 1 ist. Es gibt genau zwei Einheitsnormalenvektoren. Ist n der eine, so
ist —n der andere.

3.1 Definition.  FEine Orientierung eines Hyperflichenstiicks X in einem DoH
Punkt a € X ist eine Auswahl eines der beiden Einheitsnormalenvektors.

Ist u : (—e,¢) — X eine Geoditische, so steht i(0), wie wir wissen, auf dem
Tangentialraum senkrecht. Es gilt daher

i(0) = sn.

Wir versehen nun die Kriimmung mit einem Vorzeichen, dem Signum von s,

1 falls s > 0,
sgn(s) = {O falls s = 0,
—1 falls s < 0.

Es gilt offenbar
sgn(s) = sgn ((@(0), n)).

3.2 Definition. Seien X C R" ein Hyperflichenstiick, welches in dem Punkt DgKa
a € X orientiert ist und A € T,X ein Tangentialvektor, so ist die gerichtete
Krimmung von X in a in Richtung A durch

Kx(a,A) =sgn((i(0),n)) kx(a, A)

definiert.

Den Normalenvektor stelle man sich als Beobachter vor. Das Vorzeichen der
Kriimmung gibt an, ob sich das Flachenstiick in Richtung A vom Beobachter
wegkriimmt oder sich auf ihn zukriimmt. Ist X beispielsweise ein Stiick Ku-
gelflache und weist der Normalenvektor nach auflen, so kriimmt sich X vom
Beobachter weg, die (gerichtete) Kriilmmung ist also negativ. Ein anderes
Beispiel erhélt man, wenn man fiir X ein Stiick Gebirgslandschaft nimmt.
Ein Wanderer (Normalenvektor nach auflen, also in die Luft gerichtet), mag
bei einer Bergbesteigung die Kritmmung folgendermafien erleben. In Horizon-
talrichtung kriimmt sich der Berg von ihm weg, in Horizontalrichtung ist also
die Krimmung immer negativ. Zu Beginn der Besteigung, wenn die Steilheit
noch im Zunehmen ist, kriimmt sich der Berg in Vertikalrichtung auf ihn zu,
die Kriitmmung in Vertikalrichtung ist dann also positiv. Gegen Ende des Auf-
stiegs, wenn die Steilheit allméhlich geringer wird, kriimmt sich der Berg von
dem Wanderer in Vertikalrichtung weg. Ein Maulwurf, der unterirdisch die
Wanderung begleitet, sieht dasselbe Kriimmungsverhalten (soweit ein Maul-
wurf sehen kann) mit umgekehrtem Vorzeichen.
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Wir kommen nun zur Gauflschen Kriimmung eines Hyperflichenstiicks.
Zunichst eine kleine banale Bemerkung: Es gilt

Kx(a,tA) = Kx(a,A) fiir t#0 (t€R).

Wenn man sich in einem festen Punkt a € X fiir alle moglichen Kriimmungen
Kx(a,A) interessiert (bei variablem A), so kann man sich auf Vektoren der
Norm 1 beschrianken, ||A|| = 1. Die Menge dieser Vektoren ist kompakt. Wir
wissen auflerdem, dafl die Zuordnung

A Kx(a,A) (A#0)

stetig ist. Da eine stetige Funktion auf einem Kompaktum sowohl Minimum als
auch Maximum besitzt, besitzt Kx (a, A) ein Maximum und ein Minimum. (Es
gilt sogar, dal die Menge all dieser Kriimmungen ein abgeschlossenes Intervall
in R darstellt.) Sei m das Minimum und M das Maximum. Ersetzt man den
Normalenvektor durch sein Negatives, so wird —m das Maximum und —M das
Minimum. Das Produkt der beiden bleibt dasselbe! Dies fiihrt zu:

3.3 Definition. Sei X € R" ein Hyperflichenstiick. Die Gauf3sche Kriim-
mung in einem Punkt a € X ist das Produkt der beiden extremalen Krimmun-
gen,

kx(a) :=max, Kx(a,A) min, Kx(a,A) (A#0).
(Dieses Produkt ist von der Wahl des Einheitsnormalenvektors unabhdngig.)

Die Gauflsche Kriimmung kann positiv und negativ sein. Der Bergsteiger in
obigem Beispiel schreitet auf einer Fliche negativer Gaufischer Kriimmung,
solange er sich im Anstieg bei zunehmender Steilheit befindet. Erst weiter
oben, wenn der Berg allmahlich flacher wird, ist die Gaufische Kriimmung der
Bergoberfliche positiv. Der Maulwurf unter ihm erlebt das genauso.

4. Theorema Egregium, Formulierung

Die Definition der Gauflschen Kriimmung ist eine Grofle, welche mit dem
Kriimmungsverhalten einer Fliche X C R" relativ zu dem umgebenden Raum
R3 zu tun hat. Gauf hat vermutet, da diese Kriimmung im Wahrheit nichts
mit dem umgebenden Raum zu tun hat, sondern eine innere Eigenschaft von
X ausdriickt. Was soll das heiflen?

4.1 Theorema Egregium von Gauss. Die Gaufische Kriimmung von Fld-
chenstiicken im Raum R® ist isometrisch invariant. Ist also ¢ : X — Y eine
Isometrie zwischen (zweidimensionalen) Flichensticken im Raum, so gilt

rx(a) = ry(pa))  (a€X).

DgK
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Vor dem Beweis benétigen wir eine Information iiber die Auswahl des Ein-
heitsnormalenvektors. Dazu machen wir eine Vorbemerkung aus der linearen
Algebra: Seien aq,...,a,_1 Spaltenvektoren aus dem R". Wir fassen sie zu
einer n x (n—1)-Matrix A = (a1,...,an—1) zusammen. Wir streichen aus dieser
Matrix die i-te Zeile (1 < i < n) und erhalten eine (n —1) x (n — 1)-Matrix A;.
Wir definieren

di = (=1)"1 det(4;).

Der Spaltenvektor d, welcher aus den di,...,d, gebildet wird, heifit das
Kreuzprodukt der Vektoren aq,...,a,_1:

d:zal X X Ap—1.
Aus den Rechenregeln fiir die Determinante folgt (benutze Laplace’sche En-

twicklung):

1) Das Kreuzprodukt steht senkrecht auf den Vektoren aq,...,a,_1.
2) Das Kreuzprodukt ist dann und nur dann Null, wenn die n — 1 Vektoren
ai,...an_1 linear abhéngig sind.

Fiir uns reicht der Fall n = 3, wo man dies leicht nachrechnen kann. Sei nun
a : D — X eine regulidre Parametrisierung eines Hyperflachenstiicks. Wir
betrachten die Jacobimatrix in einem Punkt a € D. Sie besitzt n — 1 Spalten,

J(a,a) = (Ji(a,a),...,Jn—1(a,a)).

Diese bilden eine Basis des Tangentialraums T, ;) X. Ihr Kreuzprodukt ist
daher ein Normalenvektor und

Ji(aya) x - X Jp_1(aya)
|Ji(a,a) X -+ x Jp_1(a, a)l|

ny,(a) =n(a) = |

ist ein Einheitsnormalenvektor im Punkt a(a). Dieser hiangt natiirlich von der
Wahl der Parametrisierung ab.

4.2 Bemerkung. Seia : D — X C R" ein reguldr parametrisiertes Hy-
perflichenstiick. Es exisiert eine differenzierbare Auswahl

D — R", z+—ny(r) L ThmX,

des Einheitsnormalenvektors (zum Punkt a(x)).

Wir fithren nun die Fundamentalformen eines parametrisierten Hyperflichen-
stiicks ein:

AeD
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4.3 Definition. Sei a : D — X C R" ein requlir parametrisiertes Hy- FuF
perflichenstiick. Die erste Fundamentalform ist
g(x) = I, 2)'J (0, 2).

Die zweite Fundamentalform ist

h(z) = (hij(@)<ig<n mit hij(x) = <”0‘($)’ ggja(z >

Die erste Fundamentalform haben wir bereits kennen gelernt, beispielsweise um
die Geoditengleichung aufzustellen. Die zweite Fundamentalform wird Ahnli-
ches fiir die Kriimmung leisten.

4.4 Hilfssatz. Sei a« : D — X eine requlire Parametrisierung eines bmZ
d-dimensionalen Flichensticks, x € D ein Parameterpunkt, & = «(x) der
entsprechende Punkt auf X und schlieflich A € R ein von Null verschiedener
Vektor, der dem Tangentialvektor

A= J(a,7)(A) € Ty X

entspreche. Dann gilt

Wir erinnern an die Bezeichnung

S[’U] = Z sijvivj

1<i,5<d

fiir eine symmetrische d x d-Matrix S und einen Vektor v € R¢. Schreibt man

v als Spaltenvektor, so gilt
S[v] = v'Sw.

Beweis von 4.4. Sei u : (—¢,¢) — X eine Geoditische mit u(0) = Z und
4(0) = A. Nach Definition gilt
i(0) = Kx (&, A) [a(0)[|* na ().
Multipliziert man skalar mit n,(z), so erhdlt man
(ii(0), na(2)) = Kx(a, A) |[u(0)].
Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus den Formeln
g(@)] = [a(0)[* und h(@)[] = (na(z),i(0)).

Um die beiden Formeln zu beweisen, schreibt man u = « o v mit einer Kurve
v: (—e,e) — D. Man leitet nun mittels der Kettenregel u zweimal ab und
wertet dann bei ¢ = 0 aus. Man benutze v(0) = = und v(0) = A sowie die
Tatsache, dafl n(x) senkrecht auf 73 X und damit auf J(«,x)(9(0)) steht. Die
beiden Formeln und damit der Beweis von 4.4 folgen unmittelbar. ad
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4.5 Hilfssatz. Seien g eine symmetrische positiv definite und h irgendeine
symetrische 2 X 2-Matrixz. Dann gilt
h[A] . h[A] deth

AglA] A GIA] T detyg

max (A#0).
Folgerung. Die Gaufische Kriimmung eines requldr parametrisierten Flichen-
stiicks u: D — X C R® in einem Punkt a = u(x) berechnet sich aus den beiden
Fundamentalformen zu @)

det h(x
rx(a) = det g(z)
Beweis. Die Aussage #dndert sich nicht, wenn man simultan die Ersetzung
g — u'gu und h — v hu mit einer invertierbaren 2 x 2-Matrix vornimmt.
Jede symmetrische reelle Matrix besitzt nach dem Spektralsatz eine Orthogo-
nalbasis von Eigenvektoren oder anders ausgedriickt, es gibt eine orthogonale
Matrix u (u'u =Einheitsmatrix), so daf§ w'gu = d eine Diagonalmatrix ist.
Die Diagonalelemente sind positiv, da g positiv definit ist. Da man aus den
Diagonaleintragen von d die Quadratwurzel ziehen kann, findet man eine Ma-
trix — wir bezeichnen sie wieder mit u —, so dafl v’gu die Einheitsmatrix ist.
(DaB u nicht mehr orthogonal zu sein braucht, macht nichts.) Wir kénnen also
von vornherein annehmen, dafl g die Einheitsmatrix e ist. Ersetzt man nun
h durch v'hv mit einer orthogonalen Matrix und beachtet man v'ev = e, so
kann man erreichen, dafl auch h eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen
A1 < \g ist. Es ist eine einfache Ubungsaufgabe zu zeigen, dafl das Minimum
bzw. Maximum der Funktion

)\1%% + )\21’%
2 2
r{ + x5

gerade \; bzw. Ao ist. Thr Produkt ist gleich

5. Theorema Egregium, Beweis

Sei f: X — X eine Isometrie von Hyperflichenstiicken im R™ ™!, Wir wiihlen
eine regulére Parametrisierung o : D — X und erhalten durch Zusammenset-
zung mit f eine regulidre Parametrisierung & : D — X. Wir bezeichnen die

Fundamentalformen mit (g, h) bzw. (g, h). Das Theorema Egregium besagt

det h(z)  deth(x)
detg(xz)  detg(x)’
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Da f eine Isometrie ist, gilt g = g. Das Theorema Egregium besagt also

det h(z) = det h(x).
Es ist somit unser Ziel, diese Formel zu beweisen. Da sich A in recht kom-
plizierter Weise aus « berechnet, ist diese Formel alles andere als trivial. Wenn

es gelingt, det h durch ¢ auszudriicken, ist man natiirlich fertig. Dies ist das
Ziel der folgenden (recht komplizierten) Rechnungen.

5.1 Hilfssatz. FEs gilt

d%a O« 1 [0gki = Ogrj  0Ogij k
— V== — = HY).
<8xi8xj’ axk> 2 [8.% * Ox;  Oxy ( )

Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen. O

5.2 Hilfssatz. FEs gilt

axm =3 axk + hij(@)naa).

Beweis. Die Vektoren
da(z) da(z)
ox1 7 Oz,

) nOt (.CC)

sind linear unabhéngig. (Der letzte steht senkrecht auf den ersten n.) Es gilt
daher eine Darstellung

) % aa:j ZF' ) 4 Wiyl o)

mit zunéchst irgendwelchen IV, h'. Nach Definition der zweiten Fundamental-

form ist
da’(x)
hij = <na(m), z;0x >

Multipliziert man (*) skalar mit n,(z), so folgt h;; = (h’);;. Multipliziert man
(%) skalar mit Oa/Oxy, so folgt I"k = I"C mittels 5.1. O

Wir leiten jetzt die Formel aus Hilfssatz 5.2 nach x; ab und multiplizieren
das Resultat skalar mit den partiellen Ableitungen von a.

ZnA
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5.3 Hilfssatz. FEs gilt

Do
<8:c15’xj(9xk dx; > Z L5y gt + Z

1<u,v<n

— hirhji.

Beweis. Aus 5.2 folgt zunéchst

3 n 2
<8xi§x(;8xk’8a_§l>: ;F?k<8a_§l’ %>+
(e ) Sl (e

v=

Um diese Formel zu vereinfachen, nutzen wir

(s s =0

aus und die Folgerelation (Ableiten nach z;)

(e )+ =0
Schliellich und endlich benutze man
Jda O
<(9ac,, ox; > gut-
und Hilfssatz 5.3 ist bewiesen. O

Die Formel aus Hilfssatz 5.3 hat eine merkwiirdige Eigenschaft. Die linke
Seite dndert sich nicht wenn man j mit k& vertauscht. Auf der rechten Seite
ist dies nicht offensichtlich. Vergleicht man die beiden rechten Seiten (einmal j
mit k£ vertauscht, so erhélt man eine Relation, in der nur die Funktionen A und
Funktionen, die sich aus g berechnen lassen eingehen. Wir definieren zunéchst
die g-Terme, die in diese Relation eingehen:

5.4 Definition.  Sei (D, g) ein pseudoriemannsches Gebiet. Die  Krim-
mungsgroffen” sind

ort

. . O 4 .

P kj lj B JTReY)

Jkl — 0.%[ axk + § :ijrlu E :Flij;u
n "

z]k:l E GJiv ;‘/k;l~

Aus 5.3 folgt nun auf dem angegebenen Wege:

ZnC
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5.5 Satz. Sei a« : D — X eine requlire Parametrisierung eines Hy-
perflichenstiicks. Es gilt:

Rk = hihyy — highig

Folgerung. Die Gauf$’sche Krimmung eines requlir parametrisierten Fld-
chenstiicks im R ist
Ri212(7)

kx(a(x)) =— det g(z)
Unser Ziel, die Gauf3’sche Kriimmung ganz durch g und abgeleitete Gréfien

auszudriicken, ist somit erreicht. Damit ist das Theorema Egregium bewiesen.
O

Sei (D, g) ein zweidimensionales pseudoriemannsches Gebiet. Es liegt nahe,
die Gaufi’sche Kriimmung durch die Formel

_R1212(3’3)
det g(x)

zu definieren (unabhingig von der Frage, ob g von einem Fliachenstiick im Raum
kommt und auch im indefiniten Fall.) Es ist zu erwarten, dass auch in dieser
allgemeineren Situation das Theorema Egregium gilt, dass also Kriimmung
isometrisch invariant ist. Dies sollte sich eigentlich ausrechnen lassen. Wir
wissen ja, wie sich die Fundamentalform ¢ bei Iometrien transformiert. Wir
formulieren gleich die allgemeinsten Transformationsformeln (in beliebigigen
Dimensionen).

kx(a(z)) =

5.6 Satz. Seiy : (D,g) — (D,g) eine Isometrie pseudoriemannscher Ge-
biete. Es gilt

N _ 0y Opy Opy Opx =
Rijua(w) = Z Ox; Oxj Oxy Oxy By (y).

MUy A

Die behauptete Transformationsformel folgt hieraus in Verbindung mit

5.7 Bemerkung. Fs gilt
Rijri = —Rjiti = —Rijik = Riuij
sowie
Rijki + Rjri + Riiji =0 (Bianchi-Identitdt).
Insbsondere ist im Falle der Dimension zwei Ri215 die einzig relevante Krim-
mungsqrofse.
Aus den angebenenen Formeln folgt nun folgende abstrakte Version des Theo-

rem Egregium 4.1.

5.8 Theorem. Die Gauf$’sche Krimmung zweidimensionaler pseudorie-
mannscher Gebiete ist isometrisch invariant.
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Kapitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1. Der Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Wir benutzen im folgenden den Begriff des topologischen Raumes. Alle topo-
logischen Réaume, die wir betrachten wollen, sollen Hausdorff’sch sein, d.h. zu
je zwei verschiedenen Punkten sollen disjunkte Umgebungen existieren. Jedem
metrischen Raum unterliegt ein topologsicher Raum. Ist X ein topologischer
Raum, so kann auch jede Teilmenge Y mit einer Topologie versehen werden, der
sogenannten induzierten Topologie. Eine Tielmenge V' C Y heifle offen, wenn
es eine offene Teilmenge U C X gibt, so dass V = U NY gilt. Somit kénnen
insbesondere Teilmengen des R™ als topologische Riume aufgefasst werden.
Wir machen im folgenden stets stillschweigend eine weitere Annahem:

Der Raum X hat abzihlbare Basis der Topologie, d.h. es gibt ein abzdihlbares
System offener Mengen Uy, Us, ..., so daf$ jede offene Menge sich als Vereini-
gung von Mengen dieses Systems darstellen ldfst.

Beispielsweise hat der R"™ abzéhlbare Basis der Topogie. Man betrachte das
abzihlbare System aller offenen Kugeln mit rationalen Radien um Mittelpunkte
mit rationalen Koordinaten. Hat X anzéhlbare Basis der Topologie, so hat auch
jede Teilmenge — versehen mit der induzierten Topologie — abzdhlbare Basis der
Topologie.

Der Vorteil von Rdumen mit abzéhlbarer Topologie ist der folgende.

Sei X ein Hausdorffraum mit anzdihlbarer Basis der Topologie. Fine Teil-
menge K C X st genau dann tiberdeckungskompakt, falls jede Folge in K
einen Haufungspunkt in K hat.

1.1 Definition. Fine Karte auf einem topologischen Raum X ist eine topol-
ogische Abbildung einer offenen Teilmenge U, C X auf eine offene Teilmenge
Vi, CR"™ (n geeignet),

0:U, —V,, U,CX, V,CR" (offen).
Ein Atlas A auf X ist eine Menge von Karten, deren Definitionsbereiche ganz

X diberdecken,
X=|JU,.

peA
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Sind ¢, zwei Karten auf X, so definiert man die Kartenwechselabbildung
durch

v @(Up NUy) — (U, NUy),  (z) =p(p™ (2)).
Abweichend von der strengen Konvention der Mengenlehre schreibt man haufig

y=yop .

Solcher Miflbrauch der Schreibweise bedingt, dafl man sich im Hintergrund
iiber die genauen Definitions- und Zielbereiche klar ist. Interessant ist die
Kartenwechselabbildung nur, wenn der Durchschnitt U,NUy, nicht leer ist. Man
braucht dies jedoch nicht extra zu fordern; wir halten uns an die Konvention,
dafl es von der leeren Menge in eine beliebige Menge genau eine Abbildung (die
leere Abbildung) gibt.

1.2 Definition. Man nennt zweit Karten
p:U, —V,CR", ¢:Uy —Vy CR™

differenzierbar vertrdglich, falls gilt:
1. (U, NUy) C R™ und (U, N Uy) C R™ sind offen.

1

2. Die Kartenwechselabbildung 1) o =" st ein Diffeomorphismus.

Wenn U, N Uy nicht leer ist, so muf natiirlich n = m gelten.

1.3 Definition. FEin Atlas A heifit differenzierbar, falls alle Kartenwechsel-
abbildungen in A differenzierbar vertrdiglich sind.

Zwei Atlanten A, B heiflen differenzierbar vertrdglich, falls ihre Vereinigung
AU B differenzierbar ist.

Man muf sich iiberlegen, daf dies eine Aquivalenzrelation ist. Nicht offen-
sichtlich ist lediglich die Transitivitét,

Wir verzichten auf den Beweis.

1.4 Definition.  Eine differenzierbare Struktur auf einer Menge X ist
eine volle Aquivalenzklasse dquivalenter Atlanten.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Menge mit einer ausge-

zeichneten differenzierbaren Struktur.

Somit definiert jeder differenzierbarer Atlas A auch eine differenzierbare Struk-
tur. Aquivalente Atlanten definieren dieselne differenzierbare Struktur.

Dkw
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28 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.5 Bemerkung. Sei A ein differenzierbarer Atlas. FEs gibt einen grofiten
Atlas Apmax, welcher mit A differenzierbar vertrdglich ist. Er besteht aus allen
Karten ¢, welche mit allen Karten aus A differenzierbar vertrdglich sind. FEs
gilt A C Apax.

Zwei Atlanten sind genau dann #dquivalent, wenn ihre maximalen Atlanten
iibereinstimmen.

Einfache Manipulationen mit differenzierbaren Karten:

1) Man kann eine Karte ¢ : U, — V,, verkleinern: Man nimmt einen offenen
Teil V, C V,,, dessen Urbild U, C U, und definiert ¢’ : U, — V,, durch
Einschranken.

2) Seio : V, — V' irgendein Diffeomorphismus auf ein andere offene Teilmenge
V" des R™. Dann ist auch o o ¢ eine differenzierbare Karte.

Diese beiden Manipulationen reichen aus, um zu zeigen:
Zu jedem Punkt a € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit existiert eine

Karte p mit
Vo={zeR" |zl <1}, ¢(a)=0.

Das einfachste Beispiel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist der R",
versehen mit dem tautologischen Atlas, welcher nur aus einer einzigen Karte,
der Identitéit id : R™ — R"™ besteht. Der zugehoérige maximale Atlas besteht
aus allen Diffeomeorphismen

¢:U, —V,, U, V,CR" offen.

Allgemeiner kann jeder endlich dimensionale reelle Vektorraum V mit einer
Struktur als differenzierbare Mannigfaltigkeit versehen werden. Man nehme
den Atlas aller Vektorraumisomorphismen V' — R" als definierenden Atlas.

2. Differenzierbare Abbildungen

2.1 Definition. Fine Abbildung differenzierbarer Mannigfaltigkeiten f : X —
Y heifit differenzierbar, falls sie stetig ist und falls fiir je zwei differenzierbare
Karten ¢ auf X und v auf Y gilt, daff 1o f o~ im dblichen Sinne differen-
zierbar ist.

Wir begehen hierbei wieder einen ,, Bezeichnungsmibrauch“: Unter 9o fop™!

versteht man die Abbildung

o(f 1 (Uy) NUG) — Vi, @ +—0(f(p~ " (2)).

Man beachte, dafi die linke Seite offen im R™ ist. (Um dies zu garantieren,
mufite man die Stetigkeit von f mit in die Definition aufnehmen. Trivial aber
dennoch fundamental wichtig ist:

AmD
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2.2 Bemerkung. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten. Zu jedem a € X mdge ein Kartenpaar ¢ auf X und ¢ auf
Y mit a € U, und f(a) € Uy existieren, so daff o fop~ 1 differenzierbar ist.
Dann ist f differenzierbar.

Hierbei wird benutzt, dafl je zwei differenzierbare Karten differenzierbar ver-
tréaglich sind.

Spezialfille differenzierbarer Abbildungen sind differenzierbare Funktionen
f: X — R. Hier ist lediglich zu fordern, da8 f o ¢~ ! fiir alle differenzierbaren
Karten differenzierbar ist.

Bezeichnung.
C*(X,Y), C(X)=C"(X,R)

fiir die Menge der differenzierbaren Abbildungen (Funktionen).
Die folgenden Permanenzregeln sind trivial:

Die identische Selbstabbildung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist dif-
ferenzierbar.

Die Zusammensetzung go f differenzierbarer Abbildungen f: X —Y,g:Y —
Z st differenzierbar.

Ebenfalls trivial ist: Seien U C R"™ und V C R" offene Teilmengen, welche
wie im vorigen Abschnitt erldutert, als differenzierbare Mannigfaltigkeiten
aufgefafit werden. Eine Abbildung f : U — V ist genau dann differenzier-
bar im Sinne der gewohnlichen reellen Analysis, wenn sie eine differenzierbare
Abbildung differenzierbarer Mannigfaltigkeiten ist.

Schliellich erwdhnen wir noch, daf jeder offene Teil U C X einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit selbst eine naheliegende Struktur als differenzier-
bare Mannigfaltigkeit besitzt. Ist U, — V,, eine Karte auf X, so kann man die
eingeschriankte Karte U, NU — ¢(U, NU) auf U betrachten. Ist A ein Atlas
von X, so kann man den eingschrinkten Atlas A|U betrachten. Er definiert
eine differenzierbare Struktur auf U. Diese hingt nur von der Aquivalenzklasse
von A ab. Die natiirliche Inklusion U — X ist differenzierbar.

Schliefflich prdgen wir noch den Begriff des Diffeomorphismus f : X —
Y differenzierbarer Mannigfaltigkeiten. Dies ist eine bijektive Abbildung, so
daB sowohl f als auch f~! differenzierbar sind.

Wir erhalten eine neue Interpretation das maximalen Atlas:

2.3 Bemerkung. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Elemente
des maximalen Atlas sind nichts anderes als Diffeomorphismen von offenen
Teilen von X auf offene Teile eines R™.

Dabei sind offene Teile von X und R" als differenzierbare Mannigfaltigkeiten
zu verstehen.
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Untermannigfaltigkeiten

2.4 Definition. FEine Teilmenge Y C X einer differenzierbaren Mannigfal- DgT
tigkeit heif§t glatt, falls es zu jedem Punkt a € Y eine differenzierbare Karte
auf X mita € Uy, 0 €V, p(a) =0 gibt, so daff

gp(YﬂUw):{xGVq,, 0:xd+1:---:xn}

mit geeignetem d, 0 < d < n gilt.

Der Spezialfall n ist zugelassen: Offene Teilmengen von X sind spezielle glatte
Mengen. Wir versehen Y mit einer differenzierbaren Struktur: Durch Ein-
schrinkung von ¢ in 2.4 erhélt man eine bijektive Abbildung

@0:Y0U¢—>{m€Rd; (x,O,...,O)EVw}.

Dies ist eine Karte auf Y und die Menge der so definierten Karten bildet einen
Atlas. Es ist ziemlich klar, dafl dieser Atlas differenzierbar ist. Durch ihn wird
Y zu einer differenzierbaren Mannigfaltikeit.

Die natiirliche Inklusion i : Y — X, i(x) = z, ist differenzierbar. Mehr noch:
eine Abbildung f : Z — Y einer weiteren differenzierbaren Mannigfaltigkeit Z
in Y ist genau dann differenzierbar, wenn die Zusammensetzung to f : Z — X
mit der natiirlichen Inklusion differenzierbar ist.

Eine differenzierbare Abbildung f : X — Y differenzierbarer Mannigfal-
tigkeiten heifit eine Einbettung, falls es einen glatten Teil Z C Y sowie einen
Diffeomorphismus g : X — Z gibt, so daf g(x) = f(z) fiir alle z € X gilt.

Von besonderer Bedeutung sind glatte Teilmengen des R™. Man spricht
auch von eingebetteten Mannigfaltigkeiten im Gegensatz zu den abstrakten
Mannigfaltigkeiten. Beispiele sind die bereits betrachteten parametrisierbaren
Mannigfaltigkeiten.

2.5 Bemerkung. FEine Teilmenge X C R" ist genau dann glatt, wenn jeder TglR
Punkt eine offene Umgebung (in X ) besitzt, welche sich regulir parametrisieren

lifst. Ist ¢ eine Karte, so ist « = o~ ! eine requlire Parametrisierung und
umgekehrt.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satz fiir implizite Funktionen. Wir verzichten
auf Einzelheiten. O

Es 148t sich beweisen, dafl jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X diffeo-
morph zu einer eingebetteten Mannigfaltigkeit Y C R"™ ist, daf} also eine Ein-
bettung X — R™ (n geeignet) existiert. (Hierbei wird verwendet, da§ in X
das Trennungsaxiom gilt und dafl X abzdhlbare Basis der Topologie hat.)
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3. Tangentialraum

Ein Wesensmerkmal des Begriffs der differenzierbaren Abbildung f: U — V
offener Teile U C R", V' C R™ ist die lineare Approximation im Kleinen. Zu
jedem Punkt existiert eine lineare Abbildung R"™ — R™ — vermittelt durch die
Jacobimatrix J(f,a) — welche f in der Ndhe von a gut approximiert. Dieses
Konzept will man auch fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung
haben. Man benétigt dazu fiir jeden Punkt a einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X einen Vektorraum 7, X und es soll fiir jede differenzierbare Abbildung
f X — Y eine lineare Abbildung T, X — Tj,)Y erklirt werden. Es zeigt
sich, daf3 eine solche Konstruktion méglich und mit sehr einfachen naheliegen-
den Forderungen sogar eindeutig ist. Wir beginnen damit, diese Forderungen
zu formulieren:

3.1 Definition. Fine Tangentialraumtheorie besteht aus folgenden Vor-
schriften:

1. Jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X und jedem Punkt a € X ist ein
reeller Vektorraum T, X — der sogenannte Tangentialraum — zugeordnet.

2. Jeder differenzierbaren Abbildung f : X — Y differenzierbarer Mannigfal-
tigkeiten und jedem Punkt a € X st eine lineare Abbildung — die sogenannte
Tangentialabbildung —

Taf . TaX — Tf(a)y

zugeordnet.
3. Jedem endlich dimensionalen Vektorraum V (aufgefaf$t als differenzierbare
Mannigfaltigkeit) und jedem a € V' ist ein Isomorphismus

VTV

zugeordnet.
Folgende Bedingungen sollen erfillt sein.

a) Lokalitdt: Ist U C X ein offener Teil und i : U — X die natirliche
Inklusion, so ist fir a € U die Tangentialabbildung

Tyi:T,U > T,X

etn Isomorphismus.
b) Kettenregel: Sind f : X — Y und g :Y — Z differenzierbare Abbildungen,
so gilt
Ta(g o f) = Tf(a)g © Taf'
Auflerdem seien die Tangentialabbildungen der identischen Selbstabbildung
idy : X — X die identischen Abbildungen T,X — T,X.

DTTa
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c) Ist A:V — W eine lineare Abbildung endlich dimensionaler Vektorriume,
so ist das Diagramm

v A w
! !
T, A

kommutativ. (Die Vertikalpfeile sind die Isomorphismen aus 2.)
d) Anbindung an die Jacobimatrixz: Sei f : U — V eine differenzierbare
Abbildung offener Teile U C R™ und V C R™. Fiir einen Punkt a € U ist

folgendes Diagramm kommutativ:

! !

T,R" L TR

Wir wollen annehmen, dafl eine solche Theorie existiert und einige ihrer Eigen-
schaften ableiten. Diese fithren dann auch zu einem Eindeutigkeits- und Exis-
tenzbeweis. Zunéchst einmal wollen wir den Isomorphismus V. — T,V be-
nutzen, um einen Vektorraum mit seinen Tangentialrdumen zu identifizieren.
Ebenso wollen wir fiir einen offenen Teil U C X die Tangentialrdume 7, U und
T, X (a € U) mittels des Isomorphismus a) identifizieren. Diese Identifikatio-
nen werden zu keinen Konflikten fithren. Wenn Probleme entstehen sollten,
kann man sie jederzeit wieder autheben.

Nach diesen Identifikationen kann man sagen: Der Tangentialraum einer
offenen Teilmenge U C R" in einem Punkt a € U ist der R™,

T,.U =R" fir U C R" offen.
Fiir eine differenzierbare Abbildung
f: U=V, UcCR", VCR™ (beide offen),

und einen Punkt a € U stimmen die Tangentialabbildung und die durch die
Jacobimatrix vermittelte lineare Abbildung iiberein:

Tof = J(f,a).

Sei ¢ : U, — V,,, V,, C R" offen, eine differenzierbare Karte. Wir erhalten fiir
a € U, einen Isomorphismus 7, X = R". Insbesondere ist die Dimension von
T, X gleich der Dimension des Kartenblattes V,,. Man nennt

dim, X =dim7T,X =n ,falls V, C R" offen

die Dimension von X in a. Man nennt X reindimensional, wenn seine Dimen-
sion in allen a € X gleich ist und man schreibt dann

dim X = dim, X.
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Die Menge der Punkte X (n) einer festen Dimension n ist offenbar offen in X.
Da X die disjunkte Vereinigung aller X (n) ist, ist sie auch abgeschlossen (da ihr
Komplement offen ist). Zusammenhingende Rdume sind dadurch gekennze-
ichnet, daf sie auler ) und ganz X keine offenen und abgeschlossenen Teile
enthalten. Nicht leere zusammenhingende Rdume sind daher immer reindi-
mensional.

Wir haben gesehen, dafl eine differenzierbare Karte einen Isomorphismus
T,X = R"™ nach sich zieht. Da der Begriff der differenzierbaren Abbildung
iiber Karten definiert wurde, kann man viele Aussagen der lokalen Theorie
auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten iibertragen, beispielsweise den
Satz fiir umkehrbare Funktionen:

Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung und a € X ein Punkt. Folgende
beiden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Tangentialabbildung T, f : To X — Tyq)Y ist ein Isomorphismus.
2. Es gibt eine offene Umgebung a € U, so daf$ f einen Diffeomorphismus von
U auf eine offene Umgebung von f(a) vermittelt.

Der Satz fiir implizite Funktionen kann folgendermafien formuliert werden.

1. Die Tangentialabbildung T, f : To X — Tyo)Y ist injektiv
2. Es gibt eine offene Umgebung a € U, so dafl f eine Finbettung von U in X
vermittelt.

Richtungsableitung

Sei u : I — R"™ eine glatte Kurve. Der Vektor u(t) beschreibt die Richtung der
Kurve u zum Parameterwert ¢. Diese kann man sofort auf Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern. Sei u : I — X eine differenzierbare Kurve in einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit. Dazu sollte eigentlich I C R ein offenes Intervall
sein, da nur offene Intervalle differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind. Man
kann jedoch den Begriff sofort auf nicht notwendig offene Intervalle ausdehnen.
Wir {ibergehen dies und nehmen der Einfachheit halber an, I sei ein offenes
Intervall. Man kann dann die Tangentialabbildung

Ttu : TtI — Tu(t)X

betrachten. Wir benutzen die Identifizierung von R mit 7,1 und kénnen dann
(Tyu)(1) betrachten. Ist speziell X = R™, so kann man T;,;) X mit R™ identi-
fizieren Man bestétigt danach sofort

u(t) = (Tyu)(1).

Dies fiithrt zu folgender



34 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

3.2 Definition. Seiu : I — X eine differenzierbare Kurve in der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X. Man definiert firt € I

a(t) := (Tyu)(1).
und nennt dies den Tangentialvektor von u zum Parameterwert t.
Aus der lokalen Theorie folgert man:
3.3 Bemerkung. Seia ein Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X
und A € T, X ein Tangentialvektor. Es gibt eine glatte Kurve u : (—e,e) — X

mit w(0) = a und u(0) = A. Jeder Tangentialvektor ist also Tangentialvektor
etner geeigneten Kurve.

Sei f: U — R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C
R", a € U ein Punkt und A € R" ein Vektor. Unter der Richtungsableitung
von f im Punkt a in Richtung A versteht man

d

af(a +tA)|,_,-
Sei nun anstelle a + tA eine Kurve u : (—¢,e) — U mit u(0) = a und @(0) = A
gegeben. Mittels der Kettenregel zeigt man

d d
Tfa+tA)| o == fu®)],_y

Damit ist nahegelegt wie man den Begriff der Richtungsableitung auf Mannig-
faltigkeiten definiert.

3.4 Bemerkung und Definition. Sei a ein Punkt einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X und A € T, X ein Tangentialvektor. Wir wdhlen eine glatte
Kurve u : (—e,e) — X mit u(0) = a und u(0) = A. Ist f : X — R eine
differenzierbare Funktion, so hdngt

A) = S FO)]

nicht von der Wahl von u ab. Man nennt A(f) die Richtungsableitung von f
in Richtung A.

Damit haben wir jedem Tangentialvektor A € T, X eine Abbildung
C¥(X) — R, f+— A(f),

zugeordnet. Allgemeiner erhalten wir fiir jede offene Umgebung a € U C X
die Abbildung

C*U) — R, fr+— A(f) (AeT,X).

Welche Abbildungen bekommt man auf diese Weise? Unmittelbar klar ist,
dafl die Produktregel A(fg) = f(a)A(g) + g(a)A(f) gelten musB.

DTp

BTk

BDr



§3. Tangentialraum 35

3.5 Definition.  Sei a ein Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. DDe
Eine Derivation in a ist eine Familie von R-linearen Abbildungen

Dy :C*(U) — R (a€UC X offen)

mit folgenden Eigenschaften:
1. Ista € V C U eine kleinere offene Umgebung, so gilt

Dy (fIV)=Du(f)IV  fir feC*U).
2. Fs gilt die Produktregel

Dy (fg) = f(a)Du(g) + g(a)Du(f).

Wir bezeichnen mit Der(CY,,R) die Menge aller Derivationen von X in a.
Dies ist ein reeller Vektorraum. Wie wir gesehen haben definiert die Rich-
tungsableitung eine Derivation. Es gilt mehr:

3.6 Satz. Seia ein Punkt einer differenzierbaren Mannifaltigkeit. Die Abbil- SRa

dung
T,X — Der(CX,,R), Avr— Richtungsableitung,

1st ein Isomorphismus.
Damit ist bewiesen, daf eine Tangentialraumtheorie im Wesentlichen (bis auf

Isomorphie) eindeutig bestimmt ist und es wird ein Existenzbeweis nahegelegt.

3.7 Definition. DTT
T,X = Der(C¥,,R).

Es ist auch klar, wie man die Tangentialabbildung
Tof :ToX — Ty)Y (f: X —Y, aeX)

zu definieren hat. Sei D € T,X, man will D’ = T, f(D) definieren. Dazu
mufl man einer Funktion g € C(V), f(a) € V C Y eine Zahl zuordnen. Man
definiert

D'(g) = D(go f).

Entscheidend ist, dafl im Falle R™ das richtige herauskommt. Spezielle Ele-
mente von Der(Cg5 ,, R) sind die partiellen Ableitungen im Punkt a:

of
aIL’Z‘

{8]61: Co(U) — R, fr

oz, (a), (a € U C R™ offen)
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3.8 Hilfssatz. Die Abbildung

R" 5 Der(Cg% o, R), A+r— ZA [ai }
i=1 e

st ein Isomorphismus.

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden beiden Beobachtungen:

la) Sei f = gh mit g(a) = h(a) = 0. Aus der Produktformel folgt D(f) =0
fiir jede Derivation D in a.

1b) Sei f die Funktion konstant 1. Aus f? = f und der Produktformel folgt
D(f) = 0 fiir jede Derivation D. Insbesondere gilt D(f) = 0 fiir jede konstante
Funktion.

2) Aus der Taylorschen Formel kann man folgern, daf§ f (in einer konvexen
Umgebung von a) eine Darstellung der Form

f(@) = fla)+ 3 aila; - ay) +Z i —a)gi(z) mit gi(a) =0,
i=1

besitzt. Wichtig hierbei ist, dal die Funktionen g; wieder differenzierbar sind.
Dies folgt aus den expliziten Darstellungen des Restglieds in der Taylorschen
Formel durch ein Integral in Verbindung mit der Leibnizschen Regel (Ver-
tauschung von Differentiation mit Integration). Somit ist die Wirkung einer
Derivation in a durch den linearen Teil der Taylorformel bestimmt. a

Hilfssatz 3.8 zeigt allgemeiner, daf fiir jeden endlich dimensionalen Vektor-
raum V durch die Richtungsableitung ein Isomorphismus

vV = Der(Cy7,,R)
gegeben wird.

3.9 Satz. Durch
T,X = Der(C%,, R)

mit obigen Tangentialabbildungen T,f und den angegebenen Isomorphismen
V 2T,V (Richtungsableitung) wird eine Tangentialraumtheorie definiert.

Der Beweis folgt aus 3.8. O

4. Das Tangentialbiindel

Seien X, X’ zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Ist (U, ¢) eine differen-
zierbare Karte auf X und (U’, ¢’) eine ebensolche von X', so ist

ox  :UxU —VxV

HTr
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eine Karte auf X x X’. Wir identifizieren hierbei R™ x R"" auf naheliegende
Weise mit R™". Man zeigt leicht, da hierdurch ein differenzierbarer Atlas auf
X x X’ definiert wird und daf die so definierte differenzierbare Mannigfaltigkeit
X x X' folgende universelle Eigenschaft besitzt:

4.1 Bemerkung. Das kartesische Produkt zweier differenzierbarer Mannig-
faltigkeiten XY hat folgende universelle Eigenschaft:

a) Die beiden Projektionen
XXY—>X7Y7 p($7y):l’a q(xvy):y7

sind differenzierbar.
b) FEine Abbildung Z — X XY einer dritten differenzierbaren Mannigfaltigkeit
Z in X XY st genau dann differenzierbar, wenn die Zusammensetzungen mit
den beiden Projektionen Z — X, Z —'Y differenzierbar sind.

Der Beweis ist klar. O

Die beiden Projektionen induzieren Tangentialabbildungen
TanyX XY — T, X, T,Y,
die man zu einer Abbildung
TiapyX XY — T X xT,Y
zusammenfassen kann. Ebenfalls klar ist
4.2 Bemerkung. Die natirliche Abbildung
TanyX XY — T, X xT,Y,

1st ein Isomorphismus.

Eine dhnliche Konstruktion ist die des Tangentialbiindels T'X einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit. Als Menge besteht T X aus Paaren (a, A) mit a € X
und A € T, X. Man hat eine kanonische Projektion

7:TX — X.

Ist ¢ : U — V eine differenzierbare Karte auf X, so erhélt man fiir jedes a € U
einen Isomorphismus

T,X=T,U — T,,V =R"
Damit erhélt man eine bijektive Abbildung
77U — V x R" C R" x R" = R*™.

Die Menge all dieser Karten definiert offenbar einen differenzierbaren Atlas auf
TX.

UeK

TkP



38 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

4.3 Bemerkung. Das Tangentialbiindel T X einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit tragt eine natirliche Struktur als differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Die Projektion T'X — X ist differenzierbar. Diese und &hnliche Eigenschaften
ergeben sich unmittelbar aus der Konstruktion des Atlas.

5. Vektorraumbiindel

Wir abstrahieren von dem Tangentalbiindel 7 : TX — X. Wir betrachten
allgemeiner differenzierbare Abbildungen 7 : £ — X. Wir verwenden die

Bezeichnungen
E,:=7n"'a) fir acX

und
Ey =7 %a) fir U C X offen.

5.1 Definition. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Gegeben seien

a) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit E.
b) FEine differenzierbare Abbildung 7 : E — X.
c) Flir jedes a € X sei E, mit einer Struktur als reellem Vektorraum versehen.

Man nennt E zusammen mit den Daten a),b),c) ein Vektorraumbiindel tiber
X, falls es einen endlichdimensionalen Vektorraum Fy gibt, so dass zu jedem
a € X eine offene Umgebung U sowie ein Diffeomorphismus o : Ux Fy — Ey
existiert, so dass folgende Bedingungen erfillt sind.

1) Das Diagramm
UxX—Ey

|

U

ist kommutativ. (Der Vertikalpfeil bezeichnet die natirliche Projektion.)
2) Die aus 1) entspringende bijektive Abbildung

F0—>Ea> f'—>0(a'af)

ist fir jedes a € X ein Vektorraumisomorphismus.

Man nennt Fj die Faser des Vektorraumbiindels, muss dabei aber bedenken,
dass Fj nur bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Wenn man will, kann
man immer Fy = R™ nehmen. Die Dimension von Fj nennt man den Rang des
Vektorraumbiindels. Das einfachste Beispiel fiir ein Vektorraumbiindel ist das
triviale Biindel X x Fy — X (natiirliche Projektion). Einer weniger triviales
Beispiel ist das Tangentialbiindel.

TBm
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Ist F — X ein Vektorraumbiindel und U C X eine offene Teilmenge, so ist
auch Ey — U ein Vektorraumbiindel. Die Bedingungen 2),3) besagen, dass
Vektorraumbiindel lokal trivial sind.

Schnitte von Vektorraumbiindeln

Unter einem Schnitt einer Abbildung f : X — Y versteht man eine Abbuldung
s:Y — X mit fos = idy. Die Abbildung s wihlt (schneidet) also aus
jeder Faser einen Punkt aus. Wenn ein Schnitt existiert, so ist f surjektiv.

Allgemeiner versteht man unter einem Schnitt iiber einer Teilmenge B C Y
eine Abbildung s: B — X mit f(s(b)) =b fur b € B.

Sei 7 : E — X ein Vektorraumbiindel und U C X eine offene Teilmenge.
Unter einem Schnitt verstehen wir im folgenden immer eine differenzierbare
Abbildung s : U — X mit der Eigenschaft 7 o s(a) = a fir a € U. Im Falle
U = X spricht man auch von einem globalen Schnitt. Wir bezeichnen die
Menge der Schnitte mit £(U). Man kann Schnitte von Vektorraumbiindeln
addieren und mit differenzierbaren Funktionen multiplizieren.

5.2 Bemerkung. Sein: E — X ein Vektorraumbiindel. Die Menge E(U)
der Schnitte tiber einer offenen Teilmenge U C X trdgt eine natirliche Struktur
als C>(U) Modul.

Man kann Schnitte in naheliegender Weise einschrinken. Sind also V' C U
offene Teile von X, so ist die Einschrénkungsabbildung E(U) — E(V), s — s|V,
in naheliegender Weise C*-linear: Fiir f € C>(U) gilt (fs)|V = (f|V)(s|V).
AuBlerdem gilt folgende Verheftungseigenschaft (auch Garbeneigenschaft ge-
nannt).

5.3 Bemerkung. Sei U = |JU; eine offene Uberdeckung einer offenen
Menge U C X. Fir jedes i sei ein Schnitt s; € E(U;) gegeben. Es gelte
si|(U; NU;) = s|(U; N U;) fir alle Paare (i,7). Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Schnitt s € E(U), so dass s|{U = s; fiir alle i gilt.

6. Vektorfelder

6.1 Definition. Fin Vektorfeld A auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
X ist ein Schnitt des Tangentialbiindels.

Im Klartext bedeutet dies, dass man fiir jedes a € X einen Tangantialvektor
A, € T,X auszeichnet, welcher von a differenzierbar abhéngt. Wir gehen
weiter unten nochmals darauf ein, was dies konkret bedeutet. Wie Schnitte

SchM
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von beliebigen Vektorraumbiindeln kann Vektorfelder in naheliegender Weise
addieren und mit Funktionen multiplizieren,

(A4 B)a = A+ Ba,  (fA)4 = f(a)Aa.

Man kann sie auf offene Teile einschrinken und man kann Diffeomorphismen
f : X — Y benutzen, um so von X auf Y und umgekehrt zu transformieren.
Ist V. C R" ein offener Teil, so ist

a> acV

o < 0
ein Vektorfeld und jedes andere Vektorfeld kann in der Form
0
A — 7

mit einem n-Tupel von Funktionen geschrieben werden.

Ist ¢ eine Karte auf X, A ein Vektorfeld auf X, so gilt insbesondere

AU, — 3 fi(@) 5
i=1 v

Man nennt die Funktionen
fi:V¢—>R, 1 <4 <n,

die Komponenten das Vektorfeldes beziiglich des Koordinatensystems = =
¢(a). Die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes bedeutet konkret, dass diese
Komponenten differenzierbare Funktionen sind.

Es ist wichtig zu wissen, wie die Komponenten bei Kartenwechsel umzu-
rechnen sind. Eine einfache Anwendung der Kettenregel besagt:

6.2 Bemerkung. Sei A ein Vektorfeld auf der differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X. Seien ¢, zwei Karten auf X mit Kartentransformationsabbildung
v =1op~t. Seien fi, ..., f" bzw. g',...,g" die Komponenten von A beziiglich
@ bzw. ¥. Es gilt die Umsetzungsformel

n
; i(z)
g'w) =) 5 —F)  (y=10)
=1 Ot
Ist umgekehrt jeder Karte aus einem geeigneten Atlas ein n-Tupel von Funktio-
nen zugeordet, das sich genau so umsetzt, so sind dies die Komponenten eines
eindeutig bestimmten Vektorfelds.

Es gibt noch eine andere Deutung von Vektorfeldern. Sei A Vektorfeld auf X.
Ist f € C*°(U) eine differenzierbare Funktion auf einem offenen Teil U C X, so
kann man die Funktion

g:U—0C, gla):=Au(f)

betrachten. Wir schreiben der Einfachheit halber g = Ay (f) fiir diese Funk-
tion.

VaM
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6.3 Bemerkung. Fin Vektorfeld ist genau dann differenzierbar, wenn die
Funktion Ay (f) fir alle f € C>*(U) (U C X offen) differenzierbar ist.

Der Beweis ist einfach und wird iibergangen. Differenzierbare Vektorfelder
induzieren also insbesondere Abbildungen

Ay :C=(U) — C>(U).

Es ist klar, daf diese einer Derivationsregel geniigen. Wir werden dazu gefiihrt,
die Menge Der(C¥,CS) einzufiihren:

6.4 Definition.  Die Menge Der(C¥,CY) besteht aus allen Familien von
Abbildungen
Ay : C*(U) — C>*(U), U C X offen

mit folgenden Eigenschaften:

1. Sie ist vertraglich mit Restriktion
Au(f)IlV = Av(fIV)  (V CU cCX).

2. Es gilt die Derivationsregel

Ay(fg) = fAu(g) + gAu(f).

Man zeigt nun leicht.

6.5 Bemerkung. Die Zuordnung A +— (Ay)u definiert eine Bijek-
tion zwischen der Menge der Vektorfelder und der Menge der Derivationen
Der(C%¥,C¥).

Eine schone Anwendung dieser Uminterpretation von Vektorfeldern ist die Def-
inition der Lieklammer. Sind A, B zwei Elemente von Der(C,CS) so ist of-
fenbar Ay o By in der Regel keine Derivation. Jedoch rechnet man sofort nach,
daf

AU o) BU - BU 0] AU

wieder eine Derivation definiert. Wir erhalten:

6.6 Bemerkung. FEs gibt eine eindeutige Abbildung, welche zwei differen-
zierbaren Vektorfeldern A, B ein drittes [A, B] zuordnet, so daf fir die zuge-
ordneten Derivationen gilt:

[A,B]U = AU OBU - BU OAU.

VdK

DDd

ViD

DLk



42 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten
Man nennt [A, B] die Lieklammer der beiden Vektorfelder. Genau dann ist die

Lieklammer 0, wenn die beiden Derivationen miteinander vertauschbar sind.
Beispielsweise gilt im Falle X = R"

Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Regel

S S | =S (g5 o

welche man ebenfalls zur Definition der Lieklammer verwenden konnte.

7. Etwas multilineare Algebra

Alle betrachteten Vektorrdume sind als reell und endlichdimensional vorausge-
setzt. Sind V, W zwei Vekktorrdume, so ist auch die Menge der linearen Ab-
bildungen Hom(V, W) von V nach W ein Vektorraum. Im Spezalfall W = R
erhédlt man den Dualraum V* = Hom(V,R). Ist eq,...,e, eine Basis von V,
so ist die Eelemente €7, ..., ey aus V* durch

e; (ej) = dij

Daher sind V und V* isomorph. Aber diese Isomorphie hingt von der Wahl
einer Basis ab und ist somit nicht kanonisch. Man kann auch den Dualraum
V** des Dualraums betrachten. Es gibt eine natiirliche Abbildung

V — V™, a+— (L~ L(a)).

Mit Hilfe von Basen rechnet man nach, dass dies ein Isomorphismus ist. Die
R&ume V und V** sind also kanonisch isomorph. Héaufig identifiziert man sie.
Man schreibt also fiir Vektoren und die entsprechenden Elemente des Doppel-
duals denselben Buchstaben.

Neben linearen muss man auch multilineare Abbildungen
M:Vix---xV, —W

betrachten. Dabei sind V;, W Vektorriime. ,Multilinear“ bedeutet, dass M
in jeder einzelnen Variablen (also bei Festhaltung der restlichen) linear ist.

Wenn man in jedem V; eine Basis e( ) . e%l) gegeben hat, so ist M durch die

Kenntnis der M (e,(jl), .. el(,n) ) emdeutlg bestimmt und zu jeder Vorgabe dieser
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Werte existiert ein M. Die Menge aller multilinearen Abbildungen bezeichnet
man mit

Mult(Vy x -+ x V,,, W)
ist in naheliegender Weise ein Vektorraum. Seine Dimension ist
dimV;---dimV,, -dim W.

Im Spezialfall W = R spricht man von Multilinearformen.

Der Fall n = 1 ist nicht ausgeschlossen. In diesem Falle erhélt man also
Hom(V, W), die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W. Im Spezial-
fall W = R somit den Dualraum V* = Hom(V, R).

7.1 Definition. Seien Vi,...,V,, endlich dimensionale Vektorrdume. Wir DefTens
definieren
Vi®--- @V, =Mult(V]" x--- x VI R).

Es gilt
dim(Vi ® --- @ V,) = dim(V1) - - - dim(V4,).

Wir konstruieren eine multilineare Abbildung
Vix-oxV,—WV® -V, (a,...,ap)— a1 Q"  Q an,
folgendermaflen. Wir setzen
(a1 @ ®ap) (M) :=M(ay,...,a,).

Diese kann man speziell im Fall n = 1 betrachten. Dort ist der kanonische
Isomorphismus V' — V**. Allgemein ist es eine multilineare Abbildung. Sie
geniigt folgender universeller Eigenschaft.

7.2 Hilfssatz. Seien Vi,...,V, Vektorraume. Das Tensorprodukt und die DtP
dazugehorende multilineare Abbildung

VixeoxV,—V® -V, (a,...,ap) — a1 Qapy,

haben folgende Eigenschaften:

1) V wird von dem Bild von erzeugt.
2) Ist fir jedes i € {1,...,n} ein System linear unabhdingiger Vektoren

e, e

gegeben, so sind die my - --m,, Vektoren

B(egi), el

»m;

linear unabhdngig.
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Eine lineare Abbildung
L:Vig@---aV, —W

in irgendeinen Vektorraum W ist durch die Kenntniss der Bilder der v; ® ... ®
v, eindeutig bestimmt. Hé#ufig definiert man eine solche lineare Abbildung
dadurch, dal man eine Formel

Ly ®...0uv,) = F(vy,...,v,)

hinschreibt. Man muf} jedoch bedenken, dafl zwischen den Elementen v; ®...®
v, lineare Relationen bestehen. Dennoch funktioniert diese Vorgehensweise
héufig dank der universellen Eigsnchaft des Tensorprodukts.

7.3 Hilfssatz (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Sei
F:Vix--xV,—W

eine multilineare Abbildung. Dann existiert eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung L, welche das Diagramm

Vix---xV, r w
I
Vi@V,
kommutativ macht.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Hilffsatz 7.2. O

Man kann sich iiberlegen, dass das Tensorprodukt durch die universelle
Eigenschaft bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Seine Re-
alisierung durch einen Raum von Multilinearformen sollte als einer von vielen
moglichen Existenzbeweisen betrachtet werden. Die universelle Eigenschaft
ist auch der korrekte Ansatz fiir die Definition des Tensorprodukts von nicht
mehr notwendig endlich dimensionalen Vektorrdumen, sie funktioniert sogoar
fiir Moduln iiber kommutativen Ringen mit Einselement anstelle von Vek-
torrdumen iiber Korpern.

Das Tensorprodukt ist in folgendem Sinne assoziativ.

7.4 Hilfssatz. Seien Vi,...,V, Vektorriume, 0 < a < n. Es existiert ein
eindeutig bestimmter Isomorphismus

V@ @Ve)® Va1 @@ V) —> V1@ @ Vi,
(Ul®...®/Ua)®(va+1®...®fun)|_>/U1®...®/Un'

Der Beweis erfolgt leicht mittels der universellen Eigenschaft (oder durch Be-
nutzen von Basen). O

Ebenfalls klar ist die Kommutativitidt des Tensorprodukts in folgendem
Sinne:

UnivT

AsT
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7.5 Hilfssatz. Seien Vi,...,V, Vektorriume und o eine Permutation der
Ziffern 1,...,n. Es existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus

Vi -V, AN Va(1)®"'®va(n)7 VI Q Q@ Up V(1) @+ @ Vg (n)-

Zu einem Vektorraum V betrachtet man den Raum der p-fach kontra- und
g-fach kovarianten Tensoren:

p

q
A

~

™Y =V g - oVeV'e gV
Die Félle p = 0 und ¢ = 0 sind zugelassen. Dies ist so zu verstehen:

p q

—— ——f—
™V=V® eV, TMV=V'g -V
Insbesondere ist 710 = V und T(®1) = V*. Erginzend definiert man
TV :=R.

Seien V, W zwei Vektorrdume. Man kann jedem L € V* und jedem b € W
eine lineare Abbildung V' — W zuordnen. Diese ist dadurch definiert, dass
man einem Vektor x € V den Vektor L(x)b € W zuordnet. Dies liefert eine
bilineare Abbildung W x V* — Hom(V, W) und somit eine lineare Abbildung

W @ V* — Hom(V,W).

Mit Hilfe von Basen rechnet man nach, dass diese ein Isomorphismus ist. Wir
erhalten einen kanonischen Isomorphismus W ® V* = Hom(V, W).

Von der linearen Algebra kennt man die Spurabbildung
Spur : Hom(V, V) — R.
Diese kénnte man auch wie folgt definieren. Die Bilinearform
VxV*—R, (a,L)— L(a),
induziert eine lineare Abbildung
VeVv* —R.

Man kann leicht nachrechnen, dass diese der Spurabbildung Hom(V, V) — R
entspricht. Man kann sie benutzen um allgemeiner lineare Abbildungen

V) TPy — TP bl

KoT
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zu definieren. Diese hidngen ab, von der Auswahl von zwei Indizes i,j mit
1<i<p,1<j<qund sind wie folgt defininiert

a1®"‘®ap®L1®"'®Lq’—>Lj(ai)al(g)"'dz‘“'®ap®L1®"'Lj"‘®Lq,

wobei der Hut einfach bedeutet, dass der darunterstehende Term wegzulassen
ist. Diese Abbildungen nennt man Verjingungen. Es handelt sich also dabei
um Varianten der Spurabbildungen.

Ein andere Prozess ist das Shiften, das wir in zunichst abstrakter Form
erkldren wollen. Es beruht auf gewissen Konstruktionen der lineare Algebra,
die wir zunéchst kurz beschreiben wollen. Sei § : A x B — (' eine bilineare
Abbildung von Vektorrdaumen Dann werden lineare Abbildungen

A — Hom(B,C) und B — Hom(A,C)

induziert, bei der ersten beispielsweise wird einem Element a € A die lineare
Abbildung

B—C, b+— p(a,b),
zugeordnet.

Wir haben einen Spezialfall hiervon bereits kennengelernt: Im Falle A = V,
B =V* und C = R konnen wir die natiirliche Paarung

VxV*—K, (vl)—Iv)

betrachten. Sie induziert die uns bekannte lineare Abbildung V' — V** von
der wir wissen, dass es sich um einen Isomorphismus handelt.

Jetzt interessieren wir und mehr fiir eine Bilinearform
VxV —R.
Wir erhalten aus ihr zwei lineare Abbildungen
V — V™
Wenn die Bilinearform symmetrisch ist, stimmen beide iiberein. Dies ist der

uns am meisten interessierende Fall.

Eine Bilinearform auf V' heifit nicht ausgeartet, falls die beiden induzierten
Abbildungen V' — V* injektiv sind (man kann sich iiberlgen, dass eine geniigt).
Aus Dimensionsgriinden sind sie dann Isomorphismen. Wir erhalten also:

Eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V induziert einen na-
tirlichen Isomorphismus V. — V* und umgekehrt.

Unter der Voraussetzung, dass auf V' eine nicht ausgeartete Bilinearform aus-
gezeichnet wurde, kann man also V' mit V* identifizieren. Insbesondere kann
man den induzierten Isomorphismus

TPy =, TPr+a.0y
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betrachten, der dadurch zustande kommt, dass man in dem Ausdruck a; ®
ap®---L1®---® Ly die Eintrége L; durch die entsprechenden Elemente aus V;
ersetzt. Als Folge erhélt man (immer unter der Voraussetzung, dass eine nicht
ausgeartete Bilinearform of V' ausgezeichnet wurde) Isomorphismen

TPy =~ P4 7 (p+q=p +4).

Tensorkomponenten

Sei eq, ... e, eine Basis von V. Dann bilden die n?™¢ Vektoren

€i1®“‘®€ip®6;1®‘”®@;q

eine Basis von TP1V. Jeder (p, q)-Tensor A besitzt also eine Darstellung

p— il,...7ip . ... . * ... *
= E C. i e, ® ®e, e, ® ®ej, -

J1--es

Man nennt die Koeffizienten C’ﬁ;q” die Komponenten von A beziiglich der
vorgelegten Basis.

Transformationsformalismus der Tensorkomponenten

Ist L : V — W eine lineare Abbildung, so kann man ihre duale Abbildung
L* : W* — V* (in der anderen Richtung) betrachten. Sie ist durch L*(l) = loL
definiert Sei ein Vektorraumisomorphismus o : V. — W gegeben. Die duale
Abbildung W* — V* ist dann ebenfalls ein Isomorphismus. Man kann diesen
umkehren und erhélt damit Isomorphismen

vV =W, V- W
Diese ziehen Isomorphismen

o:TPYV) = TPYW)

nach sich, welche wir der Einfachheit halber einfach mit o bezeichnen. Sei nun

€1,...,e, eine Basis von V und fq,..., f, eine Basis von W. Es stellt sich
die Frage, wie die Komponenten eines Tensors 1" € VP9 beziiglich der Basis
€1,...,e, mit denen von o(T) € WP beziiglich f1,..., f, zusammenhéngen.

Nebenbei bemerkt: ITm Falle V.= W, ¢ =id bedeutet diese Frage einfach, wie
die Komponenten ein und desselben Tensors von der Wahl der Basis abhéngen.

Dazu mufl man daran erinnern, wie man dem Isomorphismus V' — W eine
Matrix zuordnet. Wir erinnern daran, wie man ganz allgemein einer linearen

Abbildung

L:V—W, e,...,e,BasisvonV, fi,...,f, Basis von W



48 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

eine Matrix A zuordnet. Sie ist durch folgende Formel definiert:
e;) = Za?fj (1<i<mn).
j=1

Wir haben einen Index der Matrixkoeffizienten nach oben geschrieben. Wir
wollen kurz erldutern, warum dies sinnvoll ist. Dazu nehmen wir V' = W an.
In diesem Fall kénnen und wollen wir f; = e; nehmen. Wir erinnern an die
kanonische Isomorphie Hom(V,V) = V ® V*. Wir kénnen also L als Tensor
vom Typ (1,1) auffassen. Als solcher hat er Komponenten. Man kann leicht
nachrechnen, dass diese mit obigen Matrixkoeffizienten iibereinstimmen. Dies
rechtfertigt fir Schreibweise aj.

Zuriick zu unserem Isomorphismus o : V' — W. Die zugeordnete Matrix
sei A. Man weifl und kann leicht nachrechnen, daf§ die zugeordnete Matrix der
dualen Abbildung W* — V* durch die transponierte Matrix A’ gegeben ist,
ihre Umkehrung wird also durch A’ - gegeben. Entsprechend gilt

= Zb”f; mit B := A_l.
j=1

Wir wenden nun o auf einen Tensor

= Z Clil"""ipeil®"‘®€ip®e;‘<1®"'®e#

J1---30q Jq

O'(A) _ Z 117 ,pr“ "®f'ép®f;1 ®...®f;‘q
zu ermitteln. Aus der Formel

,,,,,

Z Auyiy fVl " ® Z a"plpf’/p ® Z bjlﬂl f,u1 Q- Q Z quﬂqf:q
Hq

folgt:
Zl: Slp e . c e e V1
7.7q : :a'llyl azpl/pb:uljl bMP]PC . ,Hq

Wir werden weiter unten sehen, dafl es sinnvoll ist, in a;; den ersten Index 7
nach oben zu setzen, also a anstelle a;; zu schreiben, entsprechend b} anstelle
b;;. Die Transformationsformel lautet dann
D?l,-~~7?p _ § :ail gt bt b“pcyl,
Vp~J1 )

J1--90q V1 P'q
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Die sogenannte Einsteinkonvention besagt, dafl man {iber doppelt vorkom-
mende Indizes automatisch zu summieren hat, wenn der eine oben und der
andere unten steht. Mit dieser Konvention lautet die Tensortransformations-
formel '

D =l gt Ol
Die folgenden Rechenregeln fiir Tensoren beruhen alle auf einfachen Eigenschaf-
ten des algebraischen Tensorprodukts.

1. Man kann Tensoren desselben Typs addieren. Beziiglich einer Basisdarstel-
lung bedeutet dies komponentenweise Addition.

2. Man kann Tensoren verschiedenen Typs multiplizieren. Abstrakt beruht
dies auf den kanonischen Isomorphismen

TPa @ TPd Tp+p',q+q’,
MO BUpOL® Rl @ V® - Qu, R Q- @l
=0 ® UV O QU L RN ® - &l

Das Produkt eines (p, ¢)-Tensors mit einem (p’, ¢')-Tensorist also ein (p +
p’,q+ ¢')-Tensor. Fiir die Komponenten bedeutet dies einfach die Bildung

Cil,...ip,yl,...,yp/ o il,...,ip V17"'5Vp’
J1seesJaqsLyeesbbgt J15-++50q Koo fgr

Im Falle p = ¢ = 0 ist dies die gewohnliche Multiplikation mit Skalaren.

3. Man kann Tensorfelder verjiingen. Ist A ein Tensor vom Typ (p,q), so ist
V7 (A) ein Tensor vom Typ (p — 1,¢ — 1). Hierbeiist 1 < i <p, 1 <j <
q. Wir haben erklédrt, dal die Verjiingung auf der kanonischen Abbildung
V ® V¥ — R beruht. Man rechnet nach, dafl dies fiir die Komponeten
einfach das folgende bedeutet: Man setze einen oberen und einen unteren
Index gleich und summiere. Beispielsweise ist die Verjiingung beziiglich der
ersten ko- und kontravarianten Komponenten gegeben durch

7415 Zp E All 7423 -5
]17 Jq 117.727 7.7(1

Wir nehmen an, dafl auf V' eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform
(-,-) gegeben ist. Wenn man will, kann man dies als ein zweifach kovarianten
Tensor ansehen. Wie wir erlautert haben, induziert die Bilinearform eine Iso-
morphie V' — V* und man kann man Tensorfelder vom Typ (p,q) in solche
vom Typ (p+ ¢,0) ,shiften®.

Fiir die Komponenten bedeutet dies, dafl man Indizes von unten nach oben
shiften kann und umgekehrt. Die Formel fiir dieses Shiften ist leicht zu ermit-
teln. Man rechnet im einfachsten Fall p = 1, ¢ = 0 beispielsweise nach, dafl die

Formel durch
E Ale; — E Bie;, B;= g gijAja
g
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gegeben ist. Dabei sei g;; = (e;, e;) gegeben.

Ubrigens sind die gi; gerade die Komponenten des zweifach kovarianten
Tensors, welcher durch die Bilinearform gegeben ist. Shifted man beide Indizes
nach oben, so erhilt man einen zweifach kontravarianten Tensor ¢*/. Man rech-
net nach, daff diese Matrix invers zur Matrix (g;;) ist. Die frither verwendete
Bezeichnung fiir die Inverse einer symmetrischen invertierbaren Matrix ist also
konsistent mit dem Tensorkalkiil.

8. Differentiale (Kovektorfelder)

Wir fithren Differentiale und Kuvenintegrale ein.

8.1 Definition. Fin Kovektorfeld w auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X ist eine Abbildung, welfche jedem a € X ein Element des Dualraums
des Tangentialraums zuordnet, w, € T; X.

Sei u : I — X eine glatte Kurve und w ein Kovektorfeld auf X. Man kann
dann die Funktion
I— R, t— Way(t) (u(t)),

betrachten. Man schreibt fiir deren Integral — sofern es existiert —

[ fentitran

Man nennt dieses Integral das Kurvenintegral von w léngs u. Man kann Kovek-
toren also ldngs Kurven integrieren. Man nennt aus diesem Grunde Kovektoren
auch Differentiale.

Dies wird auch gerechtfertigt durch den Spezialfall, wo X = U offener Teil
des R" ist. Sei a € U. Wir bezeichnen mit

d.Tl’a, .. .,da:n]a

die duale Basis von [0/0z;],.

Mit dz; wird das Kovektorfeld a — dx;|, bezeichnet. Damit ist jedes Kovek-
torfeld auf U von der Form

w= fidry + -+ fpdx,.

Das Kurvenintegral ist in diesem Falle gerade

/u w= / > filu(t))is(t) d,

KVE
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also das iibliche Kurvenintegral. Dadurch wird die Bezeichung dzx; gerechtfer-
tigt.

Die Rechenregeln fiir Kovektorfelder sind denen der Vektorfelder analog
(Addition, Multipliktion mit Funktionen, Einschrinken auf offene Teile und
Transformation bei Diffeomorphismen.)

Ist f: X — Y ein Diffeomorphismus, so kann man de induzierten Isomor-
phismen T4, X — T},)Y dazu benutzen, um ein Diiferential von X auf Y in
naheligender Weise zu iibertragen und umgekhert.

Insbesonder kann man die Komponenten eines Differentials w auf X beziig-
lich einer Karte einfiithren:

wlUy, «— fi(z)dzy + -+ + fo(z)dz,.

Dabei sind f; also Funktionen auf dem Kartenblatt V,. Die Umsetzungsformel
der Komponenten kann man leicht berechnen und erhélt folgende Bemerkung.

8.2 Bemerkung. Seiw ein Differential auf der differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X. Seien @, zwei Karten auf X mit Kartentransformationsabbildung
v =1t Seien fi,..., fn bzw. g1,...,gn die Komponenten von w beziiglich
@ bzw. Y. Es gilt die Umsetzungsformel

filw) =) %ygj(y) (y = ().

Jj=1

Ist umgekehrt jeder Karte aus einem geeigneten Atlas ein n-Tupel von Funk-
tionen zugeordnet, das sich genau so umsetzt, so sind dies die Komponenten
eines eindeutig bestimmten Vektorfelds.

Wir merken an, dafl die Transformation mit der transponierten Funktionalma-
trix und nicht mit der Funktionalmatrix selbst wie bei Vektorfeldern vollzogen
wird.

Zuriickziehen von Differentialen

In einem unterscheiden sich Kovektorfelder von Vektorfeldern. Sei f : X — Y
eine differenzierbare Abbildung differenzierbarer Mannigfaltigkeiten, w ein Dif-
ferential auf Y. man kann dann in naheliegender Weise eine Differential-
form «’ auf X definieren. Ist a € X, so hat man die Tangentialabbildung
ToX — Tj)Y. Diese kann man mit der Linearform wy) @ Tr)Y — R
zusammensetzen und erhélt so eine Linearform v/ : T, X — R. Wir bezeich-
nen das so gewonnene Differential mit f*w und nennen es das zuriickgezogene
Differential.

VdM
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8.3 Satz. FEs gibt eine Vorschrift, welcher jeder differenzierbaren Abbildung
f X — Y und jedem Differential w aufY ein Differntial f*w auf X zuordnet.
Diese Vorschrift hat folgende Eigenschaften und ist durch diese bestimmd:

1. Sie gentigt der Ketttenregel beztiglich der Zusammensetzung differenzierbarer
Abbildungen f : X —Y,qg:Y — Z, d.h.
fflgw)=(ge f)lw  (waufZ).

2. Ist U — X die kanonische Inklusion einer offenen Teilmenge, so bedeuten
Zuriickziehen und natirliches Einschrdnken dasselbe.

3. Ist p eine Karte auf X und sind fi,..., f, die Komponenten eines Diffe-
rentials w, so gilt

w|Uy = @*(frdz1 + - + fndxy).

4. Ist f : U — V eine differenzierbare Abbildung offener Teile U C R"™, V C
R™, so gilt
af; of;

/i dry + -+ —=—dzy,.
61131

£ (dy;) = o

4. Auferdem gelten die Regeln

frlotw)=f(w+ W), f(w)=hf(w)

Ein weiteres Indiz fiir die Niitzlichkeit des Konzeptes ,, Differential®“ ist

8.4 Bemerkung. Secien f: X — Y eine differenzierbare Abbildung, w ein
Differential auf Y und u: I — X eine glatte Kurve. Dann gilt

Jro= Lo

(Existenz der Integrale vorausgesetzt).

Der Beweis ist trivial. O

Sei w ein Differential auf X. Man dann jedem Vektorfeld A auf einer be-
liebigen offenen Teilmenge von X ein Funktion auf U zuordnen. Sie ordnet
einem Punkt a € U den Wert w,(A,) zu. Wir bezeichnen diese Funktion mit
w(A). Sie ist also durch die Formel

w(A)(a) == wqe(Ay)

definiert.

DZd

ZKi
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8.5 Hilfssatz. Flir ein Differential w auf X sind folgende beiden Bedingungen
gleichbedeutend.

a) Die Funktionen w(A) sind fir alle offenen U C X und alle (differenzierba-
ren) Vektorfelder A differenzierbar.

b) Die Komponenten von w beziiglich beliebiger (differenzierbarer) Karten (aus
einem Atlas geniigt) sind differenzierbar.

Beweis. Mittels Karten kann man die Behauptung auf den Fall reduzieren, wo
X ein offener Teil des R"™ ist. Dort ist die Aussage trivial. O

Man nennt ein Kovektorfeld (Differential) mit den im Hilfssatz 8.5 for-
mulierten Eigenschaften auch differenzierbar. Im folgenden betrachten wir nur
noch differenzierbare Differentiale und verwenden den Begriff ,, Differential“ im-
mer in diesem Sinn, wie wir es ja auch bei den Vektorfeldern getan haben. Es
gibt auch eine andere sehr niitzliche Beschreibung fiir Differentiale.

8.6 Hilfssatz. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Jedem offenen
Teil U C X sei eine Abbildung wy : T(U) — C°(U). Diese sei

a) mit Restriktionen auf kleinere offenen Mengen vertrdglich,
b) C*(U)-linear in dem Sinne

wy(A+ B) = wu(A) +wu(B), wu(fA) = fuu(A)

fir A,BeT(U), f€C>®(U). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Differ-
ential w mit w(A) = wy (A).

Auch diese Aussage fithrt man auf den Fall offener Teile des R™ zuriick wo er
dann trivial ist. ad

Man kann Differentiale auch in der Sprache der Vektorraumbiindel behan-
deln. Genauer kann man zu jedem Vekorraumbiindel £ — X ein duales Biindel
E* — X knostruieren. Die Konstruktion ist so gemacht, dass die Faser E} von
E* der Dualraum von F, ist. Als Spezialfall kann man dann des Dualbiindel
des Tangentialbiindels betrachten. Dessen Schnitte sind dann die Differentiale.
Wir gehen hierauf nicht weiter ein, da wir es nicht brauchen.

9. Tensorfelder

Wir fithren nun allgemeine Tensorfelder ein. Auch hier gilt das am Ende des
letzten Abschnitts Gesagte. Man konnte allgemein das Tensorprodukt von
Vektorraumbiindeln definieren. Wir behandeln aber nur den Fall des Tangen-
tialbiindels.

Difdif

NeuDif
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9.1 Definition. Unter einem Tensorfeld A vom Typ (p,q) auf einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit versteht man eine Vorschrift, welche jedem a € X
ein Element

A, € TPU(T,X)
zuordnet.

Funktionen sind alsTensorfelder vom Typ (0,0) (Physiker nennen sie Skalare),
Vektorfelder sind Tensorfelder vom Typ (1,0) und Differentiale sind Tensorfel-
der vom Typ (0,1)

Man kann Tensorfelder gleichen Typs addieren und mit Funktionen multipli-
zieren. Man kann sie auf offene Teile einschrinken und mit Diffeomorphismen
transformieren. Wie in diesen Spezialfillen kann man damit Tensorfelder auch
durch Komponenten beschreiben. Ist ¢ eine Karte, so entspricht der Tensor
A|U, dank des Diffeomorphismus U, — Vi, einem Tensor auf dem Kartenblatt
V,, Hier ist eine ausgezeichnete Basis vorhanden. Beziiglich dieser Basis kann
man die Tensorkomponenten betrachten. Dies sind nun Funktionen

fir (@)

auf dem Kartenblatt V,,. Genauer gilt

AUp — D>, @) 5 — 0 @5 —@dr;, 8 8 dz,
11 ip

AU, s J1-ew2da dus @ @ du.
Uy | > g, (y) o ® ®0yi ® dyj, ® - @ dyj,

P

die entsprechende Komponentendarstellung. Die Umrechnung erfolgt nun mit-
tels des Transformationsformalismus, wobei anstelle der Matrix A die Jacobi-
matrix

J(y.2) = (a(2),,

tritt. Die Komponenten der inversen Jacobimatrix werden entsprechend mit
b () bezeichnet. Die Transformationsformel lautet nun

G () = al (2) - alp ()b () - U () Fe ().

Auch diese Formel kann man noch mehr oder weniger vereinfacht schreiben.
Man 148t den Buchstaben v fallen, indem man anstelle y = y(z) einfach y =
y(x) schreibt. Fiir die Umkehrfunktion von «y schreibt man entsprechend x =
z(y). Damit ist

oy’

aj(r) = o,

DtF
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Die Jacobimatrix der Umkehrfunktion ist die inverse Matrix

N
bj(ac) = dy:

Die Transformationsformel lautet somit

g’i.1,...,:£p<y) _ ayll N ayip Oxt o Oxta V17~-~7Vp<l.)‘
L T T Y PR

In der Physik wird noch eine weitere Vereinfachung verwendet: g;'-i’.::'j;p (y) und

[ Z N2 . . .
1 na (x) sind die Komponenten ein- und desselben Tensors A. Warum soll

man zwei unterschiedliche Funktionssymbole f und g benutzen. Man schreibt
also einfach A}}""," (z) fiir die Komponenten des Tensors beziiglich der Karte

x und entsprechend fiir y. Die Transformationsformel hat jetzt die Form

Aivenin gy = OV Oy Dt Dt
J1--2Jq (990,,1 3%,, ayjl ayjq M1y lhg

Die folgende Bemerkung fithrt zu der meist in der Physik verwendeten Defini-
tion eines Tensorfeldes.

9.2 Bemerkung. Ist jeder differenzierbaren Karte ein Tupel von Komponen-
tenfunktionen zugeordnet, welches der Tensortransformationsformel gentgt, so
existiert ein eindeutig bestimmtes Tensorfeld mit diesen Komponenten.

Wir iibergehen den Beweis.
9.3 Definition und Bemerkung. FEin Tensorfeld heifit differenzierbar,
wenn seine Komponenten beziiglich beliebiger differenzierbarer Karten diffe-

renzierbar sind. FEs gentigt dies fiir einen Teilatlas des mazximalen Atlas zu
fordern.

Diese beruht auf der Interpretation
P q

TPI(T,X) = Mult (T, X)* X -+ x (TpX)* x TpX x -+ x T, X, R).

Sei T' ein (p, q)-Tensorfeld auf X. Sind A,,..., A, Vektorfelder und wy,...,w,
Kovektorfelder auf einem offenen Teil U C X, so kann man die Funktion

f(@) =T((@1)z, -5 (Wp)as (A1)zs - - - (Ag)e)
auf U definieren. Wir bezeichnen diese sinngemfl mit
f=T(w1,...,wp, A1,...,4y) : U — R.

Wenn das Tensorfeld 7" und alle A;, w; differenzierbar sind, so ist diese Funktion
differenzierbar.

DTk

Tdd



56 Kaitel III. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

9.4 Bemerkung. Differenzierbare Tensorfelder vom Typ (p,q) entsprechen
umkehrbar eindeutig Vorschriften T, welche jeder offenen Menge U C X und
jedem Tupel Ay, ..., A, von differenzierbaren Vektorfeldern und wy,...,w, und
differenzierbaren Kovektorfeldern eine differenzierbare Funktion

T(wi,...,wp, A1,...,44) : U — R.

zuordnen, wobei diese Vorschrift mit Restriktion auf kleinere offene Mengen
vertraglich sein soll und auferdem multilinear iber dem Ring C*°(U).

Multilinear iiber dem Ring C*°(U) soll natiirlich u.a. bedeuten, da8 neben der
Additivitdt in jeder Variablen auch

T(flwh-n»fpwp791A1,-~,quq) :fl"'fpgl"'qu(wlv--wwpaAla”-aAq)

gilt.

nDT
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1. Der Begriff der Riemann’schen Mannigfaltigkeit

1.1 Definition. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine pseudorie-
mannsche Metrik ist eine Vorschrift, welche jedem a € X eine nicht ausgeartete
symmetrische Bilinearform

go - T, X xT, X — E

zuordnet, welche von a differenzierbar abhdngt. Ist sie fiir alle a positiv definit,
so heifst sie eine Riemann’sche Metrik.

Eine pseudoriemannsche Metrik kann auch als zweifach kovarianter Tensor
angesehen werden. Ist X = D ein offener Teil eines R", so ist T,X = R"
und die Metrik ist durch ihre Grammatrix g¢;;(x) gegeben. In diesem Falle
ist (D, g) also einfach ein Riemann’sches Gebiet. Allgemein ist eine pseudorie-
mannsche Metrik durch ihre Komponenten gegeben. Ist ¢ eine Karte auf X, so
definieren die Komponenten eine Struktur als Riemann’sches Gebiet (V,,, g,,)
Bei Kartenwechsel 7y = 1 o ¢! gilt eine Umsetzungsformel von g, nach gy.
Dies ist die gleiche Umsetzungsformel, wie wir sie bei Riemann’schen Gebieten
gefunden hatten und in den Begriff der Isometrie Riemann’scher Gebiete gefafit
hatten. Man erhélt:

1.2 Bemerkung. Ist (X,g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, so
wird jedes Kartenblatt V,, zu einem pseudoriemannschen Gebiet (Vy,g,). Die
Kartenwechselabbildungen

y=vop i p(UpyNUy) — $(U, NUy)

sind Isometrien pseudoriemannscher Gebiete. Ist umgekehrt fiir jedes Karten-
blatt (aus einem Atlas geniigt) eine pseudoriemannsche Metrik gegeben, so
daf$ diese Vertraiglichkeitseigenschaften erfillt, so kommen diese von einer
pseudoriemannschen Metrik g auf X .

Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung und ¢ eine Riemann’sche Metrik
auf Y. Man kann dann auf jedem 7, X eine Bilinearform durch Zusammenset-
zung mit der Tangentialabbildung definieren. Im allgemeinen wird diese aus-
geartet sein, also keine pseudoRiemann’sche Metrik definieren. Félle in denen
die Paarung nicht ausgeartet wird, sind:

DRm

RgK
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1. f ist ein lokaler Diffeomorphismus.
2. g ist eine Riemann’sche Metrik und f eine lokale Immersion.

Insbesondere kann man Riemann’sche Metriken auf Untermannigfaltigkei-
ten einschrénken.

Einige Begriffe iibertragen sich sofort von pseudoriemannschen Gebieten auf
pseudoriemansche Mannigfaltigkeiten. Dazu gehoren

1. Der Begriff der Isometrie (X,g) — (Y, h). Eine Isometrie ist ein Diffemo-
morphimus f : X — Y, so daf fiir jedes x € X der induzierte Isomorphismus
Tof : ToX — Ty)Y mit den ausgezeichneten Bilinearformen vertréiglich
ist,

92(A, B) = hy)(To f)(A), (Ta f)(B))-
2. Der Begrift der Geodétischen

u:l — (X, g).

Der Existenzsatz fiir Geodétische iibertrigt sich unmittelbar auf pseudorie-
mannsche Mannigfaltigkeiten:

Es gibt zu jedem Punkt a und jedem Tangentialvektor A € T, X eine Geoddtis-
cheu: I — R mit0 e I und u(0) = A. Unter diesen Geoddtischen gibt es eine
mit grofiten I und diese ist eindeutig bestimmit.

Man hat wieder , differenzierbare Abhéngigkeit® von den Parametern a, A. Zu
ihrer Formulierung benutzt man zweckméfigerweise die Konstruktion des Tan-
gentialbiindels 111.4.3.

Ist U C TX eine offene relativ kompakte Teilmenge, so kann man I fir alle
(a,A) € U gemeinsam wdihlen. Die Abbildung

I % U—>Xa (t7a7A) ’—>ua,A(t)

ist differenzierbar.

Auch diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der lokalen Theorie. Wir
verzichten darauf, dies néher auszufiihren.

2. Zusammenhinge

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir erinnern daran, dafl man
einem (differenzierbaren) Vektorfeld A einen Operator A : C*(U) — C>*(U)
(U offen) zuordnen kann. Man nennt

Vaf:=Af
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auch die kovariante Ableitung von f lings des Vektorfelds A. Sei F — X ein
Vektorraumbiindel {iber X. Man mo6chte gerne allgemeiner Schnitte differen-
zieren, also Abbildungen

Va:EU)— E)
definieren.

2.1 Definition. Fine kovariante Ableitung oder ein Zusammenhang auf DZu
einem Vektorraumbiindel E — X 1iber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
ist eine Schar von Abbildungen

T(U)xEU) —EWU),  (As)— Val(s),
welche mit Restriktion auf kleinere offenen Mengen vertrdaglich ist und so, dafs

Viargp = fVa+gVp
Va(fs)=fVal(s)+Va(f)s

gilt (f,g € C=(U)).

Es ist klar, dafl man Zusammenhénge auf offene Untermannigfaltigkeiten U C
X und das eingeschrinkte Biindel Ey := 771U einschriinken kann. Es gilt die
iibliche Verheftungseigenschaft. Ist X = |JU; eine offene Uberdeckung ist fiir
jedes i ein Zusammenhang V,; auf Ey, — U; gegeben, so dass V,;|(U; NU;) =
V;|(U; NU;) gilt, so existiert ein eindeutig bestimmter Zusammenhang V auf
E — X mit der Eigenschaft V|U; = V;. Wir beschreiben Zusammenhénge
lokal. Sei also U C R" offen und 7 : E — U ein triviales Biindel iiber U.
Es gibt dann Schnitte ey, --e, aus E(U), so dass sich jedes s € (V) fiir
offenes V' C U eindeutig in der Form s = fie; + -+ + fpe, mit f; € C(V)
schreiben 1a8t. Sei V ein Zusammenhang auf diesem Biindel. Wir betrachten
die Funktionen I’fj € C>*(U), welche durch

§ k
k

definiert sind. Diese Funktionen bestimmen den Zusammnehang, denn es gilt
allgemein

Voson, p_ 1555 = Y (0fi/0x:)s; + Y TFfis;.
j i

J

Umgekehrt wird durch diese Formel bei willkiirlicher Vorgabe der Funktionen
Ffj ein Zusammenhang definiert.
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Der Levi-Civita-Zusammenhang

Wir untersuchen speziell Zusammenhénge des Tangentialbiindels. Gegeben sei
ein Diffeomorphismus f : X — Y. Man kann dann in naheliegender Weise
einen Zusammenhang des Tangentialbiindels von X zu einem Zusammenhang
des Tangentialbiindels von Y iibertragen und umgekehrt. Sei nun V ein Zusam-
menhang auf X. Wir versuchen, ihn in Komponenten auszudriicken. Wir be-
trachten dazu eine differenzierbare Karte ¢ : U, — V,,. Wir kénnen V auf U,
einschrédnken und dann auf V,, iibertragen. Das Tangentialbiindel von V,, is
trivial, als Besiselemente kann man 0/0z; nehmen. Damit sind die Funktionen
Ffj durch

0 0
Vo (5,) =g,

definiert. Der Zusammenhang ist durch die Kenntnis aller Funktionen I’fj bes-
k
p;ig
von der Karte ¢ abhéngen. Wie miissen die Funktionen I'
damit sie einen Zusammenhang definieren?

um anzudeuten, dafl diese Funktionen

k ..
P3i]

timmt. Wir schreiben manchmal I’
beschaffen sein,

2.2 Hilfssatz. Jeder differenzierbaren Karte ¢ (aus einem Atlas geniigt) sei
ein System wvon differenzierbaren Funktionen F:‘;;ij auf Vi, zugeordnet. Diese
gehoren genau dann zu einem (eindeutig bestimmten) Zusammenhang, falls sie
beim Ubergang zu einer anderen Karte v der Umsetzungsformel

) by gy Pwl) S 2@ e ) (=)

0z i\ = 0z, 0z, 0z, Oz,

j=1 1<i,j<n

(mit v = o p~1) geniigen.
Merke: Dies ist nicht das Transformationsverhalten eines Tensors.

Genau dieses Transformationsverhalten hatten die Christoffelsymbole, wel-
che wir eingefiihrt haben, um Geodéatische zu beschreiben. Somit erhalten wir:

2.3 Satz.  Auf einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (X, g) existiert
ein Zusammenhang V, so dafS die Funktionen F’;;ij (x) beziiglich einer Karte ¢
genau die Christoffelsymbole von (g,.i;) sind.

Man nennt diesen Zusammenhang den Levi-Civita-Zusammenhang.

Wir iibergehen hier den Beweis von Hilfssatz 2.2 und damit von Satz 2.3,
da wir einen vollig koordinatenfreien Zugang zum Levi-Civita-Zusammenhang
erhalten werde. Es sollte jedoch klar sein, dass diese Beweise direkt aus dem
iiblichen Transformationsformalismus folgen.

ZCs

ELz
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3. Parallelitat

Sei V ein Zusammenhang auf dem Vektorraumbiindel 7 : ' — X. Sei a € X
und sei s € £(X) ein Schnitt von E. Gegeben seien zwei Vektorfelder A, B
mit der Eigenschaft A, = B,. Wir behaupten dann V4s(a) = Vps(a). Zum
Beweis kann man annehmen, dass E das triviale Biindel iiber einer offenen
Teilmenge des R™ ist. Dann folgt dies aus der expliziten lokalen Formel. Wir
erhalten somit folgenden Hilffsatz.

3.1 Hilfssatz. Sei V ein Zusammenhang auf dem Vektorraumbiindel 7 :
E — X. Seia € X ein Punkt und s € E(U) ein Schnitt von E tber einer
offenen Umgebung von a. Man kann fir jeden Tangentialvektor A € T,X die
Richtungsableitung

Va(s)(a) € E,

definieren, so daf folgendes gilt: Ist A ein Vektorfeld iber einen offenen Umge-
bung a € V. C U mit der Eigenschaft A, = A, so gilt

Va(s)(a) =V 5(s[V)(a).

Man nennt V 4(s)(a) die Richtungsableitung von s im Punkt a lings A. Diese
kann man wohlgemerkt fiir einen individuellen Tangentialvekor A € T, X nur
im Punkt a bilden.

Wir benutzen die Richtungsableitung fiir eine wichtige Konstruktion. Sei
f : X — Y eine differenzierbare Abbildung und sei 7 : F' — Y ein Vektor-
raumbiindel {iber Y. Man kann dann ein ,,zuriickezogenes® Biindel 7 : £ — X
definieren. Als Menge ist es durch

E:=Fxy X :={(4,2); mr(4) = f(a)
definiert. Man kann dann die Projektion
g BE— X, (Az)— zx,

betrachten. Wie sehen die Fasern dieser Abbildung aus? Die Faser iiber a € X
besteht aus allen Paaren (A, a) mit A € Fy,). In anderen Worten: Die durch
mg induzierte Abbildung

Ea— Fy(a)

ist bijektiv. Wir versehen F, mit einer Struktur als Vektorraum, so dass
dies Abbildung ein Isomorphismus ist. Meist identifiziert man E, mit Fy )
iiber diesen Isomorphismus. Wir wollen £ — X mit einer Strukur als Vektor-
raumbiindel versehen. Die Fasern tragen bereits eine Struktur als Vektorraum.

DRicht
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Als Topologie auf F nimmt man die induzierte Topologie von F' x X. Es bleibt
noch eine differenzierbare Struktur zu erklaren.

Sei V ein Zusammenhang auf F'. Wir wollen den zurickgezogenen Zusam-
menhang auf E definieren. Der Einfachheit halber bezeichnen wir ihn wieder
mit V. Fiir die Konstruktion ist es wichtig, folgendes zu bedenken. Man kann
jedem Schnitt ¢t € F (V) iiber einer offenen Menge den zuriickgezogenen Schnitt
so f e &) iiber U = f~1(V) zuordnen. Man hat hier nur folgendes zu be-
denken. Ein Schnitt s € £(U) ist eine Vorschrift, welche jedem = € U ein
Element s(x) € Ex zuordnet. Wir wir gesehen haben, kann man £, mit Fy(,
identifizieren. Daher ist s(z) = t(f(x)) ein Schnitt von E iiber U.

An dieser Stelle machen wir darauf aufmerksam, dass es keine natiirlichen
Abbildungen gibt, welche Vektorfelder auf X in solche auf Y oder umgekehrt
abbildet. Das einzige was man hat, sind die Abbildungen indivueller Tangen-
tialvektoren, welche durch die Tangentialabbildung T, X — T})Y gegeben
sind. Aus diesem Grund mussten wir die Richtungsableiteing ainfiihren.

3.2 Satz. Seien f: X — Y eine differenzierbare Abbildung, F ein Vektor-
raumbiindel iber Y und E das zuriickgezogene Biindel iiber X. Gegeben sei ein
Zusammenhang V auf F. FEs gibt genau einen ,zurickgezogenenen® Zusam-
menhang V auf X mit folgender Figenschaft:

Seien a € X ein Punkt, A € T,X ein Tangentialvektor in a, B € Ty,)Y

sein Bildvektor und t ein Schnitt von F dber einer offenen Umgebung von
f(a) € V.CY. Dann gilt die Formel

Vato f(a) = Vpt(f()).

Hierbei wurde die Faser E, mit Fy,) identifiziert.

Beweis.

3.3 Definition. Sei V ein Zusammenhang auf einem Vektorraumbiindel
E. FEin Schnitt s von E fdber einer offenen Teilmenge heifst parallel, falls
Va(s|V) =0 fiir jedes Vektorfeld A auf einer offenen Teilmenge V- C U gilt.

Wir behandeln einen sehr wichtigen Spezialfall. Sei I € R ein Intervall und
a @ I — X eine differenzierbare Abbidlung. Wir nehmen zunéchst an, dass [
offen ist, da nur dann I eine differenzierbare Mannigfaltigkeit in unserem Sinne
ist. Wir nehmen an, jedem Punkt ¢ € I sei ein Tangentialvektor A; € Ty ) (X)
zu. Man nennt dies ein Vektorfeld lings der Kurve I. Wir wollen annehmen,
dass dieses von t differenzierbar abhéngt. Dies soll einfach bedeuten, dass A;
ein (differenzierbarer) Schnitt des auf I zuriickgezogenen Tangentialbiindels
o*Tx ist. Man merke also:

Tangentialfelder lings Kurven sind nichts anderes als Schnitte des auf das Pa-
rameterintervall zuriickgezogenen Tangentialbiindels.

BackZus
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Parallelverschiebung

Sei nun V ein Zusammenhang auf X (also auf dem Tangentialbiindel von X).
Wie wir gesehen haben, kann man V auf I zuriickziehen. Sei nun A = (4;) ein
Vektorfeld lings I, so man seine kovariante Abildung lédngs Vektorfeldern auf I
bilden. Das Basistangentialfeld of I ist d/dt. Wir vewenden die vereinfachende
Bezeichnung

A/ = Vd/th.

Natiirlich muss man sich dabei in Klaren sein, dass dies von dem gewé&hlten
Zusammenhang V abhéingt.

3.4 Definition. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Zusammen-
hang V. Seiu : I — X eine glatte Kurve und (A;) ein Tangentialfeld lings u.
Wir nennen A parallel, wenn A" =0 gilt.

Ein spezielles Tangentialfeld lings der Kurve u ist das Tangentenfeld u(t).

3.5 Bemerkung. Fine glatte Kurve v : I — X in einer Riemann’schen
Mannigfaltigkeit ist genau dann geoddtisch, wenn thr Tangentenfeld parallel in
bezug auf den Levi-Civita-Zusammenhang ist.

Ein anderer Aspekt von Zusammenhéngen ist, dass man sie benutzen kann, um
die Parallelverschiebung von Tangentialvektoren lings Kurven zu definieren.

3.6 Satz. Sei u : I — X eine glatte Kurve in einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X mit Zusammenhang V und sei to € I ein Punkt, sowie
Ay € Tyuo)X ein Tangentialvektor in u(ty). Dann existiert eine eindeutig
bestimmte Erweiterung von Ay, zu einem parallelen Vektorfeld Ay lings u.

Der Beweis folgt aus dem Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche
Differentialgleichungen und wird hier iibergangen. ad

Satz 4.3.6 besagt insbesondere folgendes. Ist u : [0,1] — X eine glatte
Kurve, a = u(0), b = u(1) und ist A € T, X ein Tangentialvektor in a, so kann
man diesen lidngs der Kurve u parallel verschieben und gelangt zu einem Tan-
gentialvektor B € Tj,. Natiirlich kann das Resultat B von der Wahl der Kurve
abhéngen. Insbesondere kann B von A verschieden sein, wenn u geschlossen
ist (a = b). Dies fiihrt zu der sogenannten Monodromiegruppe, auf die wir hier
nicht weiter eingehen wollen.

Abschlieflend bemerken wir noch, dass man den Zusammenhang V rekon-
struieren kann, wenn man weif}, wie Vektoren lings Kurven parallel zu ver-
schieben sind. Dies ertffnet einen neuen Zugang zur Theorie der Zusam-
menhénge. Wir gehen hierauf nicht ein.

DPar
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4. Kovariante Ableitung von Tensoren

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir erinnern daran, dafl man
einem differenzierbaren Vektorfeld A einen Operator A : C°(U) — C>*(U) (U
offen) zuordnen kann. Man nennt

Vaf = Af

auch die kovariante Ableitung von f ldngs des Vektorfelds A. Man mochte
allgemeiner Tensoren ldngs Vektorfeldern ableiten, also Abbildungen

Va:TPUU) — TPIU)

definieren. Im Falle p = ¢ = 0 soll natiirlich der eben behandelte Fall V 4 f =
Af herauskommen. Dazu braucht man zunéchst einmal einen Zusammenhang
V des Tangentialbiindels. Wir erinnern daran, was dies ist.

Eine kovariante Ableitung oder ein Zusammenhang des Tangentialbiindels
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist eine Schar von Abbildungen

TU)xT(U)— T(U), (A, B) — V4(B),
welche mit Restriktion auf kleinere offenen Mengen vertrdglich ist und so, dafs

Viargp = fVa+gVp
Va(fB) = fVa(B) +Va(f)B

gilt (f,g € C>=(U)).

Wir erinnern daran, dafl man Zusammenhénge auf offene Untermannigfaltig-
keiten einschréinken kann. Ist ein Diffeomorphismus f : X — Y gegeben, so
kann man einen Zusammenhang von X auf Y {ibertragen und umgekehrt. Wir
nehmen einmal an, ein Zusammenhang V des Tangentialbiindels sei gegeben.
Wir driicken ihn in Komponenten aus. Wir betrachten also eine differenzierbare
Karte ¢ : U, — V,. Wir wollen die Formel C' = V4(B) in Komponenten
formulieren und {ibertragen den Zusammenhang auf V,, (nachdem man ihn auf
U, eingeschrénkt hat). Wir fithren dann die Funktionen I‘fj durch

0 0
V&(T%): kaja—xk

ein. Der Zusammenhang ist durch die Kenntnis aller Funktionen I‘fj bestimmt.

Wir schreiben manchmal F’;;ij um anzudeuten, dafl diese Funktionen von der
Karte ¢ abhéngen. Wir haben bereits in Satz 2.3 gesehen:
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Auf einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (X, g) existiert ein Zusammen-

hang V (des Tangentialbiindels), so daf die Funktionen Ffp;ij (x) beziiglich einer
Karte ¢ genau die Christoffelsymbole von (gy.i;) sind.
Man nennt diesen Zusammenhang den Levi-Civita-Zusammenhang.

Wir wollen eine koordinateninvariante Deutung dieses Zusammenhangs
geben. Dazu ist es sinnvoll, einen Zusammenhang V auszudehnen und auch
die Ableitung V 4T von Tensoren T zu definieren. Wir beginnen damit, einen
Zusammenhang V des Tangentialbiindels auf Differentiale auszudehnen.

4.1 Hilfssatz. Sei V ein Zusammenhang des Tangentialbiindels und sei w
ein Differential und A ein Vektorfeld auf X. Es gibt ein eindeutig bestimmtes
Differential V aw mit folgender FEigenschaft. Ist B ein Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge von X, so gilt

(Va(w))(B) = A(w(B)) = w(Va(B)).

Beweis. Man muss nur nachrechnen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite
C>°(U) linear in B ist. Man muss also

Aw(fB)) =w(Va(fB)) = fAW(B)) - fw(Va(B))

zeigen. Tatséichlich gilt
Aw(fB)) = A(fw(B)) = (Af)w(B) + fA(w(B))
und
w(Va(fB)) =w((Af)B) + w(fVa(B)) = (Af)w(B) + fw(VaB).

Zieht man die beiden Gleichungen voneinander abe, so erhilt man die Behaup-
tung. O

Man kann die kovariante Ableitung auch auf beliebige gemischte Tensoren
iibertragen.

4.2 Hilfssatz. Sei V ein Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel von X.
Man kann dann fir jedes offene U C X und jedes Vektorfeld A auf U und jedes
(p,q) eine Abbildung

Va:TPYU) — TPYU)

mit folgenden Eigenschaften definieren:

1. Im Falle p=q =0 ist Va(f) = A(f).
2. Im Falle p = 1, ¢ = 0 stimmt V4 mit dem gegebenen Zusammenhang
tiberein.

KoD
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3. Im Falle p=0, g =1 stimmt V 4 mit der Ausdehnung des Zusammenhangs
auf Differentiale iberein.

4. Die Abbildung V 5 ist vertriglich mit Einschrinkung auf kleinere offene
Mengen.

5. Die Abbildung V 4 ist R-linear.

6. Diese Abbildung gentigt der Produktregel

VAT ®S)=T®Va(S)+Va(lT)®S.

Diese Ausdehnung des Zusammenhangs auf Tensoren ist eindeutiq.

Der Beweis von 4.2 ist nun leicht zu erbringen. ad

Als eine Ubungsaufgabe berechnen wir die kovariante Ableitung eines Ten-
sors T € T2 Wenigstens lokal kann man 7 in der Form T = w; ® ws
schreiben. Mittels der Produktformel und 4.1 beweist man nun fiir solche T’
und danach allgemein:

4.3 Hilfssatz. Die kovariante Ableitung V o(T) eines Tensors vom Typ (0,2) CkzZ
st durch

(Va(M))(X,Y) =T(X,Y) =T(Va(X),Y) = T(X,Va(Y))

charakterisiert.

Wir kommen nun zu einer koordinatenfreien Beschreibung das Levi-Civita-
Zusammenhangs.

4.4 Satz. Auf einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit existiert ein und CLZ
nur ein Zusammenhang V mit den beiden Eigenschaften

Va(B) = Vp(A) = [A, B]
Vag =0.

Dieser Zusammenhang ist der Levi-Civita-Zusammenhang.

Beweis. Aus V 49 = 0 folgt wegen 4.3
A(g(X,Y)) = g(VaX,Y) + g(X,VaY)
und in Verbindung mit der ersten Bedingung
A(g(X,Y)) = g(VaX,Y) + g(X,VaY) +g([4, X],Y).

man vertauscht in dieser Formel X, Y, A zyklisch und eliminiert aus diesen drei
Gleichungen V x und Vy. Das Resultat ist

g(X7 VAY> =
Ag(X, Y) +9(A7 [X7 Y]) + Yg(X, A) +g(Y, [Xa A]) - Xg(Y, A) - g(X, [Yv A])
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Es sollte klar sein, wie man V 4 AY hier herausholen kann. Man erinnere sich
an die Identifikation V' = V* bei Vorhandensein einer nicht ausgearteten Bi-
lineraform. Es ist leicht zu verifizieren, daf3 das durch diese Formel defnierte
Va(Y) die geforderten Eigenschaften hat.

Wir {ibergehen den Nachweis, daf3 es sich um den bereits eingfiihrten Levi-
Civita-Zusammenhang handelt. ad

5. Der Riemann’sche Kriimmungstensor

Man rechnet ohne Miihe nach:

5.1 Hilfssatz. Ist V ein Zusammenhang, so ist
R(A7 Bv 07 D) = g(vAvB<C)7 D) - g(VBVA(C), D) - g(D, V[A,B}(C))

ein Tensor vom Typ (0,4).

Zum Beweis mufl man lediglich die Formel

R(f1A, faB, f3C, faD) = fifafsfaR(A, B,C, D)

verifizieren. O
Man nennt diesen Tensor den dem Zusammenhang zugeordneten Kriim-
mungstensor (in seiner kovarianten Form).

5.2 Satz. Sei (X, g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit. Der dem Levi-
Civita-Zusammenhang zugeordnete Krimmungstensor stimmt mit dem Rie-
mann’schen Krimmungstensor tberein.

Auch dies kann man direkt nachrechnen. O

Man rechnet leicht folgende Eigenschaften von R nach.

5.3 Hilfssatz. FEs gilt

R(A,B,C,D) = —R(B,A,C,D) = —R(A, B,D,C) = R(C, D, A, B),
R(A,B,C,D)+ R(B,C,A,D)+ R(C,A,B,D) =0 (Bianchi-Identitdt).

Neben der rein kovarianten Form betrachtet man auch gemischte Formen des
Riemann’schen Kriimmungstensors und bezeichnet sie all mit demselben Buch-
staben R. Beispielsweise kann man den (1,3) Tensor R(w, B, C, D) betrachten.
Wir erinneren, wie er zu definieren ist. Dem Differential w entpsricht ein Vek-
torfeld A, welches durch w(X) = g(A, X) definiert ist. Wir setzen

R(w,B,C,D) = R(A,B,C,D)  (w(X)=g(4,X)).

DRt
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Wir wollen die Darstellungen in Koordinaten ausrechnen. Sei also (D, g) ein
pseudoriemannsches Gebiet. Wir setzen wie fiir Tensoren iiblich

Rijkl = R(a“ 8]~, 3k, 81), Ri~kl = R(dxi, aj, Bk, 8l)

J

Um die Formeln ertréglich zu halten, verwenden wir die Abkiirzungen

0; == und V,;:=Vj,,.

8902- ’

Wir berechnen als erstes V;(V;0y).

Vi(V,0)) = <Zr ) Z 8+Zr
:;air +Zr

Man erhélt hieraus V;(V ;0 ), indem man die Indizes i, j vertauscht. Beachtet
man noch [0;,d;] = 0, so erhélt man

Rijir = > _(0iT%,)(0y,0,) +Zr M (s 1) —

v

2(8 I'}:) (0, 0r) ZF 8,“0[

v

oder in leicht veridnderter Form

Rijut = Z Ol (a Y, — 0T, Zrﬁkrgu _ ngkrgu).

m

Wir wollen auch die Komponenten
é'k[ = R(dajza 8j7 ak: 8l)

ausrechnen. Wir rechnen das 9; entsprechende Differential > j fijdz; aus. Es
ist definiert durch die Bedingung

(Z fijd%')(ak) =9(9i,05) (= 9i5)

definiert. Nach Definition gilt dz;(0;) = ;5. Wir erhalten also fix = gix.
Damit erhalten wir
zjkl Zgzu ]y‘k;l-
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Um Anschluss an die obige Formel zu bekommen, vertauschen wir die Indizes
7 und [.

Rijki = Y iRy,
Nutzt man die Relation R;ij = Rk aus, so folgt

Rikji = ZQVLRJ'{M
Vertauscht man noch k£ mit j so erhilt man

Rijr = ZgulRZji~
Vergleich mit obiger Formel fiir R;;j; ergibt nun

Ry = 0L, — 0;1, + Z Iy, — fokf‘?u-
1 1

Ersetzt man (v, k, j, i) durch (i, j, k,1), so erhélt man:

5.4 Satz. Fs gilt
Rjy = O} — Okl + Y TiTh, = > TiTh,,
w j

Riji = E Giv }’kl-
v

Wir wollen Verjiingungen des Riemann’schen Kriimmungstensors untersuchen.
Wir erinnern an den Mechanismus der Verjiingung. Sei (V,g) ein endlich di-
mensionaler Vektorraum mit einer ausgezeichneten nicht ausgearteten sym-
metrischen Bilinearform ¢g. Sei B eine weitere Bilinearform B. Wir wollen
diese verjiingen, ihr also eine Zahl zuordnen. Hier ist der Mechanismus. B
definiert zunéchst eine lineare Abbildung B : V' — V*. g definiert einen Iso-
morphismus V' — V*. Beide zusammen liefern eine lineare Abbildung V' — V.
Deren Spur ist die Verjiingung von B. Halten wir dies nochmals fest.

5.5 Hilfssatz. Sei (V,g) ein Vektorraum mit einer nicht ausgearteten sym-
metrischen Bilinearfrom g. Dann gibt es einen Isomorphimus

Hom(V,V) =5 Bil(V x V,R), f+~— B.

Er ist durch die Formel
B(a,b) = g(f(a),b))

charakterisiert.
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Man kann diese Abbildung auch leicht mit Basen verfolgen: Sei eq, ..., e, eine
Basis von V. Die lineare Abbildung wird dann durch eine Matrix C' gegeben,

f(€z> = Z cjz-ej.
J
Die Formel in Hilfssatz 5.5 lautet

B(ei7€j) = g(f(€i>7ej) = chi9<€V7gj)'

Bezeichnen wir der Einfachheit die Matrix (B(e;, e;)) wieder mit B und mit g
die Matrix (g(e;,e;)), so lautet diese Formel

B=C'g oder oder C =g 'B.

Dies ergibt folgende explizite Formel fiir die Verjiingung von B:
>_9"by
,J

Diese Zahl ist Null, wenn B alternierend ist, B(a,b) = —B(b,a). Ist allgemeiner

n—fach

——
T:Vx---xV—DR, n>2,

eine multilineare Abbildung. Man kann zwei Indizes 1 < i < j < n heraus-
greifen. Indem man die restlichen Variablen festhélt, kann man 7' als bilineare
Abbildung der Variablen v;,v; auffassen und dann verjiingen. L&t man die
restlichen Variablen wieder laufen, so erhilt man die Verjiingung

(n—2)—fach

—N—
CijTZVX---XV—>R.

Dies kann man auch auf kovariante Tensorfelder (punktweise) anwenden und so
einen n-fach kovarianten Tensor zu einem (n — 2)-fach kovarianten verjiingen.

Wir wenden dies auf den Kriimmungstensor R(A, B,C, D) an. Je nachdem
man zwei der vier Komponenten A, B, C, D herausgreift, erhélt man 6 mogliche
Verjiingungen. Wir definieren den Riccitensor durch Kontraktion der zweiten
und dritten Komponente. Seine Komponenten sind demnach

RlCi’l = gj Ri,j,k,l-
jk

Mittels der Relationen aus Hilfssatz 5.3 kann man zeigen, dass eine Verjiingung
entweder Null ergibt (zum Beispiel wenn man A und B kontrahiert) oder den
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Riccitensor oder sein Negatives Man kann zeigen, dafl diese Verjiingung entwe-
der 0 ergibt, zum Beispiel wenn man A, B herausgreift oder den Ricci-Tensor
oder das Negative des Ricci-Tensors. Der Ricci-Tensor ist also bis aufs Vorzei-
chen die einzig relevante Verjiingung des Riemann’schen Kriimmungstensors.

Man kann nachrechnen, dafl der Ricci-Tensor symmetrisch ist,
Ric(A, B) = Ric(B, A).

Man kann den Riccitensor nochmals verjiingen. Das Resultat ist eine Funktion
auf X, die sogenannte skalare Krimmung. In Komponenten lautet sie

> 9"  Rijur

i7j7k7l

Wir berechnen sie fiir Flachen. Benutzt man die Formeln aus Hilffsatz 5.3, so
erhélt man

Rllll = R2222 = R1112 = R1121 = R1211 = R2111 = R2221 = R1222 =0

sowie

Ri221 = R2112 = —Ra2121 = —Ri212.

In diesem Falle erhilt man fiir die skalare Kriimmung —2R212(g*tg?2 —g'2g%!).

Dies ist das doppelte der Gauf3’schen Kriimmung.

5.6 Satz. Die Gaufische Krimmung einer Fliche ist genau die halbe skalare
Krimmunyg.

Dies zeigt nocheinmal die isometrische Invarianz der Gaufschen Kriimmung!

Wir wollen diesen Satz etwas allgemeiner formulieren. (Die Rechnung ist aber
dieselbe).

5.7 Hilfssatz. Sei (V,g) ein zweidimensionaler Vektorraum, welcher mit
einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform versehen sei. Sei R ein
vierfach kovarianter Tensor, welcher den in Hilfssatz 5.3 formulierten Relatio-
nen gentigt. Ist A, B eine Basis von V', so bilden wir

R(A, B, B, A)
9(A, A)g(B, B) — g(A, B)?

Dieser Ausdruck hdngt nicht von der Wahl der Basis ab. Genauer gilt. Sein
Doppeltes ist gleich der zweifachen Verjingung von R(A, B,C, D), wobei zuerst
B, C und anschlieffend die zwei verbleibenden Variablen A, D kontrahiert wer-
den.

GiS

SchnAb
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Die Schnittkriimmung

Sei jetzt (X, g) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Sei V' C T, X ein zwei-
dimensionaler Untervektorraum. Sei A, B eine Basis von V. Wie wir gesehen
haben, hingt der Ausdruck

R(A, B, A, B)
(A7 A)g(Bv B) - g(Av B)2 .

Ka,V Xug =
(X,9) p

nicht von der Wahl der Basis A, B ab. Man nennt dies die Schnittkrimmung
von X im Punkte a ,in Richtung” V. Ist X eine Fliche, so kann man fiir
V nur den vollen Tangentialraum nehmen. Wie wir gesehen haben, ist die
Schnittkriimmung gleich der Gaufy’schen Kriimmung. Allgemein kann man die
Schnittkriimmung wie folgt interpretieren: Mit Hilfe der Exponentialabbildung
kann man leicht in einer kleinen offenen Umgebung von a eine zweidimensional
Untermannigfaltigkeit a« C Y C X konstruieren, so da3 V' gleich dem Tangen-
tialraum 7,Y ist. Man kann die Riemann’sche Metrik g auf Y einschréanken
und erhélt dann eine zweidimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Die
Schnittkriimmung ist offenbar genau der Gaufl’sche Kriimmunng dieser Flache
im Punkt a. Diese Schnittkriimmung ist sehr viel anschaulicher als der Rie-
mann’sche Kriimmungstensor. Sie enthélt aber noch die volle Information des
Riemann’schen Kriimmungsrensors. Beispielsweise gilt (ohne Beweis):

Seien g1, g2 zwei Riemann’sche Metriken auf derselben differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit X. Wenn alle Schnittkrimmungen von g1 und go (in allen Punk-
ten) tbereinstimmen, so stimmen auch die Riemann’schen Kriummungsten-
soren tberein.

Ein weiterer Satz (ohne Beweis) unterstricht die Richtigkeit des Konzeptes des
Kriimmungstensors:

Der Riemann’sche Krimmungstensor ist genau dann identisch Null, wenn
(X, g) lokal flach ist, wenn also jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt,
welche zu einem offenen Teil des R"™, wversehen mit der Einheitsmatriz als
Metrik, isometrisch dquivalent ist.

Ziemlich tief ist folgender Sphérensatz (ohne Beweis):

Sei X = (X, g) eine zusammenhdngende vollstimdige Riemann’sche Mannig-
faltigkeit. Die Schnittkrimmung sei konstant in dem Sinne, daf$ sie in jedem
Punkt a € X wund fir jeden zweidimensionalen Untervektorraum W C T, X
denselben Wert hat. Dieser Wert sei positiv. Dann ist X isometrisch dquiva-
lent zu einer Sphdre

{zeR" ai+---+22=r>} (r>0),

welche natirlich mit der Riemann’schen Metrik versehen wurde, welche man
durch Einschrdnken der Euklidschen Metrik des R™ erhiilt.
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Diese Resultate zeigen, dafl der Riemann’sche Kriimmungstensor vollstindig
die ,,innere Kriimmung* beschreibt. Das Konzept der Schnittkriimmung zeigt,
dass innere Kriitmmung ein Phinomen ist, welches im Zweidimensionalen auf-
taucht und dort auch in gewissem Sinne endet.

6. Riemann’sche Mannigfaltigkeiten als metrischer Raum

Bekanntlich ist im R™ — aufgefait als Riemann’sches Gebiet mit der Rie-
mann’schen Metrik g(z) = FE (Einheitsmatrix) — die Verbindungsstrecke
u(t) =a+1tb—a) (0 <t < 1) die kiirzeste Verbindung zweier Punkte a, b.
Wir begriinden dies kurz. Die Linge der Verbindungsstrecke ist offenbar die
Euklidische Norm ||b—a||. Fiir jede andere Verbindungskurve u (parametrisiert
durch das Einheitsintervall) gilt

l(u) = / o) at > H / Ll ]| = fla—b].

Die hierbei auftretende Ungleichung folgt aus der anologen fiir endliche Sum-
men durch Grenziibergang.

Wir setzen im folgenden immer voraus, dafl X = (X, g) eine zusammenhén-
gende Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist. Dann kann man je zwei Punkte a,b
durch eine stiickweise glatte Kurve

w:[0,1] — X, wu(0)=a, u(l)=">

verbinden. Man kann all diese Verbindungskurven und das Infimum ihrer
Léngen betrachten
dx(a,b) :=infl,(u).

Man kann zeigen, dafl es geniigt, sich auf glatte Kurven zu beschrinken.
Wir beweisen dies nicht, fassen uns jedoch immer bei Fragen der stiickweisen
Glattheit kurz.

6.1 Satz. Die Funktion

dx(a,b) :=infl,(u)

1st eine Metrik auf X . Die zugehorige Toplogie stimmt mit der gegebenen Toplo-
gie auf X dberein.

Beweis. Von den Axiomen einer Metrik sind die Reflexivitit, Symmetrie und
die Dreiecksungleichung klar. Nicht klar ist vorerst die Definitheit (d(z,y) =
0 = z = y) und die Gleichheit der Topologien. Diese gilt es nun zu beweisen:

MRm
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Sei a € X ein Punkt und ¢ eine differenzierbare Karte mit a € U, und
¢(a) = 0. Wir betrachten auf V, zwei verschiedene Metriken:

1. Die von dx auf X iibertragene Metrik. Diese bezeichen wir mit d, also
d(:L‘, y) =dx (a7 b) mit = = Qp(a)7 Yy = Qp(b)

2. Die Euklidische Metrik

d'(z,y) = llz =yl = /(@1 = y1)? + - (@0 — yn)*.

Im folgenden sei r > 0 immer so klein, daf§ die Euklidische Kugel ||z|| < r ganz
in V,, enthalten ist.

Behauptung. Ist r > 0 geniigend klein, so sind die Metriken d und d’' auf der
Kugel ||x|| < r dquivalent. Es ezistiert als ein C > 0 mit

d(z,y) < Cd'(x,y), d(x,y) <Cd(z,y) fir |z|,|y|| <r

Es ist klar, dal Satz 6.1 aus dieser Behauptung folgt. Zu ihrem Beweis betra-
chten wir die Funktion

{4 Al =13 > {a; =l <r} — R, (A,2) — g(z)[A].

Als stetige Funktion auf einem Kompaktum besitzt sie Minimum und Maxi-
mum und beide sind positiv. Wahlt man die Konstante C' geniigend grof3, so
folgt fiir alle z mit ||z| <r die Ungleichung

CTHA|P < g(@)[A] < Ol A|I?

zunéchst unter der Nebenbedingung ||A|| = 1 und dann aus Homogenitatsgriin-

den fiir alle A.

Die Behauptung wire nun klar, wenn man bei der Definition von dx nur
Kurven zuliefle, welche ganz in dem Teil U C X verlaufen, der dem Karten-
bereich ||z|| < r entspricht. Es kénnte aber zu jeder Verbindungskurve zweier
Punkte a,b u, welche in U verlauft, eine kiirzere Verbindungskurve existieren,
welche U zeitweilig verlafit. Wir zeigen nun, dafl dies nicht eintreten kann,
wenn man r geeignet verkleinert. Wir wollen also r durch ein geeignetes € mit
0 < e < r ersetzen. Wenn eine Kurve in der e-Kugel startet und nicht ganz in
U verlduft, so ist ihre Linge mindestens C~1(r —¢). (Es gibt ein kleinstes g, so
daB u([0,tp]) ganz im Abschlufl von U enthalten ist.) Andererseits kénnen zwei
Punkte aus der e-Kugel innerhalb dieser durch eine Kurve (sogar ein Strecke)
der Lange < 2C¢e verbinden lasse. Wahlt man e geniigend klein, so ist dies
kleiner als C~1(r — ¢). O
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7. Die Exponentialfunktion

Wir setzen wieder voraus, daf§ (X,g) eine zusammenhéingende Riemann’sche
Mannigfaltigkeit ist. Sei a € X ein fest gewédhlter Punkt. Wir betrachen
zu beliebigem A € T, X die Geoditische u, 4(t) mit Anfangspunkt a und An-
fangsrichtung A. Sie ist auf einem gewissen Intervall (—r, ) definiert. Schrinkt
man sich auf alle A aus einem Kompaktum ein, so kann man r fiir all diese A
gemeinsam wéhlen. Da mit u(t) auch u(tot) geoditisch ist, gilt:

7.1 Bemerkung. Die Geoddtische uq a(t) sei auf dem Intervall (—r,r)
definiert. Es gilt

Ug,sA(t) = ug a(st) (It| < r sl <1).

Hieraus ergibt sich auch:

7.2 Bemerkung. Seia € X. Es existiert eine offene Umgebung
0eU CT,X,

so daf$ die Geoddtische uq 4 fir alle A € U auf dem Intervall (—2,2) definiert
ist. Insbesondere ist dann die Abbildung

exp, : U — X, exp,(4) :=uq (1),

wohldefiniert.

Die Exponentialabbildung ist natiirlich differenzierbar. Wir kénnen insbeson-
dere ihre Tangentialabbildung im Nullpunkt betrachten. Dies ist eine lineare
Abbildung

TowU=T,X —T,X.

7.3 Hilfssatz. Die Tangentialabbildung J(0,exp,) der Exponentialabbildung
mm Nullpunkt ist die Identitdt.

Folgerung. Es existiert eine offene Umgebung von 0 im Tangentialraum T, X,
welche durch die Exponentialfunktion diffeomorph auf eine offene Umgebung
von a € X abgebildet wird.

Beweis. Ist f(z) = (f1(x),..., fn(z)) ein n-Tupel differenzierbarer Funktionen,
welche in einer offenen Umgebung von 0 € R™ definiert sind, so gilt nach der

Kettenregel
d "L Of;
t=0 Z or; (0)a;.
7j=1

Efi(m)

J

RTg

GEf

TiI
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Die Funktionalmatrix im Nullpunkt ist demnach genau dann die Einheitsma-
trix, wenn

d
gl =a

gilt. Zum Beweis von 7.3 ist also

d
7 XPa (tA)‘t:O =A

zu zeigen. Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung 7.2
exp, (tA) = ug, a(t).

Die Kurven exp,(tA) sind also insbesondere genau die Gedodditischen zu den
Anfangswerten (a, A).

Wir wollen die Exponentialabbildung exp, auch zu variablem Mittelpunkt be-
trachten. Zunéchst einmal sollte klar sein, dafl es zu jedem a € X eine offene
Umgebung U C T'X von (a,0) gibt, so da8

U— X, (a, A) — exp,(A)
wohldefiniert ist. Wir betrachten allgemeiner
U— XxX, (bjA)+— (bexp,(A)).

Es ist leicht zu zeigen, daf§ die Jacobiabbildung dieser Abbildung in (a,0)
invertierbar ist. Zum Beweis kann man annehmen, dal X C R" ein Rie-
mann’sches Gebiet ist. Dann ist T7X = X x R" und die Funktionalmatrix ist
offenbar von der Form

( 0 E) F Einheitsmatrix.

Damit folgt:

7.4 Hilfssatz. Zu jedem Punkt a € X ezistiert eine offene Umgebung (a,0) €
TX, so dafy die Abbildung

U— XxX, (bjA)+— (b,exp,(A))

einen Diffeomorphismus von U auf eine offene Umgebung von (a,a) bewirkt.

1gN
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8. Normalkoordinaten

Nach 7.3 definiert die Exponentialfunktion einen Diffeomorphismus kleiner of-
fener Umgebungen

exp, : U —V, 0eUeT, X, acV CX.

Die Umkehrung von exp,, ist also eine differenzierbare Karte. Das Kartenblatt
U tragt somit eine Struktur als Riemann’sches Gebiet. Damit kénnen wir
beweisen.

8.1 Satz. Zu jedem Punkt a € X einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit
existiert eine offene Umgebung, welche isometrisch zu einem Riemann’schen
Gebiet (D, g) mit folgenden Eigenschaften ist:

1) D ist die Euklidische Einheitskugel ||z| < 1.
2) Die Matrixz g(0) ist die Einheitsmatriz.
3) Die Geraden durch den Nullpunkt u(t) = tA sind geoddtisch.

Wichtig hierbei ist nur die Eigenschaft 3), welche man mit der Karte ,, Exponen-
tialfunktion* erreicht. Die Eigenschaft 2) kann man durch eine Transformation
g(x) — A’g(x)A mit konstantem A erreichen (ohne 3) zu verlieren) und 1)
erreicht man durch Reskalierung. O

Riemann’sche Gebiete mit den Eigenschaften 1)-3) sind sehr spezieller
Natur. Wir formulieren zwei Eigenschaften:

8.2 Hilfssatz. Sei (D,g) ein Riemann’sches Gebiet wie in Satz 8.1. Die
Funktion

t—g(tA)[A]  ([[tA]] < R)
ist fiir jedes A € R™ konstant || A|>.
Folgerung. Die Linge l,(u) der Geoddtischen u(t) =tA, 0 <t <ty (0 <ty <
1) ist gleich ihrer FEuklidischen Ldnge to||All.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Konstanz der Geschwindig-
keit der Geodétischen tA. Sie besagt, dass ) g;;j(tA)A;A; konstant ist. Die
Konstante ermittelt man aus ¢ = 0. O

Wir nennen zwei Zeilen-Vektoren a,b € R"™ senkrecht beziiglich einer sym-
metrischen n x n-Matrix S, falls

CLSb/ = Z sijaibj =0

1<i,j<n

gilt.

GNf

EeG
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8.3 Hilfssatz (Gauf3’sches Lemma). Sei (D, g) ein Riemann’sches Gebiet EzG
wie in 8.1. Seien A, B € R" zwei Vektoren, welche beziiglich g(0) senkrecht
stehen. (Da g(0) die Einheitsmatriz ist, bedeutet dies, dafi A, B im tiblichen
Euklidischen Sinne senkrecht stehen.) Dann stehen sie auch senkrecht beziglich
allen g(a) mit a € DN RA.

Beweis. Es ist klar, dafl man diesen Hilfssatz nur in der Dimension zwei be-
weisen mufl und auflerdem annehmen kann, dafl A, B die beiden Einheitsvek-
toren sind. Wir miissen zeigen, dass (1,0)g(¢,0)(0,1)" verschwindet.

Wir haben also im Falle n = 2 zu zeigen, dafl g(t,0) fir alle t mit [t| < 1 eine
Diagonalmatriz ist.

Zum Beweis ist es zweckméfig, Polarkoordinaten einzufiihren. Die Abbildung
(r,p) — (reosg,rsing), 0<r<1,

ist ein lokaler Diffemomorphismus. Wir betrachten die zuriickgezogene Rie-
mann’sche Metrik

- o cos ¢ sin ¢ . cosp —rsing
g(r. ) = <—rsing0 rcosgp)g(rcos%rsmgo)(singp 7 COS >

Wir werden sogar zeigen, dafS g(a) fir alle a eine Diagonalmatriz ist.

Dann ist g(r cos ¢, 7 sin @) wenigstens dann eine Diagonalmatrix, wenn sin ¢ =
0 ist.

Die Kurven u(t) := (tr, ¢) sind fiir festes (r, ¢) geoditisch beziiglich g. Aus
der Differentialgleichung fiir Geodétische folgt

f%l = f%l =0
also mittes der expliziten Gestalt der Christoffelsymbole

gll(‘)gu +§12<2@g12 8911) _0

or or Op
010011 . 0g12  0g11
21 22 B _
T or +g <2 or Op ) 0
oder ~ _ _
0911 —0 23912 _ 9911
or ’ or dp

Folgedessen gilt

Gu(re) =h(g) wd 9o = 2H'(o) +1(¢)

mit gewissen Funktionen einer Verénderlicher h, (.

Andererseits folgt aus der § definierenden Gleichung

- (10

Wir erhalten h(y) =1 und I(¢) = 0. O
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8.4 Hilfssatz. Sei (D,g) ein Riemann’sches Gebiet wie in Satz 8.1. Sei emM
w:[0,1] — D — {0} eine stickweise glatte Kurve mit u(0) = a, u(l) =b. Es
gelte ||a|| = o und b mit ||b|| = B (Euklidische Norm). Dann gilt

lg(u) = |6 — af.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnung

Izlls == V/Sla] (= /D sijwizy)

fiir die von einer symmetrischen positiv definiten Matrix S induzierte Norm.
Wir erinnern an die Formel

1
1y () = / 1(0) ]y ey .

Wir nehmen hierbei 0.B.d.A. an, dal u(t) durch 0 < ¢ < 1 parametrisiert
wurde.

Wir setzen
a(t) = [lwt)llgeury)-

Wir schreiben u(t) in ,,Polarkoordinaten®,

I~

() = a(®)b(t), [6@)[lguey) = 1-
Aus Hilfssatz 8.2 folgt
g9(a(®)b()[b(t)] = [p(D)]],

also
16(t) [ g(ucr)) = [[0(E)]| (Euklidische Norm).

Wir bilden die Funktion zweier Variabler
a(s,t) = sb(t).

Die Kurve u(t) schreibt sich dann

Hieraus ergibt sich
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Wir benutzen nun (b(t),b(t)) = 0. Durch Differentiation erhélt man hieraus
(b'(t),b(t)) = 0. Es folgt
<8a 8a> —0

ds ot
wobei das Skalarprodukt beziiglich der Euklidischen Metrik zu bilden ist. Aus

Hilfssatz 8.3 folgt aber, dal dann auch b(t) = da/0s und da/0t aufeinander
senkrecht beziiglich g(u(t)) stehen. Hieraus wiederum folgt

> a(t)?.

Oa (|2
O -0+ |2
[ () [ eu(ryy = alt) At lguee)

Dies ist die entscheidende Ungleichung. Aus ihr folgt

1
o) = [ lao)]ae.

Es gilt die folgende allgemeine Ungleichung

/0\a<t>|dtzHa<1>\—ra<0>r|=m—a\.

Gleichheit gilt nur, wenn a(¢) immer > 0 oder immer < 0 ist. Damit ist
Hilfssatz 8.4 bis auf den Zusatz bewiesen. Dieser folgt aus Hilfssatz 8.2.
O

Wenn die Ungleichung l,(u) > |a— (| eine Gleichung ist, so muss notwendi-
gerweise b = 0 gelten. Hieraus folgt.

Wenn in Hilfssatz 8.4 Gleichheit gilt, so verlduft u(t) notwendigerweise auf der
Strecke zwischen a und b. zemM

8.5 Satz. Sei (D,g) eine Riemann’sches Gebiet wie in Satz 8.1. Seien a,b
zwei Punkte aus D, welche auf derselben Geraden durch den Nullpunkt. Die
Verbindungsstrecke ist eine Geoddtische der Lange |la—b|| (Euklid’sche Norm).
Sie st eine kiirzeste Verbindungslinie in der Klasse aller stiickweisen glatten
Verbindungskurven. Jede andere kiirzeste Verbindungskurve velduft ganz in der
Verbindungsstrecke.

Zum ersten Mal haben wir in einer speziellen Situation ein Resultat erhalten,
dass kiirzeste Verbindungen durch Geoditische gegeben werden koénnen.

Beweis von 8.5. Es besteht ein kleines Problem, wenn der Nullpunkt in
der Verbindungsstrecke enthalten ist. In Satz 8.1 hatten wir den Nullpunkt
ausgeschlossen, da sonst ein Problem besteht, Polarkorrdinaten einzufiihren.
Dieses Problem ist aber kein echtes Problem. Gébe es eine kiirzere Verbin-
dungskurve als die Strecke, so gébe es auch eine, welche den Nullpunkt nicht
trifft. O

ErsG
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9. Geoditisch konvexe Umgebungen

Wir beweisen in diesem Abschnitt, dass Geodétische wenigstens in Kleinen
stets kiirzeste Verbindungen sind.

9.1 Definition. Fine offene Teilmenge W C X einer Riemann’schen Man-
nigfaltigkeit X heifst geoddtisch konvez, falls folgende Bedingung erfillt ist:

Zu je zwei Punkten a,b ezistiert genau eine Geoddtische u(t), 0 < t < 1,
welche innerhalb W verliuft und welche a mit b verbindet, u(0) = a. u(1l) = b.
Ist v irgendeine stiickweise glatte Kurve in X, welche a mit b verbindet, so
gilt 14(v) > lg(u). Im Falle von Gleichheit haben u und v dasselbe Bild.
Ist v diberdies glatt und reguldr parametrisiert, so ensteht v durch Umpara-
metrisierung von u.

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von

9.2 Theorem. Sei (X, qg) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit assozierter
Metrik d Sei a € X ein Punkt von X. Die Menge

B,.(a) :=={z € X; d(a,x) <r}

15t geoddtisch konvex, wenn r genigendend klein ist.

Zum Beweis betrachtet man eine offene Umgebung U von a, welche zu einem
Riemann’schen Gebiet (D, g) wie in Satz 8.1 isometrisch ist. Die Umgebung W
wird so konstruiert werden, daf} sie in U enthalten ist und in D der Euklidischen
Kugel ||z|| < r entspricht mit geeignetem r < 1 entspricht.. Wir bezeichnen
diese Umgebung mit a € D(r) C X. Die Zahl r > 0 wird man geniigend klein
zu wahlen haben. Zu jedem 0 < € < 1 kann man r so klein wéhlen, daf sich je
zwei Punkte aus D(r) innerhalb D(r) durch eine Kurve u der Lénge l,(u) < €
verbinden lassen. Man nehme einfach Euklidische Verbindungsstrecken in D.
Aus 8.4 folgt, daB jede Kurve, die in D(r) startet aber den Bereich U verlafit,
die Lénge mindestens 1 — r hat. Wir sehen also:

Wiaihlt man r gentigend klein, so existiert zu jeder Kurve in X, welche zwei
Punkte a,b aus D(r) verbindet, eine kiirzere Verbindungskurve, welche ganz in
U wverlduft.

Aus diesem Grunde ist es fiir den Beweis von 9.2 ausreichend, X durch U zu
ersetzen. Dann kann man aber gleich annehmen, dafl X das Riemann’sche
Gebiet (D, g) ist. Fiir den Rest des Beweises arbeiten wir also nur mit diesem
Gebiet und nicht mehr mit der Mannigfaltigkeit X.

Wir miissen die Exponentialfunktion exp, zu variablem a betrachten und
stiitzen uns hierbei auf Hilfssatz 7.4. Man kann mit diesem Hilfssatz leicht
folgendes zeigen:

EgK

EgK
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Wahit man r < 1 geniigende klein, so existiert zu jedem Punkt a € D(r) eine
offene Umgebung U(b) C D mait Mittelpunkt b, welche durch exp, diffeomorph
auf eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt b abgebildet wird, so dass D(r) C U(b)
gilt.

Die gesuchte geoditisch konvexe Menge wird von der Form D(eg) mit 0 <
e < r sein. Wir kénnen zunéchst € so klein wéhlen, dass zu der Kurve in D,
welche zwei Punkte a, b in W (e) verbindet und welche D(r) veléBt, eine kiirzere
Verbindung innerhalb W (e) existiert. Seien nun a,b zwei Punkte aus Wie).
Mittels der Exponntialfunktion exp, konstruiert man eine Geodétische, welche
a mit b verbindet. Diese verlduft in U(a) und ist ist die kiirzeste Verbindung
von a und b innerhalb U(a). Wenn wir wiissten, dass sie sogar in W (¢) verliuft,
so ist sie sogar kiirzeste Vebindungslinie aller Vebindungskurven innerhalb D.
Wir wissen, dass diese zumindest in D(r) verlaufen muss. Die Behauptung
(und damit der Beweis von Theorem 9.2) folgt damit aus folgendem Hilsfssatz.

9.3 Hilfssatz. Sei (D,g) ein Riemann’sches Gebiet wie in Satz 8.1. Fir GiD
gentigend kleines r > 0 gilt: Sei 0 < e < r. Ist u(t) eine Geoddtische in D(r),
deren Anfangs- und Endpunkt in D(g) enthalten sind, so ist u insgesamt in
D(e) enthalten.

Beweis. Wir nehmen von vornherein r < 1/2 an. Wir betrachten das Maximum
von

h(t) := (u(t),u(t)) (Euklidische Norm).
Wir schlieflen indirekt und nehmen an, daf§ u(t) die Kugel W (e) irgendwann

einmal verlafit. Dann wird dieses Maximum in einem inneren Punkt 0 < tg < 1
angenommen. Es gilt dann

h(to) =0, h(to) < 0.

Hieraus folgt

h(t u(t t
hito) _ Gito)utto)) _
[[a(to)| [[a(to)
Die Christoffelsymbole sind auf dem Kompaktum ||z|| < 1/2 beschriankt. Aus
der Differentialgleichung fiir Geodétische folgt eine Abschéitzung
i)l < Clla(®)]*

mit einer Konstanten C, welche von r < 1/2 unabhéngig ist. Wir erhalten
mittels der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

[ (to) I
Wenn r geniigend klein gewéhlt wurde, ist die rechte Seite < 1 im Widerspruch
zu h(tg) < 0. Damit ist 9.2 vollstdndig bewiesen. O

Man kann Satz 8.5 zu folgendem Satz ausbauen.
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9.4 Satz. Sei X eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit assozierter Metrik
d. Sei u eine stickweise glatte Kurve, welche Punkte a,b verbindet und so
dass die Linge von « gleich d(a,b) ist (kiirzeste mogliche Verbindung). Dann
existiert eine Geoddtische v derselben Lédnge und mit demselben Bild, welche
a mit b verbindet. Ist u sogar glatt und requldr parametrisiert, so entsteht u
durch Umparametrisieren von v.

Beweis. Wenn u : [0,1] — X eine kiirzeste Verbindung von a = u(0) und
b = u(l), gilt fur jedes Teilintervall [t1,t2] C [0,1], dass u|[t1,t2] kiirzeste
Verbindung von a; = u(t;) und by = u(ts) ist. Aus diesem Grund kann man
den Beweis auf den Fall reduzieren, wo u glatt und X ein Riemann’sches Ge-
biet ist. Wenn wu regulidr parametrisiert ist, so ist man bereits fertig. Dann
kann man nimlich annehmen, dass u natiirlich parametrisiert ist. Nach dem
Variationsprinzip ist dann u geodétisch. Im allgemeinen Fall kann man Satz
4.8.5 anwenden. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen. O

10. Vollstindige Riemann’sche Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von

10.1 Theorem (Hopf-Rinow). Fir eine zusammenhdingende Riemann’sche
Mannigfaltigkeit sind folgende Bedingungen gleichbeduetend:

1) Der metrische Raum (X, d) (s. Satz 6.1) ist vollstindig (jede Cauchyfolge
konvergiert).

2) Jede abgeschlossene und beziiglich d beschrinkte Teilmenge ist kompakt.

3) Jede Geoddtische ist auf ganz R definierbar.

4) Es gibt einen Punkt a € X, so dajf$ jede von a ausgehende Geoddtische auf
ganz R definierbar ist.

Eng zusammen mit diesem Theorem héngt

10.2 Theorem. Sei X eine vollstindige Riemann’sche Mannigfaltigkeit.
Dann existiert zu je zwei Punkten a,b € X eine Geoddtische u, welche a mit b
verbindet und welche kiirzeste Verbindung ist (l4(u) = d(a,b)).

Warnung. Die Geoditische u ist i.a. nicht eindeutig (Nord-und Siidpol der
Kugelfliche lassen sich durch verschiedene Grofikreise verbinden).

Beweis der beiden Theoreme. Die Strategie ist folgende: Wir beginnen mit
einem (X, g), welches einen Punkt a € X mit der Eigenschaft 3) besitzt. Dan
gibt es fiir jedes A € T, X die Geoditische avg : R — X mit d4(0) = A. Wir
konnen dann die Abbildung

T.X xR — X, (A t) — aalt),

kuerzV

VaB

EkV
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betrachten. Wir werden im folgenden benutzen, dass diese Abbildung stetig
ist. Dies kann man aus dem bekannten Satz folgern, nachdem die Lésungen
gewoOhnlicher Differentialgleichungen von den Anfangswerten stetig abhéngen.
Wir verzichten auf Einzelheiten.

Als néchstes betrachten wir fiir ein vorgegebenes r > 0 die Menge E,.(a)
aller Punkte b, welche sich mit a durch eine Geodétische der Lénge d(a,b) <r
verbinden lassen. Wir behaupten, dass diese Menge kompakt ist. Es geniigt
zu zeigen, dass sie folgenkompakt ist. Sei also (a,,) eine Folge aus E,,(a). Nach
Voraussetung existieren Geodétische «,, der Linge d(a,a,), welche a mit a,
verbinden. Wi parametrisieren sie so, dass der Betrag der Geschwindigkeit 1
ist,

an 1 10,C,] — X, C, =d(ay,a).

Wir kénnen annehmen, dass die Folge C,, < r konvergiert. Thr Limes sei C.
AuBlerdem koénnen wir annehmen, dass ¢, (0) konvergiert. Der Limes sei A.
Wir kénnen dann die Geodétische @ : R — X mit «(0) = a und &(0) = A
betrachten. Dann konvergiert a,, = a,,(C),) nach a = a(C) und dieser Punkt
liegt auch in E,(a).

Wir betrachten nun die offenen Kugeln
By(a):={z € X; d(a,b)<r}.

Es gilt E,(a) C B.(a).
Behauptung. Es gilt B
E,.(a) = By(a).

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, merken wir an, dass B, (a) fiir geniigende
kleine r kompakt ist. Aus der Behauptung folgt dann, dass dies fiir beliebige r
gilt. Insbesondere ist dann jede abgeschlossene und beschrankte Menge kom-
pakt.

Beweis der Behauptung. Wir betrachten die Menge R aller r > 0, fiir welche die
Behauptung richtig ist. Es gilt offenbar R = [0,7), 0 < r < oo oder R = [0, 7],
0 <r < oooder R =1[0,00). Wir schlieen die ersten beiden Félle aus. Sei
zundchst R = [0,7), 0 < r < oo. Jeder Punkt von B, (a) ist Limes einer Folge
von Punkten B, (a), r, < r. Diese liegen in E, (a) und damit in F,(a), da
diese Menge abgeschlossen ist. Sei also R = [0,7], 0 < r < co. Es geniigt ein
R > r zu konstruieren, so dass Er(a) = Bg(a) gilt. Zum Beweis iiberdecken
wir E,.(a) durch endlich viele offene geoditisch Mengen B,.(a) mit kompaktem
Abschluss, so dass Bs,.(a) geodétisch konvex ist.

E.(a) C U B,.(a;), By, (a;) kompakt, B, (a; geoditisch konvex.
i=1

Da der Abschluis von |J!_; B, (a;) kompakt ist,e existiert in seinem Komple-
ment ein Punkt b mit minimalem Abstand R = d(a,b) von a. Es gilt dann
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r < R und es gilt Br(a) C J;_, Br,(a;). Wir kénnen und wollen R so nahe be
r wahlen, dass

R <r+ minr;

gilt. Nun behaupten wir Er(a) = Br(a). Sei also b € Br(a). Wir wihlen
einen Punkt ¢ aus der durch d(a, c) = r definierten kompakten Menge, welcher
minimalen Abstand von b hat. Aus der Dreiecksungleichung d(a, ¢) + d(c,b) =
d(a,b) folgt d(c,b) < R —r < minr;. Hieraus folgt, dass b und ¢ in einer
der geoditsich konvexen Mengen By, (a;) liegen miissen. Daher existiert eine
Geodatische welche ¢ und b verbindet und so, dass dies die kiirzeste Verbindung
ist. AuBerdem existiert eine Geodétische der Lénge d(a,c), welche mit a mit
¢ verbindet. Durch Zusammensetzung der beiden Geodétischen erhilt man
eine stiickweise glatte Kurve, welche a mit b verbindet. Da jede Verbindung
von a mit b die Menge d(a,z) = r treffen muss, ist dies die kiirzeste aller
moglichen Verbindungen von a und b. Wir wissen, dass eine kiirzeste stiickweise
glatte Verbindung eine Geodétische ist. Jedenfalls gibt es eine Geodétische mit
demselben Bild und von derselben Lange (Satz 9.4). Dies impliziert b € Er(a).
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir haben in Theorem 10.1 nunmehr 4)=-2) gezeigt. Als néchstes zeigen
wir 2)==1). Diese Aussage ist aber sehr einfach. Jede Cauchyfolge ist
beschrénkt und nach 2) in einem Kompaktum enthalten. Jede Folge in einem
Kompaktum hat eine konvergente Teilfolge. Jede Cauchyfolge, welche eine
konvergente Teilfolge hat, konvergiert.

Es bleibt 1)=="3) zu zeigen, denn 3)==4) ist trivial. Rs geniigt offenbar fol-
gendes zu zeigen. Jede Geodétische u : [0,C) — X, C' > 0 ist auf ein groBeres
Intervall [0,C"), C'" > C fortsetzbar. Dazu betrachten wir eine monoton wach-
sende Folge t,, — C, 0 < t, < C. Dann ist u(t,) eine Cauchyfolge. Hieraus
folgt, dass sich u zu einer stetigen Abbildung w : [0,C] — X fortsetzen 148t.
Wir behaupten, dass u differenzierbar ist. Wenn dies gezeigt wurde, kann man
ausgehend von u(C) eine Gedodétische mit Anfangsrichtung @(C) betrachten
und mit dieser die Geodéatische u verlingern, was zu zeigen war. Wir miissen
also nur noch zeigen, dass u differenzierbar ist (auch im Punkt C). Dazu
konnen wir annehmen, dass X ein Riemann’sches Gebiet ist. Die partiellen
Ableitungen von w sind beschrénkt, da die Geschwindigkeit von u konstant ist.
Aus der Differentialgleichung fiir Geodétische folgt, dass auch 4 und danach
auch alle hoheren Ableitungen beschriankt sind. Die Differenzierbarkeit von u
folgt damit aus folgendem Hilfssatz aus der reellen Analysis.

Sei f:[0,1) — R eine (unendlich oft) differenzierbare Funktion, so fass f und
alle Ableitungen von f beschrinkt sind. Dann ist f auf ganz [0, 1] differenzier-
bar fortsetzbar.

Zum Beweis benutzt man, dass aus der Beschrinktheit der Ableitungen f(™
folgt, dass sie auf [0, 1) uneigentlich integrierbar sind. Der Hauptsatz der Differ-
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entialrechnung ergibt nun eine stetige Fortsetzung aller Ableitungen auf [0, 1].
f™(z) = / fOtU@ydt, 0<z<1.
0

Aus dieser Formel folgt leicht, dass alle f(™ auch im Punkt 1 differenzierbar
sind.

Damit ist Theorem 10.1 vollstéindig bewiesen und Theorem 10.2 wurde mit-
bewiesen. O



Kapitel V. Vergleichssétze

1. Jacobifelder

Es ist manchmal niitzlich, den Riemann’schen Kriimmungstensor etwas anders
zu interpretieren. Wir errinnern daran (Hilfssatz IV.5.5), dass es fiir einen
Vektorraum (V,g) mit nicht ausgearteter Bilinearform einen natiirlichen Iso-
morphismus Hom(V, V') = Bil(V x V, R) gibt. Man kann diesen dazu benutzen,
um den Riemann’schen Kriimmungstensor folgermafien zu interpretieren, Man
halte zunéchst A, B fest. Dann kann man (C,D) — R(A, B,C, D) als eine
Familie von Bilinearformen der Tangentialriume benutzen. Man kann nun
Hilfssatz IV.5.5 dazu benutzen, um hieraus lineare Abbildungen der Tangen-
tialrdume in sich zu produzieren. Insgesamt bekommt dann eine Abbildung,
welches Vektorfelder in Vektorfelder abbildet. Diese Abbildung bezeichnen wir
mit R(A, B). Ist also C' ein Vektorfeld (auf irgend einer offenen Teilmenge von
X), so ist D = R(A, B)C ebenfalls ein Vektorfeld. Die Formel in Hilfssatz
IV.5.5 besagt gerade

R(A, B,C, D) = g(C, R(A, B)D).
Dies kann als definierende Gleichung fiir den Operator R(A, B) ansehen.

1.1 Definition. Sei u : I — X eine Geoddtische in einer Riemann’schen
Mannigfaltigkeit (X,g) und sei V' ein Vekorfeld lings u (also Vi € Ty X ).
Man nennt A ein Jacobifeld, falls die Differentialgleichung

v’ = R(V,0/0t)(0/0t)
giiltig 1st.
Etwas pingeliger geschrieben lautet die Differengtalgleichung: Fiir jedes to € I

gilt
o (t0) = (Rugre) (Vio: (0/00)1,)) (/1) ).

Diese Definition bedarf einer Rechtfertigung. Vorerst wissen wir nur, dass die
Jacibfelder irgend etwas mit der Kriimmung zu tun haben.

1.2 Satz. Seiwu: I — X eine Geodditische auf einer Riemann’schen Man-
nigfaltigkeit (X, g) und sei to € I. Zu je zwei Vektoren A, B € Ty, existiert
genau ein Jacobifeld V' ldngs w mit den Anfangswerten Vo = A und V§ = B.

JacF

ExJacF
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2. Konjugierte Punkte

3. Mannigfaltigkeiten negativer Kriimmung



Kapitel VI. Lorentzmannigfaltigkeiten

1. Der Minkowskiraum

Wir versehen den R™ mit der nicht ausgearteten Bilinearform

(x,y) = —x1y1 + T2y2 + - - + T Yn.

Wir nennen (R",(+,-) den (konkreten) Minkowskiraum. Uns interessiert vor
allem der Fall n = 4. Wir spalten R* = R x R® manchmal in einen ,, Zeitanteil*
R und einen Raumanteil R® auf. Ein Vektor heifit

raumartig falls (a,a) >0,
lichtartig  falls (a,a) =0,
zeitartig  falls (a,a) <0.

Die Menge der zeitartigen Vekttoren zerfillt in zwei konvexe Kegel
{z; (x,2) <0, 21 >0} und {z; (z,z) <0, z; <O0}.

(Eine Teilmenge eines Vektorraums heifit konvex, wenn mit je zwei Elementen
auch die ganze Verbindungsstrecke in ihr enthalten ist.) Wir nennen den ersten
Kegel den Zukunftskegel. Sein Elemente heiflen zeitartig zukunftsgerichtet. Wir
erldutern kurz diese Sprechweisen. In der klassischen Physik wird ein sich im
Raum R? bewegendes Teilchen durch eine Kurve a(t) beschricben. In der
Relativititstheorie betrachtet man stattdessen die Viererkurve im R*

u(t) = (&, a(t).

Die Ableitung dieser Kurve ist @(t) = (1,&(t)). Nach der Relativitdtstheorie
ist die Geschwindigkeit von «(t) durch die Lichtgeschwindigkeit (bei uns 1)
begrenzt, Dies bedeutet

dl(t)2 + d2(t>2 + dz(t)2 < 1.

Dies bedeutet dies nichts anderes, dass @(t) zeitartig zukunftsgerichtet ist. Will
man eine Reise in die Vergangenheit antreten, so miifite man die Zeit umkehren
und anstelle u die Kurve u(t) = (—t, a(t)) betrachten. In der Relativitétsthe-
orie ist die Trennung des Minkowskiraums R* in seinen Zeit- und Raumanteil
nicht immer zweckmiBig. Man wird also Kurven u(t) im R* betrachten fiir
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die nicht unbedingt uq(t) = ¢ gilt. So werden wir spéter die Parametrisierung
durch die Eigenzeit kennenlernen. Kurven im R* heifien allgemein Weltlinien.
Damit eine Weltlinie ein massives Partikel beschreiben kann, muf} gelten, dass
u(t) zeitartig und zukunftsgerichtet ist. So bewegt sich jeder von uns auf einer
zeitartigen und zukunftsgerichteten Weltlinie.

Der Begriff ,,zukunftsgerichtet“ ist auch fiir lichtartige Vektoren a sinnvoll.
Man nennt a zukunftsgerichtet, falls a; > 0. Ein lichtartiger Vektor ist genau
dann zukunftsgerichtet, falls er von Null verschieden ist und falls er im Ab-
schluss des Zukunftskegels liegt.

Es ist von groflem Vorteil, eine abstrakte Version des Minkowskiraums
einzufithren. Dazu betrachten wir einen Vektorraum V' zusammen mit einer
ausgezeichneten symmetrischen Bilinearfrom (-,-). Wir setzen voraus, dass
ein Isomorphismus auf den Minkwoskiraum gibt, welcher diese Bilinearform in
die Bilinearform des Minkowskiraumes iiberfithrt. Konkret bedeutet dies: Es
soll eine Basis eq,...,e, geben, so dass ((e;, e;)) die Diagonalmatrix mit den
Eintrdgen —1,1,...,1 ist. Man sagt dann auch, dass die Bilinerform die Sig-
natur (n — 1,1) hat. Erst nach Wahl dieser Basis hat man eine Trennung in
Zeit und Raum. Es gibt viele solcher Basen und damit viele Aufspaltungen in
Raum und Zeit. Man kann sie folgendermaflen beschreiben. Man wéihle sich
irgendeinen Vektor e; mit der Eigenschaft (e1,e1) < 0 aus. Wenn man will,
kann man ihn so normieren, dass (e1,e;) = —1 gilt. Danach betrachte man das
orthogonale Komplement W von a:

W:={zeV; (a,z) =0.}

Aus dem Sylvesterschen Tragheitssatz kann man folgern, dass die Einschran-
kung von (-,-) auf W positiv definit ist. Wenn man will, kann man in W
eine Orthonormalbasis es, ..., e, auswidhlen. Jedenfalls bedingt die Wahl des
Vektors e; eine Aufspaltung des Minkowskiraumes in Raum und Zeit.

Wir konzentrieren uns auf den Fall n = 4. In dem abstrakten Raum
V,(-,-) kann man wie im Minkowskiraum R* von raumartigen, lichtartigen
und zeitartigen Vektoren reden. Genau wie im Minkowskiraum muss die
Menge der zeitartigen Vektoren in zwei Kegel zerfallen. Es gibt jedoch keine
Moglichkeiten, einen von beiden auszuzeichnen. Deshalb definieren wir:

1.1 Definition. Ein abstrakter Minkowskiraum ist ein Tripel, bestehend
aus einem wvierdimensionalen Vektorraum V', einer nicht ausgearteten sym-
metrischen Bilinearform (-,-) der Signatur (3,1) und einer Auszeichnung eines
der beiden Kegel der Menge der zeitartigen Vektoren.

Der ausgezeichnete Kegel heifit dann wieder der Zukunftskegel. Seine Elemente
heilen zeitartig zukunftsgerichtet. Der Zukunftskegel ist bestimmt durch jedes
seiner Elemente: Ist a im Zukunftskegel, besteht der gesamte Zukunftskegel
offenbar aus der Menge aller Vektoren b, so dass die gesamte Verbindungsstrecke
ganz aus zeitartigen Vektoren besteht.

DM
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Man kann auch lichtartige zukunftsgerichtete Vektoren einfithren. Ein Vek-
tor heifit lichtartig zukunftsgerichtet, falls er von Null verschieden ist, falls
(a,a) = 0 gilt und falls er im Abschluss des Zukunftskegels liegt.

2. Der Begriff der Lorentzmannigfaltigkeit

Wir betrachten vierdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten, auf de-
nen ein zweifach kovarianter Tensor ausgezeichnet ist, so dass jeder Tangen-
tialraum die Signatur (3,1) hat. Wir nehmen aufilerdem an, dass in jedem
Tangentialraum 7, X einer der beiden Kegel zeitartiger Vektoren ausgezeich-
net wurde. Diese Auszeichnung soll in folgendem Sinne von «a stetig abhéngen:
Zu jedem Punkt a gibt es offene Umgebung U und ein Vektorfeld A auf U,
so dass A, fiir jedes © € U zeitartig und zukunftsgerichtet ist. Dies nennen
wir eine Lorentzmannigfaltigkeit. In einer Lorentzmannigfaltigkeit sind also die
Tangentialtdume Minkowskirdume.

Eine Kurve u(t) in X nennen wir wieder eine Weltlinie. Thr Definitions-
bereich ist irgend eine Intervall I C R. Die Kurve heifit zeitartig zukunfts-
gerichtet, falls 4(t) immer zeitartig zukunftsgerichtet ist. Nach den Gesetzen
der allgemeinen Relativitétstheorie bewegen sich massive Partikel (zu denen
konnen wir uns annidherungsweise zihlen) auf zeitartigen zukunftsgerichteten
Weltlinien. Die Weltlinien von Lichtteilchen sind lichtartig zukunftsgerichtet,
d.h. @(t) ist iiberall lichtartig zukunftsgerichtet. Genauer gilt nach der all-
gemeinen Relativitédtstheorie, dass die Weltlinien von Lichtteilchen zeitartige
zukunftsgerichtete Geodéatische sind.

Wie wir in der Riemann’schen Geometrie gesehen haben, kann man eine
regulér parametrisierte Kurve immer so umparametrisieren, dass der Betrag der
Geschwindigkeit konstant 1 ist. Derselbe Beweis zeigt, dass man die Weltlinie
eines massiven Teilchens immer so umparametrisieren kann, dass g(u(t), a(t)) =
—1 gilt. Man nennt dies die Parametrisierung durch die Eigenzeit.

Um Beobachtungen durchzufiithren, braucht man eine zukunftsgerichtete
zeitartige Weltlininie. (Wir konnen als Beobachter fungieren). Sagen wir ein-
fach: Fin Beobachter ist eine zukunftsgerichtete zeitartige Weltlininie.

2.1 Definition. FEin Bezugssystem auf einem offenen Teil U einer Lorentz-
mannigfaltigkeit X ist ein Vektorfeld A auf U, so dass A, fir jedes a € U
zeitartig zukunftsgerichtet ist.

Eine Kurve u(t) heifit Integralkurve eines Vektorfeldes A , falls u(t) = A, ) fiir
alle t gilt. Aus dem Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen folgt,
dass durch jeden Punkt im Definitonsbreich des Vektorfeldes eine Integralkurve
lauft. Diese lebt in der Regel nur in einer kleinen Umgebung des Punktes.

DefBeo
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Will man ein Vektorfeld auf einer Flidche visualisieren, so zeichnet man viele
Integralkurven ein.

Wir sehen somit, dass die Auszeichung eines Bezugssystems die Auszeich-
nung von Beobachtern beinhaltet, welche den gesamten Bereich U abdecken.

Fiir die Konstruktion von Lorentzmannigfaktigkeiten verwendet man héufig
verzerrte Produkte. Wir beschreiben zunichst die Konstruktion des direkten
Produkts. Seien (X1,91), (X2,92) zwei pseudoriemannsche Mannigfaltigkei-
ten. Wir haben bereits erldutert, wie man X; X X5 mit einer Struktur als
Riemann’scher Mannigfaltigkeit versieht. Sei (ai,as) ein Punkt aus X; x Xo.
Die Inklusionen X7 — X; x X3,  — (x,22) und analog Xy — X7 x X5 in-
duzieren lineare Abbildungen Tq, (X1) — T{(q, a,)(X1 X X2) und Ty, (X2) —
Tay,a2)(X1 X X3). Diese sind injektiv. Wir benutzen sie, um Tg, (X;) mit Un-
terrdumen von T(q, q,)(X1 X X2) zu identifizieren Durch Summenbildung erhélt
man eine Abbildung

Ty (X) X Toy (V) — Tiay a0 (X1 X X2).

Man verifiziert leicht, dass sie ein Vektorraumisomorphismus ist. Wir benutzen
sie, um Ty, (X) x To, (V) und T{q, q,)(X1 X X2) zu identifizieren. Man kann
nun

9((A1, A2), (B, B2)) = g1(A1, B1) + g2(Az, B2)

definieren und versieht so X; x X5 mit einer Struktur als pseudoriemannscher
Mannigfaltigkeit. Im Falle pseudoriemannscher Gebiete bedeutet dies, dass
man die Matrizen g; diagonal zusammenfiigt,

(91 O
g (0 92)'

Wir wollen die Metrik g verzerren. Dazu betrachten wir eine iiberall positive
differenzierbare Funktion f : X — R. Wir definieren dann

Gap) = f(a)gap-

Die so gewonnene pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit
X x ;Y und nennen sie das durch f verzerrte Produkt. Natiirlich kann man
auch eine positive differenzierbare Funktion f : ¥ — R nehmen und in analoger
Weise das verzerrte Produkt definieren.

Man kann nun viele Lorentzmannigfaltigkeiten konstruieren. Man betrach-
tet beispielsweise R versehen mit der negative definiten pseudoriemannschen
Metrik g(¢) = —1 und nimmt irgendeine dreidimensionale Riemann’sche Man-
nigfaltigkeit Y. Danach betrachtet man verzerrte Produkte X = R x ;Y. Man
kann fiir f sowohl eine Funktion auf R als auch auf X nehmen. Das Vektor-
feld 0/0t auf R kann als Vektorfeld auf X aufgefafit werden. Offenbar gilt
g(0/0t,0/0t) = —1. Wir definieren den Zukunftskegel so, dass 0/0t zukunfts-
gerichtet wird. Damit ist X zu einer Lorentzmannigfaltigkeit geworden. 9/0t
ist ein mogliches Bezugssystem.
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3. Die Einstein’schen Feldgleichungen

Nach der allgemeinen Relativitéitstheorie wird die Raumzeit durch eine Lorentz-
Mannigfaltigkeit X beschrieben. Die Energie- und Impulsverteilung wird durch
einen symmetrischen zweifach kovarianten Tensor T beschrieben. Die Ein-
stein’schen Feldgleichungen lauten:

1

Dabei ist Ric die Riccikriimmung und S die skalare Kriimmung. Da der groste
Teil des Weltalls aus Vakuum besteht, sind die Losungen der Vakuumgleichung

1
Ric — -¢gS =0
ic— 59

von besonderer Bedeutung.

Die ersten Losungen der Feldgleichungen waren verzerrte Produkte X =
I x ;Y. Wir erinnern daran, dass I C R ein offenes Intervall, versehen mit dem
Negativen der Standardmetrik, f : I — R eine iiberall positive differenzierbare
Funktion und Y eine dreidimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist. Wir
nehmen nun an, dass deren Schnittkriimmung {iberall konstant k ist. Beispiele
sind die Sphére, der hyperbolische Raum und der euklidsche Raum. Man
bekommt eine Losung der Feldgleichungen, indem man einfach T' durch sie
definiert. Doch nicht jede T ist physikalisch sinnvoll.

Wir beschreiben einen physikalisch sinnvollen Energie-Moment-Tensor auf
X. Er modelliert eine von einer idealen Fliissigkeit ausgefiillte Raumzeit.
Mathematisch wird ein solcher beschrieben durch zwei differenzierbare Funktio-
nen g,p : I — R. Wir deuten kurz ihre physikalische Bedeutung an. o(t) ist die
Energiedichte in dem Raumzeitpunkten (¢,y). Diese wird also bei festem ¢ als
konstant angenommen. Schliefllich ist p(t) der Druck in dem Raumzeitpunkt
(t,y). Auch dieser wird also als konstant bei festem ¢ angenommen. Diesen
beiden Funktionen ordnen wir einen Energie-Moment-Tensor 1" zu. Dieser ist
durch folgende Eigenschaften festgelegt. Sei a = (tg,y0) € X. Wir betrachten
den Tangentialvektor U = (9/0t)|s, in T,(X). Folgende Bedingungen sollen
erfiillt sein.

1) T(U,U) = ofto)-
2) Steht A € T, X senkrecht auf U, so gilt T(U,A) = T'(A,U) = 0.
3) Stehen A, B € T, X beide senkrecht auf U, so gilt T'(A, B) = p(to)g(A, B).

Es ist klar, dass genau eine symmetrische Bilinearform mit diesen Eigenschaften
auf T, X existiert und dass hierdurch ein Tensorfeld auf X definiert wird.

Damit dieser Tensor aber physikalisch sinnvoll ist, sollte g,p > 0 gelten.
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4. Die Robertson—Walker-Raumzeit

Wir betrachten eine Robertson-Walker-Raumzeit X = I x; Y. Man kann
ihren berechnen und daraus Formel fiir die Ricci- und die skalare Kriimmumg
ableiten.

4.1 Satz. Sei X =1 x;Y eine Robertson—Walker-Raumzeit. Dann gilt:

a) Der Riccitensor hat folgende Figenschaften. Sei a = (to,y0) € X und sei
U:=(0/0)|t, (aufgefafit als Element von T,X ). Dann gilt

Ric(U,U) = —3f"/f.

Ist A€ Ty, (Y) (aufgefafit als Element von T,X ), so gilt Ric(A,U) = 0. Ist
B €T, ein weiterer Vektor, so gilt

Ric(A, B) = (2(f'/f)* +2k/f* + [/ f)g(A, B).

b) Die skalare Krimmung ist

S=6((f'/1)> + k/f2+ ["1]).

Wir verzichten, diese nicht ganz einfache Rechnung hier durchzufiihren.
g

Wir kénnen nun Bedingungungen aufstellen, wann eine Robertson—Walker-
Raumzeit den Einstein’schen Feldgleichungen mit dem im veroherigen Ab-
schnitt definierten Energie-Moment-Tensor 7' erfiillt. Wir erinneren daran,
dass T" durch zwei Funktionen go,p : I — R gegeben ist.

4.2 Satz. Ser I C R ein offenes Intervall und sei Y eine dreidimension-
ale Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit tberall konstanter Schnittkrimmung k.
Seien f,o0,p: I — R differenzierbare Funktionen. f sei tiberall positiv und o,p
seien nirgends negativ. Sei X die Robertson—Walker-Raumzeit X = I XY und
T der durch o,p definierte Energie-Moment-Tensor auf X. Die Finstein’schen
Feldgleichungen sind dquivalent zu den beiden Gleichungen

0=3(f"/f)*+3k/f?,
p==2f"/f = (f'/)? —k/f*.

RWR

Rwfeld
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Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen. O

Man kann bei gegebenem f natiirlich p und p durch diese Formeln definieren.
Die entscheidende physikalische Einschréankung ist ¢ > 0 und p > 0. Nutzt man
0+3p > 0, so folgt hieraus mittels der Gleichungen in Satz 4.2 die fundamental
wichtige Beziehung

f// g O

Nur Robertson-Walker-Raumzeiten mit dieser Bedingung sind also physikalisch
sinnvoll! Dies hat entscheidende kosmologische Konsequenzen.

Man kann einen Punkt y € Y zeitlich verfolgen. Gemeint ist damit, dass
man die Weltlinie (¢,y) betrachtet. Wir benutzen die Bezeichnung

X ={(t,y):ye Y}

Schrinkt man den Fundamentaltensor g von X auf X; ein, so erhilt man
eine dreidimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Thr metrischer Tensor
g+ is gleich f(t)gy, wenn gy den Fundamentaltensor auf Y bezeichnet. Wir
bezeichnen die Abstandsfunktion in X; mit d;. Es gilt also

di((t,91), (t,92)) = f()di(y1, y2)-

Die Funktion f beschreibt also, wie sich die Absténde zweier Punkte im Laufe
der Zeit verdndern.

Wir nehmen nun an, dass das reale Weltall durch eine Robertson—Walker-
Raumzeit modelliert werden kann. (Dies ist eine sehr kithne Annahme. Ins-
besondere wird dabei angenommen, dass man die Raumzeit global in Zeit- und
Raumanteil aufspalten kann.) Wir bezeichnen einmal den gegenwirtigen Zeit-
punkt mit t5. Durch Vermessung der Absténde zwischen Sternen kam Hubble
zu dem Schluss, dass f/(tg) zur gegenwirtigen Zeit positiv ist. Mit anderen
Worten. Das Weltall dehnt sich derzeit aus. (Dies sagt nichts iiber die Grofie
von X; an sich aus. Gemeint ist nur, dass sich die Abstédnde vergrofiern.)
Genauer kam Hubble zu einem numerischen Wert fiir Hy = f'(to)/f(to). Dies
ist die sogenannte Hubblekonstante. Sie ist also positiv. Nun machen wir Ge-
brauch von der Bedingung f” < 0. Sie bedeutet, dass die Funktion f ganz
unterhalb ihrer Tangenten F'(¢) im Punkt (¢g, f(to)) verlduft,

F(t) = f(to) + f'(to)(t —to) = f(to) + Hof(to)(t — to),
denn ihre Steigung nimmt mit wachsendem ¢ ab. Es gilt also
f(t) < f(to) + Hof(to)(t — to)-

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird negativ fiir t < to—1/Hp. Es mufl aber
f(t) > 0 gelten. Die Konsequenz ist, dass das Intervall I durch diese Schranke
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nach unten beschrénkt ist. Das Weltall kann also nicht linger als 1/Hy existiert
haben.

Ein #hnliches Argument macht auch Voraussagen iiber die Zukunft des
Weltalls. Entweder die Funktion bleibt immer monoton steigend. Dann kann
I nach rechts unbeschrinkt sein, das Weltall konnte dann fiir alle Zeiten —
immer langsamer — expandieren (und wiirde dann immer diinner, kélter und
langweiliger, so weit noch jemand da ist, Langeweile zu empfinden). Es kénnte
aber auch sein, dass f irgendwann einmal eine waagrechte Tangente bekommt.
Die Funktion f wiirde danach immer schneller fallen. Nach einer gewissen
Phase der Expansion wiirde sich also das Weltall zum Stillstand kommen und
sich danach immer schneller werdend kontrahieren. Ahnlich wie oben zeigt
man, dass dann das Intervall I nach oben beschrankt sein muss. Ein solches
— zunéchst expandierendes und spéter kontrahierendes — Wetall kann also nur
fiir eine endliche Zeitspanne existieren.

Da die Funktion f ausgehend von der Gegenwart in die Vergangenheit mono-
ton fillt, existiert der Limes lim f(¢), wenn ¢ gegen den linken Eckpunkt von
I strebt. Bei den Urknallmodellen wird angenommen, dass dieser Limes gleich
Null ist. Dies hat zur Folge, dass der Abstand zweier Punkte des Weltalls 1, 2
gegen Null konvergiert, wenn man sie in die Vergangenheit verfolgt (also die
Weltlinien (¢, y;), betrachtet).

Fiir genauere Aussagen benotigt man mehr Information iiber die Modelle.

4.3 Definition. FEine Friedmann-Raumzeit ist eine Robertson—Walker-
Raumzeit mit folgenden Figenschaften.

a) p=0, 0 > 0. b) Es gibt einen Zeitpunkt to mit f'(to) > 0.

(In diesem Fall heifit die ideale Fliissigkeit ,,Staub“.) Ein spezielles Friedman-
nmodell ist die Einstein—de Sitter-Raumzeit.

4.4 Definition. Die Einstein—de Sitter-Raumzeit ist die Friedmann-Raumzeit
der speziellen, Form I = (0,00), Y = R® (Buklid’sche Metrik), f(t) = t3/2,
o(t) = C/t* mit einer Konstanten C > 0.

Die Feldglechungen sind leicht zu verifizieren. Da man die die Hubblekonstante
f'(to)/ f(to) zum gegenwitigen Zeitpunkt kennt, kann man unter der Annahme,
dass das Einstein—de Sitter-Modell unser Weltall korrekt modelliert, das Alter
des Weltalls ¢y ermitteln. Da man auch die Energiedichte o(ty) derzeit kennt,
kann man C' bestimmen. Damit ist das Modell voéllig bestimmt. Es handelt
sich um ein Modell, das ewig expandiert.

Nimmt man fiir Y = S? die dreidimensionale Sphéire, so gelangt man zu
Friedmann-Raumzeiten mit endlicher Lebensdauer.

Einstein hat die von seinen Feldgleichungen vorausgesagte Instabilitdat des
Weltalls sehr beunruhigt. Er hat daher seine Feldgleichungen modifiziert durch

Fried

EdeS
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Einfithrung einer kosmologischen Konstanten A. Die modifizierten Feldglei-
chungen lauten

1
Ric — §gS:T—Ag.

Es kommt also ein Velfaches von g zu T hinzu. Dadurch wirkt die kosmologi-
sche Konstante wie eine zusétzliche Energie. Man spricht manchmal von dunk-
ler Energie. Um zu stabilen Modellen zu kommen, experimentierte Einstein
mit der kosmologischen Konstanten. Nach der Entdeckung des Hubbleeffektes
nannte er diese Einfithrung die grofite Eselei seines Lebens. Er irrte sich, sie
wird heute in der Kosmologie wieder eingefiihrt, da sich das Weltall schneller als
erwartet ausdehnt. Die kosmologische Konstante, die Einstein verwendet hat,
ist um den Faktor 10'2° grofer als die heutzutage verwendete. Eine der genial-
sten Voraussagen Einsteins ist damit auch vielleicht die numerisch falscheste
Vorhersage, die je gamacht wurde.

5. Das Kruskalmodell

Die Robertson—Walker-Raumzeiten mogen fiir die Modellierung des Weltalls im
Groflen geeignet sein, in der Néhe eines schwarzen Loches sind sie es nicht. Hier
wird man eher nach Vakuummodellen suchen. Ein berithmtes Modell ist die
Kruskal-Raumzeit. Sie stellt eine Weiterentwicklung der Schwarzschildlosung
dar. Wir wollen sie in aller Kiirze mathematisch beschreiben. Wir benotigen
die Zahl e = exp(1) = 2,718.... Die Kruskal-Raumzeit héngt ab von einem
Parameter m > 0, welcher als Masse des schwarzen Loches interpetriert wird.
Eine wichtige Rolle spielt die Funkton

f:(0,00) — R, f(r)=(r—2m) exp(# - 1>.

Thre Ableitung
r r
7 = o exp( 5 1)

2m 2m
ist iiberall positiv. Die Funktion f ist nach rechts unbeschrankt. Es gilt

2m

lim f(r)=——.

r—0+ e

Hieaus folgt, dass die Abbilldung f einen Diffeomorphismus

~ 2
(0,00) — <——m,oo>
e
induziert. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung mit

h: (—27m,oo> (0, 00).
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Wir betrachten nun die offene Menge
2
Q= {(u,v) cR?  uv > ——m}
e
Diese Menge ist zusammenhéngend. Sie ist der Bereich zwischen den beiden

Asten der Hyperbel uv = —2m/e. (Man iiberzeuge sich mit einem Bild davon.)
Auf ihr kénnen wir die Funktion

r:Q —R, r(u,v)=h(uww),

betrachten. Sie ist iiberall positiv. Mithife der Funktion r bilden wir die

Funktion )

F:Q — R, F(u,v):%expO—r(;—?;:)).

Sie ist ebenfalls iiberall positiv. Wir definieren nun auf ) die pseudorie-
mannsche Metrik

0 F

F 0)
Es ist also

9(0/0u,0/0u) = g(0/0v,0/0v) =0, ¢(0/0u,d/0v) = g(0/dv,d/0u) = F.
Insbesondere ist
9(0/0u — 0/0v,0/0u — 0/0v) < 0
und
9(0/0u+ 0/0v,0/0u + 0/0v) > 0.

Dies zeigt, dass fiir jeden Punkt a € Q einen Isomorphismus 7, X = R? gibt,
so dass die Bilinearform auf 7, X der Bilinearform

((z1,22), (Y1, y2)) = T1Y1 — T2Y2
entspricht. (Es handelt sich um eine Bilinearform der Signatur (1,1).)

Wir nennen ) versehen mit dieser pseudoriemenannschen Struktur die
Kruskalebene der Masse m.
Wie betrachten als weitere Mannigfaltigkeit die zweidimensionale Einheits-
sphére
S?={zcR% a24+2i+a2=1).
Wir schriinken die Euklidsche Metrik des R? ein und versehen so S? mit einer
Struktur als Riemann’scher Mannigfaltigkeit.

Wir betrachten nun das verzerrte Produkt
K=Q %, S%

Es ist klar, dass die Tangentialriume von K die Signatur (3,1) haben. Man
kann 0/0u — 0/0v als Vektorfeld auf K auffassen. Dieses ist zeitartig. Wir
definieren die Zukunftskegel so, dass dass dieses Feld zukunftsgerichtet ist.
Damit wird K eine Lorentzmannigfaltigkeit. Man nennt sie die Kruskal-
Raumzeit der Masse m.



85. Das Kruskalmodell 99

5.1 Satz. Die Kruskal-Raumzeit ist Ricci-flach, d.h. Ric = 0. Insbesondere
15t auch die skalare Krimmung 0. Folgedessen ist die Kruskal-Raumzeit eine
Vakuumlosung (1T = 0) der Einstein’schen Feldgleichungen.

(Man kann zeigen, dass jede Vakuumltsung der Einstein’schen Feldgleichun-
gen Ricci-flach ist.) Wir wollen den Beweis, den man mit mehr oder weniger
Geschick fithren kann, nicht durchfiihren. Der folgende Vorschlag ist nicht ganz
ernst gemeint. Man parametrisiere ein Stiick der Kugelfliche und beschreibe
so den entsprechenden teil von K durch eine explizit gegebene 4 x 4-Matrix g.
Diese tippe man in ein Computeralgebrasystem wie MAPLE ein und schreibe
dann ein kleines Programm, welches die Christoffelsysmbole, die Komponenten
des Riemann’schen Kriimmungstensors und schliefflich die Komponenten des
Riccitensors ausrechnet. Man lasse sich durch MAPLE bestétigen, dass die
letzteren 0 sind. ad

Wir koénnen r auch als Funktion auf der Kruskal-Raumzeit auffassen, indem
wir r(u,v,y) = r(u,v) definieren. (Man soll sich r als ein Maf} vorstellen, wie
weit man von dem schwarzen Loch entfernt ist.) Wir untersuchen die Kruskal-
Raumzeit fiir grole r. Zunéchst einmal untersuchen wir den Teil » > 2m.
Wenn man sich die Definition von r ansieht, so stellt man leicht fest, dass

uv > 0 <= r(u,v) > 2m.
Wir betrachten daher folgende Teile der Kruskalebene

Q1 :
QII :

(u,v) € Q; u>0, v>0},
(u,v) € Q; u>0, v<0}.

Il
i~

Enstsprechend kann man in der Kruskal-Raumzeit die offenen Teilmengen
Ki=Qix5% Ki=Qux5?

betrachten. Fiir das Verhalten fiir grofle r ist also der Bereich Kj verant-
wortlich. Wir betrachten auf den beiden Bereichen @1, Q11 die Funktion

t(u,v):2mlog|%{.

Diese ist nicht auf ganz @) stetig fortsetzbar, da in @) Punkte mit u = 0 oder
v = 0 existieren. Wir bezeichnen mit P;, P;; das Bild von @, Qq unter der
Abbildung

(u,v) — (t,r).

Man rechnet leicht folgendes nach.

KrVak



100 Kaitel VI. Lorentzmannigfaltigkeiten

5.2 Satz. Fs gilt KruSchw
Pr=R x (2m,00), FPi=R x(0,2m).

Die Funktion (u,v) — (t,r) definiert Diffeomorphismen
Q1 — P, Qu — Pu=R x(0,2m)

Diese werden Isometrien, wenn man Pp, P mit der pseudoriemannschen

Geoemtrie
(B e L)

Man nennt P, Pj; die beiden Schwarzschild-Ebenen und

versieht.

PI X S2, PH X SQ

die beiden Schwarzschild-Raumzeiten. Deren Geometrie ist natiirlich so zu
definieren, dass z.B.

Q1 xS* = P xS (u,v,x)— (t,r,x)

eine Isometrie ist. Die beiden Schwarzschild-Raumzeiten erscheinen als zwei
verschiedene Welten. Die Matrix in Satz 5.2 ist ja nicht in r = 2m stetig
fortsetzbar. Doch dies ist triigerisch. Die Umparametrisierung in Ky, Kig
148t sie als Teile einer umfassenden Lorentzmannigfaltigkeit K erkennen. Sie
gehoren also einer Welt an. Nun kénnen wir das Verhalten der Metrik fiir grofle
r beschreiben. Wir tun das im Schwarzschildmodell P; x S2. Es gilt

rli“;o<(2m6T)/r r/(TEQm)> = (—01 (1)>

Der Radius der anhdngenden Sphére strebt iiber alle Grenzen. Damit nahert
sich ihre Geometrie immer mehr der des zweidimensionalen euklidschen Raumes
an. In diesem Sinne kann man sagen, dass die Geometrie von K mit wach-
sendem r der des Minkowski Raumes immer dhnlicher wird. Weit weg vom
schwarzen Loch verhilt sich also K ungefihr wie ein Minkowskiraum. Das
war eine der Zielsetzungen fiir die Modellierung eines schwarzen Loches. Das
eigentliche Wesen des schwarzen Loches ist in dem Bereich K7y zu suchen. Man
nennt diesen Bereich manchmal das schwarze Loch der Kuskal-Raumzeit. Hier
ist die Geometrie eine vollig andere und anschaulich schwer zu fassen. Folgen-
der mathematische Satz verdeutlicht das Wesen des schwarzen Loches. Wir
verzichten auf den Beweis.
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5.3 Satz. Sei u(t) die Weltlinie eines massiven Teilchens oder eines Licht-
teilchens. Wenn u(t) zu einem gewissen Zeitpunkt ty in Qu enthalten ist, so
gilt dies fiir alle t > tg.

Es gibt also kein Entweichen. Insbesondere kann ein Beobachter in ()1 nichts
vom schwarzen Loch sehen.

Es gibt noch manches Uberraschende. Weltlinien sind auf offenen offenen
Intervallen I C R definiert. Man kann folgendes zeigen. Ist u(t), t € I, die
Weltlinie eines durch die Eigenzeit parametrisierten massiven Teilchens oder
eines Lichtteilchens, so dass u(t) zu irgend einem Zeitpunkt in Qg enthalten
ist, so so ist I nach oben beschrankt. Mit anderen Worten. Ein Teilchen
hat nur eine endliche Lebensdauer, wenn es in ein schwarzes Loch geraten ist.
Kuskal-Raumzeiten sind insbesondere nicht vollstdndig in dem Sinne, dass jede
Geodétische auf ganz R definierbar ist. Andererseits kann man auch zeigen,
dass es keine K echt umfassende (als offenen Teil) Lorentzmannigfaltigkeit gibt.

Wenn man in ein schwarzes Loch gefallen ist, so wird man das physikalische
Ende seiner Weltlinie nicht erleben, da man durch die Gravitationskréfte schon
vorher in seine elementaren Bestandteile zerupft worden ist. Auch aus diesem
Grunde ist eher davon abzuraten, sich in ein schwarzes Loch zu stiirzen.

Loch



102 Kaitel VI. Lorentzmannigfaltigkeiten
Literatur

Cheeger, J., Ebin, D.G.: Comparison Theorems in Riemannian Geometry,

AMS Chelsea Publishing

Jost, J.: Riemannian geometry and geometric analyis,, Universitex, Springer-
Verlag

Klingenberg, W.P.A.: Klassische Differentialgeometrie, Edition am Gutenberg-
platz Leipzig

Lee, J.M.: Introduction to Smooth Manifolds, Graduate Texts in Mathematics,
Springer-Verlag

Lee, J.M.: Riemannian Manifolds, Graduate Texts in Mathematics, Springer-
Verlag

O’Neill, B.: Semi-Riemannian Geometry (With Application to Relativity), Aca-
demic Press, INC.

Spivak, M.: A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, Publish-
or-Perish-Press (5 Bénde)

Verschiedene Skripte findet man in der Skriptensammlung der Fachschaft:

http: //mathphys.fsk.uni-heidelberg.de/skripte/
skripte_diffgeometrie.html



