Lokale Theorie der Differentialfomen

1. Alternierende Differentialformen

Im folgenden sei n eine feste natiirliche Zahl. Wir bezeichnen mit

My =M™ ={ac{1,...,n} #a=p)

die Menge aller p-elementigen Teilmengen von {1,...,n }. Deren Anzahl ist
n
( ) (=0, falls p < 0 oder p > n).
p

Definition. Fine (alternierende) Differentialform w vom Grade p auf einem
offenen Teil D C R™ ist eine Abbildung, welche jedem a € M, eine C>-
Funktion

fo: D —C

zuordnet.
W= (fa)aEMp .

Wir bezeichnen mit AP(D) die Menge aller Differentialformen vom Grade p auf
D und nennen diese auch kurz p-Formen.

Die Menge ./\/l(()n) besteht aus einem einzigen Element (ndmlich der leeren
Menge). FEine Nullform besitzt daher nur eine einzige Komponente. Wir
konnen und wollen daher 0-Formen mit Funktionen identifizieren. Es gilt
speziell

A%(D) = C*(D).

Rechnen mit alternierenden Differentialformen

I. Algebraische Rechenregeln

Da man p-Formenen komponentenweise addieren kann und mit Funktionen
multiplizieren darf, bildet AP(D) einen Modul iiber C°(D)

(fa) + (9a) = (fa + ga),
I (fa) = (f ) fa)'

Ubrigens ist
AP(D) =0 fiir p < 0 oder p > n,

da in diesen Fillen M, leer ist.



I1. Das totale Differential einer Funktion.

Da einelementige Teilmengen von {1,...,n} mit den Elementen {1,...,n}
identifiziert werden konnen, ist eine 1-Form nichts anderes als ein n-Tupel von

Funktionen
AY D) = A%(D) x ... x A%(D),

AY(D) =C®(D) x ... x C*(D).

'

n—fach

Das totale Differential einer C'*°-Funktion f ist durch

df:z(af 8f)

dry’ " Oy

erklart. Es gelten die Rechenregeln

a) d(f +g) = df +dg,
b) d(f-g)=f-dg+g-df,
c) df =0 <= f ist lokal konstant.

Bezeichnet man mit
Pv :D—>(C7 pl/('r):xlja

die Projektion auf die v-te Koordinate, so gilt
dp, = (0,...,0,1,0,...,0).

Schreibweise: dx, := dp,.
Man kann also jede 1-Form (f1,... f,) auch in der Gestalt

(Froee fa) = fuda,
v=1

schreiben. Das totale Differential sieht dann wie folgt aus:

III. Das schiefe Produkt

In Analogie zum Fall p = 1 ordnen wir einer p-elementigen Teilmenge a C
{1,...,n} die p-Formen

1 fira="%
dxrg)y =
(dza)s {0 fiir a # b
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zu. Jede p-Formen w = (fq)ascm, kann man dann auch in der Form

w= ) fadza

aceM,

schreiben. Seien

a,bC {1,....n}, #a=p, H#b=q.

Wir definieren einen ,, Vorzeichenfaktor® &(a, b).
Erster Fall. Wir setzen

e(a,b) =0, falls anb # 0.

Zweiter Fall. Sei aNb = (.
Wir ordnen die Elemente von a in ihrer natiirlichen Reihenfolge an:

a={ai,...ap}, a1 <az<...<ap,
und entsprechend
b={b1,...bs}, bi<by<...<by.
Es gilt dann
aUb={a,...ap,b1,...b5}, #(aUb)=p+gq.

Aber die Elemente in der geschweiften Klammer stehen nicht notwendigerweise
in ihrer natiirlichen Reihenfolge (es muss nicht a, < b; gelten).

Wir bezeichnen mit €(a, b) das Vorzeichen derjenigen Permutation (von p+
q Elementen), welche man braucht, um (ai,...ap,b1,...b,) in die natiirliche
Reihenfolge zu bringen.

Beispiele.
a={1,2}, b={2,3}, e(a,b)= 0,

a={1,3}, b={2,4}, e(a,b)=—1,
a={2,4}, b={3,5}, e(a,b)=-1.

Wir definieren nun das schiefe Produkt

AP(D) x AY(D) —» APHI(D),

w , W' — wAW,



durch die Formeln

> fadza | A geday | = | D fagedaa Aday

acEM, beM, ‘Zeﬁp
ceMgq

dzx, N dxy = e(a,b)dxqup -

Es ist eine einfache Ubungsaufgabe, die folgenden Rechenregeln zu verifizieren.

1) Im Falle p = 0 stimmt das schiefe Produkt mit dem in I. eingefiihrten
gewohnlichen Produkt iiberein,

fAw=f wfir f € A%D).
2) Das schiefe Produkt ist schiefkommutativ,
wAWw = (-1)Puw Aw fiir w € AP(D), W' € AY(D).

Insbesondere gilt
wAw =0,
falls p ungerade ist.
3) Das schiefe Produkt ist assoziativ,
(WAWYAW" =wA (W AW,
we AP(D), w'e AYD), w"e A"(D).

4) Das schiefe Produkt ist bilinear,

(w1 +wo) Aw = w1 Aw + wa A w,
w1, wy € AP(D), w € AYD).

Wegen der Assoziativitdt kann man insbesondere das schiefe Produkt
WL AN\ W

mehrerer alternierender Differentialformen definieren.

Man zeigt leicht durch Induktion nach p, dass, wenn a = {aj,...a,} (in
natiirlicher Reihenfolge) eine p-elementige Teilmenge von { 1,...n } ist, folgen-
des gilt:

drg = dxe, N... Ndzg,.
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Schreibt man noch fq, .. 4, anstelle von f,, so erhilt man die besonders héufig
benutzte Darstellung einer p-Formen w

W= j{: fadzg

aeM,
= Z fal,...apdl‘al N .../\dxap

1<a1<...<ap<n

Als Beispiel berechnen wir das schiefe Produkt zweier 1-Formen. Beachtet man
dr, Ndx, = —dx, Ndx, =0, falls p = v,

so folgt

(Z f,,da:l,> A <Z gudxu> = Z (fvgu — fugv)dx, Adx,,.
v=1 pn=1

1<v<u<n

IV. Die duflere Ableitung

In Verallgemeinerung der totalen Ableitung einer Funktion definieren wir eine
Abbildung
d: AP(D) — APT1(D)

d (Z fadxa) =" dfa A da,.

Die Uberpriifung der folgenden Rechenregeln sei wiederum dem Leser {iberlas-
sen:

I dw+w') = dw+ du',
2. dlwAW') = (dw) AN’ + (—1)Pw A (dw'),
we AP(D), W' € AY(D).
Insbesondere also d(cw) = cdw fiir ¢ € C.
3. d(dw) = 0.

Ein wichtiger Spezialfall von 2. ist die Formel

durch die Formel

dwAW') =dwAw' falls dw’ = 0.
Durch Induktion folgert man
dwi A ... Awy,) =0 falls dwy = ... = dw,, = 0.
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Daher gilt auch

dlwANdfy A ... Ndfp) =dw ANdfy Ao AN df .

V. Komplexe Koordinaten

Wir betrachten nun den Fall einer offenen Teilmenge D C C". Da wir C" mit
R?" identifizieren konnen,

C" +— R,
(Zlu .. Z'n) — (mlaylv s 71'717?/71)7

gilt alles fiir den reellen Fall Gesagte auch in Komplexen. Es empfiehlt sich
jedoch haufig, im Komplexen auch ,komplexe Koordinaten“ zu benutzen

dz, = dx, +idy,, dz, :=dx, —idy,.

Es gilt
1
Durch einfaches ,,Umrechnen* erhélt man, dass sich jede 1-Form schreiben lésst

1
dx, = §(dzl, +dz,), dy,

als . .
w=Y fodz+Y_ gdz,.
Setzt man - -
AY(D) = { i fvdzy }
v=1
A% (D) = { zn:g,,dfy } :
v=1
so folgt

AYD) = AY(D) + A% (D).

Wir wollen diese Zerlegung auf beliebige Grade verallgemeinern und setzen
hierzu

APA(D) = > f(il,..,ip)dzil A Ndzi) NdZj A A dE,

1<i)<...<ip<n J1>---dg

1<j1<...<jg<n

Dann gilt offensichtlich

A™(D)= Y AP9(D).

p+qg=m
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Diese Summenzerlegung ist direkt, d.h die Zerlegung einer m-Form w in der

Gestalt
w= pr,q, wp,q € AP1(D),

ist eindeutig.

Offensichtlich respektiert das schiefe Produkt diese Zerlegung in folgendem

Sinne: Ist o
we API(D), W' e AP 9 (D),

so gilt
wAW € A(erp"quQ')(D)_

Die #uflere Ableitung hingegen respektiert die Zerlegung von A" (D) nicht.
Es ist jedoch moglich, dw in eine Summe aufzuspalten, so dass die einzelnen
Summanden diese Zerlegung respektieren. Hierzu setzen wir

0 1 0 _13
0z, 2\ 0x, oy, )’
9 1,90 +i@
0z, 2\0zx, 0y, /)’

Definiert man die Operatoren

d: 0% (D) — AM(D),
d:C>(D) — A%Y(D)

durch
.9 fz
of ==Y 7,
— 0z,
of = 38f_z,, dz,,
v=1 v
so gilt offensichtlich B
df =0f 4+ of.

Wir definieren nun allgemeiner lineare Abbildungen

9 : AP1(D) — AP+L4(D)

0: AP9Y(D) — Ap’q“(D)
durch die Formeln

8(fd2“ /\.../\dZZ'p/\de1 /\.../\deq) == 8(f)/\dzi1/\.../\dzz-p/\dzjl/\.../\dzjq

und



O fdziy N.. . Ndziy Ndzj, A...NdZ;) = O(f) Ndziy A...Adz, NdZj, A .. NdZ;,

1<ip<...<ip<n, 1<ji<...<j;,<n).
Dann gelten die Rechenregeln

Dod=0, 000d=0,
Dod=—-000.

Nun formulieren wir die beiden wichtigsten Sétze iiber alternierende Differen-
tialformen im ,lokalen Fall“, wobei wir jeweils voraussetzen, dass D C R"
ein konvezres Gebiet sei (d.h D sei offen und mit je zwei Punkten sei auch
die Verbindungsstrecke in D enthalten) oder ein Polyzylinder im C™. Vorher
jedoch bringen wir noch eine Definition.

Definition. Fine Differentialform w heifst geschlossen, wenn gilt

dw = 0.

Man sagt manchmal auch d-geschlossen und definiert sinngeméf 9-geschlossen
(Ow = 0) und O geschlossen (Jw = 0).

Lemma von Poincaré.
Auf konvexem D ezistiert zu jeder geschlossenen p-Form w eine (p — 1)-Form
w' mit

w=dw'.

Im Falle p = n = 1 folgt dies aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung.

Lemma von Dolbeault.

Auf einem Poyzylinder (das ist ein kartesiches Produkt von Kreisscheiben) ex-
istiert zu jeder (p,q)-Form w, welche 0-geschlossen ist (d.h. Ow = 0), eine
(p,q — 1)-Form w' mit

w=0w'.

(Das entsprechende Lemma fiir den d-Komplex gilt natiirlich auch.)

VI. Holomorphe Differentialformen.

Eine Differentialform w auf einem offenen Teil des C" heifit holomorph, falls
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:
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a) w ist vom Typ (p,0), d.h. von der Gestalt

w = Z fil,u-ipdzil VANIRNWA dZip.

b) Die Komponenten fi1,...i, sind holomorph.

Offensichtlich ist eine p-Formen w vom Typ (p,0) (¢ = 0 ist hierbei wichtig!)
genau dann holomorph, wenn

Ow = 0.

Die dufiere Ableitung einer holomorphen p-Formen ist wieder holomorph und
zwar gilt

dw = 0w =Y dfi, i, Ndzi, N... Ndz,.

Die duflere Ableitung einer holomorphen Funktion ist

df=of=3" aaj;zydzy.

Bezeichnet man mit QP(D) die Menge aller holomorphen p-Formenen auf D,
so definiert die duflere Ableitung eine Abbildung

0=d: QD) — QPTY(D).
Es gilt natiirlich d? = 0.

Analytisches Lemma von Poincaré. Ist D C C" ein konveres Gebiet, so
ist jede geschlossene holomorphe p-Formen w (dw = 0) von der Gestalt

w=dv', e D).

Im Falle n = p = 1 ist dies der bekannte funktionentheoretische Satz, dass jede
holomorphe Funktion auf einer Kreisscheibe eine Stammfunktion besitzt.

Wir beweisen das holomorphe Lemma von Poincaré fiir beliebiges n im Falle
p = 1 und einen Polyzylinder D

Seien f1,... fn holomorphe Funktionen auf dem Polyzylinder D. Es gelte

Ofz;  Ofzp
Oz, 0z

firl <i,k <n (dquivalent: d(Z f,,dzl,> =0).

Dann existiert eine holomorphe Funktion f auf C™ mit

Ofz,
Gzi

=fi firi=1,...,n.



Beweis durch Induktion nach n.

Den Fall n = 1 (Induktionsbeginn) haben wir bereits erlautert. Sei also n > 1.
Man findet zunéchst durch gliedweise Integration der Potenzreihenentwicklung
von fi eine alternierende Funktion f mit

8f(zu)
821

:f1~

Da man f; durch f; — fl% ersetzen kann, ohne die Voraussetzungen zu
verletzen, diirfen wir

fi=0

annehmen. Dann folgt aber

of (zv)

71 = 0 fiir alle k.

Die Funktionen f; héngen also gar nicht von z; ab. Damit folgt die Behauptung
aus der Induktionsvoraussetzung. ad

VII. Komplexe.

Ein Komplex ist eine durch Z parametrisierte Sequenz
0— - — A, 1 — A, — Apy1 — -+,

so dass die Zusammensetzung zweier aufeinanderfolgender Pfeile Null ist.

Wir verwenden die Bezeichnung
C(D)

fiir die Menge der lokal konstanten komplexwertigen Funktionen auf D.

Der de-Rham-Komplex.
Sei D C R"™ offen.

0 — C(D) — C=(D) = A’(D) — --- — A™(D) — 0.

(Damit dies ein Komplex ist, denke man die Sequenz rechts und links mit Nullen
aufgefiillt.) Das Lemma von Poincaré besagt, dass dieser Komplex exakt ist,
wenn D konvex ist,

Der holomorphe Poincaré-Komplex.

Sei nun D C C" offen. Wir erinnern daran, dass QP(D) den Raum der holo-
morphen p-Formen bezeichnet.

0 — C(D) — O(D) = Q°(D) — --- — Q"(D) — 0.
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Das holomorphe Lemma von Poincar’e besagt, dass dieser Komplex exakt ist,
wenn D ein Polyzylinder ist.
Der Dolbeault-Komplex

Fiir jedes p hat man einen Komplex:
0 — QF(D) — APY(D) — .- — AP"(D) — 0.

Das Lemma von Dolbeault besagt, dass dieser Komplex exakt ist, wenn D ein
Polyzylinder ist.

VIII Garbentheoretische Formulierung

Sei D C R"™. Wir bezeichnen mit Cp die Garbe der lokal konstanten und mit
Cy doe Garbe der differenzierbaren Funktionen auf D. Entsprechend werden
die Garben A%, und, sofern D C C" die Garben QF, und A} eingefiihrt. Die
Garbensequenzen

0—Cp—Cy=A% — ... — A}, —0,

0—Cp—0p=0% — ... — QY —0,
0— QP — AP — ... 5 AP 0

sind exakt. (Beachte, dass Exaktheit von Garbensequenzen lokaler Natur ist.
Man braucht sie nur auf einer Basis der Topologie nachzupriifen.)

Die Garben AP und AP? sind Moduln iiber CZ’ und daher azyklisch. Die erste
bzw. die dritte Sequenz sind daher azyklische Auflésungen von Cp bzw. QF,.
Man kann sie also benutzen, um die Kohomologie der beiden letzten Garben
zu berechnen. Fiir beliebiges offene D Cc C" gilt also

AP(D) — AP*1(D)
Ar-1(D) — AP(D)

12

H?(D,Cp)

Es gibt noch einen weiteren Satz. Es gilt
HP(D, (CD) = HP(D, (C)

wobei rechts die singuldre Kohomologie steht, wie sie die Topologen betrachten.
Die Formel

v . AP(D) — APTL(D)
H?(D,C) = Ar—1(D) — AP(D)

(p>0)

nennt man auch den Satz von de-Rham. Aus ihm folgte HP(D,C) = 0 fiir
p > 0, was die Topologen viel leichter beweisen koénnen.
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Entsprechend gilt

APY(D) — Ap,q+1(D)
Ar.a=1(D) — Ap4(D)

HY(D, Qb)) = (¢ >0)

Fiir Polyzylinder D folgt H?(D,Q},) = 0 fir ¢ > 0. Speziell im Falle p = 0
folgt eine extremer Spezialfall von Cartan’s Theorem B fiir Polyzylinder D

HYD,0p)=0 (q>0)
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