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Teil 1

Differential- und Integralrechnung

fiir Funktionen einer Verinderlicher



Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

0. Mengen

1. Axiomatische Einfithrung der reellen Zahlen

1.1 Definition. FEine Komposition auf einer Menge M ist eine Vorschrift,
gemdayj$ welcher je zwei Elementen a,b € M ein eindeutig bestimmtes Element

c=albd

zugeordnet wird, welches wieder in M enthalten ist: a L be M.

1.2 Bemerkung. Seien a,b € R. Es gibt eine und nur eine Zahl x € R, so

dajs
a+xr=>b

gilt.
1.3 Bemerkung. FEs gilt
a-0=0 fir alle reellen Zahlen a.
1.4 Bemerkung. FEs ist 1#£0.
1.5 Bemerkung. FEs gilt (=) -(-1)=1.

1.6 Bemerkung. Seien a,b reelle Zahlen, a # 0. Dann gibt es genau eine
reelle Zahl x, so dafs
ar =1>

gilt.
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1.7 Bemerkung (Nullteilerfreiheit). FEs seien a,b reelle Zahlen. Dann gilt:

ab=0=a=0 oder b=0.

1.8 Bemerkung. Secien a,b,c,d reelle Zahlen, b und d und damit auch bd
seten von Null verschieden. Es gilt:

a ¢ ad+bc
2) [ A
a C ac
b) bd b

1.9 Bemerkung. Seia # 0. Dann ist

a’:=a-a>0.

1.10 Bemerkung. Die Zahl 1 ist positiv: 1 > 0.

1.11 Bemerkung. Seien a,b,c reelle Zahlen. Dann gilt:

a>bund b>c= a > c.

1.12 Bemerkung. Ausa > b und b > a folgt a =b.

1.13 Bemerkung. Seia > b, ¢ > 0. Dann gilt

ac > be.

1.14 Bemerkung. Ausa >0b, b > 0 folgt

a b <pl.
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1.15 Definition. Als (Absolut-)Betrag einer reellen Zahl a definiert man

a fira >0,
laf = )
—a fir a < 0.

1.16 Definition. Sei M eine Menge von reellen Zahlen. Fine Zahl a € R
heifst Maximum von M, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

a) a € M.

b) fir alle x € M gilt a > x.

1.17 Bemerkung. Das Mazimum (Minimum) einer Menge von reellen Zahlen
1st, sofern es iberhaupt existiert, eindeutig bestimmd.

1.18 Definition. Se: M C R eine Menge von reellen Zahlen. Eine Zahl a
heifit obere (untere) Schranke von M, falls fir alle x in M die Ungleichung

z<a (x > a)
gilt.

1.19 Bemerkung. Sei M eine nicht leere nach oben beschrdinkte Menge reeller
Zahlen. Die kleinste obere Schranke von M ist eindeutig bestimmit.

1.20 Bemerkung. Sei M eine Menge von reellen Zahlen, welche ein Maxi-
mum (Minimum) besitzt. Dann gilt

max M = sup M (min M = inf M).
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2. Natiirliche Zahlen, ganze Zahlen und rationale Zahlen

2.1 Theorem (Archimedisches Prinzip). Zu jeder reellen Zahl x existiert
eine natirliche Zahl n mit der Figenschaft:

n>4ax.

2.2 Definition. Fine reelle Zahl a heifit ganz (ganz rational), wenn gilt

a €N oder a=0 oder —a € N.

2.3 Bemerkung. Seien a,b ganze Zahlen. Dann sind auch die Zahlen
a+b, a—bunda-b

ganz.

2.4 Hilfssatz. Sei x eine reelle Zahl. Es gibt eine grofite ganze Zahl n mit
der Figenschaft
n <.

2.5 Definition. Fine reelle Zahl heifst rational, wenn sie sich in der Form

a,beZ; b£0

xr = g,
schreiben lajst.

2.6 Bemerkung. Seien x,y rationale Zahlen. Dann sind auch die Zahlen
r+y, r—y, -y sowie E (fir y # 0)
Y
rational.

2.7 Bemerkung. FEs gibt keine rationale Zahl x mit

2 =2.

2.8 Satz. Seien a < b zwei reelle Zahlen. Dann ezistiert eine rationale Zahl
x mit der Eigenschaft
a<x<b.

2.9 Bemerkung. Se: M C R eine endliche, nicht leere Menge von reellen
Zahlen. Die Menge M besitzt ein Maximum und ein Minimum.
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3. Konvergente Folgen

3.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine Folge von Elementen aus M st
eine Vorschrift, gemdj$ welcher jeder natiirlichen Zahl n eindeutig ein Element
an € M zugeordnet wird.

3.2 Definition. FEine Folge reeller Zahlen
ai, az, ag, ...
heifit eine Nullfolge, wenn es zu jedem € > 0 eine natirliche Zahl N gibt, so

dafl gilt:
lan| < e firn > N.

3.3 Hilfssatz. Se:
ai, az, as, ...

eine Nullfolge und
b1, ba, b3, ...

eine Folge, so daf
|bn| < |an| fir allen € N

gilt. Dann ist auch (by,) eine Nullfolge.

3.4 Hilfssatz. Seiay, as, as,... eine Nullfolge und C' eine positive reelle Zahl.
Dann ist auch die Folge
C’al, CCLQ, Cag, ce

eine Nullfolge.
3.5 Definition. FEine Folge reeller Zahlen
a, az, ag,...
heifit konvergent, wenn es eine Zahl a gibt, so daf$ die Folge
ay —a, ag —a, azg —a, ...

eine Nullfolge ist.

3.6 Satz. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
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3.7 Satz. Seien (ay) und (b,) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten
a bzw. b und sei C eine reelle Zahl. Die Folgen

(an +by), (Cay), (anbyn) und (Ja,])
konvergieren ebenfalls und zwar gegen die Grenzwerte
a+0b, Ca, ab und |al.

Es gelten also die Formeln

a) nlergo (an + by) = nler;o a, + nleréo by,
b) nan;O(Can) = CHILH;O an

c) nli_)n;o(anbn) = (nh—{go ap) - (nlin;o bn)
d) nh—{go lay,| = |nlLH;o |

3.8 Hilfssatz. Jede konvergente Folge ay, as, as, ... ist beschrinkt. Es gibt
also eine reelle Zahl C mit

lan| < C firn=1,2,3,....

3.9 Satz. Sei (ay,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a. Wenn alle
Folgenglieder a,, und der Grenzwert a von Null verschieden sind, so konvergiert

auch die Folge (a;') und zwar gegen a™!.

4. Konvergenzkriterien fiir Folgen

4.1 Definition. FEine Folge (a,,) heifit monoton wachsend (fallend), wenn
gilt
a; <ax<az<... (a1 > ag >as>...)

also
ap < Gpi (an > apy1) fiir allen € N.

Gilt in dieser Kette nirgendwo das Gleichheitszeichen, so heifst die Folge sogar
streng monoton:

ar <ag <az <... (a1>a2>a3>...)
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4.2 Theorem. Jede monotone und beschrinkte Folge (a,) konvergiert. Es gilt

, { sup{ay, as, as,...} fiir wachsende Folgen
lim a, =
n—oo

inf{ay, as, as,...} fiir fallende Folgen.

4.3 Hilfssatz. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und (a,,) eine Teilfolge.
Wenn (ay,) konvergiert, so trifft dies auch fir (a,,) zu und es gilt

lim a,, = lim a,.

n—oo n—oo

4.4 Theorem (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge (ay,) besitzt
(mindestens) eine konvergente Teilfolge (ay, ).

4.5 Hilfssatz. Jede Folge (a,) besitzt eine monotone Teilfolge (a,, ).

4.6 Hilfssatz. Sei (a,) eine konvergente Folge. Dann existiert zu jedem € > 0
ein N € N mit der Eigenschaft

lay, — am| < € fiir n,m > N.

4.7 Definition. FEine Folge (a,) heifst Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0
ein N € N existiert, so dafS gilt

lay, — am| < € fiir n,m > N.

4.8 Satz. Jede Cauchfolge (a,) konvergiert.

4.9 Hilfssatz. Seien (ay,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so daff
an < by fiir alle n
gilt. Dann gilt

lima,, <limb,,.

4.10 Folgerung. Wenn eine konvergente Folge (ay) durch eine Konstante
C (nach oben oder nach unten) beschrinkt wird, so trifft dies auch fir den
Grenzwert zu.
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4.11 Satz (Intervallschachtelungsprinzip).
Es sei eine Intervallschachtelung

[al,bl] D) [CLQ,bQ] D) [a3,b3] ...

gegeben. Es existiert dann ein allen Intervallen gemeinsamer Punkt x. Genauer
gilt

x € [ap,by] fir allen € N < z € [a, b]
mit a := lima,, b:=1limb,.

Zusatz. Der Punkt x ist offenbar genau dann eindeutig bestimmt, wenn a = b
gilt, wenn also (b, — a,,) eine Nullfolge ist.

5. Unendliche Reihen

5.1 Satz. Wenn die Reihe Y .. | an konvergiert, so ist die Folge (a,) eine
Nullfolge.

5.2 Theorem. FEine Reihe ) a,, konvergiert, wenn die aus den Absolutbetrd-
gen gebildete Reihe

oo

> lan

n=1

konvergiert.

5.3 Satz. Eine Reihe ) a, konvergiert dann und nur dann absolut, wenn es
eine Zahl C gibt mit

Z la,| < C fiir alle n € N.

v=1

5.4 Theorem (Majorantenkriterium).  Eine Reihe ) a, konvergiert
absolut, wenn sie eine konvergente Majorante hat.
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5.5 Satz (Quotientenkriterium). Sei
ay+ag+asz—+---

eine unendliche Reihe, deren Glieder alle von Null verschieden sind. FEine
hinreichende Bedingung fiir die absolute Konvergenz dieser Reihe ist:

Es existiert eine Zahl q, 0 < q < 1, mit der Eigenschaft

[y
|an |

< q fiir alle n.

5.6 Satz (Leibniz). Gegeben sei eine monoton fallende Nullfolge

ay > az > asz >

. (insbesondere a,, > 0 fiir alle n € N).

Die alternierende Reihe

(_1)n+1an
n=1
konvergiert.
5.7 Satz. Sei ay, as, as,... eine Folge reeller Zahlen, so daf$ fiir jedes reelle
x die Folge
(anz™)

eine Nullfolge ist. Dann konvergiert die Rethe

> o
n=0
absolut fir jedes x € R.
5.8 Satz. Die Reihe
o0 xn
exp(z) := Z )
n=0

konvergiert fir alle x.



12 Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

6. Abbildungen und Abzihlbarkeit

6.1 Definition. FEine Abbildung f: X — 'Y heifst

1) injektiv (eineindeutig), wenn verschiedenen Elementen von X verschie-
dene Elemente von Y entsprechen, also

v, € X, z# 12 = f(z) # f(2)
(oder, was dasselbe bedeutet
f@) = f(@) = x = a).

2) surjektiv (eine Abbildung auf), wenn jedes Element von Y als Bild
mindestens eines Elements von X vorkommt, also

y €Y = es gibt (mindestens) ein x € Xmit y = f(x).

3) bijektiv (eineindeutig auf, umkehrbar eindeutig), wenn f sowohl
injektiv als auch surjektiv ist.

6.2 Bemerkung. Seien f: X - Y undg:Y — Z zwei Abbildungen. Wenn f
und g beide injektiv (surjektiv, bijektiv) sind, so ist auch go f injektiv (surjektiv,
bijektiv).

6.3 Hilfssatz. Fine Abbildung f : X — Y ist dann und nur dann bijektiv,
wenn es eine Abbildung g :' Y — X gibt mit den Figenschaften
go f=idx und fog=idy.

Es gilt dann g = f~1.

6.4 Definition. Zwei Mengen X,Y heiffen gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f: X — Y gibt.

In Zeichen: X~Y.

6.5 Definition. FEine Menge X heifst abzdhlbar, wenn sie mit der Menge N
der natirlichen Zahlen gleichmdchtig ist.

6.6 Bemerkung. Zwei endliche Mengen sind genau dann gleichmdchtig, wenn
sie gleich viele Elemente enthalten.
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6.7 Satz. Sei X eine abzdihlbare Menge undY eine beliebige unendliche Menge.
Die Menge Y ist auch abzihlbar, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen
erfillt ist:

1. Es existiert eine injektive Abbildung
t:Y — X.
2. Es existiert eine surjektive Abbildung

f: X —Y.

7. Umordnungsséitze fiir unendliche Reihen

7.1 Theorem (Kleiner Umordnungssatz).
Die Reihe

ay+as +as+---

konvergiere absolut und habe den Wert a. Dann konvergiert auch jede Umord-
nung

Ay, +apy, +ap; + ...

derselben absolut und zwar gegen denselben Wert a.

7.2 Definition. Fine Schar (as)scs reeller Zahlen heiffit summierbar, wenn
es eine Anordnung

v:N— 8§

gibt, so daf$ die Rethe
Ay, +apy, +ay; + ...

absolut konvergiert. Ist a der Wert dieser Reihe, so schreibt man auch

a= E as.

seS
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7.3 Satz (Grofler Umordnungssatz). Es sei eine Zerlequng
S=5USUS3U...

einer abzdhlbaren Menge gegeben. Sei auflerdem

(G’S)SES
eine durch S parametrisierte summierbare Schar reeller Zahlen. Dann gilt

1) Die Teilscharen
(as ) SESy

sind summierbar, die Zahlen

A, = Z as firm=1,2,3,...
SES,

also wohldefiniert.

2) Die Reihe
> An
n=1
st absolut konvergent und es gilt
I R bopa )
seS n=1 n=1 \s€sS,
Ergénzung. Aus der Summierbarkeit der Scharen
(|a5|865n) firn=1,2,3,...
und der absoluten Konvergenz der Reihen

ZBna Bn = Z |as|
n=1

SGSn

folgt die Summierbarkeit von (as)scs-

7.4 Theorem. Seien (as)scs, (be)ter zwei summierbare Scharen reeller
Zahlen. Dann ist auch die Schar

(as : bt)(s,t)GSxT

summierbar, und es gilt

(Z as> - (Z bt> = > (as-by).

s€s teT (s,t)ESXT
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7.5 Theorem. Die Reihe

X n .CL'Q 1'3
=N =1 T
exp(x) Z tot o+

n=0

konvergiert fiir alle x absolut. Sie geniigt der Funktionalgleichung

exp(z +y) = exp(z) exp(y).

15



Kapitel II. Stetige Funktionen

1. Der Begriff der Stetigkeit

1.1 Definition. FEine Funktion f einer Verdnderlichen ist eine Abbildung
f:D— R.

Daber ist D eine Teilmenge von R.

1.2 Definition. FEine Menge D von reellen Zahlen heifst Intervall, falls mit
je zwei Punkten
a,be D, a<b,

auch jeder zwischen a und b liegende Punkt in D enthalten ist, d.h.

a<xr<b=xeD.

1.3 Satz. In obiger Liste kommen alle Intervalle im Sinne der Definition 1.2
vor

1.4 Hilfssatz. Sei D C R ein Intervall, f : D — R eine Funktion und a € D
ein Punkt aus D. Folgende beiden Aussagen sind gleichbedeutend

1) Sei ay, ag, as,... eine Folge von Punkten aus D, die gegen a konvergiert.
Dann gilt

lim f(an) = f(a)

n—oo

2) Zu jeder positiven Zahl € > 0 existiert eine positive Zahl § > 0 mit der
Eigenschaft:

|f(x) = f(a)| <e, falls |t —a|] <6 und x € D.
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1.5 Definition. Se: f : D — R eine Funktion, welche auf einem Intervall
D C R definiert ist und sei a € D. Dann heifit die Funktion f stetig in a,
wenn die in Hilfssatz 1.4 formulierten Bedingungen erfillt sind. f heifst stetig
(schlechthin), wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches stetig ist.

1.6 Definition. Sei D ein Intervall, welches nicht nur aus einem Punkt besteht
und sei a € D. AufSerdem sei eine Funktion

f:D—{a} — R oder f:D—R

gegeben. Der Grenzwert von f fiir x gegen a existiert, wenn sich f in a hinein
stetig fortsetzen lafit. Das moge bedeuten, dafl es eine stetige Funktion

f:D—R

gibt mit der Eigenschaft

f(x) = f(z) firx € D, z # a.

1.7 Bemerkung. Die Voraussetzungen seien wie in Definition 1.6. Die stetige
Fortsetzung f ist, so sie iiberhaupt existiert, eindeutig bestimmdt.

1.8 Bemerkung. Die Voraussetzungen seien wie in 1.6. Die Funktion f kon-
vergiert genau dann, wenn folgendes gilt:

Ist ay, as, as, ... eine Folge aus D — {a}, welche gegen a konvergiert, so kon-
vergiert auch die Folge (f(ay)).

1.9 Bemerkung. Seien f,g: D — R zwei Funktionen auf dem Intervall D.
Wenn f und g im Punkt a € D stetig sind, so gilt dies auch fiir die Funktionen

f+g, f-9, cf (ceR) und 1/f,

letzteres natiirlich nur, falls f(z) # 0 fir alle x € D gilt.

1.10 Bemerkung. FEs seien zwei Funktionen
f:D—R, g:D —R

auf den Intervallen D, D" gegeben und es gelte f(D) C D'. Seia € D ein Punkt
und b = f(a) € D'. Wenn die Funktion f in a und die Funktion g in b stetig
sind, so ist die Zusammensetzung g o f in a stetig.
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2. Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

2.1 Theorem. Sei f: D — R eine stetige Funktion auf dem Intervall D
und seien a < b zwei Punkte aus D, so daf$ f(a) und f(b) von 0 verschieden
sind und verschiedene Vorzeichen haben.

(f(a) <0, f(b) >0 oder f(a) >0, f(b)<0)
Dann existiert eine Nullstelle & von f zwischen a und b:

a<&<b, f(&=0.

2.2 Folgerung. Ist f : D — R stetig und D ein Intervall, so ist auch der
Wertevorrat f(D) ein Intervall.

2.3 Folgerung. FEine stetige Funktion f : D — R auf einem Intervall D ist
dann und nur dann eineindeutig, wenn sie streng monoton ist.

2.4 Satz. Sei f: D — R eine streng monotone Funktion auf dem Intervall
D. Wenn der Wertevorrat f(D) auch ein Intervall ist, so ist f stetig.

2.5 Theorem. Sei f : D — R eine stetige und eineindeutige Funktion auf
dem Intervall D. Die Umkehrfunktion

1 f(D)—R

ist ebenfalls stetig.

2.6 Theorem. Se:
f:la,b) — R, a<b,

eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b]. Der Wertevorrat
von f besitzt ein Maximum und ein Minimum.



§3. Folgen und Reihen von Funktionen 19

3. Folgen und Reihen von Funktionen

3.1 Definition. FEine Folge (f,)nen von Funktionen
fa:D—-R n=1,23,...
heifit punktweise konvergent gegen die Funktion f : D — R, wenn gilt
lim f,(x) = f(x) fir jedes z € D.

3.2 Definition. Die (Supremums-)Norm einer beschrinkten Funktion
f : D — R? D 7é (2)7
st definiert durch die Formel

If1l = sup{[f(z)|; = € D}.

3.3 Bemerkung. Seien
f,g:D—R

zwei beschrinkte Funktionen, ¢ eine reelle Zahl. Dann gilt

1) |fll =0 und || f|| =0 nur, wenn f(x) =0 fir alle xz € D.
2)  lefl = el A1-

3) M +gll <A1+ llgll-

4 f gl < A Nl

3.4 Definition. Fine Folge von Funktionen

f17f27 f3;"':DHR

heift gleichmdfiig konvergent gegen f : D — R, wenn folgende Bedingungen
erfillt sind

1) Die Funktionen f — f, sind beschrdnkt*).
2) Die Folge der Zahlen

If = fulls If = Fall F=Sslls -
ist eine Nullfolge.

*) Wenn man will, kann diese Bedingung abschwiichen. Es geniigte zu fordern, daf
f — fn fur alle n bis auf endlich viele Ausnahmen beschrinkt ist



20 Kapitel II. Stetige Funktionen

3.5 Theorem. Gegeben sei eine Folge von Funktionen, die im Punkt xq stetig
seien. Konvergiert die Folge gleichmdf$ig gegen die Funktion f: D — R, so ist
auch die Grenzfunktion f stetig in xg.

3.6 Satz. Sei D C R ein Intervall, a € D und

f17f25 f37"':D_)R

eine gleichmdj$ig konvergente Folge von Funktionen, so dafl

lim f,(2)

r—a

fur alle n existiert. Dann existiert auch

lim f(x) mit f = lim f,

und es gilt (wegen 3.5)

lim (lim f,(z)) = lim (lim f,(z)).

r—a N—0o0 n—oo r—a

3.7 Satz. Sei
f17 f27 f37~":D_>R

eine Folge von beschrinkten Funktionen. Die Reihe der Funktionen
fitfot+fat+--
konvergiert gleichmdf$ig, wenn die Reihe der Normen

Ll + N f2ll + [ fsl + -

konvergiert.

3.8 Folgerung. Fine Reithe von Funktionen
fi+fo+fs+-, fu:D—R
konvergiert gleichmdjig, wenn es eine von x € D unabhingige Majorante
ap +az+asg+---

gibt. (|fn(2)| < ay, fir allex € D, n € N.)
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4. Potenzreihen

4.1 Theorem. Gegeben sei eine Potenzreihe
ag—l—a1x+a2x2+...

mit dem Konvergenzradius r. Dann konvergiert die Reihe absolut fir |z| < r;
sie konvergiert nicht fir |x| > r (falls r < 00).

Ist § eine beliebige Zahl zwischen 0 und r (also 0 < 6 < r), so konvergiert die
Reihe in dem Intervall [—6,6] gleichmdfig.

4.2 Folgerung. Fine Potenzreihe stellt im Inneren thres Konvergenzintervalls
eine stetige Funktion dar.

4.3 Hilfssatz. Die Potenzreihe

oo
E anx"
n=0

hat dann und nur dann einen positiven (d.h. von Null verschiedenen) Konver-
genzradius, wenn die Folge
(Vlaa])

beschrankt ist.

4.4 Satz. Der Konvergenzradius v der Potenzreihe

[ee)
E anx"
n=0

ergibt sich zu
1

~ Limsup,,_... /]an|

r
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5. Winkelfunktionen

5.1 Satz. Die Reihe

[o.e] n

exp(z) = ) %

n=0

konvergiert fiir beliebige komplexe z. Es gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

5.2 Definition.

cosz := Re(e'”) = i M (Cosinus)
— (2n)!
0 (_1)nl.2n+1

sing := Im(e'?) = Z e
— (2n+1)!

(Sinus),




Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

1. Integralrechnung (Regelfunktionen)

1.1 Definition. Fine Funktion
f:la,b] — R
heifit Treppenfunktion, wenn es ,Stitzstellen”
a=ap<ar<ax<...<a,=2»b
gibt, so daf$ f in den offenen Intervallen
(av,apy1) fir0<v<n

konstant ist.

1.2 Bemerkung. Wenn
f:la,b] — R

eine Treppenfunktion ist, so sind auch

cf fir jedes ¢ € R und |f]

Treppenfunktionen.

1.3 Bemerkung. Seien
fvg : [CL, b] — R

zwei Treppenfunktionen. Dann sind die Funktionen
f+gundf-g

auch Treppenfunktionen.
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1.4 Definition. FEine Funktion
f:la,b] — R
heifit Regelfunktion, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen

fis fas faoo i ab] — R

gibt, die gletchmdj$ig gegen f konvergiert.

1.5 Hilfssatz. Ses:
fl; f27 f3,“‘ : [a’7b] — R

eine gleichmdf$ig konvergente Folge von Treppenfunktionen. Dann konvergiert
auch die Zahlfolge

b
/fn(x) dz :
a neN

1.6 Hilfssatz. Seien
(fn)s (gn) : [a,b] — R

zwei gleichmdf$ig konvergente Folgen wvon Treppenfunktionen, die gegen die
gemeinsame Grenzfunktion

f= lim f, = lim g,
n—oo n—oo
konvergieren. Dann gilt

b b

lim [ fo(z)dx = lim [ g,(z)dx.

1.7 Definition. Sei
f:la,b] — R

eine Regelfunktion. Dann definieren wir

b

b
/f(x)dm = lim [ fu(z)dz,

n—oo
a

wobei (f,) irgendeine Folge von Treppenfunktionen ist, die gegen f gleichmdfig
konvergiert.
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1.8 Bemerkung. Fine Regelfunktion ist stets beschrdnkt.

1.9 Bemerkung. Seien
fig:la, b — R

Regelfunktionen und ¢ € R. Dann sind auch

f+g, g, cf und|f|

Regelfunktionen und es gilt

/b (F +9)(w)da = [ fla)do+ /b g(x) d,

/b(cf)(ac) dz = c/f(@ dz.

a

1.10 Hilfssatz. Se:
f:la,b] — R

eine Regelfunktion und sei
f(z) >0 fir alle x € [a,b].

Dann ist auch

/bf(sc) dx > 0.

Folgerung. Sind f und g Regelfunktionen auf [a,b] und gilt
f(z) < g(x) fir alle x € [a,b]

so folgt

/f(x) dz < /bg(x) da.

a
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1.11 Hilfssatz. Seien a < b < ¢ und sei
frila,c] — R

eine Funktion. Dann gilt:

f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn die Einschrinkungen von f auf [a,b]
und [b, c| Regelfunktionen sind. In diesem Fall ist

/Cf(:z:)dx:/bf(x)dx+/cf(:z:)dx.
a a b

1.12 Theorem. Sei fi1, fo, f3,... eine Folge von Regelfunktionen auf [a,b],
die gleichmdflig gegen die Funktion f konvergiert. Dann ist auch f eine Regel-
funktion und es gilt

/bf(x) dm:nlggo/bfn(x) dz.

1.13 Theorem. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

1.14 Satz von der gleichmifligen Stetigkeit.
Sei D = [a,b], a < b ein abgeschlossenes Intervall und f: D — R eine stetige
Funktion auf D. Dann ezistiert zu jedem € > 0 ein 6 > 0 mit der Figenschaft

|f(z) — fy)| <e fir|z—y| <0, z,y € D.

1.15 Theorem. Jede stetige Funktion
f:la,b] — R, a<b,

1st eine Regelfunktion.

1.16 Kriterium. Se:
f:la,b] — R (a <b)

eine Regelfunktion und sei xg € [a,b] ein beliebiger Punkt. Dann existieren die
einseitigen Grenzwerte

lim+ f(x) (falls xo #b) und lim f(x) (falls xo # a).

.T—>230 3?—>l'0
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1.17 Hilfssatz. Sei
f: [a,b] — R

eine Regelfunktion. Die Funktion

Filab — R, F(m):/f(t)dt
18t stetig.

1.18 Definition. Sei D ein nach oben unbeschrdnktes Intervall (also eine
rechte Halbgerade) und
F:D—R

eine Funktion. Sei b eine Zahl. Wir sagen, der Grenzwert von F(x) fir
r — oo existiert und ist gleich b

(lim F(z) =b),

r—00

wenn es zu jedem € > 0 eine (hinreichend grofie) Zahl C gibt, so dajf$ gilt

|F(z) —b|] < e firxz>C.

1.19 Definition. Se:
f : [a7b> — R

eine Funktion, die folgenden Bedingungen geniigt:

a) Die FEinschrinkung von f auf jedes abgeschlossene Teilintervall von [a,b)
st eine Regelfunktion.

b) Der Grenzwert

r—b

lim / fOdt (@ lab)

existiert.

Dann definiert man das uneigentliche Integral

b

/f(a:) di = limjf(t) gt (z€lab)

x—b
a
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1.20 Definition. Fine Funktion f: D — R auf einem (nicht notwendig abge-
schlossenen) Intervall heifit absolut integrierbar, falls ihre Einschrinkung auf
jedes abgeschlossen Teilintervall eine Regelfunktion ist und falls | f| uneigentlich
integrierbar ist.

1.21 Satz. Sei f : D — R eine Funktion auf einem nicht notwendig abge-
schlossenen Intervall, deren Einschrdinkung auf jedes abgeschlossene Intervall
eine Regelfunktion ist. Genau dann ist f absolut integrierbar, wenn es eine
gemeinsame obere Schranke fiir die Integrale

b
/|f(m)|da:, a<b, a,be D,

a

gibt.

1.22 Satz. Se:
f:D— R, D= (a,b), a<b,

eine Funktion, deren Einschrinkung auf ein beliebiges abgeschlossenes Teilin-
tervall von D Regelfunktion sei. Weiterhin existiere eine uneigentlich integrier-
bare Funktion

g:D—R

mit der Eigenschaft
|f(x)| < g(x) fir alle xz € D.

Dann ist auch f uneigentlich integrierbar.

1.23 Integralvergleichskriterium.
Sei a1 + as + az + --- eine unendliche Rethe von Zahlen. Es existiere eine
Funktion

fila,00) — R, f(z) >0 fir alle x

auf einer rechten Halbgeraden, so dafl das uneigentliche Integral

7 () dx

lan| < f(z) firn<z<n41

existiert. Wenn

mit Ausnahme von hdchstens endlich vielen natirlichen Zahlen n gilt, so kon-
vergiert die gegebene Reihe absolut.
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Umgekehrt konvergiert die Reihe Y  a,, nicht absolut, wenn eine Funktion
fila,0) — R, f(x) >0 fir alle x
existiert, so dafS gilt
a) lan| > f(z) firn <z <n+1
(endlich viele Ausnahmen sind zugelassen).

b) f(z) ist eine Regelfunktion in [a,t] (t > a beliebig), aber

/tf(:zz) dx

ist nicht beschrankt fir t — oo, d.h. das uneigentliche Integral

7 f(2) da

existiert nicht.

2. Grundlegende Rechenregeln der Differentialrechnung

2.1 Definition. Fine Funktion
f:D— R, DCR ein Intervall,

heifst in einem Punkt xo € D ableitbar (differenzierbar), wenn der Grenz-

wert
f(z) — f(z0)
r—zo T — Tg
existiert. Man nennt diesen Grenzwert dann die Ableitung von f an der
Stelle xg.

Ist f in jedem Punkt von D ableitbar, so heifit f ableitbar (differenzierbar)
schlechthin. Die Ableitung f' kann dann wieder als Funktion

f':D—R

betrachtet werden.

Schreibweise.
af _

/
dx_f'
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2.2 Hilfssatz. Die Funktion f sei differenzierbar in xo. Dann ist f auch stetig
m xg.

2.3 Bemerkung. Seien f,g zwei Funktionen, die in einem Punkt xo des
Definitionsbereiches ableitbar seien. Dann sind auch die Funktionen

f+g, ¢cf (ceR)

ableitbar in xo und es gilt

(f +9) (x0) = f'(z0) + ¢ (x0), (cf) (x0) = cf'(x0).
2.4 Satz. Seien f,g zwei Funktionen, die in einem Punkt xo € D ableitbar
seien. Dann sind auch die Funktionen

f-o9, / (unter der Voraussetzung g(x) # 0 fir alle x € D)
g

ableitbar in xo und es gilt

(f - 9)(w0) = f(zo) - g'(w0) + f'(w0) - g(xo)

und gegebenenfalls

([)' (29) = f(@o) - g'(xo) + f'(2o) - (o)

9 9% (o)

2.5 Satz (Kettenregel).
Seien
f:D—Rundg: D — R

zwei Funktionen auf den Intervallen D und D'. Es gelte f(D) C D', so daf
man die Funktionen zusammensetzen kann

gof:D—R, (gof)(x) =g(f(z))

Die Funktion f sei in einem Punkt xo € D wund die Funktion g in f(xq)
ableitbar. Dann ist auch g o f im Punkt x¢ ableitbar und es gilt

(go f) (o) = g'(f(x0)) - f'(w0).
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2.6 Satz fiir umkehrbare Funktionen.
Sei
f:D— R, (D ein Intervall)

eine streng monotone Funktion, deren Ableitung existiert und tberall von Null
verschieden ist. Dann ist auch die Umkehrfunktion g ableitbar und es gilt

, B 1
9@ = 5@

fiir alle x aus dem Wertevorrat von f (= Definitionsbereich von g.)

2.7 Satz. Sei
f:D — R, Dein Intervall

eine Funktion, welche in dem Punkt a € D ableitbar ist. Der Punkt a sei kein
Randpunkt von D. Wenn a ein lokaler Extrempunkt von f ist, so gilt

f'(a) =0.

3. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

3.1 Theorem (Satz von Rolle).
Set
f:la,b] — R, a<b,

eine stetige Funktion, die im Inneren (a,b) ableitbar ist. Dann existiert ein
Punkt

Emita <&<D,

so daf die Ableitung von f an der Stelle & mit der Steigung der Sekanten durch

A = (a, f(a)) und B = (b, f(b))

tbereinstimmt, d.h.



32 Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

3.2 Bemerkung. Sei f eine differenzierbare Funktion, definiert auf einem
Intervall D und sei

f'(x) =0 fiir allex € D.
Dann ist die Funktion f konstant.
3.3 Folgerung. Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen auf einem

Intervall. Wenn die Ableitungen von f und g tibereinstimmen, so unterscheidet
sich f von g hochstens um eine additive Konstante

f =g+ const.

3.4 Verallgemeinerter Satz von Rolle.
Seien f und g zwei stetige Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b],
die im Inneren (a,b) differenzierbar sind. Es existiert dann eine Zwischenstelle

& mita < & <Db,

an der qilt

Dabei ist g(a) # g(b) vorauszusetzen.

3.5 Theorem (Regel von Bernoulli-de L’Hospital).

Es seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall D und a € D ein Punkt
von D. Die Funktionen f und g seien zumindest in allen Punkten x € D, x # a
differenzierbar. AufSerdem sei

f(a) = g(a) =0.
Die Ableitung g' habe keine Nullstelle fiir x # a. Der Grenzwert

f'(x)
z—a g'()

moge existieren. Dann existiert auch der Grenzwert von

m ur x — a
o) 7
und es gilt /
L@ )
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4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

4.1 Hilfssatz (Mittelwertsatz der Integralrechnung).

Sei f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a,b] (a < b). Es gibt eine
Zwischenstelle

¢ mita <& <D,

so dafl gilt
b

/ f(x)dz = (b—a) £(€).

a

4.2 Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei

f:D—R (D ein Intervall)

eine stetige Funktion und a € D ein beliebiger Punkt. Die Funktion

F@y:/ﬂﬂﬁ (z € D)

st eine Stammfunktion von f.

4.3 Folgerung. Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall D
mit stetiger Ableitung f'. Dann gilt
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5. Vertriglichkeit der Differentiation mit Grenzprozessen

5.1 Theorem. Gegeben sei eine Folge (f,) von differenzierbaren Funktionen
auf einem Intervall D. Wir machen folgende Voraussetzungen:

a) Die Folge f,(a) konvergiert in wenigstens einem Punkt a € D.
b) Die Funktionen f] sind stetig.
c) Die Folge f) konvergiert gleichmdjSig.

Dann konvergiert auch die Folge (f,) gegen eine differenzierbare Funktion f
und es gilt

f= lim f].

n—oo

5.2 Folgerung. Fine Potenzreihe
p(z) = ag + a1z + asz® + ...

stellt im Innern des Konvergenzintervalls (—r,r) (wir setzen r > 0 voraus) eine
differenzierbare Funktion dar und es gilt

p'(x) = a1 + 2asx + 3azx® + .. ..

d.h. wie bei Polynomen ist gliedweise Differentiation erlaubt.

6. Die Taylorsche Formel

6.1 Bemerkung. Sei
f:la—rja+r)— R, r>0,
eine Funktion, welche sich in eine konvergente Potenzreihe entwickeln laft
oo
flz) = Z an(x —a)" fir |z —al <r.
n=0
Dann gilt

_ ()

n!

Qn, firn=0,1,2,....
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Folgerung (Identititssatz fiir Potenzreihen).
Wenn die beiden Potenzreihen

i an(x —a)" und i bp(z —a)”
n=0 n=0

in einer r-Umgebung (a —r,a+r) (r > 0) von a konvergieren und dort dieselbe
Funktion darstellen, so gilt

an = by fiir alle n.

6.2 Theorem (Taylorsche Formel mit Integralrestglied).
Gegeben sie eine Funktion

f:D— R, D ein Intervall,

und ein Punkt a € D. Die Funktion f sei (n + 1)-mal stetig ableitbar. Dann
gilt

") (g
@) =3 LDy 4 Ry (),
v=0

V.

wobei R,, die folgende Darstellung besitzt:

x

Ra(e) = / (2 — )" £ (1) .

a

Daber ist auch x < a zugelassen.
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1. Fouriersche Reihen

1.1 Bemerkung. Fs gilt

0 fiir n # m,
2T fiir n = m.

<einm’eimm> _ {

1.2 Hilfssatz. Sei f : R — C 2m-periodisch und iiber jedes abgeschlossene
Intervall integrierbar. Dann ist

27 a+2m
/f(x) de = / f(x)dx fir jedes a € R.
0 a

1.3 Satz. Die Fourierreithe von f konvergiert genau dann an der Stelle xg
gegen f(xq), wenn die Folge von Integralen

(o) — flan) = 2 [ (Lot 2 A S0 20 ) sl 2 D
0

sint
eine Nullfolge ist.

1.4 Hilfssatz. Sei
f:la,b] — C, a < b,

eine Regelfunktion. Die beiden Folgen

b

b
/f(:c)eim dx und /f(x)e_im dx

a

konvergieren gegen Null fiir n — oc.
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1.5 Zusatz zu 1.4. Auch die Folge der Integrale

b
/f(fc)sinnxdx, n=123,...

a

konvergiert gegen Null.

1.6 Satz. Sei f : R — C eine tiber jedes kompakte Intervall integrierbare
Funktion (d.h. Regelfunktion) mit der Periode 2m. Dann sind folgende Aussagen
gleichbedeutend:

27
. - ive . 1 —iv
a) f(zo) = nh—>H;o Z ¢, € mit ¢, = - /f(t)e bdt.
v=—n 0

b) Die Folge der Dirichlet-Integrale (n € N)

jus

o / ( flao+26) + flzg —2t) f(x0)> sin[(2n +1)f]

2

ist eine Nullfolge.

1.7 Theorem. Sei f : R — C periodisch mit Periode 2w und diber jedes
kompakte Teilintervall von R integrierbar. Sei xg € R fest gewdhlt.

Annahme. Die auf (0,7/2] definierte Funktion

fxo +2t) + f(xo — 2t) — 2f(x0)
t

F(t) :=

sei Einschrdankung einer Regelfunktion auf [0,7/2].

Behauptung. Dann gilt

n 27
— ] 1wxo ; _ —lvx
f(xo) = Tim. > e mit ¢, = 5 /f(ac)e dz.
v=—n 0

1.8 Theorem. Fiir stiickweise glatte Funktionen f konvergiert die Fourierrei-
he in jedem Punkt. Die Fourierreihe stellt die Funktion in allen Punkten dar,
in denen die Funktion stetig ist. In den Sprungstellen (=Unstetigkeitsstellen)
stellt sie das arithmetische Mittel aus den einseitigen Grenzwerten dar.
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1.9 Hilfssatz. Die 2mw-periodische Funktion f : R — C sei n-mal stetig
differenzierbar, c, sei der v-te Fourierkoeffizient von f. Dann existiert ein C
mit o

leu| < o fir v #0.

1.10 Satz. Ist f : R — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
Periode 27, so gilt mit c,, wie in 1.7

o

flx) = Z Cne™,

V=—00

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdfsig.

2. Der Abelsche Grenzwertsatz

2.1 Satz. Se:
P(z) = ag + ayx + asz® + ...

eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r. Unter der Annahme, daf
die Reihe auch fir x = r konvergiert gilt dann

P(r) = ilg}q P(x).

3. Integration rationaler Funktionen

3.1 Satz. Jede rationale Funktion
f:D— C, DCR ein Intervall,
lafit sich als endliche Summe einfacher rationaler Funktionen
fu:D—C,v=1,...,n,

schreiben:

f=h+fet 4 fn



§4. Die Stirlingsche Formel und das Wallissche Produkt 39

Anhang zu 3. Partialbruchzerlegung

3.2 Satz. Seien P,Q Polynome, QQ £ 0. Wir bezeichnen mit
A1y Qm

die m verschiedenen Nullstellen von Q) und mit
ki,... km

deren Vielfachheiten (k1 + ko + -+ - + k,, = Grad Q).
Dann gilt die folgende Behauptung: Es existieren

1) ein Polynom A,

2) komplexe Zahlen ¢y, 0 < p<k,, 1 <v <m mit der Figenschaft

Pl@) _ x S _ G .
Q(z) = A( ”;l;@—ay)u (Q(z) #0).

4. Die Stirlingsche Formel und das Wallissche Produkt

4.1 Theorem (Stirlingsche Formel). FEs gilt

|
n. 1
1<—<e™n firn=1,2,....

V2mnnte ™ T
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5. Die Gammafunktion

5.1 Bemerkung. Fiirxz >0 gilt
M(z+1)=2zl(x) (Funktionalgleichung der T'-Funktion)

Fiir natiirliche n gilt

I'(n)=(n—-1)L

5.2 Definition. FEine Funktion
f:D— R, D ein Intervall,
heifst konvex, falls fiir je zwei Punkte a,b € D und alle t € [0,1] gilt:

flta+ (1—=0)b) <tf(a)+ (1—1t)f(b).

5.3 Definition. FEine Funktion
f:D — R, Dein Intervall,
heifit logarithmisch konvex, falls folgende beiden Bedingungen erfillt sind:
a) f(x) >0 fir alle x € D;

b) die Funktion
logof : D — R, &+ log (f(x)),

1st konvex.

5.4 Satz. Die I'-Funktion ist logarithmisch konvex.

5.5 Satz. Sei
f:R, —R
eine Funktion mit folgenden Figenschaften:
a) f(1) =1,

b) f(x+1)=azf(z) firxz >0,

c) f ist logarithmisch konver.
Dann gilt f(x) =T'(z).

5.6 Satz. Fir alle x > 0 gilt

n! n®

I(z) = Jim. z(x+1)...(z+n)
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6. Analytische Funktionen und das Rechnen mit Potenz-
reihen

6.1 Definition. FEine Funktion
f:D — R, Dein Intervall,

heifit analytisch, wenn es zu jedem a € D eine Potenzreihe
o0
P,(z) = Z an(x —a)"
n=0

gibt, welche in einer e-Umgebung U = (a —e,a + €), € > 0, um a konvergiert
und die Funktion f darstellt,

f(x) = P,(x) fir alle x € UN D.

6.2 Satz. FEine Potenzreihe
P(x) = Z an(z —a)"
n=0

mit von Null verschiedenem Konvergenzradius r stellt in (a — r,a + r) eine
analytische Funktion dar.

6.3 Satz. Die Summe f + g und das Produkt f - g analytischer Funktionen f
und g sind wieder analytisch.

6.4 Satz. Seien
f:D—R, g: D — R, D,D Intervalle,

zusammensetzbare Funktionen, f(D) C D'. Wenn f und g analytisch sind, so
st es auch ihre Zusammensetzung.

6.5 Satz. Se:
f: D — R, Dein Intervall,

eine analytische Funktion ohne Nullstelle. Dann ist auch
Lo L=
— _— s X =
f

eine analytische Funktion.
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6.6 Satz. Se:
f:D — R, Dein Intervall,

eine analytische Funktion, deren Ableitung keine Nullstelle besitzt:
f(x) #0 firzeD.

Dann besitzt f eine analytische Umkehrfunktion.

6.7 Satz. Seien
f,g: D — R, Dein Intervall,

analytische Funktionen. Es existiere ein Teilintervall Dy C D, welches mehr
als nur einen Punkt enthdlt. Dann gilt

flDo=g|Dy = f =g,

oder in Worten: Stimmen f und g auf dem Teilintervall Dqy tiberein, so tun sie
dies sogar auf ganz D.



Teil 11

Differential- und Integralrechnung

fiir Funktionen mehrerer Veridnderlicher



V. Funktionen auf metrischen Raumen

1. Metrische Raume

1.1 Definition. FEine Metrik d auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: XxX —R

(die sogenannte Distanzfunktion) mit den Eigenschaften

a) d(xz,y) >0 fir alez,y € X und d(z,y) =0<=x=y.
b) d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)
c) d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

1.2 Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum und xo € X ein Punkt aus
X, sowie r > 0 eine positive Zahl. Die Punktmenge
Uy(zg) ={z € X; d(z,z9) <71}
heifit offene Kugel um xg vom Radius r.
1.3 Bemerkung. Sei U.(xg) eine Kugel in einem metrischen Raum (X, d)

und sei
T € Ur(Xo)

ein beliebiger Punkt aus dieser Kugel. Es gibt eine Zahl € > 0 mit
Ue(x1) C Up(20).

1.4 Bemerkung. Gegeben seien n Kugeln

Ur,(21),..., Up, (z3)

in einem metrischen Raum und ein beliebiger weiterer Punkt x. Es gibt dann
eine Zahl r > 0, so daf gilt:

U, (1)U ... UU,, () C Up(x).
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1.5 Bemerkung. Seien x,x’ zwei verschiedene Punkte eines metrischen
Raumes. Es existiert dann eine positive Zahl € > 0 mit

Ucz)NU(z") =0 (Punktetrennungseigenschaft).

1.6 Definition. Sei x € X ein Punkt eines metrischen Raumes (X,d). Eine
Teilmenge M C X heifit Umgebung von x, wenn es eine Zahl € > 0 gibt mit

Ue(x) C M.

1.7 Definition. Fine Teilmenge U eines metrischen Raumes (X,d) heifst
offen, wenn sie Umgebung eines jeden in ihr enthaltenen Punktes ist.

1.8 Definition. Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Ein Punkt x € X heifit Randpunkt von A, wenn es in jeder Umgebung von x
sowohl Punkte gibt, die in A liegen, als auch solche, die nicht in A liegen.

1.9 Definition. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifst
abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt von A in A enthalten ist.

1.10 Hilfssatz. Fine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes ist genau
dann abgeschlossen, wenn thr Komplement

X-A={reX; z¢A}

offen ist.
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2. Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Riumen

2.1 Definition. FEine Folge (x,,)nen von Punkten aus einem metrischen Raum
(X,d) konvergiert gegen x € X, wenn die Zahlfolge d(z,,,x) eine Nullfolge ist.

Die Folge (x,,) heif$t konvergent, wenn es ein x € X gibt, do daf$ (x,) gegen x
konvergiert.

2.2 Definition. Zwei Metriken d,d auf einer Menge X heifien (streng)
dquivalent, wenn es Konstanten C,C" gibt mit

d(z,y) < C'd'(x,y) sowie d'(x,y) < Cd(x,y).

2.3 Definition. Seien (X,d) und (Y,d") zwei metrische Rdume und sei f :
X — Y eine Abbildung. Diese heifst stetig in einem Punkt ro € X, wenn
folgendes gilt: Ist V eine Umgebung von yo = f(xg) in'Y, so ist f~H(V) eine
Umgebung von xqy in X.

2.4 Bemerkung. Die Abbildung f ist genau dann stetig in xq, wenn zu jedem
e >0 emn >0 existiert mit

d' (f(x), f(zo)) < e fiir alle x € X mit d(z,z0) < 0.

2.5 Bemerkung. FEine Abbildung f : X — Y zweier metrischer Rdaume ist
dann und nur dann stetig (d.h. stetig in jedem Punkt von X ), wenn das Urbild
f=Y(V) jeder offenen Menge V ausY offen in X ist.

2.6 Hilfssatz. Seien X,Y,Z metrische Rdaume und
f: X—Y ¢g:Y—Z

Abbildungen sowie x ein Punkt aus X mit der Figenschaft

a) f ist stetig in x,
b) g ist stetig in f(x).
Dann st
gof: X — 2  (gof(zx):=yg(f(z)))

stetig in x.
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2.7 Satz. Seien f: X — Y eine Abbildung metrischer Riume, und x € X
ein Punkt. Die Abbildung f ist dann und nur dann stetig in x, wenn gilt:

Ist x,, € X eine Folge, die gegen x konvergiert, so konvergiert die Bildfolge
f(n) gegen f(x), also

2.8 Definition. FEin Punkt x eines metrischen Raumes X heifst isoliert, wenn
es eine Zahl e > 0 gibt, so dafl Us(x) nur aus dem Punkt x allein besteht.

2.9 Definition. Seien X und Y metrische Rdume und sei a € X ein nicht
isolierter Punkt. Weiter sei eine Abbildung

f:X—{a} —Y oder f:X—Y

gegeben. Dann sagt man: Die Funktion f besitzt den Grenzwert b fiir x gegen
a, i Zeichen

f(x) — b firx — a oder lim f(x) =0,

wenn die Abbildung

R e

in x = a stetig ist. Zu jedem € > 0 existiert daher ein § > 0 mit

d(z,a) <6, v #a=d'(f(x),b) <e.

2.10 Hilfssatz. Seien d und d' zwei dquivalente Metriken auf X. Dann ist
jede Umgebung U eines Punktes a beziiglich d auch Umgebung beziiglich d' und
umgekehrt. Insbesondere fiihren d und d' zu denselben offenen Mengen.
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3. Induzierte Metrik und Produktmetrik

3.1 Definition. Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Die induzierte Metrik d' = d|A ist definiert durch

d:AxA— R, d(x,y):=d(x,vy) fir allex,y € A.

3.2 Bemerkung. Sei A C X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d).
Die kanonische Injektion

t:A— X, (a) =a firac A,

ist stetig (dabei sei A mit der induzierten Metrik versehen).

Bemerkung. Sei f: X — Y eine Abbildung metrischer Rdume und B eine
Teilmenge von Y (versehen mit der induzierten Metrik), die das Bild von f
enthdlt, also

f(X)CB.
Man kann dann die Abbildung

fo: X — B; fo(x) = f(2) firz e X

betrachten. Diese ist genau dann in einem Punkt x € X stetig, wenn f stetig
m X ist.

3.3 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) und
a € A. Eine Teilmenge N C A ist genau dann Umgebung von a (beziglich der
induzierten Metrik d|A), wenn es eine Umgebung M C X von a (beziiglich d)
gibt, so daf$ gilt:

MNA=N

3.4 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X und V' eine
Teilmenge von A. Dann gilt: V ist genau dann offen (beziiglich d|A), wenn es
eine offene Teilmenge U C X (beziiglich d) gibt mit

UNA=V.

3.5 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X und V' eine
Teilmenge von A. Dann gilt: V' ist genau dann abgeschlossen (beziiglich d|A),
wenn es eine abgeschlossene Teilmenge U C X (beziiglich d) gibt mit UNA = V.
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3.6 Hilfssatz. Sei A C X ein offener Teil des metrischen Raumes (X,d).
Eine Teilmenge V- C A ist genau dann offen in A (beziglich d|A), wenn sie
offen in X (beziiglich d) ist.

3.7 Hilfssatz. Sei A C X ein abgeschlossener Teil des metrischen Raumes
(X,d). Eine Teilmenge V. C A ist genau dann abgeschlossen in A (oder:
beziiglich d|A), wenn sie abgeschlossen in X (oder: beziiglich d) ist.

3.8 Definition. FEs seinen zwei metrische Riume (X, d") und (Y,d") gegeben.
Auf dem kartesischen Produkt

XxY:={(z,y) z€X, yeY}
ist die sogenannte Produktmetrik d := d' x d” definiert durch

d((x,y),(%, 7)) = max (d'(z,2),d" (y, 7)) -

3.9 Bemerkung. Seien X,Y metrische Riume. Fine Folge
(Tn,Yn) € X XY n=12...

konvergiert genau dann (beziiglich der Produktmetrik), wenn (x,) und (y,) in
X bzw. Y konvergiert und gegebenenfalls gilt

lim (z,,y,) = ( im z,, lim y,).
3.10 Satz. FEs seien X,Y und Z metrische Raume und
f: X—YxZ
eine Abbildung. Zerlegt man diese in ihre ,zwei Komponenten*
fii: X —Y und fo:Y — Z, f(z) = (fi(z), f2(2)),

so erhdilt man: Die Abbildung f ist genau dann stetig in einem Punkt x € X,
wenn fi1 und fo in x stetig sind.
3.11 Bemerkung. Seien X,Y metrische Rdume. Die beiden Projektionen

m: X XY —X T X XY —Y

und
(2,y) — (,9) —y

sind stetig.
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4. Kompaktheit

4.1 Definition. Fin metrischer Raum X heifst kompakt, wenn es zu jeder
offenen Uberdeckung (Us)icr eine endliche Teiliiberdeckung gibt. Es mdgen also
endlich viele Indizes
Wyeeoyin €1 (n € N),
existieren, so daf$ gilt:
X =U

11

U...uU;

In *

4.2 Definition. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifst kom-
pakt, wenn A zusammen mit der induzierten Metrik ein kompakter metrischer
Raum tm Sinne von 4.1 ist.

4.3 Bemerkung. FEine Teilmenge A eines metrischen Raumes ist genau dann
kompakt, wenn es zu jeder Schar (U;);cr von offenen Mengen U; C X mit der

Eigenschaft
AC U U;
icl

bereits endlich viele Indizes i1, ...,1, gibt, so daf$ gilt

ACUiIU...UUin.

4.4 Satz. Sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X. Dann
ist A beschrinkt und abgeschlossen in X.

4.5 Hilfssatz. Sei X ein kompakter Raum. Dann ist jede abgeschlossene Teil-
menge A C X ebenfalls kompakt.

4.6 Satz (Allgemeines Intervallschachtelungsprinzip).
Sei X ein metrischer Raum und

A03A13A23...

eine absteigende Kette von nichtleeren kompakten Teilmengen. Dann ist der
Durchschnitt all dieser Kompakta ebenfalls nicht leer

ﬂAZ-:{aEX; a € A; fir alle i} # 0.
i=0
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4.7 Satz. Seien X,Y zwei kompakte metrische Riume. Dann ist auch X XY
(versehen mit der Produktmetrik) kompakt.

4.8 Theorem (Heine-Borelscher Uberdeckungssatz).
FEin abgeschlossenes Intervall D = [a,b], a < b, (versehen mit der Metrik
d(z,y) := |z —y|) ist ein kompakter metrischer Raum.

4.9 Theorem. Fine Teilmenge A C R" ist dann und nur dann kompakt,
wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.

4.10 Satz. Sei A C R ein nichtleeres Kompaktum. Dann besitzt A Mazimum
und Minimum.

4.11 Lemma. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung metrischer Rdume und
sei A C X ein Kompaktum. Dann ist auch f(A) CY kompakt.

4.12 Theorem. Sei f : X — R eine stetige Abbildung eines nichtleeren
kompakten Raumes X in R. Dann besitzt f ein Maximum (und ein Minimum),
d.h. es gibt xg € X mit

f(zo) > f(x) (bzw. f(xo) < f(x)) fiir allex € X

4.13 Folgerung. Jede stetige Funktion f : A — R auf einer nicht leeren
beschrdnkten und abgeschlossenen Menge A C R"™ hat ein Mazimum.

4.14 Definition. Fine Abbildung

f : (X’d) - (X/ad/)
metrischer Riume heifst gleichmdéfig stetig (vgl. 111.1.14), wenn zu jedem
e >0 ein d >0 existiert mit

d(z,y) <d = d (f(z), f(y)) < e fir alle z,y € X.

4.15 Satz. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung metrischer Rdume. Ist X
kompakt, so ist f gleichmdfig stetig.

4.16 Bemerkung. Se:
f:la,b] x [e,d] — R (a < b, c<d)

eine stetige Funktion von zwet Variablen. Dann ist

b
Flz) = / F(t,z) dt

stetig auf [c,d].
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5. Gleichméflige Konvergenz und normierte Riume

5.1 Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Fine Folge von Funktionen aus
B(X)
f17 f27 f37"':X—>R

heifst gleichmdf$ig konvergent (vgl. I11.5.4) gegen f € B(X), wenn sie in der
Metrik

d(f,9) = IIf =4l

gegen [ konvergiert, wenn also gilt
lfrn — fll — O fiir n — oo.
Das bedeutet: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N mit der Figenschaft

|fn(z) — f(2)| < € fir allex € X, n > N.

5.2 Satz. Fs sei X # () ein metrischer Raum und

flvf?? f37"':X—)R

eine Folge von stetigen beschrinkten Funktionen, die gleichmdflig gegen die
Funktion f konvergiert. Dann ist auch f stetig (vgl. 11.3.5).

5.3 Bemerkung. Fs scien f,g : X — R stetige Funktionen auf einem
metrischen Raum X. Dann sind auch die Funktionen

f+g und f-g

stetig.

5.4 Definition. Eine Norm ||-|| auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
V —R, f’_>||f||7

mit den Eigenschaften

D =0 und |[f[| =0+ f=0.

2)  lefll = lell ]l fir f €V; ce R (C).
3)  Wf+gll < fIl+llgll fir alle f,g € V.



§5. Gleichmiflige Konvergenz und normierte Rdume 53

5.5 Bemerkung. Ist (V,||-||) ein normierter Raum, so ist

d(z,y) := ||z —y

eine Metrik auf V.

5.6 Definition. Fin Skalarprodukt auf einem (reellen oder komplezen) Vek-
torraum V' ist eine Abbildung

VxV—R(C), (fi9)r—({f9),

mit den Figenschaften

1) <f1+f27g>:<flvg>+<f2ag> fﬁrf17f27gev
af,g) = a(f,g) fira € R (C); f,geV.

{
2)  (f,9)=1{g,f) [(insbesondere ist (f, f) reell).
(f, ) >0 fiir alle f € V, wobei das Gleichheitszeichen nur fir f =0 gilt.

5.7 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Dann gilt

[(F )l < IFI - Ngll fir alle f,9 € V.

Dabei sei |[f|| :== ++/{f, f)-

5.8 Folgerung. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Dann
wird durch

IfIFs= v/ AF 1)

eine Norm auf V' erkldirt. Insbesondere wird V' ein metrischer Raum durch

a(f,9) = IIf —gll-
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6. Der Approximationssatz von Stone Weierstrass

6.1 Theorem (Approximationssatz von Stone-Weierstrass, erste Vari-
ante). FEs sei X ein kompakter metrischer Raum, der mindestens zwei Punkte
enthdlt. Weiterhin sei W eine Menge von stetigen reellwertigen Funktionen auf
X mit den Figenschaften

1) figeW = f+geW undcf eW firceR.
2) feW=|fleW.

3) (Punktetrennungseigenschaft)
Seien a,b zwei verschiedene Punkte von X. Dann existiert ein f € W mit

f(a) =0 aber f(b) # 0.
Unter diesen Voraussetzungen gilt: Ist f € C(X) eine beliebige stetige Funktion
auf X und e > 0, so existiert eine Funktion

heW mit ||f —h| <e.

Zusatz: Insbesondere existiert dann eine Folge (hy) von Funktionen aus W,

die gleichmafsig gegen f konvergiert. (Man setze & := % und bezeichne die

zugehorige Funktion mit hy,.)

6.2 Theorem (Approximationssatz von Stone-Weierstrass, zweite
Variante). Fs sei X # () ein kompakter metrischer Raum und W C C(X,R)
eine Menge von stetigen reellwertigen Funktionen auf X mit den Figenschaften

1) f,geW = f4+geW undcf €W firceR.
2) f,geW = f-ge W und die konstanten Funtionen liegen in W .

3) W besitzt die Punktetrennungseigenschaft (vgl. 6.1)

Unter diesen Voraussetzungen gilt: Ist f € C(X) eine beliebige stetige Funktion
auf X und e > 0, so existiert eine Funktion

heW mit ||f —h| <e.

6.3 Hilfssatz. Auf dem Intervall [—1,1] existiert eine Folge von Polynomen
pn:[—1,1] — R,

die gleichmdfig gegen die Funktion |x| konvergiert.
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6.4 Folgerung (Weierstrassscher Approximationssatz).

Sei
f:a,b) — R (a < b)

stetig. Es existiert eine Folge von Polynomen, die gleichmdfig gegen f konver-
giert.

7. Konvergenzkriterien

7.1 Satz. Jede Folge (x,) in einem kompakten metrischen Raum X besitzt
eine konvergente Teilfolge.

7.2 Definition. Man nennt eine Folge (x,,) aus einem metrischen Raum X
eine Cauchyfolge, (vgl. 1.4.7), wenn zu jedem £ > 0 eine natirliche Zahl
N = N(e) existiert, so dafs gilt:

(X, T) < € fiir alle n,m > N.

7.3 Definition. Fin metrischer Raum X heifit vollstindig, wenn jede
Cauchfolge aus X konvergiert.

7.4 Bemerkung. Seien d,d’ zwei dquivalente Metriken auf X und (x,) eine
Folge aus X . Diese ist genau dann eine Cauchyfolge beziiglich d, wenn sie eine
solche beziiglich d' ist.

7.5 Satz. Der R" ist vollstindig.

7.6 Banachscher Fixpunktsatz.

Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X eine kontra-
hierende Selbstabbildung. Dann existiert genau ein Fizpunkt a € X, d.h. ein
Punkt a € X mit

f(a) = a.

7.7 Definition. FEin Banachraum ist ein normierter Vektorraum, welcher
vollstandig beziiglich der assoziierten Metrik d(f,g) = ||f — g|| ist.

Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt, so
dajf$ der assoziierte normierte Raum || f|| = \/{f, f) ein Banachraum ist.



V1. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer
Verdnderlicher

1. Partielle Ableitungen und totale Differenzierbarkeit

1.1 Bemerkung. Ist D C R" ein offener Bereich, so ist
Dj Z:{Cl?jGR; (al,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)ED}

ein offener Teil der reellen Geraden R.

1.2 Definition. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,

heifit in dem Punkt a = (ai,...,a,) nach der j-ten Variablen x; partiell
ableitbar, wenn die Funktion

fj : (—8, E) m— R, fj(.Ij) = f(al, . ,CLj_l, .’L‘j, CLj_|_1, ey an),
im Punkt a; differenzierbar ist.
Schreibweise:  0;f(a1,...,an) = fi(a;).
1.3 Satz. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,

sei partiell ableitbar. Ist a € D ein Punkt, so daf$ eine Umgebung U(a) ezistiert,
in der alle partiellen Ableitungen von f beschrinkt sind,

10 f(x)] < C fiir allex € U(a), j=1,...,n,

so ist f stetig in a.
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1.4 Satz. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,
sei zweimal stetig partiell ableitbar. Dann gilt
0;0;f = 0,0;f.

(In Worten: Partielle Ableitungen darf man vertauschen.)

1.5 Satz. Die Abbildung
f:D—R™ D cC R"offen,

set fiir den festen Punkt a € D stetig partiell ableitbar. Definiert man dann
r(x) durch die Gleichung

f(x) = f(a) + J(f;a0)(x —a) + r(2),

so gilt
r(z)

[ = af

— 0 fir x — a.

1.6 Definition. Fine Abbildung
f:D— R™ D C R"offen,
heifit in einem Punkt a € D total differenzierbar, wenn es eine Matrix

aiq Ce Ain

A:

Am1 v Qmn

gibt, so daf$ gilt:
f(x) = fla) + Az —a) +r(z)

mit
r(z)

[ = af

— 0 fir x — a.

1.7 Lemma. Die Abbildung f : D — R™ sei total differenzierbar in a € D
(Bezeichnungen wie in 1.6). Dann ist sie auch partiell differenzierbar in a, und
es gilt

J(f;a) = A.
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1.8 Theorem. Gegeben seien zwei stetig differenzierbare Abbildungen

f:D— R™, D c R"offen,
g: D' — RP, D’ C R™offen,

die sich zu einer Abbildung
hiD— R h(z) = g (f(z)).

zusammensetzen lassen. Dann ist auch h stetig (partiell) ableitbar und es gilt
fir jedes a € D

J(go fia)=J(g; f(a)) - J(f;a) (Matrizenprodukt).

1.9 Hilfssatz. Sei A eine feste Matriz. Es existiert eine Konstante C' mit
[Az|| < Clz|

fiir alle Vektoren x (mit gleicher Komponentenanzahl wie die Anzahl der
Spalten von A).

2. Der Satz fiir implizite Funktionen

2.1 Theorem (Satz fiir umkehrbare Funktionen, erster Teil).
Es sei

f:D— R" D cCR" offen,

eine stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Jacobi-Matriz J(f;a)
fiir jedes a € D. Dann hat die Abbildung f die folgenden beiden Eigenschaften
a) f ist offen (also: Dy C D offen = f(Dy) C R"™ offen).

b) f ist lokal umkehrbar, d.h. zu jedem a € D existiert eine offene Umgebung
Dy, a € Dy C D, so dafi die Einschrinkung f|Do umkehrbar ist.
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2.2 Hilfssatz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung). FEs sei
h:D— R, DcCR" offen,

eine stetig differenzierbare Funktion. Gegeben seien zwei Punkte a,b € D, so
daf$ auch noch ihre Verbindungsstrecke

a+tb—a), 0<t<1,

ganz in D enthalten ist. Dann existiert auf dieser Verbindungsstrecke ein Punkt
&, so dafs gilt

h(a) = h(b) = ) dh(¢)(a, —by).

Speziell gilt dann

[A(a) = h(b)] < C-lla —bl| mit C = [3,h(E)]-

v=1

2.3 Theorem (Satz fiir umkehrbare Funktionen, zweiter Teil).
Es mégen die Voraussetzungen von 2.1 gelten; es sei also

f:D— R" DCR" offen,

eine stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Jacobi-Matriz J(f;a)
fur jedes a € D. Zusdtzlich sei f umkehrbar, d.h. es mége eine Abbildung

g: f(D) — R" mit f(z) =y <=z =g(y)
existieren. Dann ist auch g stetig partiell ableitbar und es gilt

J(g;b) = J(fia)™" firb= f(a) (<= a=g(b)).

2.4 Theorem (Satz fiir implizite Funktionen). Sei
f:D—R™, Dc R"™offen,
eine stetig differenzierbare Abbildung. Auflerdem sei ein Punkt
(a,b), a€R"™ beR™

mit folgenden Eigenschaften gegeben:
a)  f(a,b)=0.
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b)  Die Funktionalmatriz J(fq;b) der Abbildung

fa:Dy — R™, D, := {yeRm§ (aay)ED}§ fa(y) = f(aay)

ist umkehrbar.

Dann gibt es offene Umgebungen

ac ACR", be BCR™,

so dafs fiir jedes x € A eine und nur eine Losung y € B der Gleichung

f(z,y) =0

existiert.

Zusatz. Die Abbildung

h:A— B, y=h(x),

ist stetig differenzierbar und es gilt

J(hya) = —J(fa; )" I (fo; a).

Dabei ist fy analog zu f, definiert (fy(z) := f(x,b)).
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3. Extremwerte differenzierbarer Funktionen

3.1 Bemerkung. Sei
f:D— R, DC R"offen,
eine differenzierbare Funktion. Wenn die partiellen Ableitungen von f wver-

schwinden, so ist f lokal konstant (und natirlich umgekehrt).

3.2 Definition. Fin metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn
jede lokal konstante Funktion f: X — R sogar konstant ist.

3.3 Definition. Fin metrischer Raum X heifit bogenweise zusammen-
hdngend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € X eine stetige Abbildung ¢ gibt,
mit

0 :[0,1] — X; ¢(0) =a, p(1) =0.

3.4 Bemerkung. Jeder bogenweise zusammenhdngende Raum ist zusammen-
hingend.

3.5 Definition. FEin Gebiet im R" ist eine offene, zusammenhdingende Teil-
menge D C R".

3.6 Bemerkung. Sei D C R"™ ein Gebiet und f : D — R eine differenzierbare
Funktion, deren partielle Ableitungen verschwinden. Dann ist f konstant.

3.7 Bemerkung. Sei
f:D— R, D C R"offen,
eine differenzierbare Funktion und seia € D ein lokales Extremum von f. Dann

gilt
O, f(a) =0 firv=1,...,n.
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3.8 Definition. FEine reelle symmetrische Matriz

hi1 ... hin
H= : : , hij = hy; firl <i,5 <n,
hni .. hpn

heifit positiv definit, wenn der Ausdruck
Z hijxixj
1<i,j<n

fiir jeden von 0 verschiedenen Vektor x € R™ positiv ist.

3.9 Satz. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,

sei zweimal stetig differenzierbar. Sei a € D ein Punkt mit den Figenschaften
a) 0;f(a)=0firj=1,...,n,
b)  H(f,a)= (Q-ij(a))ij ist negativ definit.

Dann besitzt f in a ein lokales Maximum.

3.10 Satz. Gegeben seien
a)  eine offene Teilmenge D C R™™™,
b)  eine stetig differenzierbare Funktion f: D — R,

c) eine stetig differenzierbare Abbildung

g:D—>Rm7 g:(ghagm)

Voraussetzung. Die Jacobi-Matrixz J(g;x) habe fir jeden Punkt x € D den
(maximal méglichen) Rang m. Wir setzen

M :={x € D; g(x) =0}. (Nebenbedingungsmenge)

Annahme. a € M sei ein relatives Extremum der Einschrdinkung f|M von f
auf M.

Behauptung. Es existieren reelle Zahlen \1,...,\, (die Lagrangeschen
Multiplikatoren), so dajf$ gilt:




§4. Die Taylorsche Formel und analytische Funktionen 63

4. Die Taylorsche Formel und analytische Funktionen

4.1 Hilfssatz. Unter obigen Voraussetzungen gilt

B0 = 3 Do o

lv|=k

Hierbei ist tber die endlich wvielen Multiindizes v € N§ mit |v| = k zu
summaieren.

4.2 Satz (Taylorformel). Die Funktion
f:D—R, DCR" offen und konvex,

sei n + 1-mal stetig differenzierbar und es sei a € D. Dann gilt fiir alle x € D:

foy= 3 D@ (et g )

v!
[v|<n
| 1
mit Ra(@) =(n+1) 3 J/(t—u)"[(a’/f)(a—f—ua)](a—i—ua)'/du.
lv|=n+1 0

4.3 Definition. FEine Funktion
f:D— R, DCR" offen,

heifit analytisch, wenn sie unendlich oft stetig partiell ableitbar ist und wenn
zu jedem Punkt a € D eine Umgebung U existiert, innerhalb derer die
Taylorrethe absolut konvergiert und die Funktion f darstellt:

o)=Y oy, o=
v=V1,...,Vn)

Allgemeiner heifit eine Abbildung f : D — R™ analytisch, wenn alle Kompo-
nenten von f analytisch sind.
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1. Das Integral fiir stetige Funktionen mit kompakten
Triagern

1.1 Hilfssatz. Die Funktion
f:Q—R, Q={reR" a, <z, <b} (ay<h)
sei stetig. Dann st auch die Funktion

F:Q/—>Ra Q/:{(-rZV"axn)eRn_l; CLVSIEVSbV}

b1
F(xg,...,xp) = /f(ml,xg,...,xn)dxl
ay

stetig.

1.2 Definition. Das Integral einer stetigen Funktion

auf einem kompakten Quader Q wird induktiv definiert durch

by
/f(x)dacl,...7da:n:/ /f(:vl,mg,...,xn)dacl dzs ... dx,.
Q Q" Lax

(Q ={(22,...,20) ER"™; @, <z, <b,} fir 2<v<n)

b

/f(x)dflﬁ:/f(a:)dx (a <b) im Falle n=1.
[a,b]

a
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1.3 Satz. Gegeben sei eine stetige Funktion f : QQ — R, @ ein kompakter
Quader in R™ und o eine Permutation der Variablen. Dann gilt

by by bo, boy
/.../f(a‘;)d:cl...da:n:/.../f(x)dxgl...d:cgn.
an a1 Aoy, aoy

1.4 Hilfssatz. Sei Q C R"™ ein kompakter Quader und
f:Q—R

eine stetige Funktion. Es gilt
/f(:z:) dzy ... dz,| < ||fl[(b1 —a1) ... (bp — an),
Q

wobei || f|| die Maximumsnorm bezeichne.

1.5 Folgerung. Die Folge von stetigen Funktionen
fi : Q—R, k=1,23,...,

konvergiere gleichmdf$ig gegen f. Dann gilt

k—o0

/f(a:)dxl...d:cn: lim /fk(x)dacl...da:n.
Q Q

1.6 Bemerkung. Fine stetige Funktion
f:R" —R

gehort dann und nur dann zur Klasse C.(R"™), wenn eine Zahl R > 0 existiert,

so daf
fl)=0 fir |z| >R

gilt.
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2. Die Ausdehnung des Integrals auf halbstetige Funkti-
onen

2.1 Satz (Dini). FEs sei X ein kompakter metrischer Raum und
fan: X —R, n=1,2,3...,
eine Folge von stetigen Funktionen, die monoton gegen Null fdllt, d.h.

a) fi(z) = falz) =+,
b) lim f,(x)=0 (fir jedes x € X).

n—oo

Die Folge (fy) konvergiert dann gleichmdf$ig gegen 0.

2.2 Definition. FEine Funktion
f:R" —R

gehort der Klasse BT an (Bairesche Klasse), wenn es eine Folge von stetigen
Funktionen mit kompaktem Trédger

fu :R" — R
mit den Figenschaften

a) fi(z) < fao(x) < fa(x)---
b) f(x) =Sup, f.(x) fir alle x € R"

gibt.

2.3 Bemerkung. FEs seien f € BT und (f,), (9,) zwei Folgen von Funktionen
aus C. (stetige Funktionen mit kompaktem Triger) mit der Eigenschaft

L1fh allf

Dann gilt

Sup,, fv(x) dz | = Sup, 9v (I) dx
/ /

Rn
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2.4 Definition. FEs sei f € B™. Das Integral von f wird durch die Formel

@Z°f<x>da:=:8upy @[“fy<w>dx

definiert, wobei f, € C.(R"™) irgend eine Folge von Funktionen (stetig mit
kompaktem Trager) ist, die f monoton wachsend approximiert, d.h. f, T f.

2.5 Hilfssatz. Seien f < g zwei Funktionen aus BT, dann gilt

[ f@ < [ gla)da.
J

R7L

2.6 Bemerkung. Seien f € BT, C eine reelle Zahl und a € R™ ein Punkt
mit f(a) > C. Dann gilt

f(x) > C in einer vollen Umgebung von a.

2.7 Hilfssatz. Se:
fi<fo<fa<---

eine monotone Folge aus B™. Dann gilt
a) f=Supf, € BY,
b) /f(:c) dx = Sup / fu(z)dx.
R™ R™

2.8 Hilfssatz. Secien f,g € B und a,b nicht negative Zahlen, a > 0, b > 0.
Dann gilt af + bg € BT und

/(af(:z:)+bg(:1:)) d:v:a/f(:v)dx+b/g(a:) dx.
Rn

R™ R™
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3. Der Daniell-Lebesgue-Prozess, 2. Teil

3.1 Definition. Das dufSere Integral (oder Oberintegral) einer Funktion
f:R" —R

wird durch die Formel

/_f(x) dr = Inf, L/ g(z) dx

definiert, wobei g : R™ — R alle Funktionen der Klasse BT mit der Figenschaft
g(x) > f(x) fir alle x € R™

durchliuft.

3.2 Hilfssatz. Die Funktion
f:R" — R, f(z)=oco fiir allex € R",

gehort der Klasse BT an.

3.3 Hilfssatz. FEs seien zwei Funktionen
f,h:R" — R mit f <h

gegeben. Dann gilt fiir das duflere Integral

/_f(:c) dz < /_h(m) da.

3.4 Hilfssatz. Fiir jede Funktion f € BT gilt

/f(x) dz = /_f(x) dx = —/(—f(x))dx.
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3.5 Bezeichnung (Inneres Integral oder Unterintegral).

/f(w) dr = —/(—f(:v))dx.

3.6 Hilfssatz. Fir jede Funktion f : R™ — R gilt

@< [ s@)de

3.7 Definition. FEine Funktion f : R™ — R heifst integrierbar™) , wenn

/_f(x)dx:/f(:v)d:l;

gilt und wenn dieser Wert endlich ist (also # oo, —00).

3.8 Bemerkung. FEine Funktion f : R™ — R ist genau dann integrierbar,
wenn es zu jedem € > 0 zwer Funktionen g, h der Baireschen Klasse mit
folgenden beiden Figenschaften gibt:

a) g(x) = f(z), h(x) = —f(2),
b) /(g—i—h)dx<8.

R’n

3.9 Satz. Sei f eine integrierbare Funktion. Dann sind auch die Funktionen
fT, und f~ integrierbar.

*) im Sinne von Lebesgue
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4. Die integrierbaren Funktionen

4.1 Satz. Die integrierbaren Funktionen aus L' bilden einen Vektorraum und
das Integral ist ein lineares Funktional, d. h. also:

frge Lt = f+ge L' undcf € L' firceR,

auflerdem
[@ + g dn = [ f@)dn+ [ o) i
R™ R™ R™

und

/cf(x)dx:c/f(:r;)dac.

RTL

4.2 Hilfssatz. FEs seien
fr9,h : R" — R

dreir Funktionen mit der Figenschaft

f(x) +g(z) = h(z),

falls die Summe f(z) + g(x) wohldefiniert ist. (Wenn also f(x) = oo, g(z) =
—o0 oder f(x) = —o0, g(x) = oo gilt, so wird nichts gefordert, denn dann ist
die Summe f(x) + g(x) nicht definiert. Es ist dann gleichgiiltig, was h(x) fir
einen Wert annimmt.)

Dann gilt

/f(x) dac-l—/g(x) dx > /h(a:) dx,

falls die Summe auf der linken Seite definiert ist. Fir das Unterintegral gilt
eine entsprechende Ungleichung in der anderen Richtung.

4.3 Satz. Ist f : R" - R eine integrierbare Funktion, so ist auch ihr Betrag
|f| integrierbar. Ist g : R™ — R eine weitere integrierbare Funktion, so sind
auch die Mazxima und Minima fV g und f A g integrierbar.
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4.4 Theorem (Beppo Levi). Gegeben sei eine monoton wachsende Folge

fi<fo<fz<---

von integrierbaren Funktionen aus L*(R™). Die Folge der Integrale

[ fuwyo
J

set beschrankt. Die durch

f(x) = sup f,(x)

veN

definierte Funktion f: R™ — R ist integrierbar und es gilt

V—00
R™ R™

/f(a;)dx: lim [ f,(z)dz.

4.5 Theorem (Lebesgue’scher Grenzwertsatz). Gegeben sei eine Folge
fi:R" — R, k=0,1,2,...,

von integrierbaren Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion f : R" —
R konvergiert.

Es existiere eine Funktion h : R"™ — R mit den FEigenschaften

a)  |fel <h firk=1,2.3,

b) /h(:v) dr < 0.

Dann ist auch f integrierbar und es gilt

/f(ac) dx = klirgo/fk(x) dx.
R™ B
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5. Integrierbarkeitskriterien

5.1 Satz. Die charakteristische Funktion
xu: R" =R
einer offenen Teilmenge U C R™ gehort der Klasse Bt an.

5.2 Satz. Jede stetige und beschrinkte Funktion f : D — R auf einem offenen
und beschrinkten Teil D C R™ ist integrierbar.

5.3 Folgerung.
a) Jede beschrinkte offene Teilmenge des R™ ist endlich mefbar.
b) Jede kompakte Teilmenge des R™ ist endlich mefbar.

5.4 Satz. FEine Funktion
f:R" —R

ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Funktion g € C. mit

/ (@) — glz)] de <

gibt.

6. Nullmengen

6.1 Definition. B
a) Eine Funktion f:R"™ — R heifit Nullfunktion, wenn

/_If(:v)\div =0

gilt.

b) FEine Teilmenge A C R™ heiffit Nullmenge, wenn die charakteristische Funk-
tion x A
|1 firzeA
Xa(z) = {0 firx ¢ A

eine Nullfunktion ist.
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6.2 Satz. FEine Funktion f : R™ — R ist dann und nur dann Nullfunktion,
wenn die Menge {x € R"; f(x) # 0} eine Nullmenge ist.

6.3 Bemerkung. Wenn eine Funktion f integrierbar ist, dann ist die Menge
der Punkte
{z € R"; f(z) =00 oder = —o0}

eine Nullmenge.
6.4 Satz. Sei f eine integrierbare Funktion und g eine Funktion, welche nur

auf einer Nullmenge von f wverschieden ist. Dann ist auch g integrierbar und
die Integrale von f und g stimmen dberein.

6.5 Folgerung. Man darf eine integrierbare Funktion in ihren Unendlichkeits-
stellen beliebig abindern—etwa zu 0, ohne ihre Integrierbarkeit zu verlieren und
den Wert des Integrals zu verdndern.

6.6 Satz. a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

b) Jeder Punkt ist eine Nullmenge. o
c) Sind Ay, Ag, As, -+ - Nullmengen, so ist auch |J A, eine Nullmenge.
v=1

7. Ausblicke auf die allgemeine Integrationstheorie

8. Der Satz von Fubini

8.1 Theorem (Fubini). Gegeben sei eine integrierbare Funktion
f:Rn+m —)Ru (x,y)'—)f(l',y)

Dann sind die beiden Funktionen

wH/_f(fc,y)dy, yH/_f(x,y)dfc
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ebenfalls integrierbar (im R™ bzw. R™ ) und es gilt die Formel

| tewiz= [ / [z ) dy do
-/ /_ f(ey) da dy.

Dieselbe Formel bleibt richtig, wenn man das dufsere Integral durch das innere
ersetzt.

8.2 Satz. Sei
f:R" — R, [f>0,

eine integrierbare Funktion, die keine negativen Werte annimmt.

Sei
M={(z,y) e R" xR; 0<y< f(a)}.

Dann ist M endlich mefSbar und es gilt

Vol(M):/f(:):)dx.
R

9. Die Transformationsformel

9.1 Theorem. FEs seiu : A — B ein Diffeomorphismus zwischen offenen
Mengen A, B C R". Ist f : B — R eine integrierbare Funktion, so gilt

/f(y) dy:/f<u<w>>|j(u,x)|dx.
B A
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10. Mef3barkeit

10.1 Definition. FEine Funktion f : R™ — R heifst mefbar, falls die Funktio-
nen fr, k=1,2,..., alle integrierbar sind.

10.2 Bemerkung. Jede integrierbare Funktion ist mefibar.

10.3 Bemerkung. Sei f: R"™ — R eine mefibare Funktion. Es existiere eine
integrierbare Funktion h mit der Figenschaft

|f(x)| < |h(z)| fir alle x.

Dann ist auch f integrierbar.

10.4 Satz.
1) Summe und Produkt von mefbaren Funktionen sind mef$bar, konstante
Funktionen sind mef$bar.

2) Seien f,g meflbare Funktionen. Dann sind auch f N g, fV g, insbesondere
|f| mefsbar.

3) Sei f, eine punktweise konvergente Folge mefbarer Funktionen. Dann ist
auch ihr Grenzwert mefbar.

4) Man darf eine mefSbare Funktion auf einer Nullmenge abindern, ohne ihre
Mefibarkeit zu verlieren.

10.5 Erginzung zum Satz von Fubini. Sei f: R"™™ — R eine mefbare

Funktion, so dafs
//If(ﬂf,y)ldy dzx

endlich ist. Dann ist f integrierbar und es gilt folgedessen der Satz von Fubini
8.1.

10.6 Satz. Die Rdiume (LP(X),| - |p) sind fir p > 0 Banachrdume. Der
Unterraum der Funktionen [f], f € C.(X), ist dicht in LP(X).

10.7 Satz. Der Raum L?*(X) ist ein Hilbertraum (wenn er mit obigem
Skalarprodukt versehen wird).
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Analysis auf Mannigfaltigkeiten



VIII. Flachenintegrale

1. Bogenlinge

1.1 Definition. Die Kurve a heifst glatt, falls ihre Ableitung & existiert und
stetig ist.

1.2 Definition. Sei
a: I —DCR"

ewne glatte Kurve und
f:D—R

eine stetige Funktion. Wir definieren

b

Ir(a) = / F(a(t) lla ()] dt.

a

falls das Integral absolut konvergiert.

1.3 Bemerkung. Seien a,b zwei Punkte im R™. Die Linge der Verbindungs-
strecke

at) =a+tb—a), 0<t<1,

ist gerade der Euklidische Abstand

l(@) = b = all.
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1.4 Bemerkung. Se:
a:[0,1] — R"

eine glatte Kurve mit Anfang a = a(0) und Ende b = «(1). Dann gilt

l(a) = [[b—al.

1.5 Folgerung. Ist
O=ay<a1<as<---<a,=1

eine Partition des Einheitsintervalls, so gilt

o) 2 ) lleay) = alap—1)].

1.6 Bemerkung. Se:
a:[0,1] — R"

eine glatte Kurve. Zu jedem € > O existiert eine Partition
O=ay<a1 < <a,=1

mit der Eigenschaft

l(a) <+ llalay) — ala,-1)]|
v=1
1.7 Definition. Zwei Kurven
a: I —R" pf:J—R"
heiffen schwach dquivalent, falls es einen Diffeomorphismus
T:1—J

mit der Eigenschaft
a(t) =p(r(t)) firtel

gibt.
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1.8 Zusatz. Die beiden Kurven heiffen dquivalent, wenn man zusdtzlich
7'(t) >0 fiir alle t

erreichen kann.

1.9 Bemerkung. Seien
a: I —R", [:J—R"

zwei schwach dquivalente Kurven. Dann stimmen die Bogenlingen tiberein.

1.10 Definition. Fine Teilmenge X C R" heifst zusammenhdngende
eindimensionale parametrisierbare Mannigfaltigkeit, falls es eine to-
pologische Abbildung

a:(0,1)—X

gibt, welche reguldr ist.

1.11 Satz. Zwei requlire Parametrisierungen
a,f:(0,1) — X

ein und derselben eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit sind
schwach dquivalent, die Abbildung

r=8"1oa:(0,1) — (0,1)

st also ein Diffeomorphismus.

1.12 Folgerung. Die Linge
I(X)=I(a)

einer eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit ist wohldefiniert,
also unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung.

1.13 Hilfssatz. Sei
a:(0,1) — R"

eine requlire Kurve und a € (0,1) ein fest gewdhlter Punkt. Es existiert eine
offene Umgebung U des Punktes (a,0,...,0) € R"™ und ein Diffeomorphismus

p:U—V
von U auf eine offene Teilmenge V- C R"™ mit der Eigenschaft
o(t,0,...,0) = «(t) fir (t,0,...,0) € U.

Zusatz. Wenn « iiberdies eine topologische Abbildung von (0,1) auf sein Bild
X = a((0,1)) definiert, so kann man U so wdihlen, daf$ gilt:

go_l(VﬂX):{xEV, x2:---:xn20}
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1.14 Bemerkung. Sei X C R" eine Teilmenge und o : (0,1) — X eine
bijektive und reguldre Abbildung. Folgende beiden Aussagen sind dquivalent:

1) « ist topologisch.
2) X ist lokal abgeschlossen im R™.

1.15 Hilfssatz. Seien X,Y metrische Riume und U C X,V CY Teilmengen
mit kompakten Abschliissen U, V. Die Menge U sei offen in X. Gegeben sei
eine stetige und bijektive Abbildung o : U — V', welche sich zu einer stetigen
Abbildung & : U — V fortsetzen lifit. Es gelte (U —U) C V — V. Dann ist o
topologisch.

1.16 Hilfssatz. Sei X C R" eine eindimensionale parametrisierbare Mannig-
faltigkeit und f: X — R eine stetige Funktion. Wenn das Integral

[ fa® )

fiir eine regulire Parametrisierung o : (0,1) — X existiert (im Sinne der
absoluten Konvergenz), so ezistiert es auch fir jede andere regulire Parame-
trisierung und der Wert hingt von der Wahl der Parametrisierung nicht ab.

2. Oberflachenintegrale

2.1 Definition. Fine Abbildung
a:V—TR" VcR?offen,

heifst reguldr, falls sie stetig differenzierbar ist und falls der Rang der Jacobi-
matriz J(a;a) in jedem Punkt a € V' den Rang d hat.

2.2 Hilfssatz. Se:
a:V —R" VcR? offen,

eine reguldre Abbildung und a € V' ein Punkt. Es existiert eine offene Umgebung
V C R"™ von (a,0) und ein Diffeomorphismus

©:V=U, UCR™ offen,
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so dafs

o(z,0) = a(z) fir (z,0) eV
gilt.

Zusatz. Wenn « eine topologische Abbildung auf sein Bild X definiert, kann
man zusdtzlich erreichen:

Sﬁfl(UﬂX):{fo/; Tgp1 = =2, =0}

2.3 Definition. Fine Teilmenge X C R" heifit d-dimensionale parametrisier-
bare Mannigfaltigkeit, falls es einen offenen Teil V.C R, d geeignet, und eine
topologische und requldre Abbildung

a:V—X
gibt.
2.4 Hilfssatz. Seien

a:V—X, VcR? offen,
B:V' — X, V' cRY offen,

2wei requldre Parametrisierungen ein und derselben Mannigfaltigkeit X C R™.
Dann sind die Abbildungen 3~! o o und o' o 3 stetig differenzierbar.

2.5 Folgerung. Wenn X nicht leer ist, gilt d = d'.
2.6 Hilfssatz. Sei A= A9 Matriz vom Rang d. Dann ist die Matriz

S=AA
positiv definit. Insbesondere ist ihre Determinante positiv.
2.7 Hilfssatz. Seien

a:Vo,—X, pB:Vg—X

zwei requldre Parametrisierungen einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit X
und sei f: X — R" eine stetige Funktion. Dann gilt

/ f(a(z)) Vet ga(2) di = / F(B(x)) y/det gy (x) da,

sofern eins der beiden Integrale existiert.
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2.8 Definition. FEine Teilmenge X C R"™ heifit eingebettete (differenzierbare)
d-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punkt a € X eine offene
Umgebung a € U C X gibt, so dafs UNX eine d-dimensionale parametrisierbare
Mannigfaltigkeit ist.

2.9 Satz. FEine Teilmenge X C R" ist genau dann eine d-dimensionale einge-
bettete Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punkt a € X eine offene Umgebung
U C R"™ und einen Diffeomorphismus

p:U—V
auf einen anderen offenen Teil V- C R™ gibt, so dafi das Bild o(X NU) in V

gleich dem Durchschnitt von V. mat einem d-dimensionalen Untervektorraum
des R™ ist.

3. Zerlegung der Eins

3.1 Problem. FEuxistiert eine lineare Abbildung
I:C.(X)—R

mit der Eigenschaft

und ist diese eindeutig bestimmt?

3.2 Deﬁnitionﬂ. FEine Zerlegung der Eins auf dem Kompaktum K C X in
Bezug auf die Uberdeckung

KcUuyu---uU,, U, CX offen,
ist ein m-Tupel von Funktionen f; € C.(X) mit den folgenden Eigenschaften:

1) 0<f,<1 (1<i<m),
2) Trager (fi) C Us,
3) filx)+ -+ fi(x) =1 fiir alle x € K.
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3.3 Definition. Der Raum X gestattet Zerlegung der Eins, falls zu jedem
Kompaktum K C X und zu jeder offenen Uberdeckung

KcU U---uUU,,

eine Zerlequng der Fins existiert.

3.4 Hilfssatz. Sei X ein Raum, welcher Zerlequng der Eins gestattet.
Auflerdem sei eine offene Uberdeckung

X=JU

icA

und fiir jedes i € A eine lineare Abbildung

I, : C.(U;) — R
gegeben. Fir je zwei Indizes i, ] gelte

L(f) = L(f), falls | € Co(Us N T).

Dann existiert genau eine lineare Abbildung

I:C.(X)—R
mit der Eigenschaft

I(f) = Iz(f)7 Jalls f € CC(UZ)

3.5 Definition. Ein Raum X heifit topologische Mannigfaltigkeit, falls es zu
jedem Punkt a € X eine offene Umgebung U(a) gibt, welche zu einem offenen
Teil eines R™ homdéomorph ist.

3.6 Hilfssatz. Fs existiert eine stetige monoton fallende Funktion
h:R— R
mit der Eigenschaft

1) h(t)=0 firt>3/2,
2) h(t)=1 firt<1/2.
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3.7 Hilfssatz. Seien f,g: X — R zwei stetige Funktionen. Der Trager von
f sei in der Nichtnullstellenmenge von g enthalten. Dann ist die Funktion

h(z) = {(J)”(-T)/g(m), falls g(x) # 0,

, sonst,

stetig auf ganz X.
3.8 Satz. Topologische Mannigfaltigkeiten gestatten Zerlequng der Fins.

3.9 Satz. Sei X C R" eine eingebettete d-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es
existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

I:C.(X)—R

mit folgender Eigenschaft. Sei f € Co(X) und ¢ eine Karte mit Trager(f) C
U,. Dann gilt

1) = | £e(@) \fdetg, (@) da.

4. Radonmafle

4.1 Definition. Fin Radonmafl auf X ist eine lineare Abbildung
I:C.(X)—R

mit der Eigenschaft
I(f) >0, falls f > 0.

4.2 Bemerkung. Jeder lokal kompakte Raum mit abzdhlbarer Basis der
Topologie ist abzdihlbar im Unendlichen.

4.3 Bemerkung.

1) Der R"™ ist lokal kompakt und hat abzihlbare Basis der Topologie.

2) Ist X ein lokal kompakter und im Unendlichen abzihlbarer Raum, so hat
auch jeder offene und jeder abgeschlossene Teilraum diese Eigenschafft.
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4.4 Generelle Voraussetzung. Der Raum X st lokal kompakt und besitzt
eine abzdhlbare Basis der Topologie.

4.5 Definition. FEine Funktion
f: X —R
gehort der Baireschen Klasse an, falls es eine wachsende Folge
fi<fa<--
von stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger und mit der Figenschaft
f(x) = sup fi(x)

gibt.

4.6 Bemerkung. Sei f € B aus der Baireschen Klasse. Die Definition
I(f) = Sup(I(fx))

1st unabhdngig von der Wahl der approximierenden Folge fy

e T f fr € Cc(R™).

4.7 Bemerkung. Zu jedem Kompaktum K C X existiert eine Funktion f €
C.(X) mit der Figenschaft

1) 0<f<1,
2) flx)=1 firxzeK.

IN

4.8 Hilfssatz. Sei f : U — R eine nirgends negative stetige Funktion auf
einem offenen Teil U C X. Dann ist die durch 0 auf ganz X fortgesetzte
Funktion f in der Baireschen Klasse. Insbesondere liegt die charakteristische
Funktion xy einer beliebigen offenen Teilmenge in der Baireschen Klasse.

4.9 Definition. Fine Funktion f : X — R heifit in bezug auf das Radonmaf
I zuldssig, falls sie sich in der Form

f=9g—nh

mit zwet Baireschen Funktionen ohne Unendlichkeitsstellen und mit endlichen
I(g),I(h) schreiben lifst.
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4.10 Bemerkung. Die Definition

I(f) =1(g) — 1(h)
ist von der Wahl der Zerlegung unabhdngig.

4.11 Satz. Die Menge der zulissigen Funktionen ist ein Vektorraum wvon
Funktionen, welche die Klasse der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager
umfaf$t. Die Zuordnung

f—1(f)

1st linear auf dem Vektorraum der zuldssigen Funktionen und es gilt

f=0=1I(f) = 0.

4.12 Hilfssatz. Sei U C X eine offene Teilmenge mit kompaktem Abschiufl
und f: U — R eine beschrdinkte stetige Funktion. Dann ist die Funktion

) flz) firxzeU,
f(x)_{O firxz ¢ U

zuldssig.
4.13 Definition. Fine Teilmenge A C X heifst Nullmenge (in Bezug auf

das vorgelegte Radonmaf$ 1), falls es zu jedem € > 0 eine nirgends negative
Bairesche Funktion f mit der Eigenschaft

a) flz)>1 firze A,
b) I(f)<e
gibt.

4.14 Hilfssatz. Sei U C X eine offene Teilmenge und f : U — R eine stetige
und beschrinkte zuldssige Funktion. Sei Uy C U eine offene Teilmenge, so dafs
das Komplement U — Uy eine Nullmenge ist. Dann ist auch die Einschrinkung
fo von f auf Uy zuldssig und es gilt

[ t@dn= [ nwdn.
U Uo

4.15 Hilfssatz. Sei X C R" eine eingebettete Mannigfaltigkeit und du das
durch 3.9 definierte Radonmaf. Jede eingebettete Mannigfaltigkeit Y C R"™ der
Dimension < d, welche in X enthalten ist, ist eine Nullmenge.
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5. Abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten

5.1 Definition. Fine Karte ¢ auf einem (metrischen) Raum X ist eine to-
pologische Abbildung
p:U, —V,

eines offenen Teils U, C X auf einen offenen Teil V,, C R".

5.2 Definition. Fin Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit X ist
eine Menge von Karten, so dafl jeder Punkt aus X in mindestens einer Karte
enthalten ist

X:UUw pec A

5.3 Definition. Zwei Karten p,v auf X heiffen differenzierbar vertrdg-
lich, falls die Kartentransformationsabbildung

P rop:ipUNV) —p(UNV)

ein C'°°-Diffeomorphismus ist.

5.4 Definition. Fin Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit X heifst
differenzierbar, falls je zwei Karten ¢, € A differenzierbar vertrédglich sind.

5.5 Definition. FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Paar (X, A),
bestehend aus einer topologischen Mannigfaltigkeit und einem differenzierbaren

Atlas A.

5.6 Definition. Sei X C R" eine eingebettete differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Eine Karte

p:U, —V, (U,CX, V,CR?offen)
heif$t requldr, falls die Umkehrung
a=p 1 Vo, — Uy

eine requldre Parametrisierung von Uy, ist.

5.7 Bemerkung. Die Menge der requliren Karten einer eingebetteten diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X C R"™ bildet einen differenzierbaren Atlas.
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5.8 Definition. FEine Volumenform w auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit (X, A) ist eine Vorschrift, gemdf$ welcher jeder Karte ¢ € A eine
Funktion

we: Vo, — R (V, CR")
zugeordnet wird, so dafl im Durchschnitt fir je zwer Karten @, folgende
Umsetzungsformel giiltig ist:
Sei
acU,NUy; z=¢p(a), y=1(a).

Dann gilt
wo(x) = wy(y) |det J(@b*l o gp;l’)‘.

5.9 Definition. Sei w eine Volumenform und a € X ein fester Punkt. Wir
sagen

1) w wverschwindet in a,
2) w ist micht negativ in a,
3) w st positiv in a,

falls eine Karte ¢ € A mit a € U, existiert, so dafS entsprechend

gilt.

5.10 Bemerkung. Die in 5.9 formulierten Bedingungen 1) — 3) hdngen von
der Wahl der Karte ¢ nicht ab.

5.11 Bemerkung. FEs gibt eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung von
dem Vektorraum aller Volumenformen mit kompaktem Trdger in den Kérper
der reellen Zahlen R

wr— Z(w)
mit folgender Eigenschaft
Ist der Triger von w im Definitionsbereich U, der Karte ¢ € A enthalten, so
gilt
IZ(w) = /ww(m) dz.

Ve
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5.12 Bemerkung. Sei w eine positive Volumenform auf X. Dann existiert
zu jeder anderen Volumenform w' eine stetige Funktion f : X — R mait der
Eigenschaft

W= fw.

5.13 Annahme. Auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist eine positive
Volumenform w ausgezeichnet.

5.14 Bemerkung. Seiw eine positive Volumenform. Dann wird durch

I(f) = I(fw)

ein Radonsches Mafl auf X definiert.

5.15 Definition. Sei X = (X,A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
welche abzdahlbar vm Unendlichen ist und sei w eine ausgezeichnete positive
Volumenform auf X. Das Volumen von X in bezug auf w ist das Integral der
Funktion identisch 1% beziiglich des in 5.14 definierten Radonmafses.

5.16 Definition. Sei (X, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit ausge-
zeichneter positiver Volumenform wy und

I:C0(X)— R, I(f)=ZI(fwo),

das assoziterte Radonsche Mafl. Fine Volumenform w = fwy heifit zuldssig,
falls die Funktion f zuldssig in Bezug auf das Radonsche Mafl I ist. Fiir
zuldssige Volumenformen ist

definiert.

5.17 Bemerkung. Der Begriff der zulissigen Volumenform w hdngt nicht
von der Wahl von einer positiven Volumenform wgy ab.

1. Zusatz. Der Wert von I(w) hingt nicht von der Wahl der positiven Volu-
menform wqy ab.

2. Zusatz. Der Begriff der Nullmenge hdingt nicht von der Wahl von wg ab.
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1. Kurvenintegral lings Vektorfeldern

1.1 Definition. FEin Vektorfeld auf einer Teilmenge D C R™ ist eine
Abbildung
A:D— R™
1.2 Definition. Sei D C R"™ eine Teilmenge und
a:1— D (I Intervall)
eine in D verlaufende glatte Kurve. Auflerdem sei
A:D— R"

ein stetiges Vektorfeld. Das Integral von A lings « ist durch
[ 4= [taat).ae) a
[ I

definiert, sofern es absolut konvergiert.

1.3 Bemerkung. Die beiden Kurven
a,8:1— DCR"

seien dquivalent (VIII.1.8). Dann gilt fiir jedes stetige Vektorfeld A auf D
/ A= / A
o 3

Vorsicht. Die Bemerkung gilt nicht bei schwacher Aquivalenz! Wenn die
Kurven o und 8 nur schwach dquivalent aber nicht dquivalent sind, so dndert
das Integral sein Vorzeichen!
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1.4 Bemerkung. Sei X eine zusammenhdngende eindimensionale parame-
trisierbare Mannigfaltigkeit. Die Menge P aller reguldren Parametrisierungen
zerfillt in genau zwei Aquivalenzklassen orientierungsgleicher Parametrisierun-
gen

P =P1UPy (disjunkte Vereinigung).

1.5 Definition. FEine Orientierung O einer zusammenhdngenden eindimen-
stonalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit ist eine Auszeichnung einer der
beiden Klassen orientierungsgleicher Parametrisierungen (also O = Py oder

O=Py)

1.6 Bemerkung. Sei (X,0) eine zusammenhdngende parametrisierbare
eindimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und sei

A: X —R"

ein stetiges Vektorfeld. Das Integral

/A::/A, a e O,
X e

ist unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung o aus der gegebenen Ori-
entierung O.

1.7 Bemerkung. Sei A= (A1, Ay) ein ebener Vektor (d. h. Element des R?).
Der Vektor
At = (—Ay, Ay)

steht auf A senkrecht und hat dieselbe Linge (Euklidische Norm).

2. Tangenten und Normalen

2.1 Bemerkung. Sei X C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der
Dimension d < n. Sei a € X ein fester Punkt und

a:V.— U (VCR? offen)
! !

0 — a
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eine requlire Parametrisierung einer offenen Umgebung U von a. Die ,Jaco-
biabbildung“
J(a;0) : RY — R"

ist eine injektive lineare Abbildung. Ihr Bild
T,X = J(a;0)(R%)

ist ein d-dimensionaler Untervektorraum des R™. Dieser Unterraum hdngt
nicht von der Wahl der Parametrisierung o ab.

2.2 Definition. Man nennt den Untervektorraum T, X den Tangentialraum
von X im Punkte a.

2.3 Definition. Sei X = (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
seien

p:Uy, —V,, Y:Uy — Uy

zwei Karten aus dem Atlas A. Man nennt © und 1 orientierungsvertrdglich,
falls die Funktionaldeterminante der Kartentransformationsabbildung

popl: V,—Vy, (V) =eU,NUy))

i allen Punkten positiv ist

det J(pop~ts2) >0 fiir alle x € V.

2.4 Definition. FEin (differenzierbarer) Atlas heifst orientiert, falls je zwei
Karten aus A orientierungsvertrdglich sind.

Zusatz. Fine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit (X, A) ist
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren Atlas orientiert ist.

2.5 Satz. Sei X C R" eine differenzierbare Hyperfiiche und O ein orientierter
Atlas von (differenzierbaren) Karten auf X. Es existiert zu jedem Punkt a € X
ein und nur ein Normalenvektor n(a) € 0,(X) mit folgenden beiden FEigen-
schaften:

1) [In(a)|| = 1.
2) Ist p:Uy, — V,, a0 eine Karte aus O um a, so gilt

det (Ey,- -+, Ey_1,n(a)) >0, mit E; = J(¢ *;0)e;, (1<j<n—1).
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2.6 Bemerkung. Jede Volumenform auf (X, A) lafit sich zu einer Volumen-
form auf (X, Amax) ausdehnen. Die ausgedehnte Form ist genau dann positiv,
wenn die urspringliche es war. Die zugeordneten Radonmajfe fir die gegebene
Form und ihre Ausdehnung sind dieselben.

2.7 Definition. FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit (X, A) heifst orientier-
bar, falls es einen Teilatlas O C Apax gibt (also eine Teilmenge von Karten,
deren Definitionsbereiche ganz X iberdecken), so daf8 (X,O) eine orientierte
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

2.8 Bemerkung. Sei (X, A) eine zusammenhdngende differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Wenn (X, A) tberhaupt orientierbar ist, eristieren genau zwei
Klassen von im wesentlich gleichen Orientierungen.

3. Randmannigfaltigkeiten

3.1 Definition. Sei (X, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine Teil-
menge Y C X heifit glatt in einem Punkt a € Y, falls eine Karte p € A

p:U, —V,, aclU,

existiert, so daf§ p(U, NY) C R™ glatt in p(a) ist.

3.2 Bemerkung. Die in 3.1 formulierte Bedingung hdngt nicht von der Wahl
der Karte ¢ ab.

3.3 Bemerkung. Sei Y C (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
a €Y ein Punkt. Genau dann ist'Y glatt im Punkte a, wenn es eine Karte
2 S Amax

0:U, —V,, aecU,,
im maximalen Atlas gibt, so daf$ folgende Bedingung erfiillt ist:

Es existiert ein Untervektorraum V- C R™ mit der Figenschaft
(U, NX)=VnNV,.

Mit anderen Worten:

Y ist (in der Ndihe von a) nach Wahl einer geeigneten Karte im mazximalen
Atlas platt gebiigelt.
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3.4 Satz. Sei Y C (X, A) ein glatter Teil einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit. Die Menge aller Einschrinkungen ¢’ von Karten ¢ € Apax

(p:ULp—>V907 an(P?
QO(U¢QY)={$€V¢, .',Ifd_i_]_:---:gjnzo}’

ist ein differenzierbarer Atlas A" := A|Y aufY.

3.5 Satz. Seien X = (X, .A) eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, U C X ein offener Teil von X und a € OU ein Randpunkt. Man nennt
a einen glatten Randpunkt von U, falls es eine Karte ¢ € Amax

p:U, —V,, acU,
mit folgenden Eigenschaften gibt

1) o(U,NoU) ={zeV,; z,=0},
2) (U, NU) ={z €V, x, >0}

3.6 Satz. Sei X = (X, A) eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit
und U C X ein offener Teil. Die Menge BT aller Einschrinkungen von ¢’ von
Karten ¢ € A mit den Eigenschaften 1) und 2) definieren einen orientierten
Atlas auf der Menge S aller glatten Randpunkte. Insbesondere trigt S eine
Struktur als orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit.

3.7 Hilfssatz. Sei U C R" ein offener Teil und sei S C OU die Menge der
glatten Randpunkte von U. Die in 3.6 definierte Orientierung ist so beschaffen,
daf$ fir jeden Punkt a € S der normierte Vektor n(a) € O4(S) aus U
herausweist.

4. Der Gauflsche Integralsatz

4.1 Definition. Sei A = A"~ eine Matriz mit n Zeilen und n—1 Spalten.
Sei A; (1 < i < n) die Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile
entsteht. Wir bezeichnen mit v(A) den Spaltenvektor mit den FEintrdigen

(A); = (—1)" ! det(A4;).
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4.2 Bemerkung. Sei A = A=Y eine Matriz mit n Zeilen und n — 1
Spalten. Fiir jeden Spaltenvektor x € R"™ gilt

det((A,z)) = (v(A), z).

Insbesondere steht v(A) auf den Spalten von A senkrecht.

4.3 Bemerkung. Die Fuklidische Linge von v(A) ist

()| = /det(A7A).

4.4 Definition. Sei A = A"~ eine Matriz mit n Zeilen und n—1 Spalten.
Ihr Rang sei n — 1. Man definiert

4.5 Bemerkung. Secien X C R" eine orientierte Hyperfliche, a € X
ein Punkt und ¢ eine Karte des orientierten Atlas, deren Definitionsbereich
den Punkt a enthdlt. Dann kann der normierte Normalenvektor durch das
verallgemeinerte Kreuzprodukt wie folgt berechnet werden:

n(a) = n(J(a;z)) (a=¢

4.6 Definition.

4.7 Bemerkung. Sei X eine parametrisierbare Hyperfliiche und o : U — X
eine (orientierungstreue) requlire Parametrisierung von X, so gilt

/ (A(z), dn(z)) = / (A(), n(x))/det(T (o 2) T (o 2)da

U

= /det(J(a; ), A(z))dz,

wobei wir in diesem Zusammenhang den Vektor A(x) als Spaltenvektor schrei-
ben.
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4.8 Satz. Sei U C R" eine offene beschrinkte nicht leere Teilmenge mit
(iiberall) glattem Rand. Sei weiterhin A : U — R"™ ein stetig differenzierbares

Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge 17, welche das Kompaktum U U U
umfaf$t. Dann gilt die Integralformel

/ (Az), dn(z)) = / divA(z)dz,

oU U
wobei

. = 044(z)
divA(z) .—i_zl oz,

die sogenannte Divergenz des Feldes bezeichne.




Kapitel X. Alternierende Differentialformen

1. Die Grafimannalgebra

1.1 Definition. Fine graduierte Algebra V, ist eine durch Z parametrisierte
Schar von Vektorrdumen

(Vp)peZ

zusammen mit einer durch 7 X Z. parametrisierten Schar von bilinearen Abbil-
dungen

Vp x Vg — Viyg-

1.2 Definition. FEine graduierte Algebra heifit assoziativ, falls
(anb)ANc=aAN (bAc)

firaeV,, beV,, ceV, (p,q,r beliebig aus Z) gilt.

1.3 Definition. FEine graduierte Algebra heifit schiefkommutativ, falls
aNb=(=1)PbAa

firacVy, beV, gilt

1.4 Definition. Fine graduierte Algebra besitzt ein Einselement, falls ein
Element

leVomitlNa=aAl firaleacV, (p beliebig)

existiert.
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1.5 Definition. Sei V. eine assoziative graduierte Algebra mit Einselement
1. Die Algebra wird von Vi erzeugt, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1) V,=0, p<O.

2) Vh=R-1

3) Im Falle p >0 wird V), als Vektorraum von den speziellen Elementen
arN---Nap, a;€Vi (1<75<p)
erzeugt.

(Wegen der Assoziativitit ist a1 A --- A a, wohldefiniert).

1.6 Bemerkung. Sei V., eine assoziative und schiefkommutative Algebra mat
FEinselement, welche von Vi erzeugt wird. Sei eq, - - -, e, ein Erzeugendensystem
von Vi (2. B. eine Basis). Dann gilt

1) V, =0 firp>n.
2) Im Falle p > 0 wird V,, von den Elementen
ey A Ae, 1<ip <---<ip<mn,

erzeugt.

1.7 Definition. Fine graduierte Algebra Vi heifst eine Grafimannalgebra,
falls folgende Bedingungen erfillt sind

1) Vi ist assoziativ, schiefkommutativ und besitzt ein Finselement 1.
2) n=dimV, < occ.

3) dimV, = (7).

(Es gilt also insbesondere V,, =0 fiir p <0 und p > n).

1.8 Satz. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Es existiert eine
Grafimannalgebra V, mit der Eigenschaft

Vi=VW.

1.9 Definition. Fin Homomorphismus
Px t V* — W*

von graduierten Algebren mit Einselement ist eine Folge von linearen Abbildun-
gen
op:Vp — W,, peZL,

mit den Eigenschaften
1) 900(1) = 17
2) @p(a) Apg(b) = pprq(aND) fira eV, beV,.
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1.10 Satz. Se:
1.V —Ww

eine lineare Abbildung von endlichdimensionalen Vektorriumen. Seien V,, W,
Grafimannalgebren tiber V,W . Dann existiert ein eindeutig bestimmter Homo-
morphismus

ly : V. — W,

von Grafimannalgebren mit der Eigenschaft

l=1.

1.11 Satz. FEs gilt

1" (a) = det(l)-a  fiira e VI,

2. Alternierende Differentialformen, lokale Theorie

2.1 Definition. Sei U C R"™ ein offener Teil. Eine alternierende Diffe-
rentialform vom Grade p ist eine Abbildung

w:U — APR".

3. Die duflere Ableitung

3.1 Bezeichnung. Mit
MP(U), U CR"™ offen,

wird die Menge aller alternierenden Differentialformen vom Grade p bezeichnet
und mit

Ar(U)

die Teilmenge aller differenzierbaren Formen.
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3.2 Definition. Das totale Differential einer C>° Funktion f:U — R ist

O qoy -t 2L g,

df = 5o .

3.3 Definition. Man definiert die Abbildung
d: AP(U) — APTH(U)
durch

d Z fil-uip dz;, N+ A dxl-p =

1<iy<---<ip<n

Z (dlezp) N dill‘l VANEIEIVAN dill‘ip.

1<iy1<---<ip<n

3.4 Hilfssatz. Fs gilt
dod=0

(genaver mifste man
dp—l o dp =0

schreiben).

4. Transformation (Riicktransport) von Differentialfor-
men

4.1 Satz. Se:
p:U—V, UCR" offen ,V C R™ offen,
eine differenzierbare Abbildung. Es gibt eine eindeutig bestimmite Abbildung,

welche jeder p-Form w auf 'V eine p-Form p*w auf U zuordnet, so dafS folgende
Rechenregeln erfillt sind

1) Sei f eine 0-Form, also eine Funktion, dann ist

o f = foep.
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2) Sei w eine p-Form und W' eine q-Form auf V. Dann gilt
¢ (wAw) =" (W) A" (W).
3) Sei w differenzierbar. Dann ist auch ¢*w differenzierbar und es gilt
d(¢") = ¢ (dw).
Wir erhalten also insbesondere Abbildungen

AP(V) — AP(U).

4.2 Satz. Der Riicktransport ist ,funktoriell®, d. h. sind

U-SV-5SW (UCR™, VCR™ W CRP offene Teile)
differenzierbare Abbildungen, so gilt
p ot = (o)’
(genauer
P (W) = (o) (w)
fiir eine p-Form w auf W ).

4.3 Satz. Sei V C R" offen und w = fdyy N --- N\ dy, eine alternierende

Differentialform vom Grade n. Ist U C R" eine weitere offene Menge und
@ : U —V eine differenzierbare Abbildung, so gilt

O (fdyr N+ A dyyp) = gday A+ A dxy,
mit

g9(x) = flp(z)) - det J (p; 2).

4.4 Definition. Fine n-Form w = fdxi A --- A\ dx,, auf einem offenen Teil
des R"™ heif$t integrierbar, falls f (im Lebesgueschen Sinne) integrierbar ist und

man definiert
w:= [ f(z)dz.
[+~

4.5 Bemerkung. Seien
o:U—V, UV CR" offen,

ein orientierungstreuer Diffeomorphismus und w eine integrierbare n-Form auf
V. Dann st auch p*w integrierbar und es gilt

/go*w:/w.
U 1%
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5. Differentialformen auf differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten

5.1 Definition. Fine alternierende Differentialform vom Grad p (p-Form)

W = (th)tpeA

auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit (X, A) ist eine Vorschrift, welche
jeder Karte ¢ : U, — Vo (U, C X offen, V,, CR™ offen) eine p-Form w, auf
Vi, zuordnet, so daf fiir je zwei Karten ¢, € A die Umsetzungsformel

Y (wy [ V(U NU,)) =wy | U NUy)  (y=1o@ ")
qiiltig ist.

5.2 Bemerkung. Sei X = (X, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1) Seien w, W' zwei alternierende Differentialformen desselben Grades p. Dann
werden durch

(WF W)y i=wp +w,, (Cw),:=Cw,) (CeR)

ebenfalls p-Formen w + W', Cw auf X definiert.

2) Seien w eine p-Form und w' eine q-Form Dann wird durch
(WAW)y = wy Awy,

eine (p + q)-Form w Aw' auf X definiert.

3) Sei w eine differenzierbare p-Form. Dann wird durch

(dw)y := d(wy)
eine (ebenfalls differenzierbare) p + 1-Form dw auf X definiert.
5.3 Bemerkung. Sei w eine alternierende Differentialform auf X = (X, A)
und U C X ein offener Teil von X. Wie versehen U mit der eingeschrdinkten
differenzierbaren Struktur Ay = A|U. Ist ¢ eine Karte aus A so bezeichen

wir die auf U eingeschrinkte Karte mit @o. (Der Definitionsbereich von ¢q ist
UNU,, der Wertevorrat o(U NU,). Durch die Vorschrift

(W) gy = (we)lp(U NU,)

wird eine Differentialform w|U auf (U, Ag) definiert.
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5.4 Bemerkung. Sei (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Apax
der zugehorige mazrimale Atlas. Zu jeder p-Form w auf (X, A) existiert eine

eindeutig bestimmte Ausdehnung @ auf (X, Amax), d.h. @ ist eine p-Form auf
(X, Amax) mit der Eigenschaft

Wy =wy,  fir ¢ € A
Insbesondere sind die natirlichen Restriktionen
MP(X,A) — MP(X, Anax), AP(X,A) — AP(X, Amax),

bijektiv.

5.5 Bemerkung. Sei (X, A) eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Topformen (alternierende Differentialformen vom Grad n)
und Volumenformen sind dasselbe. Insbesondere ist der Begriff der zuldssigen
Topform w sinnvoll, fiir solche ist das Integral

[

X

definiert.

5.6 Bemerkung. Sei f: X — R eine Funktion auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit (X, A). Ordnet man jeder Karte ¢ € A die Funktion

f¢:f030_1:V¢—>R

zu, so erhdlt man eine 0-Form (f,)pca. Diese Zuordnung definiert eine bi-
jektive Abbildung zwischen der Menge aller Funktionen und der Menge der
0-Formen.

6. Differenzierbare Abbildungen differenzierbarer Man-
nigfaltigkeiten

6.1 Definition. Fine stetige Abbildung f : X — Y zwischen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten X = (X, A), Y = (Y, B) heifst differenzierbar, falls die
Abbildung

pofory ™ ip(fTH(Vy)NUy) — V.
fiir je zwei Karten ¢ € A, v € B im fblichen Sinne der reelen Analysis
(unendlich oft stetig) differenzierbar ist.
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6.2 Bemerkung. FEine stetige Abbildung f : X — Y zwischen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten X = (X, A), Y = (Y, B) ist differenzierbar, falls es zu
jedem Punkt a € X Karten ¢ € A, ¥ € B mit der Figenschaft

acU,, fl(a)eUy,
gibt, sodafl ¢ o f o™t differenzierbar ist.

6.3 Bemerkung. FEine Abbildung
f:U—V, UcCR", VCR"™ beide offen,

ist genau dann differenzierbar im Sinne der reellen Analysis, falls sie eine
differenzierbare Abbildung zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
(U,{idv'}), (V,{idv'}) (tautologische Atlanten) ist.

6.4 Bemerkung. FEine Funktion f : X — R auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X = (X,A) ist genau dann eine differenzierbare Abbildung
zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (X, A) und (R, {idr}), falls
die zugeordnete 0-Form f, = f o @~ differenzierbar ist.

6.5 Bemerkung. Die identische Selbstabbildung einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit ist differenzierbar. Die Zusammensetzung go f zweier differenzier-
barer Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
X, Y, Z ist differenzierbar.

6.6 Definition. FEin Diffeomorphismus f : X — Y zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten ist eine bijektive Abbildung, sodafl sowohl f als auch
=t differenzierbar sind.

6.7 Bemerkung. Sei (X,.A) eine differenzierbare Abbildung. Die identische
Selbstabbildung von X definiert einen Diffeomorphismus

[ (X, A) — (X, Anax)

6.8 Bemerkung. Sei (X,.A) eine differenzierbare Abbildung und ¢ : U — V
eine Abbildung eines offenen Teils U C X in einen offenen Teil V. C R".
Folgende beiden Aussagen sind dquivalent

1) ¢ ist in Amax enthalten.

2) ¢ ist definiert einen Diffeomorphismus differenzierbarer Mannigfaltigkeiten

v (U, AU) — (V. {idv }).
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6.9 Satz. FEs gibt eine Vorschrift, welche jeder differenzierbaren Abbildung
[+ X — Y differenzierbarer Mannigfaltigkeiten X = (X, A), Y = (Y,B)
Abbildungen

freMP(Y) — MP(X)  (peZ)
zuordnet, welche folgende Figenschaften besitzt und durch diese eindeutig fest-
gelegt ist:

1) Sei f: U — V eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilen U C
R™, V. C R™, welche wir als differenzierbare Mannigfaltigkeiten (tautologische
Struktur) auffassen. In diesem Falle stimmt der Ricktransport mit dem bereits
definierten tiberein.

2) Seien f: X =Y und g: Y — Z differenzierbare Abbildungen differenzier-
barer Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

(gof)*=f*og" (Natiirlichkeit des Zuriickziehens)

3) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U C X eine offener Teil
von X wversehen mit der eingeschrinkten differenzierbaren Struktur. Bezeichnet
man mit i : U — X die natiirliche Inklusion (diese ist differenzierbar), so gilt

i"(w) =w|U firwe MP(X).

Dabei sei w|U die eingeschrinkte Differentialform im Sinne von 5.3.

4) Sei w = (wy)pca eine Differentialform auf der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X = (X, A) und ¢ : U, — V,, eine Karte aus A. Wir fassen ¢ als
Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (U, A|U),
(V, {idv}) auf. Es gilt

we = (971" (Wl|Us).

6.10 Satz. Sei f : X — Y ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus
orientierter differenzierbare Mannigfaltigkeiten und w eine zuldssige Topform
auf Y. Dann ist auch f*(w) zuldssig und es gilt

[rw=[e
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7. Der Satz von Stokes

7.1 Theorem (Satz von Stokes). Sei X ecine orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension n und U C X ein offener nicht leerer Teil mit
glattem Rand OU. Der Rand ist selbst eine orientierte differenzierbare Mannig-
faltigkeit (s. 1X.3.6). Wir nehmen an, dafS der Abschlufi von U (insbesondere
auch OU) kompakt ist. Sei w € A"~ 1(X) eine differenzierbare (n —1)-Form auf

X. Dann gilt
/dw = /w.

U oU

7.2 Theorem (Satz von Stokes, vearallgmeinerte Variante).

Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und
U C X ein offener nicht leerer Teil. Ser Y der glatte Teil des Randes.
SchliefSlich sei w eine differenzierbare (n — 1)-Form auf X .

Annahme. Die Menge
(UUY)N Trager(w)

1st kompakt.
Dann gilt der Satz von Stokes

[odo= [w

U Y



