Kapitel I. Integrationstheorie

1. Radonmafle

Wir wollen die Integrationstheorie auf lokal kompakten Rdumen mit abzéhlba-
rer Basis der Topologie entwickeln. Wenn wir von einem Raum X sprechen,
so denken wir dabei an einen toplogischen Huasdorffraum. Leser, welche mit
den Grundbegriffen der Topologie noch nicht vertraut sind, kénnen statt dessen
unter einem Raum einen metrischen Raum verstehen. Wir werden jedoch nicht
mit der Metrik d selbst arbeiten sondern lediglich mit den abgeleiteten Begriffen
wie ,,offene Menge*, ., Umgebung*, , kompakt“ u.s.w. Wer auch den Begriff des
topologischen Raumes nicht kennt, mag zur Not fiir X eine Teilmenge eines
R"™ nehmen. Allerdings sollte er X mit der ,relativen Toplogie* versehen: Eine
Teilmenge U von X heiffit demnach offen (genauer: ,offen in X*), wenn es eine
im iiblichen Sinne offene Teilmenge U des R™ mit der Eigenschaft

U=UNR"

gibt. Im selben Sinne ist der Begriffe der abgeschlossenen Teilmenge und der
Umgebungsbegriff zu vestehen:

1.1 Definition. Fin Raum X heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt.

Beispielsweise ist der R™ lokal kompakt, da die abgeschlossenen Kugeln kom-
pakt sind. Lokal kompakt sind auch offene Teile U von R™ und auch
abgeschlossene Teile des R™. Allgemeiner sind Durchschnitte X = U N A einer
offenen und einer abgeschlossenen Teilmenge lokal kompakt. Ein Beispiel eines
nicht lokal kompakten Raumes ist Q.

Unter dem Trager einer Funktion f : X — R versteht man den Abschluf3 der
Nichtnullstellenmenge von f:

Triger(f) :={z € X; f(z)#0}.

Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger ist

Ce(X) = {f : X — R; f hat kompakten Trager. }
Dies ist offenbar ein Vektorraum, d.h.

[,9€C(X), CER= f+yg, CfecC(X).
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2 Kapitel 1. Integrationstheorie

1.2 Definition. Der Raum X gestattet monotone Approximation der Eins,
wenn es eine monoton wachsende Folge f1 < fo < ... von nirgends negativen
stetigen Funktionen mit kompaktem Trdager gibt, welche punktweise gegen 1
konvergiert.

Wenn ein Raum monotone Approximation der Eins gestattet, so gilt auch:
1.3 Bemerkung. Wenn ein Raum X monotone Approzimation der Eins

gestattet, so existiert zu jedem Kompaktum K C X eine stetige Funktion mit
kompaktem Trdger f auf X, welche auf K identisch Eins ist.

Man kann erreichen, dass f nirgends negativ ist, denn man kann f(z) durch
max{ f(z),0} ersetzen. Wir setzen ab jetzt immer voraus, dass X lokal kompakt
ist und monotone Approximation der Eins gestattet.

1.4 Definition. Fin Radonmafl auf X ist eine Abbildung I : C.(X) — R mit
folgenden Eigenschaften:

1. Sie ist linear, d.-h. I(f +g) =I(f)+ I(g9) und I(Cf) = CI(f) (C € R).
2. Sie ist positiv, d.h. f > 0= I(f)=0.

Es gilgt dann allgemeiner fiir f,g € C.(X):

f<g=I(f) < I(g9),

wie man leicht sieht, indem man g — f betrachtet.

Wir kennen ein Beispiel fiir ein Radonmafl auf dem Raum X = R, namlich

1) = [ faye

Dies ist kein richtiges uneigentliches Integral, da f kompakten Tréger hat.
Allgemeiner kann man auf R™ das iterierte n-fache Integral betrachten, z.B. n =

Mﬁ:[:UiﬂmM4w

Man muss sich dabie iiberlegen, dass die Stetigkeit bei der ersten Integration
nicht verloren geht.

In Anlehnung an dieses Beispiel schreiben wir auch

anéﬂmm

fiir ein allgemeines Radonmaf.

Die Definition 1.4 ist sehr sparsam. Erstaunlicherweise folgt bereits automa-
tisch die Stabilitdt gegeniiber gleichméfBiger Konvergenz in folgendem Sinne:
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§2. Die Bairesche Klasse 3

1.5 Hilfssatz. Sei (f,) ein Folge aus C.(X), welche gleichmdf$ig gegen f Sbg
konvergiert. Es existiere ein Kompaktum K C X, so dass alle f,, auflerhalb K
verschwinden. Dann ist auch f stetig mit kompaktem Trdger und es gilt

I(fa) — I(f)  (n—>00).

Die Stetigkeit von f folgt aus dem bekannten Stabilitdtssatz. Der Tréger von
f ist abgeschlossen und in K enthalten und somit selbst kompakt. Zum Beweis
der Limesformel betrachten wir nun eine nirgends negative Funktion g € C.(X),
welche auf K identisch Eins ist (1.3). Es gilt offenbar

—[[fn = fllg(x) < fule) = f2) <|[|fa = fllg(@).

Hierbei bezeichne || - || die Maximumnorm. Aus der Linearitdt und Positivitét
von I folgt

Da I(g) von n gar nicht abhéngt, folgt die Behauptung.

2. Die Bairesche Klasse

Wir wollen das ,,Integral“ I auf eine gréflere Klasse von Funktionen ausdehnen.
Dies geschieht in dem sogenannten Daniell-Lebesgue-Prozess. Dieser besteht
aus zwei Teilen. Der erste Teil fithrt zur Baireschen Klasse.

Es hat sich im Zusammenhang mit der Integrationstheorie als niitzliche
erwiesen, die reelle Gerade durch zwei Elemente oo und —oo zu erweitern:

R := R U {00} U {—o0}.

Dabei sind oo und —oo zwei Symbole, deren Bezeichnung erst durch die Rechen-
regeln gerechtfertigt werden, denen wir sie per definitionem unterwerfen. ,,Sym-
bol“ heif3t hierbei lediglich, dass es sich um Elemente handelt, die nicht schon
in R enthalten sind. Wir definieren nun auf R eine Anordung <, indem wir
zu der schon vorhandenen Anordnung der reellen Zahlen noch zwei Regeln
hinzufiigen, ndmlich

—o0<a und a<oo firalle a€R.
Die Menge R hat also ein gréBtes und ein kleinstes Element. Man nennt R

auch die abgeschlossenen Zahlgerade. Der Vorteil dieser Erweiterung zeigt sich
in:



4 Kapitel 1. Integrationstheorie

Jede micht leere Teilmenge M C R hat eine kleinste obere Schranke Sup(M)
und eine griofite untere Schranke Inf(M).

Der Beweis ist einfach und kann iibergangen werden. Ist M schon in R en-
thalten und nach oben beschrinkt, so ist sup(M) das gewohnliche Supremum
sup(M). Ist jedoch M nicht nach oben beschréinkt, so existiert sup(M) nicht
aber es ist Sup(M) = oo.

Bis zu einem Umfang ist es auch moglich, die algebraischen Rechenregeln
auf R auszudehnen. Man definiert alle Ausdriicke a + b und ab mit Ausnahme
von 0o + (—00), (—00) + 00, 000, 00 -0, 0+ (—c0), (—o0) - 0. Die Definitionen
sind

at+oo=00+a=00 (a#—00)
a+(=00) = (—00) +a=—00 (a+ o)

a-co=o00-a fir a>0

Im folgenden verwenden wir folgende Schreibweise: Sei (f,) eine Folge von
Funktionen f,, : X — R und f eine weitere solche Funktion. Die Formel

fn1f (n—o0)

bedeute zweierlei:

a) fi<fo<fs...
b) f(z) = Sup{f.(x); n € N}.

2.1 Definition. Fine Funktion f : X — R heifit Bairesch, falls es eine
Folge (fy) stetiger Funktionen mit kompaktem Trager gibt, so dass f, T f.

Natiirlich sind die stetigen Funktionen mit kompaktem Trager f : X — R
(aufgefaft als Funtionen nach R) selbst Bairesch, da man f, f, f,... betrachten
kann. Ebenfalls Bairesch ist die Funktion konstant 1, denn das bedeutet ger-
ade, dass die Eins monoton approximierbar ist. Die Funktion konstant 1 hat
natiirlich nur dann kompakten Tréiger, wenn X selbst kompakt ist, was i.a.
nicht der Fall ist (z.B. X = R"). Es ist wichtig, dass in der Baireschen Klasse
auch viele unstetige Funktionen enthalten sein konnen. Beispielsweise werden
wir spérer noch zeigen:

Die charakterstische Funktion einer beliebigen offenen Teilmenge des R"™ liegt
in BT(R"™).

Einfache Eigenschaften der Baireschen Klasse sind:

2.2 Bemerkung. Secien f,g Bairsche Funktionen und C > 0 eine positive
reelle Zahl. Dann sind auch f + g und C'f Bairesch und es gilt

| @ +a@yie = [ @t [ gwin, [ ©tanas=c [ fa.
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§3. Das duflere Integral 5

Wir weisen darauf hin, dass Bairesche Funktion zwar den Wert co aber nicht
—oo annehmen kénnen, f(x) + g(x) is also immer defniert. Der Beweis von
2.2 ist banal, denn beispielsweise gilt trivialerweise C'f, T Cf, wenn f,, T f,
sofern C' positiv ist. Wenn C' negative ist, so ist dies falsch, denn aus ,,monoton
wachsend* wird dann ,,monoton fallend“. In diesem Zusammnehang ist es sehr
hilfreich, sich folgendes klarzumachen: Sie y die charakeristische Funktion des
offenen Einheitsintervalls in R. Dann ist y € BT (R) aber —x ¢ BT(R).

Eine wichtige Eigenschaft der Baireschen Klasse ist, dass sie stabil gegen-
iiber monotoner Approximation ist:

2.3 Satz. Sei (f,) eine monoton wachsende Folge Bairescher Funktionen.
Dann ist auch

f(x) := Sup{fn(z); n € N}

Bairesch und es gilt
/ f(z)dz = Sup {/ fn(x)dx; n € N} .
X X

Beweis. Wir erinnern zunéchst an eine Bezeichnung. Fiir zwei Funktionen
f,g: X — R definiert man f A g durch f A g(z) = min(f(x),g(x)) und f Vg
durch fV g(z) = max(f(z),g(x)). Offenbar gilt

[9€C(X) = fAg, fVgel(X).

Fiir den Beweis von 2.3 betrachten wir nun fiir jedes feste k eine monotone
Approximation durch stetige Funktionen mit kompaktem Trager,

foe T fr fiir n — oo.

Man bilde dann die Funktionen

ge:= N fu (gr(2) = max{fu(2); p+v<k+1}).
ptrv<k+1

Offenbar sind dies stetige Funktionen mit kompaktem Tra” ger, und es gilt g; <
g2 < .... Daher existiert eine Bairesche Funktion g mit k; T g. Wir behaupten
g = f. Die Ungleichung g < f ist klar, da f alle auftretenden Funktionen
dominiert. Auflerdem gilt Das zu jedem (i,k) ein r mit g, > fix gibt, folgt
g > fi fiir jedes k. Es folgt g > f. Damit ist g = f gezeigt. Nach Definition des
Baireschen Integrals gilt nun I(g,.) T I(f). Aus der offensichtlichen Ungleichung
gr < fr < F folgt nun I(f.) T I(f)- O
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6 Kapitel 1. Integrationstheorie

3. Das duflere Integral

Wir wissen, dass es eine Folge (f,,) stetiger Funktionen mit kompaktem Tréger
gibt, so dass f,, T 1 gilt. Es folgt nf, T oco. Es gilt also:

Die Funktion konstant unendlich ist Bairesch.

Insbesondere existiert zu jeder belibiegen Funktion f : X — R eine Bairesche
Funktion g mit g > f. Daher ist das sogenannte &uflere Integral

I(f):==Inf{I(g9); g>f, g€ BT (X)}

wohldefiniert. Man darf von diesem &ufleren Integral nicht zu viele gute Eigen-
schaften erwarten, da man nicht erwarten kann, dass es eine verniinftige Inte-
grationstheorie gibt, welche alle Funktionen umfafit. Dennoch kann man ein
paar bescheidene Eigenschaften sammeln. Trivial ist beispielsweise:

3.1 Bemerkung. Ist C > 0 eine positive reelle Zahl, so gilt [(Cf) = CI(f). AIl

Genauso klar ist:

3.2 Bemerkung. Fiir beliebige Funktionen f, g gilt alm

9= f=1(9) = I(f).

Ebenfalls trivial ist, dass fiir Bairesche Funktionen f schon I(f) = I(f) gilt.
Nicht so ganz auf der hand liegt aber:

3.3 Hilfssatz. Fiir Bairesche Funktionen f gilt Bfm

I(f) =I(f) = =I(=f)-

Man sollte beachten, daf hier eine Verniinftigkeitssaussage fiir die Funktion — f
gemacht wird, welche ja in der Regel nicht Bairesch ist.

Beweis von 3.3. Wir miissen nur die zweite Gleichung beweisen. Wir beweisen
zunéichst —I(f) > —I(f). Dazu wihlen wir eine Folge (f,,) stetiger Funktionen
mit kompaktem Trager mit f, T f. Es gilt dann —f, > —f und folgedessen
—I(fn) > I(f). Da sies fiir alle n gilt folgt —I(f) > I(f).

Es bleibt nun die umgekehrte Ungleichung I(—f) > —I(f) zu beweisen.
Sie ist gleichbededeutend mit I(g) > —I(f) fiir alle Baireschen Funktionen
g > —f. Die Behauptung folgt nun aus der Additivitat I(f + g) = I(f) + I(g)
des Baireschen Integrals. O
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Der grofie Nachteil des #uBeren Integrals ist es, dass I(—f) = —I(f) allge-
meine nicht richtig ist. Gegenbeispiele sind allerdings schwierig zu bekommen.
Wir verzichten hier darauf, eines anzugeben. Um den Miflstand anugehen,
defniert man erst einmal das sogenannte Unterintegral

I(f) = —I(-f).

Der Name ,,Ober” und ,,Unter” findet eine gewisse Rechtfertigung in

3.4 Hilfssatz. FEs gilt stets B
I(f) <I(f).

Beweis. Es kann sein, dass I(f) + I(—f) nicht definiert ist, weil I(f) = oo und
I(—f) = —oo ist oder umgekehrt. In beiden Féllen ist der Hilfssatz richtig.
Daher koénnen wir annehmen, dass die Summe definiert ist. Die Behauptung
lautet dann I(f) + I(—f) > 0. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit I(g) +
I(h) > 0 fiir alle Baireschen Funktionen g > f und h > —f. Wegen g+ h > 0
folgt die behauptete Ungleichung nunmehr aus der Additivitéit des Baireschen
Integrals. O

Die Additivitit I(f+g) = I(f)+1(g) kan man allgemien natiirlich nicht er-
warten. Eine sehr schwacher, nicht besonders schoner, aber dennoch niitzlicher
Abklatsch kann jedoch bewiesen werden:

3.5 Hilfssatz. FEs seien -
f,9h : X — R

drei Funktionen mit der Figenschaft

f(x) +g(z) = h(z)

fiir alle x € X fiir welche die Summe f(x) + g(x) wohldefiniert ist. Wenn also
{f(z),9(x)} = {00, -0} gilt, wird nichts gefordert. Es ist dann gleichgiiltig,
was h(x) fir einen Wert annimmt.)
Dann gilt B - B

I(f)+1(g) = I(h), L(f)+ L(g) < I(h)
falls die Summe auf der linken Seite definiert ist. Fiir das Unterintegral gilt
eine entsprechende Ungleichung in der anderen Richtung.
(Im Spezialfall g = — f, h = 0 ist dies nichts anderes als Hilfssatz 3.4.)

Beweis von 3.5. Da die zweite Ungleichung aus der ersten folgt, beschréinken
wir uns auf diese. Man muf} zeigen, daf} fiir alle halbstetigen Funktionen

fg eBt mit ff>f g">g
gilt B
I(h).

>
> h (auch in den Stellen, in denen

I(f*)+I(g")
Dies ist aber trivial, denn es gilt f* + g*
f(z) + g(x) nicht definiert ist!).
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8 Kapitel 1. Integrationstheorie

4. Das Lebesguesche Integral

Der entscheidende Nachteil des #ufleren Integrals besteht darin, dass I(—f) =
—I(f) nicht gilt, anders ausgedriickt, dass I(f) und I(f) im allgemeinen
voneinander verschieden sind. Diese Schwierigkeit entledigt man sich durch
eine Definition:

4.1 Definition. FEine Funktion f : X — R heifit integriebar im Sinne von
Lebesgue, falls Oberintegral und Unterintegral tibereinstimmen und endlich
sind.

Bairesche Funktionen mit endlichem Integral haben diese Eigenschaft (3.3).
Daher entsteht kein Konflikt, wenn wir fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen
die Bezeichnung

/X f(@)dz = I(f) = I(f) = L(f)

verwenden. Da der Intergierbarkeitsbegriff, den wir hier verwenden, sagen wir
folgenden immer kurz ,integrierbar“ anstelle ,,LLebesgue-intergrierbar’.

integrierbare Funktionen kénnen die Werte +oco annehmen. Wir werden
sehen, dass diese Stellen keine grofle Rolle spielen. Man betrachtet deshalb
manchmal nur solche integrierbaren Funktionen, welche nur endliche Werte
annehmen und bezeichnet diese mit

LNX) = {f : X — R; f Lebesgue integrierbar }
(Der ober Index 1 findet spéter eine Erkldrung).

4.2 Satz. Die Menge L1 (X) bildet einen Vektorraum und das Integral ist ein
positives lineares Funktional in folgendem Sinne:

figell= f+ge Lt und Cfe Ll firCc eR

und

| @ +g@yis = [ o+ [ gads [ c@ar=c [ jwn

Auflerdem gilt:
f202>/ f(x)dx > 0.
X
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§4. Das Lebesguesche Integral 9

Beweis. Die Formel I(C'f) = CI(f) gilt fiir positive C' sogar fiir das Ober-
integral (3.1) und nach Defnition der Lebesgue-Integrierbarkeit fiir C' = —1.
Sie gilt daher allgemein. Die Additivit2at folgt unmittelbar aus 3.5 und die
Positivitét gilt ebenfalls fiir das duflere Integral (3.2). O
Die Additivitédt gilt sogar etwas allgemeiner:

Seien f,g,h : X — R drei Funktionen, f,g seien integrierbar und es gelte
h(z) = f(x) + g(x) fir all diejenigen x, fir welche die Summe definiert ist.
Dann ist auch h integrierbar und es gilt I(h) = I(f) + 1(g).

Wenn wir spéter iiber Nullmengen Bescheid wissen, werden wir sehen, dass
diese scheinbar allgemeinere Variante bereits aus der in 4.2 formulierten Vari-
ante folgt.

Wir geben noch eine etwas direktere Formulierung der Lebesgue-Integrier-
barkeit an. Sei f : X — R eine Funktion, so dass I(f) und I(f) wenigstens
einmal endlich sind. Die Lebesgue-Integrierbarkeit bedeutet, dafl fiir jedes
e > 0 gilt:

I(f) = L(f) <e oder I(f)+I(-f)<e.

Diese Ungleichung wiederum bedeutet, dass es Bairsche Funktionen g, h mit
den Eigenschaften

g>f, h>—f I(f+g) <e

gibt. Hiervon gilt offenbar auch die Umkehrung, also:

4.3 Bemerkung. FEine Funktion f : X — R ist genau dann intergierbar,
wenn es zu jedem € > 0 Bairsche Funktionen g, h mit den Eigenschaften

gibt.

Aus dieser Charakterisierung folgt:

4.4 Bemerkung. Wenn eine Funktion f integrierbar ist, so ist auch |f]
integrierbar. Mit zwei integrierbaren Funktionen f,g sind auch f Ag und fV g
integrierbar.

Beweis. Zunichst erinnern wir daran, dass der Raum der stetigen Funktionen
mit kompaktem Triager beziiglich f A g und fV g angeschlossen ist. Aus f,, T f

und g, T g folgt f, Ag, T fAgund f, Vg, T fVg. Daher gilt
f.ge BN (X)= fNg, fVgeB(X).

Wir beginnen nun den Beweis von 4.4 mit f A g. Sei ¢ > 0. Wir wéihlen
geméfl 4.3 Bairesche Funktionen f1, fa, g1, g2 mit

h>f, fo>—f, Ifi+f)<e

9
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und entsprechend fiir g. Die Funktionen f; A g1 und fs V g2 sind Bairesch. Es

gilt

fingi>fNg, faVg>(=f)V(—g)=—(fNg).

Wir behaupten nun

We

fing+faVag < fi+ fot+g1+ 9o

nn wir dies gezeigt haben, sind wir wegen 4.3 fertig, denn dann gilt

I(fingi+ f2Vg2) <I(f1+ f2) + 1(g1 + g2) < 2.

Die Behauptung folgt aus folgender Umgleichung fiir vier Zahlen a, b, ¢, d:

a+c>0, b+d>0= min(a,b) + max(c,d) < a+b+c+d.

Dies zeigt man leicht mit Fallunterscheidung:

a)

b)

c)

d)

4.5

a > b, ¢ > d. Die linke Seite der Ungleichung ist dann b + ¢ und die
behauptete Ungleichung lautet a + d > 0. Sie folgt aus a > b und der
Voraussetzung b + d > 0.

a < b, ¢ > d. Die linke Seite der Ungleichung ist dann a + ¢ und die
behauptete Ungleichung lautet b + d > 0. Sie gilt nach Voraussetzung.

a > b, ¢ < d. Die behauptete Ungleichung lautet dan a 4+ ¢ > 0. Sie gilt
nach Voraussetzung.

a < b, ¢ < d. Die behauptete Ungleichung lautet dan b + ¢ > 0. Sie folgt
aus b > a und der Voraussetzung a + ¢ > 0. damit ist bewiesen, dass f A g
intergierbar ist. Dies folgt dann auch fiir fVg wegen fVg = —((—f)A(—g)).
Als letztes behandeln wir | f|. Die Funktionen f und f A0 sind intergrierbar.

Die Formel
1
[fl (z) = 5(f(z) = (f A 0)(2))

gilt immer dann, wenn f(x) von —oo verschieden ist. Da wir dies nicht
ausschliefen konnen, reicht die Additivitit in 4.2 nicht aus, um die In-
tergierbarkeit von |f| zu beweisen. Mann muss noch einmal 3.5 bemiihen
(s. auch die Anmarkung nach dem Beweis von 4.2). Nun ist 4.4 vollstandig
bewiesen. 0

Die Charaktersierung 4.3 impliziert noch eine andere Charaktersierung der
Lebesgue-Integral, die man auch zum Aufbau hétte nehmen kénnen:

Satz. Fine Funktion f : X — R ist dann un nur dann intergrierbar,

wenn _es zu jedem € > 0 eine stetige Funktion g mit kompaktem Trager gibt, so
dass I(|f — g|) < e gilt.

10
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85. Die Grenzwertséitze 11
Dass diese Bedingung notwendig ist, folgt aus dem Aufbau des Lebesgue-
Integrals unmittelbar. Wir zeigen, dass sie auch hinreichend ist. nach Vo-
raussetzung existiert zu jedem € > 0 eine stetige Funktion mit kompaktem
Trager g und eine Bairesche Funktion h mit

|f =gl <h, I(h)<e.

Man kann nun 4.3 mit h + g anstelle von f und h — g anstelle von h anwenden.
O

5. Die Grenzwertsitze

Die eigentliche Stérke des Lebesgue-Integrals sind starke Stabilitdtssédtze bei
Grenziibergang. Es gibt hier zwei wichtige Sétze, den Satz von Beppo-Levi
und den Lebesgueschen Grenzwertsatz.

5.1 Theorem (Beppo Levi). Gegeben sei eine monoton wachsende Folge

fi<fo<fz<---

von integrierbaren Funktionen aus £LY(X). Die Folge der Integrale

/X Fo(@)da

set beschrankt. Die durch

f(z) = Sup{fn(z); n € N}

definierte Funktion f: X — R ist integrierbar und es gilt

/Xf(x)dx: lim an(x)dx.

n—oo

Beweis Wir betrachten fiir n € N die Funktionen

hn:fn_fn—lzo (fO = O)

Es gilt
> hi = fo
k=1

11
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12 Kapitel 1. Integrationstheorie

Da jede monotone und beschréankte Folge konvergiert, existieren die Grenzwerte

o

R I(hy) = lim I(f,) €R.

n—oo

1

(f) zeigen. Wegen I(f) < I(f) geniigt es I(f) <

I~

Wir miissen R = I(f) =
R < I(f) zu zeigen:

1) Es gilt R < I(f):
Dies folgt aus der Monotonie des dufleren Integrals, I(f,) < I(f).
2) Es gilt I(f) < R:

Es geniigt, die Ungleichung I(f) < R + ¢ fiir jedes positive € > 0 zu beweisen.
Wir wéhlen fiir jedes k eine Bairesche Funktion hy mit den Eigenschaften

3

he > he,  I(hy) < I(hi) + ok

Wir definieren f durch
f(x) = Sup{z hi; n € N}
k=1

Aus der Monotonie des dufleren Integrals und der Stabilitdt des Baireschen
Integrals gegeniiber monotoner Konvergenz folgt

I(f) I =D 1) SR+ - =R+e.
k=1 k=1

Der Satz von Beppo Levi ist damit bewiesen. O

Bemerkenswert an dem Satz von Beppo Levi ist, dass keine Annahme iiber
die Konvergenz von (f,) gemacht wird. Lediglich die Folge der Integrale muss
konvergieren!

5.2 Theorem (Lebesguescher Grenzwertsatz). Gegeben sei eine Folge LGw
(fn) wvon integrierbaren Funktionen f, : X — R, die punktweise gegen eine
Funktion f : X — R konvergiert.

Es existiere eine Funktion h : X — R mit den Eigenschaften

a) ’fn‘fh fﬁrn:1,2,3’...
b)  I(h) < .

Dann ist auch f integrierbar und es gilt

/f(.fl?)d.%’: lim fn(x)dx.
b'e

n—oo X

12



§6. Nullmengen 13

Beweis: Aus den Ungleichungen |fx| < h folgt +f < |f| < h. Daher sind
das duflere und innere Integral von f endlich. Wir wollen den Lebesgue’schen
Grenzwertsatz auf den Satz von Beppo Levi zuriickfithren und bilden hierzu

g (z) =Inf{fi(2); k>n},
gn () = Sup {fe(x); k= mn}.

Dann gilt offenbar

IN

9, =9, =9
91292203 > .
Aus f = lim,,_, o f, folgert man leicht

g 1f anllf

Als néachstes wird gezeigt, dal die 9, und @i integrierbare Funktionen sind.
Dazu wird der Satz von Beppo Levi ausgenutzt Bildet man namlich

an:fn/\fn-i-l/\”'/\fn-i-j

und
Gn] = fnvfn—i—l \/"'\/fn—i—j;

so sind G,,; und Gy; integrierbar (4.4) und es gelten die Ungleichungen

Ferner gilt offensichtlich fiir festes n
Gnj L gn (j— 0)

und B
Daher sind nach dem Satz von Beppo Levi g, und g, integrierbar.

Ferner gelten die Ungleichungen

—hﬁgnﬁfnﬁgnﬁf%

also
—I(h) = I(=h) < I(g ) < I(fn) < I(gn) < I(h).

Da gn und g ~monoton gegen f konvergieren, ist f integrierbar und es folgt

lim I(g )= hm I(fy) = lim I(g,) = I(f).

n—oo =n n—oo

Damit ist der Lebesguesche Grenzwertsatz bewiesen.

13



14 Kapitel 1. Integrationstheorie

6. Nullmengen

6.1 Definition. B
a) Fine Funktion f: X — R heifit Nullfunktion, wenn

I(lf)=0

gilt.

b) Eine Teilmenge A C X heifit Nullmenge, wenn die charakteristische Funk-

tion x A
|1 firzeA
XA(‘”)—{O fir x ¢ A

eine Nullfunktion ist.
Die Ungleichung [~ < [ zeigt, daB jede Nullfunktion in der Tat integrierbar
ist. Auflerdem ist mit f auch h eine Nullfunktion, wenn |h| < |f| gilt.
6.2 Satz. Fine Funktion f : X — R ist dann und nur dann Nullfunktion,
wenn die Menge {x € X; f(x)# 0} eine Nullmenge ist.

Beweis. Sei f eine Nullfunktion. Man wende den Satz von Beppo Levi auf die
Folge

_ [vlf@)], falls f(z) # oo
u(z) = {y, falls f(xz) = o0

an und erhalt

_ : _ J oo fir f(x) #0,
/X h(z)de =0 wobei h(zx)= {0 fiir f(z) = 0.

Aus der Ungleichung
xXa<hmit A={zrec X, f(x)#0}

folgt dann, dafl A eine Nullmenge ist.

Umkehrung. Sei A = {x € X; f(x) # 0} eine Nullmenge. Der erste Teil dieses
Beweises zeigt dann, dal h eine Nullfunktion ist und wegen |f| < h ist dann
auch f eine Nullfunktion. O

6.3 Bemerkung. Wenn eine Funktion f integrierbar ist, dann ist die Menge
der Unendlichkeitsstellen

{r € X; f(x) =00 oder = —o0}
eine Nullmenge.
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6. Nullmengen 15
§ g

Beweis. Es sei A die Menge der Unendlichkeitsstellen von f und y 4 die charak-
teristische Funktion. Offenbar gilt

xa(z) = f(z) + (= f(x)),
wann immer diese Summe definiert ist. Nicht definiert sind die Ausdriicke
00 + (—00).
Nach 3.5 gilt daher

I(xa) <I(f)+I(—f)=0. O

6.4 Satz. Sei f eine integrierbare Funktion und g eine Funktion, welche nur
auf einer Nullmenge von f verschieden ist. Dann ist auch g integrierbar und
die Integrale von f und g stimmen tiberein.

6.5 Folgerung. Man darf eine integrierbare Funktion in ihren Unendlich-
keitsstellen beliebig abindern—etwa zu 0, ohne ihre Integrierbarkeit zu verlieren
und den Wert des Integrals zu verdndern.

Damit haben die Unendlichkeitsstellen ihre Bedeutung verloren!

Beweis von 6.4. Man kann eine Nullfunktion h definieren, so dass g(z) =
f(x) + h(z) immer dann gilt, wenn die Summe auf der rechten Seite definiert
ist. (Problematisch sind die Fille {g(z), f(x)} = {00, —00}. An diesen Stellen
setzt man einfach h(x) = —f(x).) Da nun f,h intergierbar sind, ist auch g
integrierbar und es gilt I(g) = I(f) + 0. Hierbei muss man 3.5anwenden. Die
Additivitdt in 4.2 geniigt nicht, da wir in 6.4 Unendlichkeitsstellen zulassen
wollen.

Die Unendlichkeitsstellen haben nun ihren Schrecken verloren. Man kann
eine intergierbare Funktion f immer so modifizieren, dass sie nur enliche Werte

annimmt und somit in £! liegt. Man ersetzt sie beispielsweise durch f (x) =
f(x), falls f(z) endlich ist und f(z) = 0 andernfalls.

6.6 Bemerkung. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. Sei
Ay, As, ... eine Folge von Nullmengen. Dann ist auch die Vereinigung A; U
Ay U... eine Nullmenge.

Der erste Teil ist klar. Der zweite Teil folgt aus dem Satz von Beppo Levi
angewendet auf die Folge
XA XA A XAz, XA A XAy A XAsy -
Thr Supremum ist die charakteristische Funktion von A. Alle auftretenden
Terme sind Nullfonktionen wegen
XA U UA, < XA, T+ XA,

Beim Satz von Beppo Levi haben wir nur Folgen von Funktionen genommen,
welche endliche Werte annehmen. Dies kann man nachtréglich aufheben, denn
man kann nun jede der Funktionen auf einer Nullmenge abédnderen und &ndert
wegen 6.6 dann insgesamt nur auf einer Nullmenge ab.

Nullmenge zu sein ist nur eine lokale Eigenschaft:
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16 Kapitel 1. Integrationstheorie

6.7 Bemerkung. Fiir eine Teilmenge A C X sind folgende drei Figen-
schaften gleichbedeutend:

a) A is eine Nullmenge.

a) Zu jedem Punkt a € X existiert eine offene Umgebung U, so dass ANU
ewne Nullmenge ist.

c) Fir jedes Kompaktum K ist AN K eine Nullmenge.

Beweis. ,,a)=-b)“ ist trivial. ,b)= c)“ folgt leicht aus der lokalen Kompaktheit
von X durch ein Uberdeckungsargument. Um »C)= a)“ zu beweisen, betrachtet
man eine monotone Approxiemrende der Eins f,, T 1 durch stetige Funktionen
mit kompaktem Trager und wendet auf x4 - f,, den Satz von Beppe Levi an.

7. Mef3barkeit

In diesem Abschnitt machen wir eine etwas stiarkere Annahme an den Rum X:

7.1 Annahme. Der Raum X sei lokal kompakt und die charakteristische
Funktion jeder offene Teilmenge von X liegt in der Baireschen Klasse BT (X).

Urspriinglich hatten wir nur angenommen, dass die Finktion ,konstant Eins®
Bairesch ist. Die verschéirfte Annahme ist in allen in der Analysis auftretenden
verniinftigen Situationen erfiillt. Wir werden sie spéter fiir Mannigfaltikeiten
beweisen, worunter auf R fallt.

Ein Folgerung aus der Annahme ist:

7.2 Bemerkung. Ist U eine offenen Teilmenge, deren Abschluss kompakt
1st, so st thre charakteristische Funktion integrierbar. Die charakteristische
Funktion einer beliebigen kompakten Menge ist integrierbar.

Beweis. Sei U eine offenen Teilmenge mit kompaktem Abschluss K. Wir
wéhlen eine stetige Funktion 0 < f < 1 mit kompaktem Triager, welche auf
K eins ist. Dann gilt xy < f. Somit ist xy eine Bairesche Funktion mit
endlichem Integral und somit integrierbar. Um den zweiten Teil zu beweisen,
betrachten wir eine monotone Approximation f, T xx_x des Komplements
einer kompakten Menge K. Es gilt dann (f,, — 1) T —xx. Wir betrachten nun
ncoh eine feste stetige Funktion mit kompaktem Triager 0 < g < 1, welche 1 auf
K ist. Dann gilt offenbar (—¢g) V (1 — f,,) T (—g) A (—xx) = —Xxk. Dies zeigt,
dass —x i Bairesch ist. Nun folgt leicht, dass x x integrierbar ist. O

Dass eine Funktion f nicht integrierbar ist, kann zweierlei Griinde haben.
Sie ist nicht beschréinkt genug oder sie ist zu unstetig. Die erste Einschriankung
kann man begrifflich gut erfassen, indem man die Funktion abschneidet. Man
schneidet f nach oben ab, indem man eine stetige Funktion mit kompaktem
Trager g nimmt und f A g betrachtet. Es gilt ja f A g < g. Entsprechend
schneidet man f nach unten ab, indem man f V g betrachtet.

16

N1E

AB

Kui



§7. Mef3barkeit 17
7.3 Definition. FEine Funktion f: X — R heifst messbar, wenn f ANgV h
fuir jedes Paar stetiger Funktionen mit kompaktem Trdger mefibar ist.

Jede messbare Funktion f ist punktweiser Limes einer Folge ( f,,) integrierbarer
Funktionen mit |f,|f, < |f]. Dazu betrachtet man eine monotone Apprixima-
tion der Eins g,, T 1 durch stetige Funktionen mit kompaktem Tréger und bildet
fno=f N(ngn)V (—ng,). Aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt:

7.4 Bemerkung. Jede integrierbare Funktion ist messbar.

Mit demselben Argument zweigt man:

7.5 Bemerkung. Sei f: X — R eine messbare Funktion. Es existiere eine
integrierbare Funktion h mit der Eigenschaft

|f(x)| < |h(z)| fir alle x.

Dann ist auch f integrierbar.

Die messbaren Funktionen haben alle wiinschenswerten Stabilitdtseigenschaf-
ten.

7.6 Satz (Stabilitit der Messbarkeit).

1) Stetige Funktionen f: X — R sind messbar.

2) Summe und Produkt von messbaren Funktionen sind mefsbar.

3) Seien f,g messbare Funktionen. Dann sind auch fAg, fVg und|f| mefSbar.
4) Sei f, eine punktweise konvergente Folge mefbarer Funktionen. Dann ist

auch thr Grenzwert mejf$bar.

5) Man darf eine meflbare Funktion auf einer Nullmenge abindern, ohne ihre
Mefibarkeit zu verlieren.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl das Produkt mefibarer Funktionen mefibar
ist, da alle anderen Stabilitéitseigenschaften leicht aus entsprechenden Eigen-
schaften integrierbarer Funktionen folgen. Es geniigt natiirlich zu zeigen, dass
das Produkt zweier intergrierbarer Funktionen integrierbar ist und man kann
sogar annehmen, dass die beiden intergierbaren Funktionen beschrinkt sind.
Nutzt man die Beziehung 2fg = (f + g)* — f2 — g* aus, so sieht man, dass es
geniigt zu zeigen, dass das Quadrat einer beschriankten integrierbaren Funktion
f messbar ist. Wir zeigen sogar mehr und zeigen, dass f? integrierbar ist. Dazu
benutzen wie die Charakterisierung 4.5. Wir wéhlen als zu vorgegebenem ¢ > 0
eine stetige Funktion mit kompaktem Tréager mit der Eigenschaft |f — g| < e.
Die Funktion f ist beschridnkt durch eine positive Konstante C'. Wir kénnen
sicherlich erreichen, dass |g| ebenfalls durch C' beschriankt ist. Es folgt dann
If2—392| = |f—g|-|f+g] <2Ce. Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

In 7.6 sind alle die wesentlichen Konstruktionsprinzipien fiir Funktionen
aufgefithrt. Mit diesen Konstruktionen verlafit man den Bereich der messbaren
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18 Kapitel 1. Integrationstheorie

Funktionen nie. in gewissem Sinne sind also alle in der Analysis auftretenden
Funktionen messbar. Bemerkung 7.5 riickt die Eigenschaft ,,integrierbar* somit
in ein besonders Licht.

Integrierbarkeit ist Beschrdanktheitsaussage und weniger eine Aussage tiiber nicht
zu starke Unstetigkeit.

Endliche Messbarkeit

7.7 Definition. FEine Teilmenge A C X heifit mef8bar, wenn ihre charak-
teristische Funktion eine messbare Funktion ist und endlich messbar, wenn
sie sogar integrierbar ist. Das Volumen v(A) einer endlich messbaren Menge
st das Integral ihrer charakteristischen Funktion.

Aus unseren Untersuchungen folgt unmittelbar:

7.8 Bemerkung.

1) Nullmengen sind endlich messbar und haben das Volumen 0.

2) Kompakte Mengen sind endlich messbar.

3) Offene Mengen mit kompaktem Abschluss sind endlich messbar.
4) Abgeschlossene Mengen sind messbar.

5) Offene Mengen sind messbar.

Wir fithren noch eine Bezeichnung ein. Sei f eine Funktion, welche auf einer
Teilmenge von X definiert sei. Diese Teilmenge enthalte A C X. Wir sagen
dann, f sei lings A intergrierbar, wenn die Funktion

2oon . ) flz) firxe A,
f(””")'_{o firze X — A

integrierbar ist. Suggestiv, wenn auch nicht ganz sauber ist die Bezeichnung
xa(@)f(z)xa(z) == f(@).

Wir schreiben dann auch
[ f@yds = [ xa@) s
A X

Folgendes Kriterium fiir die Messbarkeit ist fiir weite Teile der Analysis ausre-
ichend:

7.9 Bemerkung. Sei f : U — R eine stetige Funkion auf einer offenen
Teilmenge U C X. Dann ist xy f messbar.

Folgerung. Ist iberdies der Abschluf$ von U kompakt und f beschrinkt, so ist
f integrierbar lings U.
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88. Der Satz von Fubini 19

Beweis. Die Mefibarkeit von yy f braucht man nur fiir unter der Annahme
f > 0 zu beweisen, da man f allgemein als Differenz zweier solcher Funktionen
schreiben kann. Wir zeigen, dass fiir f > 0 die Funktion yy f sogar Bairesch
ist. Dazu betrachten wir eine monotone Approximation der charakteristischen
Funktion, g, T xu durch stetige Funktionen mit kompaktem Tréager g, >
0. Offenbar gilt dann xy g, T xuf. Die Funktionen yyg, sind auf ganz X
stetig! Sie sind namlich stetig auf den beiden offenen Mengen U und V :=
X —Tréager(g,). Da UUV = X gilt, existiert zu jedem Punkt eine Umgebung
von X (entweder U oder V), in der xyg, stetig ist. Da Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft, folgt hieraus die Stetigkeit auf ganz X.

Die Folgerung ergibt sich leicht aus 7.6 und 7.5. O

8. Der Satz von Fubini

Wir betrachten zwei Réume (X, dzr) mit Radonma$ (Y, dy). Wir betrachten
den Produktraum X x Y. Sind X, Y metrische Raume mit Metriken dx, dy,
so wird X,Y mit der Produktmetrik

dxxy ((x1,22), (Y1,¥2)) = max(dx (x1,22),dy (y1,y — 2))

versehen. (Besser ist es X,Y als toplogische Riume zu nehmen und X x Y
mit der Produkttoplogie zu versehen.) Eine Teilmenge M C X x Y heifit
zerfallend, wenn M = A x B mit Teilmengen A C X, B C Y gibt. Eine
Funktion f : X xY — R heifle zerfallend, wenn es Funktionen g : X — R und
h:Y — R gibt, so dass

f(z,y) = g(x)h(y)
gilt.

Sei f: X XY — R eine stetige Funktion mit kompaktem Tréager. Man kann
dann fie Funktion Iy (f) : X — R betarchten, welche durch

- /Y Fa, 5)dy

definiert ist. Aus dem Satz iiber die gleichméBige Stetigkeit kann man leicht
folgern, dass diese Funktion stetig ist. Da sie auch kompakten Tréger hat, kann

o ) / [/fxydy} da

definieren. Es ist klar, dass dies ein Radonmafl ist. Man nennt es das Produk-
tmaf$ und bezeichnet es mit

/Xxyf(mydxdy—/ [/fxydy} dz.
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20 Kapitel 1. Integrationstheorie

Natiirlich konnte man versuchen, das Produktmafl auch durch die Formel
Iyv(Ix(f)) defnieren. Wir wollen jedoch zeigen, dass dasselbe herauskommt.
Es gilt also die Formel

[ rwas] ar= [ [ [ ] av

Zum Beweis betrachten wir ein zerfallendes Kompaktum K C X x Y, welches
den Trager von f umfafit. Es ist leicht zu sehen, dass ein solches existiert. Dann
betrachten wir die Menge WV aller stetigen Funktionen h : K — R, welche sich
sich in der Form

hz,y) =Y b @nP (), hY ec.X), B ecy)

=1

schreiben lassen. Die Menge W erfiillt offenbar die Voraussetzungen der zweiten
Variante des Approximationssatzes von Stone Weierstrass. Daher existiert eine
Folge f,, € W, welche auf K gegen f gleichméfig konvergiert. Die Folge x i fr
konvergiert dann auf ganz X gegen f. Ist C' eine geniigend grofie Konstante, so
dominiert. Die Funktionen f, zerfallen. Daher gilt Ix (Iy(fn)) = Iy (Ix(fn))
trivialerweise. Durch Grenziibergang folgt nun leicht Ix (Iy (f)) = Iy (Ix(f)).

Der Satz von Fubini besagt, dass die Formel

[ty = | { / f(fc,y)dy} o= | { / f(w)dw} da

sich auf beliebige integrierbare Funktionen iibertréigt. Dies ist als solches nicht
verwunderlich. Aber es gibt doch ein wenig Salz in der Suppe, wie folgendes
Beispiel zeigt.

Sei X =Y = R mit dem iiblichen vom Regelintegral abgeleiteten Radon-

mafl. Sei
0 fallsy#0

f(x’y>:{1 falls y = 0

Es ist leicht zu sehen, dass f eine Nullfunktion ist. Die Funktion f(x,y) ist
jedoch nicht fiir jedes feste y intergrierbar. Fiir y = 0 ist sie konstant 1 und
diese Funktion ist nicht integrierbar auf R. Sie ist zwar Bairesch, aber das
Bairseche Integral sit nicht endlich. Dennoch gilt die Fubini-Formel auch in
diesem Fall, wenn man sie etwas vorsichtiger formuliert.

8.1 Satz von Fubini. Sei f : X xY — R eine integrierbare Funktion.
Dann ist die Menge aller y € Y, fir welche f(x,y) als Funktion von X nicht
integrierbar ist, eine Nullmenge B C Y. Definiert man fiir die Ausnahmemenge
einfach (nur fir die Zwecke dieses Satzes)

/Xf(x,y) =0  (yeB),
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§9. Raume integrierbarer Funktionen 21

so gilt: Die so erhaltene Funktion von x ist integrierbar. Dasselbe gilt sinnge-
mafl wenn man die Rollen von x und y vertauscht und es gilt

| tendsay= [ | [ ] ao= [ | s a

9. Riume integrierbarer Funktionen

Wir bezeichen mit N die Menge aller Nullfunktionen f: X — R. Dies ist ein
Untervektorraum von £!(X). Da es auf Nullfunktionen meist nicht ankommt,
ist es sinnvoll, diese aus der Betrachtung zu eliminieren und sie zu Null zu-
machen. Dies geschieht durch das Konstrukt des Faktorvektorraums

LYX) = LYX)/N.

Diesen kann man konkret wie folgt beschreiben. Man fiihrt eine Aquivalenzre-
lation in £!(X) ein. Man nennt zwei Funktionen f, g dquivalent, wenn f ~ g
gilt. Die Forderungen an eine Aquivalenzrelation (Reflexivitit, Symmetrie und
Transitivitit) sind offensichtlich. Ist f € £!(X), so bezeichnet man die Aqui-
valenzklasse mit

fl:={g 9~}

Desinitionsgemif ist L'(X) die Menge all dieser Aquivalenzklassen. Man
iiberlegt sich leicht, dass die Definitionen

1+ 1g]=1f+gl, [Cfl:=ClF]

unabhingig von der Wahl des Reprisentanten sind und macht so L'(X) zu
einem Vektorraum. Die 1-Norm einer intergierbaren Funktion f ist durch

1l = /X f(@)] da

defniert. Diese hingt nur von der Aquivalenzklasse von f ab, man kann also
II[£1]| :== ||f]| definieren. Der Vorteil der Konstruktion von L' zeigt sich nun
in:

Durch || - || wird L' (X) zu einem normierten Raum.
Dies bedeutet bekanntlich
a) ||Cally = |C]-[lal[y ~ (C €R),
b) [la +bl|y <{lal[x + [[b]]1,
¢) |lally > 0 und = 0 nur fiir a = 0.

Der Vorteil der Konstruktion des Faktorraums L' ist, dass die Definitiheit in
c) gilt. In £! wiire diese falsch. Die grofie Stirke des Lebsgue-Integrals ist:
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22 Kapitel 1. Integrationstheorie

9.1 Satz. Der Raum LY(X) zusammen mir der Eins-Norm ist ein Ba-
nachraum.

Beweis. Die Aussage bedeutet folgendes:

Sei (fn) eine Folge integrierbarer Funktionen, so dass zu jedem € > 0 ein N
exisiert mit ||fn — fm|l < € fir n,m > N. Dann esistiert eine integrierbare
Funktion f, so dass ||f — fn|l1 eine Nullfolge ist.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sieht man leicht: Es geniigt zu zeigen, dass
eine Teilfolge g, = f,, existiert, so dass ||f — gn|l1 gegen Null konvergiert
(betrachte f— f,, + fn —gn). Man kann sich leicht {iberlegen, dass eine Teilfolge
mit der Eigenschaft

|gnt1 — gnl] <277

existiert. Dazu betarchtet man eine Folge N1 < Ny < ..., so dass
| gm — gnl| <27F  fir n,m > Ny.

Die Teilfolge g, = fn, hat dann die gewiinschte Eigenschaft. Jetzt beachte
man

=0+ (@—91)+ -+ (gn—0)

und defniere
Gn =gl + |92 —g1| + -+ |gn — 91].

Die Folge der GG, ist monoton wachsend. Die Folge ihrer Integrale ist beschrankt
(durch die geometrische Reihe). Nach dem Satz von Beppo Levi ist ihr Supre-
mum eine intergierbare Funktion. Deren Unendlichkeitsstellen miissen eine
Nullmenge bilden. Daher konvergiert G, auferhalb einer Nullmenge. Die
Folge g, konvergiert auflerhalb dieser Nullmenge nach dem Majorantenkri-
terium ebenfalls. Aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt, dass die Gren-
zfunktion f intergierbar ist und es folgt auch ||g, — f||1 — 0.

Wir haben bei diesem Beweis mitgezeigt:

Aus der Konvergenzaussage || f— fn|| — 0 in LY(X) folgt: Es gibt eine Teilfolge,
welcher wenigstens auflerhalb einer geeigneten Nullmenge punktweise gegen f
konvergiert.

10. Die Transformationsformel
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