Teil I11

Analysis auf Mannigfaltigkeiten



VIII. Flachenintegrale

1. Bogenléinge

Unter einer Kurve im R™ verstehen wir eine stetige Abbildung eines Intervalls
in den R",

a:l — R™
Dabei darf I offen, abgeschlossen aber auch halboffen sein, soll aber nicht nur

aus einem Punkt bestehen oder leer sein. Das Innere I° von I ist jedenfalls ein
offenes Intervall

I°=(a,b), —oc0<a<b< oo

Sei D C R™ eine Teilmenge, in welcher die Kurve verlduft, a(I) C D. Abwei-
chend von der strengen mengentheoretischen Konvention schreiben wir dann
gelegentlich

a:l — D.

1.1 Definition. Die Kurve o heifit glatt, falls ihre Ableitung & existiert und
stetig ist.

Im folgenden betrachten wir das Standardskalarprodukt

n
<wy>=) @y
=1

des R"™ und bezeichnen mit
|z]| = +vV<z, 2>

die Euklidische Norm.
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1.2 Definition. Ses
a: Il —DCR"

eine glatte Kurve und
f:D—R

eine stetige Funktion. Wir definieren

/f ) )] dt,

falls das Integral absolut konvergiert.

Die Existenz des Integrals ist immer gesichert, wenn I ein endliches abge-
schlossenes Intervall ist. (Aus diesem Grunde ist es sinnvoll, abgeschlossene
Intervalle zuzulassen, wihrend man im Hinblick auf die Differentialrechnung
mehrerer Variablen eher geneigt sein kénnte, nur offene Intervalle zuzulassen.)

Im Falle f = 1 schreiben wir einfach [(c) anstelle von /¢(«) und nennen [/(«)
die Bogenlinge der Kurve a. Der Bogenlinge wird ergénzend der Wert oo
zugeordnet, falls das Integral nicht konvergiert.

Wir erinnern kurz an die Definition der absoluten Konvergenz des Integrals im
Sinne des Regelintegrals (das geniigt hier). Eine stetige Funktion

F:I —R

ist genau dann absolut integrierbar (vgl. I11.1.21), falls es eine Konstante C' > 0
gibt, so daf fiir jedes kompakte Teilintervall

[e,d] C T

gilt:
d

/|F(t)|dt <.

C

Ist
[an,bp] C I, neN,

eine Folge von Teilintervallen mit der Eigenschaft

o0
= Ulan,b
n=1

so gilt gegebenenfalls

F(t)dt = lim [ F(t)dt.

Se— .
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Diese einfachen Grundtatsachen iiber absolut konvergente Integrale folgen
leicht aus den Rechenregeln fiir das Regelintegral und sind natiirlich auch in der
Theorie des Lebesgue-Integrals enthalten. Dieses wird jedoch fiir diese Zwecke
nicht benotigt.

Die néchsten drei Bemerkungen zeigen, dafl die gegebene Definition der Bogen-
léinge anschaulich korrekt ist.

1.3 Bemerkung. Seien a,b zwei Punkte im R™. Die Léinge der Verbin-
dungsstrecke
alt)=a+tb—a), 0<t<1,

ist gerade der Fuklidische Abstand

(@) = I —al.

Der Beweis ist trivial. O

Die Verbindungsstrecke ist tatséchlich die kiirzeste Verbindung zweier Punkte.
Es gilt ndmlich:

1.4 Bemerkung. Sei
a:[0,1] — R"

eine glatte Kurve mit Anfang a = «(0) und Ende b = «(1). Dann gilt
l(a) = [|b—all.

1.5 Folgerung. Ist
O=ay<am <ay<---<am=1

eine Partition des Einheitsintervalls, so gilt

o) 2 ) lleay) = alay—1)].

Beweis. Sei
F:[0,1] — R"

ein n-Tupel stetiger Funktionen. Wir definieren das Integral von F' komponen-

tenweise
1 1 1
/F(t)dt: /Fl(t)dt,...,/Fn(t)dt |
0 0 0
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Aus der Dreiecksungleichung fiir endliche Summen folgert man durch Appro-
ximation mit Treppenfunktionen die Ungleichung

/IF(t)dt S/lllF(t)Hdt

Wendet man diese Ungleichung auf F'(t) = &(t) an, so folgt mittels des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung

(o) > / a(t) dil| = (1) — a(0)] = b - all. 0
0

1.6 Bemerkung. Sei
a:[0,1] — R"

eine glatte Kurve. Zu jedem € > 0 existiert eine Partition
O=ag<a1 < - <ay,=1

mit der Eigenschaft

(o) <e+ Y llafay) = alay—1)|

v=1

Man kann die Bemerkungen 1.5 und 1.6 auch so zusammenfassen: Die Bogen-
lange einer glatten Kurve ist gleich dem Supremum

o) =sup ) [lafay) — alay—1)ll;

wobei das Supremum iiber alle Partitionen zu erstrecken ist.

Beweis von 1.6. Sei € > 0. Nach dem Satz von der gleichméfligen Stetigkeit
existiert ein § > 0, so daf3

[a@) = la@)| <e fir [t -] <o

Wir teilen das Intervall [0, 1] in endlich viele dquidistante Teilintervalle der
Lénge < ¢ ein.

0< Y < m<...<™m=1, Y. <.
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Wir vergleichen die Bogenldnge des v-ten Teilstiicks
y/7n

|l

(u—l)/WL

mit der Lénge der Strecke

la("/m) = a( =5 m)ll.

Zunéichst gilt

Y/ m Y/ m
/ laGo)l| dt — / la( /)l dt| < Y.
=1/, =1/

Andererseits folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (angewen-
det auf die Komponenten von )

[la("/n) = a("= )l = e/l - Y | <
Summiert man iiber v, so folgt, dafl sich die Bogenldnge der Kurve o von der
des Streckenzugs um weniger als 2 unterscheidet. O

Von grundlegender Bedeutung ist die Invarianz des Kurvenintegrals gegeniiber
Parametertransformation.
1.7 Definition. Zwei Kurven
a:I —R" pB:J—R"
heiffen schwach dquivalent, falls es einen Diffeomorphismus
T:1 —J

mit der Eigenschaft
a(t) =p(r(t)) firtel
gibt.
Zur Erinnerung: Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive Abbildung, welche in
beiden Richtungen stetig differenzierbar ist.

1.8 Zusatz. Die beiden Kurven heiffen dquivalent, wenn man zusdtzlich
'(t) >0 fiir alle t
erreichen kann.

Bei der Aquivalenz wird also im Gegensatz zu der schwachen Aquivalenz
zusétzlich gefordert, dafl die beiden Kurven in der gleichen Richtung durchlau-
fen werden.

Die Umkehrabbildung 7—! hat dieselben Eigenschaften wie 7. Man schlieft,
daf beide Aquivalenzbegriffe den iiblichen drei Postulaten einer Aquivalenzre-
lation (Reflexivitéit, Symmetrie und Transitivitit) gentigen.
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1.9 Bemerkung. Seien
a: I —R" [:J—R"
zwet schwach dquivalente Kurven. Dann stimmen die Bogenlingen tiberein.

Beweis. Man braucht die Behauptung nur fiir geschlossene Intervalle zu bewei-
sen.

I =1la,b], J=]ed.
Die Behauptung folgt aus der Substitutionsregel

d b
/ 13(s)]] ds = / 1B (DI () dt

- / o) de.

a:(0,1) — R"

heifit reguldr, falls sie stetig differenzierbar ist und falls die Ableitung &(t) in
keinem Punkt verschwindet.

Eine Kurve

1.10 Definition. Eine Teilmenge X C R"™ heifit zusammenhdngende
eindimensionale parametrisierbare Mannigfaltigkeit, falls es eine topo-
logische Abbildung
a:(0,1)—X

gibt, welche reguldr ist.

Man nennt die Abbildung « dann auch eine regulidre Parametrisierung von
X. Im hoherdimensionalen wird es sinnvoll sein, auch den Begriff der nicht
notwendig zusammenhidngenden Mannigfaltigkeit zu definieren. Im eindimen-
sionalen Fall braucht man dies nicht. Fiir den Rest dieses Abschnittes ver-
stehen wir unter einer eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit

immer eine zusammenhéngende eindimensionale parametrisierbare Mannigfal-
tigkeit im Sinne von Definition 1.10.

Von fundamentaler Bedeutung ist:

1.11 Satz. Zwei requldre Parametrisierungen
a,(:(0,1) — X

ein und derselben eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit sind
schwach dquivalent, die Abbildung

r=F"toa:(0,1) — (0,1)

ist also ein Diffeomorphismus.
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1.12 Folgerung. Die Ldnge

einer eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit ist wohldefiniert,
also unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung.

Beweis von Satz 1.11. Es geniigt offenbar folgendes zu zeigen:

1.13 Hilfssatz. Se:
a:(0,1) — R"

eine requlire Kurve und a € (0,1) ein fest gewdhlter Punkt. Es existiert eine
offene Umgebung U des Punktes (a,0,...,0) € R™ und ein Diffeomorphismus

p:U—V
von U auf eine offene Teilmenge V- C R™ mit der Eigenschaft
©(t,0,...,0) = «t) fir (t,0,...,0) € U.

Zusatz. Wenn « iberdies eine topologische Abbildung von (0,1) auf sein Bild
X = «((0,1)) definiert, so kann man U so wdhlen, daf8 gilt:

e ' (VNX)={z€V, zg=-=12,=0}

Man versteht ¢ und ¢! als ,lokale Koordinatentransformation®. Der Zusatz
sagt aus, dafl X N U nach einer lokalen Koordinatentransformation als Gera-
denstiickchen in einer einen offenen Teilmenge V' C R™ erscheint.

Beweis von 1.13. Nach dem Satz fiir umkehrbare Funktionen geniigt es, eine
stetig differenzierbare Abbildung

p:U—R" (a,0,...,0) € U C R" offen,

so zu konstruieren, dafl die Jacobimatrix von ¢ in (a,0,...,0) invertierbar ist.
Wir machen den Ansatz

(1, ... xn) = a(xy) + A(za, ..., 2p)
mit einer linearen Abbildung A,
A:R"T — R™

Dann gilt
©(t,0,...,0) = a(t).

Die Jacobimatrix von ¢ in (a,0,0,...,0) ist gleich
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(311 (a)
A

A (@)

wobei jetzt A = A(»"=1) die der linearen Abbildung entsprechende Matrix
bezeichne. Nach dem Basisergénzungssatz aus der linearen Algebra kann diese
so gewidhlt werden, dafl die Jacobimatrix J(y;(a,0,...,0)) invertierbar ist, da
nach Voraussetzung der Vektor ¢(a) von 0 verschieden ist.

Zum Beweis des Zusatzes nutzt man aus, daBl die Menge aller «(t) mit
(¢,0,...,0) € U eine offene Teilmenge von X ist, wenn man annimmt, dafl «
eine topologische Abbildung von (0, 1) auf X vermittelt. Nach Definition der of-
fenen Mengen in X ist diese der Durchschnitt einer offenen Teilmenge W C R"
mit X (s. V.3.4). Man ersetze nun V durch V N'W und U durch das Urbild
von V NW beziiglich ¢. ad
Bekanntlich ist eine bijektive und stetige Abbildung metrischer Rdume nicht
immer topologisch, d.h. die Umkehrabbildung muf} nicht stetig ist. Ein bekan-
ntes Gegenbeispiel ist die Abbildung

[0,27) — {(x,y); 2> +y* =1}, t+— (cost,sint).
Diese ist stetig und bijektiv, sie kann aber nicht topologisch sein, da die rechte
Seite, nicht jedoch die linke Seite kompakt ist.

Insofern kann man nicht erwarten, dafl eine bijektive und reguléire Abbil-
dung a : (0,1) — X, X C R", topologisch ist, wie es in der Definition 1.10
gefordert wird.

Eine Sonderrolle spielt iibrigens die Analysis I. Bekanntlich ist die Umkehr-

abbildung einer stetigen und bijektiven zwischen Intervallen I, J der reellemn
Geraden automatisch stetig!

Ein einfaches Kriterium fiir die Stetigkeit einer Umkehrabbildung ist:

1.14 Bemerkung. Eine stetige und bijektive Abbildung f : X — Y
metrischer Rdume ist sicherlich dann topologisch, wenn X kompakt ist.

Beweis. Fine Abbildung metrischer Rdume ist genau dann stetig, wenn das Ur-
bild beliebiger abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Angewendet auf die
Umkherabbildung bedeutet dies: Das Bild f(A) einer abgeschlossenen Menge
A C X ist kompakt. Als abgeschlossenen Teilmenge eines kompakten Raums
ist A selbst kompakt. Das Bild von f(A) eines Kompaktums A ist stets kom-
pakt. Kompakte teile sind abgeschlossen.

Niitzlich ist gelegentlich eine Verallgemeinerung von 1.14:

1.15 Hilfssatz. Seien X,Y metrische Riume und U C X, V C Y Teilmen-
gen mit kompakten Abschliissen U, V. Die Menge U sei offen in X. Gegeben
sei eine stetige und bijektive Abbildung o : U — V', welche sich zu einer steti-
gen Abbildung & : U — V fortsetzen lipt. Es gelte a(U —U) C V — V. Dann
15t « topologisch.
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Beweis. Die Umkehrabbildung von « ist genau dann stetig, wenn das Urbild
einer beliebigen abgschlossenen Menge A C U abgeschlossen ist, wenn also «(A)
in U abgeschlossen ist. Die Menge AU Q(U) (O(U) = U — U) ist abgeschlossen
in U und damit kompakt. Daher ist &(A4 U d(U)) kompakt, da das Bild eines
Kompaktums unter einer stetigen Abbildung stets kompakt ist. Es folgt, daf3

VNa(AuaW)) (=a(A))

in V' abgschlossen ist.

Ein einfaches Beispiel ist die Kurve «(t) = (cos 27t,sin 27t). Aus Hilfssatz
1.15 folgt, dal durch « das offene Intervall (0, 1) topologisch auf die Einheits-
kreislinie ohne den Punkt (1,0) abgebildet wird. Die Umkehrabbildung von «
kann natiirlich nicht in den Punkt (1,0) stetig fortgesetzt werden. Aber 1.15
148t sich anwenden!

Eine leichte Verallgemeinerung der Invarianz der Bogenldnge besagt:

1.16 Hilfssatz. Sei X C R" eine eindimensionale parametrisierbare Man-
nigfaltigkeit und f : X — R eine stetige Funktion. Wenn das Integral

1
/f ) lla ()| dt
0

fiir eine regulire Parametrisierung o : (0,1) — X existiert (im Sinne der
absoluten Konvergenz), so existiert es auch fir jede andere reguldre Parame-
trisierung und der Wert hdngt von der Wahl der Parametrisierung nicht ab.

Dieser Hilfssatz rechtfertigt die Bezeichnung

1
/f ) lléo)]] de.
0

Im Falle f =1 erhélt man die Bogenlénge

Der Nachteil des Konzepts der parametrisierbaren Mannigfaltigkeiten ist der,
dafl einfache Linien wie die Kreislinie

St ={(z,y) € R? 22 +y% = 1}

nicht regulir parametrisierbar sind. Erst wenn man aus S! einen Punkt heraus-
nimmt, etwa (1,0), erhélt man eine parametrisierbare eindimensionale Mannig-
faltigkeit

a:(0,1) — X =S —{(1,0)},

a(t) = (cos 2mit, sin 2mit).
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Deren Bogenlénge ist
I(X) = 2m.
Man mochte natiirlich diese Bogenldnge auch der vollen Kreislinie zukommen

lassen. Im vorliegenden eindimensionalen Fall kénnte man an eine Begriffsbil-
dung der folgenden Art denken:

Man betrachtet Teilmengen X C R"™ mit folgender Eigenschaft:
Es gibt eine endliche Teilmenge S C X, so dafl
X-5S=X;U...UuX,,

sich als disjunkte Vereinigung von endlich vielen eindimensionalen parametri-
sierbaren Mannigfaltigkeiten schreiben 148t.
Man definiert dann

I(X)=UX1)+ -+ U Xm).
Dieses Konzept liele sich durchaus streng durchfiihren, hat aber den Nachteil,

daf3 es sich nur schlecht auf htherdimensionale Mannigfaltigkeiten verallgemei-
nern l&t.

Aus diesem Grund verfolgen wir diesen Gedankengang zunéchst nicht weiter
und wenden uns zunéchst einmal hoherdimensionalen Mannigfaltigkeiten zu.

2. Oberflichenintegrale

Wir wollen den Inhalt einer Fliche, allgemein einer d-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit definieren und beschrénken uns zunéchst auf den Fall parametrisierbarer
Mannigfaltigkeiten.

2.1 Definition. Fine Abbildung
a:V —R" VcR?offen,

heifst reguldr, falls sie stetig differenzierbar ist und falls der Rang der Jacobi-
matriz J(o; a) in jedem Punkt a € V den Rang d hat.

Dies bedeutet, dafl die d Spalten dieser Matrix linear unabhéngig sind. Es
gilt insbesondere d < n. Da sich linear unabhéngige Vektoren stets zu einer
invertierbaren Matrix ergénzen lassen, kann man die Regularitdt von a auch
so definieren:

Die Matrix J(«a;a) 148t sich zu einer invertierbaren n x n-Matrix ergénzen,
(J(aza),A), A= Arn=9,
Ahnlich wie beim Beweis von 1.13 betrachten wir die Abbildung
p(z,y) = alz) + Aly) (zeR? yeR"Y)

und zeigen damit:
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2.2 Hilfssatz. Sei
a:V—R" VcR?offen,

eine requlire Abbildung und a € V' ein Punkt. Es existiert eine offene Umge-
bung V. .C R™ von (a,0) und ein Diffeomorphismus

©:V=5U, UCR™ offen,

so dafs

o(x,0) = a(z) fir (z,0)eV

gilt.

Zusatz. Wenn « eine topologische Abbildung auf sein Bild X definiert, kann
man zusdtzlich erreichen:

e 'UNX)={z€eV; zg1=-=2,=0}.

2.3 Definition. Fine Teilmenge X C R™ heifst d-dimensionale parametri-
sierbare Mannigfaltigkeit, falls es einen offenen Teil V. .C R?, d geeignet, und
eine topologische und requldre Abbildung

a:V—X

gibt.

Wir nennen wieder « eine reguldre Parametrisierung von X.

Aus Hilfssatz 2.2 folgert man in Analogie zu 1.11

2.4 Hilfssatz. Seien

a:V — X, V c R¢ offen,
B:V — X, V' c RY offen,

zwei requldre Parametrisierungen ein und derselben Mannigfaltigkeit X C R™.
Dann sind die Abbildungen 37! o o und o' o 3 stetig differenzierbar.
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2.5 Folgerung. Wenn X nicht leer ist, gilt d = d’.

Man nennt d die Dimension von X. Diese ist also unabhéngig von der Wahl
der Parametrisierung.

Da regulire Parametrisierungen topologisch sind, ist die Mannigfaltigkeit genau dann
zusammenhéngend, wenn das Parametergebiet V zusammenhéngend ist. Im Falle
d = 1 sind die offenen Teile des R genau die offenen Intervalle. Jedes offene In-
tervall ist diffeomorph zum offenen Einheitsintervall. Wir erhalten also: Die eindi-
mensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeiten im Sinne von 1.10 sind genau die
parametrisierbaren Mannigfaltigkeiten der Dimension d = 1 im Sinne von 2.3, welche
topologisch zusammenhdngend sind.
Beispiel: Sei

St ={zeR" af+.. +a22=1}.
Diese Menge ist nicht reguldr parametrisierbar, wohl aber, wenn man sie eines
Punktes beraubt

X =5"—-{0,---,0,1)}.

Eine reguldre Parametrisierung erhélt man beispielsweise durch die stereogra-
phische Projektion ausgehend von (0,0,---,0,1).

Wir wollen den Fléacheninhalt einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit X defi-
nieren und betrachten dazu eine Parametrisierung

a:V-5X, Ve RY offen.

Wir wollen uns vom Fall n = 1 leiten lassen. Dort haben wir das Skalarprodukt
von &(t) mit sich selbst betrachtet und daraus die Wurzel gezogen.

Anstelle des Skalarprodukts betrachten wir die d x d-Matrix
g(z) == J(o;x) J(a; ).

Dabei bezeichne J(«a;z)" die transponierte (gestiirzte) Matrix J(a;z). Die
Matrix g(z) ist fir jedes © € V' positiv definit. Da diese Tatsache sehr wichtig
ist, wollen wir sie genauer formulieren und beweisen.

2.6 Hilfssatz. Sei A= A% Matriz vom Rang d. Dann ist die Matrix
S=AA

positiv definit. Insbesondere ist ihre Determinante positiv.
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Beweis. Sei x ein d-dimensionaler Spaltenvektor. Dann gilt

S[x] = 2’ Sz <: Z sijximj)

= (Az, Az) > 0.
Dieser Ausdruck kann nur dann gleich 0 sein, falls Az = 0. Da A den Maxi-
malrang hat, folgt hieraus = = 0. ad
Zuriick zu unserer Situation: Die Matrix g(x) = J(o;z) J(a;x) ist positiv

definit. Wir kénnen daher die positive Wurzel aus ihrer Determinante betrach-
ten und diese integrieren

/\/det g(z) dxy -+ dx,,.
“

(Der Integrand liegt in der Baireschen Klasse, der Integrand ist also immer
definiert, kann aber natiirlich den Wert oo annehmen.)

Wir wollen zeigen, daB dieses Integral nicht von der Wahl der Parametrisierung
abhéngt und rechnen dazu zunichst aus, wie sich g(x) beim Ubergang zu einer
anderen Parametrisierung verhélt.

Seien also
a:Vo—X, B:Vg—X
zwei reguldre Parametrisierungen. Wir wissen, dafl

x=p8toa:V, — Vs

ein Diffeomorphismus ist.
Wir betrachten einen Punkt x € V,, und bezeichnen den entsprechenden Punkt
aus Vg mit y = x(x). Wendet man die Kettenregel an auf die Situation oy =
a, so folgt
J(oz2) = J(By) - J(x; @)
und hieraus
ga(®) = J(x; ) g5 (2)J (x; ).

Benutzt man die Multiplikativitdt der Determinante, so folgt

det go(z) = |det J(x; 2)[ 1/ det g5(y).

Unser Ziel war es,
/\/detga(x) dx :/\/detgg(y) dy
Va Vs

zu zeigen. Dies folgt nun aus der Transformationsformel fiir n-fache Integrale.
O

Eine leichte Verallgemeinerung besagt
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2.7 Hilfssatz. Seien
a:Vo—X, [:Vg—X

zwei requldre Parametrisierungen einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit X
und sei f: X — R" eine stetige Funktion. Dann gilt

/ f(a(z)) Vet ga(a) de = / F(B(x)) y/det gy (x) da,
Va, Vs

sofern eins der beiden Integrale existiert.

Die Existenz ist immer gesichert, wenn f nicht negativ ist, da dann der In-
tegrand in der Baireschen Klasse liegt (das Integral kann dann allerdings den
Wert oo annehmen) aber auch, wenn f kompakten Triager hat (dann ist das
Integral endlich).

Von besonderem Interesse ist der zuvor behandelte Fall f = 1. Man nennt

dann
v(X) = / Vdet g(x) dzq -+ dxg
1%

den Inhalt —oder das d-dimensionale Volumen — der Mannigfaltigkeit X.

Inwiefern stimmt v(X) mit dem anschaulichen Begriff des Inhalts iiberein?
Eine dhnlich einfache Begriindung wie im Falle d = 1 ist allgemein nicht so
ohne weiteres moglich.

Wir begniigen uns mit folgender, etwas schwammiger Argumentation:

Da man sich das Integral als Summe iiber kleine Flédchenstiicke vorstellen kann
und da die Jacobimatrix J(a;a) die Abbildung « im Kleinen linear approxi-
miert, kann man annehmen, dafl

a(z) = A(x)

eine lineare Abbildung ist. Da sich auflerdem weder das Integral noch das an-
schauliche Volumen #ndert, wenn man X einer Drehung (orthogonalen Trans-
formation) unterwirft, kann man annehmen, da$ X in dem Unterraum

Tay1 ="+ = Tn
enthalten ist. Dies bedeutet, dafl man iiberhaupt d = n annehmen kann. Dann
ist aber

A VX
ein durch eine lineare Abbildung vermittelter Diffeomorphismus von offenen
Teile des R™. Die Formel

vol(X) = | det A| vol(V)

steht mit der Bedeutung des Betrags der Determinante als Verzerrungsfaktor
bei der Volumenberechnung im Einklang.

Wir kommen nun zum Begriff der (in den R"™) eingebetteten, nicht notwendig
global parametrisierbaren Mannigfaltigkeit.
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2.8 Definition. FEine Teilmenge X C R™ heif$t eingebettete (differenzierbare)
d-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punkt a € X eine offene
Umgebung a € U C X gibt, so dafs UNX eine d-dimensionale parametrisierbare
Mannigfaltigkeit ist.

Wenn X nicht leer ist, so ist die Dimension d eindeutig bestimmt. Man nennt
dim,(X) =d

die Dimension von X im Punkt a. Natiirlich ist d dann auch die Dimension
von X in allen Punkten aus einer vollen Umgebung von a. Dies bedeutet,
dafl a — dim,(X) lokal konstant ist. Ist also X zusammenhéngend, so ist d in
allen Punkten gleich. Man nennt dann d die Dimension von X.

In diesem Zusammenhang weisen wir noch darauf hin, dafl beliebige offene
Teilmengen des R™ n-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind.

Eine andere Moglichkeit, den Begriff der eingebetteten Mannigfaltigkeit einzu-
fithren, liefert folgender Satz.

2.9 Satz. FEine Teilmenge X C R" ist genau dann eine d-dimensionale einge-
bettete Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punkt a € X eine offene Umgebung
U C R"™ und einen Diffeomorphismus

p:U—V

auf einen anderen offenen Teil V- C R"™ gibt, so daff das Bild o(X NU) in V
gleich dem Durchschnitt von V. mit einem d-dimensionalen Untervektorraum
des R"™ ist.

Man kann natiirlich immer erreichen, dafl der Untervektorraum durch die Gle-
ichungen z441 = ... = x, = 0 definiert wird.

Beweis von 2.9. Sei a: V — X eine regulidre Parametrisierung einer eingebet-
teten Mannigfaltigkeit im Sinne von Definition 2.3. Wir miissen zeigen, dafi X
eine eingebettete Mannigfaltigkeit im Sinne von 2.8 ist: Dies folgt unmittelbar
aus 2.2 (den Zusatz eingeschlossen).

Im Lichte von Satz 2.9 kann man sagen:

Eingebettete Mannigfaltigkeiten X C R"™ sind Teilmengen des R",
welche sich lokal stetig differenzierbar eben biigeln lassen.

Man soll sich also eingebettete Mannigfaltigkeiten glatt, ohne Ecken, Kanten,
Uberkreuzungen u.s.w. vorstellen. Selbstversténdlich sind eingebettete Man-
nigfaltigkeiten lokal abgeschlossene Teilmengen des R™.
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Unser néchstes Ziel ist es, das Volumen eingebetteter Mannigfaltigkeiten zu
definieren. Der naheliegende Gedanke, sie in parametrisierbare Stiicke zu
zertriimmern und die Inhalte der Triimmerstiicke aufzusummieren, 148t sich
nur schlecht realisieren, da man zwei beliebige Zertriimmerungen nur schlecht
vergleichen kann und daher der Beweis der Unabhéngigkeit von der Wahl
der Zertriimmerung schwierig ist. Im néchsten Abschnitt lernen wir mit der
,Zerlegung der Eins“ eine Art flieBende Zertriimmerung kennen, welche diese
Schwierigkeiten in eleganter Weise umgeht.

3. Zerlegung der Eins

Im folgenden wollen wir eingebettete Mannigfaltigkeiten X C R"™ selbst als
Raume auffassen, indem wir sie mit der induzierten Metrik versehen. Wir
erinnern daran, dafl eine Teilmenge U C X genau dann offen beziiglich der in-
duzierten Metrik ist, wenn es eine offene Teilmenge U C R™ mit der Eigenschaft
U = UnNX gibt. Wir weisen noch einmal darauf hin, dafl alle topologischen
Begriffe (wie Stetigkeit und Konvergenz) auf dem Begriff der offenen Menge
aufgebaut werden kénnen.

Unter einem ,,Raum* kann im folgenden immer ein metrischer Raum verstan-
den werden. Da es aber auf die Metrik selbst bei unseren Betrachtungen nicht
ankommen wird, sondern nur auf die abgeleiteten topologischen Begriffsbil-
dungen, also letztlich auf das Gefiige der offenen Mengen, so kann der Begriff
,metrischer Raum* auch durch , Hausdorffraum* ersetzt werden, soweit dieser
Begriff bekannt ist.

Sei also X ein Raum (in unseren Anwendungen wird X eine Mannigfaltigkeit
sein) und U C X eine offene Teilmenge. Sei f € C.(X) eine stetige Funktion
mit kompaktem Trager. Wenn der Tréager von f in U enthalten ist, so ist die
Einschrankung f|U in C.(U) enthalten:

feC.X), Trager(f) cU = f|U € C.(U).

Sei umgekehrt g € C.(U) eine stetige Funktion mit kompaktem Triger. Dann
ist offensichtlich
_Jglx) firxzeU,

f(w)_{O fir z ¢ U,
eine stetige Funktion auf X und offensichtlich in C.(U) enthalten. Die Funk-
tion f ist auf den beiden offenen Mengen U und X — Tréger (f) stetig, diese
iiberdecken aber X. Wir machen hierbei von folgender noch mehrfach verwen-
deter trivialen Tatsache Gebrauch:

Sei X = |JU; eine offene Uberdeckung von X und f : X — Y eine Abbil-
dung in eine weiteren metrischen Raum Y. Genau dann ist f stetig, wenn die
FEinschrdankung von f auf jedes U; stetig ist.
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Wir erhalten also:
Die Zuordnung g — f definiert eine injektive Abbildung
C(U) = Cu(X).
Ihr Bild besteht aus allen Funktionen f € C.(X), deren Trager in U enthalten

sind.

Wenn Verwechslungen nicht zu befiirchten sind, werden wir die Funktionen aus
C¢(U) mit den (durch 0 fortgesetzten) Funktionen aus C.(X) identifizieren.

Wir nehmen nun an, es sei eine offene Uberdeckung
X=Ju
€A
durch (i. a. unendlich viele) offene Teilmengen fest vorgegeben. Wir denken
dabei beispielsweise an eine Mannigfaltigkeit X C R". Die Uberdeckung

bestehe in diesem Falle beispielsweise aus solchen offenen Teilen, welche eine
(regulére) Parametrisierung gestatten.

Auflerdem sei fiir jeden Index ¢ eine lineare Abbildung

I, : C.(U;) — R
gegeben. Die Linearitdt bedeute natiirlich

Li(af +bg) = ali(f) + bLi(g) (f,9 € Cc(Us), a,beR).

3.1 Problem. FEzxistiert eine lineare Abbildung

I:C.(X)—R
mit der Eigenschaft

IIC.(U;))=1; firiel

und ist diese eindeutig bestimmt?

Man leitet sofort folgende notwendige Bedingung fiir die Existenz von I ab.

Seien i, j € I zwei Indizes und f € C.(X) eine stetige Funktion mit kompaktem
Trager, deren Trager sowohl in U;, als auch in U; enthalten ist. Dann muf

Ii(f) = 1;(f)
gelten.

Die Technik der Zerlegung der Fins ist ein elegantes Mittel, dieses und dhnliche
Probleme in einer grofien Klasse von Féllen positiv zu beantworten.

Wir betrachten jetzt ein Kompaktum K C X (beispielsweise den Triger einer
Funktion f € C.(X)) und eine Uberdeckung von K durch endlich viele offene
Teilmengen von X,

KcUyU---uU,,.

(Eine solche endliche Uberdeckung kann man beispielsweise aus der gegebenen
unendlichen Uberdeckung per Definition der Kompaktheit gewinnen.)
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3.2 Definition. FEine Zerlegung der Eins auf dem Kompaktum K C X in
Bezug auf die Uberdeckung

KcU,uU---uU,, U,CX offen,

ist ein m-Tupel von Funktionen f; € C.(X) mit den folgenden Eigenschaften:

1) 0<f;<1 (1<i<m),
2) Triger(fi) C Ui,
3) filx)+ -+ f(x) =1 fir alle z € K.

3.3 Definition.  Der Raum X gestattet Zerlegung der Eins, falls zu jedem
Kompaktum K C X und zu jeder offenen Uberdeckung

KcUtyu---uUy,

eine Zerlequng der Fins existiert.

Als néchstes wollen wir klarstellen, daf§ fiir Rdume, welche Zerlegung der Eins
gestatten, das eingangs gestellte Problem positiv beantwortet werden kann.

3.4 Hilfssatz. Sei X ein Raum, welcher Zerlegung der Eins gestatiet.
Aujflerdem sei eine offene Uberdeckung

X=JU

i€A

und fiir jedes i € A eine lineare Abbildung

I, :C.(U;)) — R
gegeben. Fir je zwei Indizes 1,7 gelte

Li(f) = Li(f), falls f € C(U;NUj).

Dann existiert genau eine lineare Abbildung

I:C.(X)—R
mit der Eigenschaft

I(f) = Iz(f)7 falls [ € Cc(Uz)
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Beweis. Sei f € C.(X) und K C X ein Kompaktum, welches den Tréger von
f umfafit,
Trager (f) C K.

Wir withlen aus der Uberdeckung (U;) eine endliche Teiliiberdeckung aus,
K CUjqyU---UUgn)-
Zu dieser Situation wiahlen wir eine Zerlegung der 1
fv € Ce(Uiy) (1 <v<m).
Der Tréger von f - f, ist in U;(,) enthalten, der Ausdruck
Liwy(f - fo)

ist also definiert. Wir haben keine andere Wahl als
I(f):=> L 1)
v=1

zu definieren. Wir miissen allerdings zeigen, daf§ I(f) unabhéingig von der
Wahl von K, der Auswahl der endlichen Teiliiberdeckung und der Wahl der
Zerlegung der 1 ist.

Die Stéarke der Technik der Zerlegung der Eins liegt darin, dal diese Unabhén-
gigkeit fast trivial ist.

Beweis der Unabhdngigkeit

Sei also eine endliche Teiliiberdeckung
K' c Uj(l) J---u Uj(m')

eines Kompaktums K’ gegeben, welches ebenfalls den Triger von f umfafit.
Wir betrachten hierzu eine Zerlegung der Eins g1, - - -, g,y und miissen

Z Ly (fuf) = Z Litwy (9 f)
v=1 n=1

zeigen. Der Trick besteht nun darin, die Funktion
fvguf7 I<v<m, 1§N§m/a

zu betrachten. Ihr Tréger liegt sowohl in Uy(, als auch in Uj(,,). Nach Voraus-
setzung gilt

Ii(u)(fu 'g,uf) = j(#)(fl/ 'g,uf)
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Wir summieren auf der linken Seite iiber p. Nutzt man die Linearitit von I,
aus und benutzt man

> fogul = 1ot
17

so erhélt man I, (f, f). Summiert man anschlieend iiber v, so erhilt man
> Lioy(fuf). Auf der rechten Seite verfihrt man umgekehrt, man summiert
zunéchst iiber v und dann iiber g und erhélt danach

> L (9u)-

I(af +bg) = al(f) + bl(g)

ist trivial, da man ein Kompaktum K so wéhlen kann, da3 K sowohl den Tréger
von f als auch den Tréger von g umfaflt.

Damit ist Hilfssatz 3.4 bewiesen. O

Die Linearitét

3.5 Definition. FEin Raum X heifit topologische Mannigfaltigkeit, falls es zu
jedem Punkt a € X eine offene Umgebung U(a) gibt, welche zu einem offenen
Teil eines R™ homdomorph ist.

Beispielsweise sind eingebettete Mannigfaltigkeiten X C R™ topologische Man-
nigfaltigkeiten (wegen 2.9).

Als néchstes widmen wir uns der Frage der Existenz einer Zerlegung der Eins
und formulieren zunéchst zwei einfache Hilfssétze.

3.6 Hilfssatz. Fs existiert eine stetige monoton fallende Funktion

h:R— R
mit der Eigenschaft
1) h(t) =0 firt>3/2,
2) h(t)=1 firt<1/2.

3.7 Hilfssatz. Seien f,g: X — R zwei stetige Funktionen. Der Trdger von
f sei in der Nichtnullstellenmenge von g enthalten. Dann ist die Funktion

h(z) = {é"(m)/g(x), falls g(x) # 0,

, sonst,

stetig auf ganz X.

Die Funktion h ist nach Konstruktion auf der Nichtnullstellenmenge von g
stetig, denn dort ist g(z) # 0. Sie ist auch auf dem Komplement des Trigers
von f stetig, denn dort ist sie identisch 0. Damit haben wir eine Uberdeckung
von X durch zwei offene Mengen gefunden, auf denen h stetig ist.
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3.8 Satz. Topologische Mannigfaltigkeiten gestatten Zerlegung der Eins.

Beweis. Wir betrachten ein Kompaktum K C X und eine Uberdeckung von
K durch endlich viele offene Teile von X,

KcUuU---uU,.
Eine weitere offene Uberdeckung
KcWVviu---uV,

heifit Verfeinerung der urspriinglichen, falls jedes V; (1 <4 < m) in mindestens
einem U; (1 < j < n) enthalten ist. Man iiberlegt sich leicht: Wenn zu der
Verfeinerung eine Zerlegung der Eins existiert, dann existiert auch eine zu der
urspriinglichen Uberdeckung. Wir werden zunéchst eine geeignete Verfeinerung
der urspriinglichen Uberdeckung konstruieren. Zu diesem Zweck betrachten
wir zu jedem Punkt a € K eine offene Umgebung U’ = U’(a), welche sich
topologisch auf die Einheitskugel

E={z¢€ Rd; |lz|| < 1}

abbilden 148t. Eine solche existiert, da X eine Mannigfaltigkeit ist. Wir kénnen
und wollen U’(a) so klein wéhlen, dafl es in mindestens einem U; enthalten
ist. Sei ¢ = ¢, : E — U’(a) eine im folgenden fest gewihlte topologische
Abbildung. Wir kénnen dann

U=Ula)={z el o) <1/2}

betrachten. Diese Mengen sind offen und iiberdecken K. Da K kompakt
ist, wird K schon von endlich vielen der U(a) iiberdeckt. Wir haben so eine
Verfeinerung unserer Ausgangsiiberdeckung gewonnen. Da wir diese durch die
Verfeinerung ersetzen diirfen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen:

Es existieren offene Mengen Uj,...,U/, in X und topologische Abbildungen

so daf}
Ui={zcU: |pi(z)] <1/2}.

Diese Konstruktion garantiert, dal die Mengen U; und auch ihr Rand
Ui ={xeUi: |pi(z)ll=1/2}

von besonders einfacher topologischer Natur sind.

Wir betrachten nun eine stetige Funktion h : R — R mit den in 3.6 angegebe-
nen Eigenschaften. Die Funktion

H;:U; — R, H;(z) = h(|pi(z)]),
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ist fiir jedes i € {1,...n} stetig und hat kompakten Tréger. Wir wissen, daf} die
durch 0 auf ganz X fortgesetzte Funktion ebenfalls stetig ist und kompakten
Trager hat. Diese fortgesetzte Funktion bezeichnen wir ebenfalls mit H;.

Fiir die Konstruktion benétigen wir auch noch eine Uberdeckung des Randes
der Nichtnullstellenmenge von Hy + ...+ H,,

A=0{zxe X; Hi+...+ H, #0}.

Dieser ist kompakt und disjunkt zu K. Nochmalige Anwendung der Uber-
deckungseigenschaft liefert die Existenz endlich vieler weiterer offener Mengen
i1+ Uy (n < N) sowie topologischer Abbildungen

0 U — E, n<i<N,
so daf U] und die durch
Ui={zeU: |pi(z)|<1/2} n<i<N,

definierten offenen Teilmengen die folgenden beiden Eigenschaften haben:

a) ACUp+1U...UUp.

b) U/NK =0 firn<i<N.

Wir konstruieren dann die Funktionen H,, 11, ..., Hy in Analogie zu den Funk-
tionen Hy,...,H,. Nach Konstruktion von U, 1,...,Uy ist der Tréager von

H; fir 1 < i < n im Innern der Nichtnullstellenmenge von Hy + --- + Hy
enthalten. Nach Hilfssatz 3.7 sind die Funktionen

h(x) = {gz’(%)/(ﬂl(az) V.. Hy(z)), falls Hy(z) #0,

sonst,

fir i € {1 <14 < n} stetig. Sie haben kompakten Triger. Auflerdem gilt fiir
rze K

zn:hy(.I) ZZ:l HV(x)

= =L 7
v=1 Zuzl HV (.CE)

da nach Konstruktion von U], ,,...,Uy die Funktionen H,4,..., Hy auf K

verschwinden. Wir haben somit eine Zerlegung der Eins konstruiert. O

Sei nun X C R" eine d-dimensionale eingebettete Mannigfaltigkeit. Jeder
Punkt a € X besitzt also eine offene Umgebung U mit einer reguldren Para-
metrisierung

a:V U VcR?offen, U C X offen.

Wir betrachten héufig die Umkehrabbildung

po=a1:U—V
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anstelle von a und schreiben
U=U,, V=V,

Wir nennen ¢ eine Karte der eingebetteten Mannigfaltigkeit X. Wenn ¢ die
Menge aller Karten durchlauft, so erhélt man eine offene Uberdeckung

X=|JU,.

peA

A bezeichnet die Menge all dieser Karten.

Sei nun f € C.(X) eine stetige Funktion mit kompaktem Triger, deren Triger
in einem U, enthalten ist. Wir betrachten

/f detgq,( ) dz.

Dieses Integral &ndert sich nicht, wenn man ¢ durch eine andere Karte mit
dieser Eigenschaft ersetzt.

Aus den Sédtzen 3.8 und 3.4 folgt

3.9 Satz. Sei X C R" eine eingebettete d-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es
existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

I:C.(X)—R
mit folgender Eigenschaft. Sei f € C.(X) und ¢ eine Karte mit Trager(f) C
Uy. Dann gilt
1) = [ #(p(a)) Jaet g,(o) do

Ve

Es war eigentlich eines unserer Ziele, den (d-dimensionalen) Inhalt v(X) zu
definieren. Wenn X kompakt ist, so ist die Funktion

f(z)=1 firallex e X

in C.(X) enthalten und man kann in naheliegender Weise

definieren. Wenn jedoch X nicht kompakt ist, so mufl man die Funktion f =1
erst durch stetige Funktionen mit kompaktem Triger approximieren. Dazu
ist es zweckméBig, die Integrationstheorie vom R" ein Stiick weit auf Man-
nigfaltigkeiten zu verallgemeinern und insbesondere die Bairesche Klasse fiir
Mannigfaltigkeiten zu definieren. Dies geschieht im néchsten Abschnitt.
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4. Radonmafle

Sei X ein (metrischer) Raum. Wir haben schon in Kapitel VII in §7 und §10
gewisse Verallgemeinerungen des Lebesgueschen Integrals angeschnitten und
fithren dies hier noch einmal aus:

4.1 Definition. FEin Radonmafl auf X ist eine lineare Abbildung
I:C.(X)—R

mit der Eigenschaft
I(f)>0, falls f > 0.

Beispiel fiir ein Radonmaf ist das gewohnliche Integral fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Triger des R", aber auch das im letzten Abschnitt eingefiihrte
Funktional I(f) auf eingebetteten Mannigfaltigkeiten.

Die Integrationstheorie 1483t sich auf beliebige Radonmafle weitgehend verallge-

meinern. Ein paar Einschrinkungen an den Raum X sind jedoch zu machen:

1) X ist lokal kompakt, d. h. jeder Punkt a € X besitzt eine kompakte
Umgebung.

Da wir mehr mit offenen Umgebungen arbeiten, driicken wir dies auch so aus.

Es existiert eine offene Umgebung U(a), deren Abschlufl kompakt ist.

2) X ist abzdhlbar im Unendlichen.

Dies bedeutet, dafl es eine Folge von Kompakta Ki, Ks,--- gibt, welche X
ausschopfen,
X=KiUKyU---.

Da man K,, durch K; U---U K, ersetzen kann, darf man o. B. d. A.
KicKyC---

annehmen. Eine andere wichtige Bedingung ist:
3) X hat abzdhlbare Basis der Topologie.

Dies bedeutet, dafl eine Folge von offenen Mengen Uj,Us,... existiert, so
daf} jede offene Teilmenge von X als Vereinigung von Elementen dieser Folge
geschrieben werden kann.

4.2 Bemerkung. Jeder lokal kompakte Raum mit abzdhlbarer Basis der
Topologie ist abzdihlbar im Unendlichen.
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4.3 Bemerkung.

1) Der R"™ ist lokal kompakt und hat abzihlbare Basis der Topologie.

2) Ist X ein lokal kompakter und im Unendlichen abzihlbarer Raum, so hat
auch jeder offene und jeder abgeschlossene Teilraum diese Figenschaft.

Folgerung: Jede eingebettete Mannigfaltigkeit X € R"™ ist lokal kompakt und
abzéhlbar im Unendlichen.

Die Aussage 1) ergibt sich aus der Tatsache, dafl die Menge der rationalen
Zahlen abzidhlbar ist. Hieraus ergibt sich, dafl die Menge aller in einer offe-
nen Menge enthaltenen kompakten Kugeln mit rationalen Radien und Mittel-
punktskoordinaten abzihlbar ist. Diese Kugeln iiberdecken die offene Menge,
wie man sich leicht iiberlegt.

In diesem Abschnitt machen wir die

4.4 Generelle Voraussetzung. Der Raum X st lokal kompakt und besitzt
eine abzdhlbare Basis der Topologie.

4.5 Definition.  FEine Funktion
f: X —R
gehort der Baireschen Klasse an, falls es eine wachsende Folge
fisfos--
von stetigen Funktionen mit kompaktem Trager und mit der Eigenschaft
f(x) = sup fi(z)
gibt.

Wie im Falle des Lebesgue-Integrals beweist man

4.6 Bemerkung. Sei f € B aus der Baireschen Klasse. Die Definition
I(f) = Sup(I(fx))

ist unabhdngig von der Wahl der approrimierenden Folge fx
fe T f, fi € Ce(R™).

Auflerdem gelten die Stabilitidtseigenschaften:

1) Sei fi eine wachsende Folge von Funktionen der Baireschen Klasse, dann ist
auch

f=5up fi
in der Baireschen Klasse und es gilt
I(f) =sup I(fk).
2) Seien f,g € B und a, b zwei positive Zahlen. Dann ist auch af +bg € B und
es gilt
I(af +bg) = al(f) +bl(g).
Die Existenz von Zerlegungen der Eins impliziert insbesondere
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4.7 Bemerkung. Zu jedem Kompaktum K C X existiert eine Funktion
f € C.(X) mit der Eigenschaft

1) 0<f<1,
2) flx)=1 firxeK.

IN

Da X im Unendlichen abz&dhlbar ist, folgt hieraus

4.8 Hilfssatz. Sei f : U — R eine nirgends negative stetige Funktion auf
einem offenen Teil U C X. Dann ist die durch 0 auf ganz X fortgesetzte
Funktion f in der Baireschen Klasse. Insbesondere liegt die charakteristische
Funktion xy einer beliebigen offenen Teilmenge in der Baireschen Klasse.

Zum Beweis schopft man U durch abzéhlbar viele Kompakta aus und kon-
struiert mittels 4.7 (angewendet auf U anstelle von X eine Folge f,, € C.(X)
stetiger Funktionen mit kompakten Trégern, deren Tréger in U enthalten sind
und U ausschopfen. Man kann erreichen, daf} alle f,, nirgends negativ sind und
—indem man die Folge durch die neue Folge f1, f1 V f2,... ersetzt— daf} sie
monoton wachsend ist. Man bildet dann die Funktionenfolge f, f und erhélt
eine monotone Approximation der Funktion f durch stetige Funktionen mit
kompakten Tragern.

Das Volumen von X in bezug auf das vorgelegte Radonsche Maf ist das Integral
der (Baireschen) Funktion

f=1
Dieses ist wegen 4.8 wohldefiniert, kann aber den Wert unendlich haben. Wenn
X kompakt ist, so ist das Volumen jedenfalls endlich.
Wir kénnen die benétigten Konstruktionen zusammenfassen und sagen:

Ist X C R" eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension d, so ist das
d-dimensionale Volumen v(X) als reelle Zahl oder +o00 wohldefiniert.

Man kann die Integrationstheorie von der Baireschen Klasse bis zu den inte-
grierbaren Funktionen £!(X) weiterfithren und die grundlegenden Resultate
des Lebesgue-Integrals verallgemeinern. Fiir unsere Zwecke ist die folgende
Konstruktion ausreichend:

4.9 Definition. FEine Funktion f : X — R heifft in bezug auf das
Radonmafl I zuldssig, falls sie sich in der Form

f=9—h

mit zwet Baireschen Funktionen ohne Unendlichkeitsstellen und mit endlichen
I(g),I(h) schreiben lifst.
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4.10 Bemerkung. Die Definition

1st von der Wahl der Zerlegung unabhdngig.

Beweis: Aus

g1 —h1=g2 — hs
folgt

g1+ ha =h1 + g2

und man kann die Additivitat fiir Funktionen der Baireschen Klasse anwenden.

4.11 Satz.  Die Menge der zuldssigen Funktionen ist ein Vektorraum wvon
Funktionen, welche die Klasse der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
umfafit. Die Zuordnung

f—1(f)

ist linear auf dem Vektorraum der zuldssigen Funktionen und es gilt

f20=I(f) 2 0.

4.12 Hilfssatz. Sei U C X eine offene Teilmenge mit kompaktem Ab-
schluf$ und f : U — R eine beschrdnkte stetige Funktion. Dann ist die Funk-

tion )
=" g

zuldssig.

Beweis. Wir konnen annehmen, dafl f nirgends negativ ist, da man f in
seinen positiven und negativen Teil zerlegen kann. Dann ist die Funktion f
Bairesch und man muf3 nur zeigen, daf3 ihr Integral endlich ist. Man konstruiert
mittels 4.7 leicht eine stetige Funktion g mit kompaktem Triger und mit der
Eigenschaft g < f.

Wir schreiben wieder

/jumM=uﬁ.
U

Damit hat man eine grofle fiir unsere Zwecke ausreichende Klasse von integrier-
baren Funktionen gewonnen. (Die Grenzwertsétze fehlen, aber diese brauchen
wir im folgenden nicht.)

Auch der Begriff der Nullmenge 148t sich ohne grofie Probleme verallgemeinern.



§4. Radonmafe 375

4.13 Definition.  Fine Teilmenge A C X heifst Nullmenge (in Bezug auf
das vorgelegte Radonmaf I), falls es zu jedem & > 0 eine nirgends negative
Bairesche Funktion f mait der FEigenschaft

a) flx)>1 firxe A,
b) I(f) <e
gibt.

Wie im Falle des Lebesgue-Integrals im R"™ gilt:

Abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Ist A, eine Folge von Nullmengen, so findet man zunéchst eine Folge f,
Bairescher Funktionen mit der Eigenschaft

a) fu(x) >1 firze A,

b) I(f,) <e/2".

Man bildet dann die monotone Folge Bairescher Funktionen f1, fi + f2,.... Sie
approximiert eine Bairesche Funktion f mit der gewiinschten Eigenschaft.
Der Begrift der Nullmenge ist insbesondere in folgendem Sinne lokaler Natur:
Eine im Teilmenge A C X ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem

Punkt a € A eine offene Umgebung U C X gibt, so daff ANU eine Nullmenge
15t.

Man zeigt leicht:

4.14 Hilfssatz. Sei U C X eine offene Teilmenge und f : U — R eine
stetige und beschrdankte zuldssige Funktion. Sei Uy C U eine offene Teilmenge,
so daf$ das Komplement U — Uy eine Nullmenge ist. Dann ist auch die Fin-
schrinkung fo von f auf Uy zuldssig und es gilt

[ f@du= [ fow)an

Eine Anwendung dieses Resultates besagt: Das Volumen einer d-dimensionalen
eingebetteten Mannigfaltigkeit X C R"™ &dndert sich nicht, wenn man eine
abgeschlossene Nullmenge A C X entfernt (das Komplement Xy = X — A
ist dann in X offen und folgedessen selbst eine eingebettete Mannigfaltigkeit).
Dann stimmen das Volumen von X und X iiberein.

Beispiele von Nullmengen sind endliche Mengen.

Beispielsweise #ndert sich das Volumen der n-Sphire S ¢ R™ ™! nicht, wenn
man einen Punkt entfernt. Dann erhélt man aber eine regulér parametrisier-
bare Mannigfaltigkeit, fiir welche man das Volumen ausrechnen kann.

Jetzt endlich haben wir das n-dimensionale Volumen von S" streng
in den Griff bekommen!

Wir geben noch eine wichtige Klasse von Nullmengen an.



376 VIII. Flachenintegrale

4.15 Hilfssatz. Sei X C R" eine eingebettete Mannigfaltigkeit und dyp das
durch 3.9 definierte Radonmaf. Jede eingebettete Mannigfaltigkeit Y C R"™ der
Dimension < d, welche in X enthalten ist, ist eine Nullmenge.

Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, dafl der Begriff der Nullmenge lokaler
Natur ist, sowie aus Satz 2.9 in Verbindung mit der Transformationsformel fiir
n-fache Integrale.

Um den Inhalt einer eingebetteten Mannigfaltigkeit zu berechnen, darf man aus
ihr also Untermannigfaltigkeiten kleinerer Dimension entfernen, man darf sie
also zerschneiden. Die ,Zerstiickelung® hat somit am Ende der Konstruktion
eine strenge Begriindung erfahren.

5. Abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Alle betrachteten Riume seien abziahlbar im Unendlichen.

5.1 Definition.  Eine Karte ¢ auf einem (metrischen) Raum X ist eine
topologische Abbildung
p:U, — V,

eines offenen Teils U, C X auf einen offenen Teil V,, C R".

Eine topologische Mannigfaltigkeit ist also ein Raum X, so dafl es zu jedem
Punkt a € X eine Karte ¢ mit a € U, gibt. Wir sagen auch kurz: Der Punkt
a ist in der Karte enthalten.

5.2 Definition. FEin Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit X ist
eine Menge von Karten, so dafl jeder Punkt aus X in mindestens einer Karte
enthalten ist

X:UUS,,, o€ A.

Seien
p:U, —V,, Y:Uy —Vy

zwei Karten. In der Regel werden U, MU, nicht leer sein. Es ist dann sinnvoll,
die offenen Mengen

e(UpNUy) CVy, (U, NUy) CVy

zu betrachten. Durch Einschrénkung von ¢ und ¥ bekommt man topologische
Abbildungen

wo: Up NUy — (U, NUy)

Yo : Uy NUy — l/J(ng N U¢)
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Man kann dann die Abbildung vy 1o ¢y betrachten. Der Einfachheit halber
bezeichnen wir sie (entgegen streng mengentheoretischer Konvention) mit

7/}_1 o Uy NUy) — (U, NUy).
Dies ist eine topologische Abbildung zwischen zwei offenen Teilen des R™.

5.3 Definition. Zwei Karten ¢, auf X heiffen differenzierbar vertrdg-
lich, falls die Kartentransformationsabbildung

v lop:pUNV)—p(UNV)

ein C°°-Diffeomorphismus ist.

(Wir setzen der Einfachheit halber in diesem Zusammenhang voraus, daf§ die
Kartentransformationen unendlich oft stetig differenzierbar ist. Natiirlich kdme
man fiir viele Zwecke mit wenige aus. Fiir die meisten Anwendungen ist dies
bedeutungslos.)

5.4 Definition. Fin Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit X heifst
differenzierbar, falls je zwei Karten ¢, € A differenzierbar vertrdglich sind.

5.5 Definition. FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Paar (X,.A),

bestehend aus einer topologischen Mannigfaltigkeit und einem differenzierbaren
Atlas A.

Wir wollen uns gleich klar machen, daf§ eingebettete differenzierbare Mannig-
faltigkeiten X C R™ einen natiirlichen differenzierbaren Atlas A besitzen und
somit als differenzierbare Mannigfaltigkeiten (X, .A) betrachtet werden kénnen.

5.6 Definition. Sei X C R" eine eingebettete differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Fine Karte

0:U, —V, (U,CX, V,cCR*offen)
heifit requldr, falls die Umkehrung
a=¢p "t Vo — Uy

eine requldre Parametrisierung von Uy, ist.

5.7 Bemerkung. Die Menge der requldiren Karten einer eingebetteten diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X C R"™ bildet einen differenzierbaren Atlas.

Der Beweis folgt aus 2.4.
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Volumenformen

Es ist nicht sinnvoll, das Volumen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit de-
finieren zu wollen, denn im Falle einer eingebetteten Mannigfaltigkeit X C R"
gehen in die Formel fiir das Volumen die aus der Einbettung herrithrende Grofle

w(z) = 4/det g, (x)

ein. Man kann diese Grofle aber als Zusatzstruktur ansehen und gelangt so zu
folgender

5.8 Definition. FEine Volumenform w auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit (X, A) ist eine Vorschrift, gemajf$ welcher jeder Karte ¢ € A eine
Funktion

we: Vo, — R (V, CR")
zugeordnet wird, so daff im Durchschnitt fir je zwei Karten ¢, folgende Um-
setzungsformel giiltig ist:
Sei
acU,NUy; z=¢p(a), y=1(a).

Dann gilt
wo () = wy () ‘det J(l/)_l o ; .r)‘

5.9 Definition. Sei w eine Volumenform und a € X ein fester Punkt. Wir
sagen

1) w wverschwindet in a,
2) w ist nicht negativ in a,
3) w st positiv in a,

falls eine Karte ¢ € A mit a € U, existiert, so dafS entsprechend

gilt.

5.10 Bemerkung. Die in 5.9 formulierten Bedingungen 1) — 3) hingen von
der Wahl der Karte ¢ nicht ab.
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Insbesondere ist es sinnvoll zu definieren:
Eine Volumenform w ist positiv, falls sie in jedem Punkt positiv ist.

AuBlerdem ist der Tréger

Trager (w) ={z € X; w(x)# 0}

einer Volumenform wohldefiniert.

Man kann Volumenformen addieren
(W+wy = wy +w,
und mit stetigen Funktionen multiplizieren

(fw)cp = fwe.

Die charakteristische Transformationsformel fiir w + ' und fw ist trivial.

Insbesondere bildet die Menge aller Volumenformen einen Vektorraum. Die
Teilmenge der Volumenformen mit kompaktem Tréger ist ein Untervektorraum.

5.11 Bemerkung. Fs gibt eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung von
dem Vektorraum aller Volumenformen mit kompaktem Trédger in den Korper
der reellen Zahlen R

wr— T(w)
mit folgender Figenschaft
Ist der Triger von w im Definitionsbereich U, der Karte ¢ € A enthalten, so
gilt
I(w) = /ww(x) dz.
Ve

Zusatz. Ist w nirgends negativ, so gilt Z(w) > 0.

5.12 Bemerkung. Sei w eine positive Volumenform auf X. Dann existiert
zu jeder anderen Volumenform w' eine stetige Funktion f : X — R mit der
FEigenschaft

Wenn also etne positive Volumenform ausgezeichnet ist, so braucht man
anstelle beliebiger Volumenformen nur noch gewoéhnliche Funktionen zu stu-
dieren.
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5.13 Annahme. Auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist eine posi-
tive Volumenform w ausgezeichnet.

Wir erinnern an das fundamentale Beispiel einer eingebetteten Mannigfaltig-
keit: Fiir w nimmt man

wy, = y/det g,.
5.14 Bemerkung. Sei w eine positive Volumenform. Dann wird durch

I(f) =Z(fw)
ein Radonsches Majf auf X definiert.

5.15 Definition. Sei X = (X, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
welche abzdhlbar im Unendlichen ist und sei w eine ausgezeichnete positive
Volumenform auf X. Das Volumen von X in bezug auf w ist das Integral der
Funktion identisch 1 beziiglich des in 5.14 definierten RadonmafSes.

Das Volumen ist also eine positive Zahl oder oo.

Im Falle eingebetteter Mannigfaltigkeiten haben wir natiirlich nichts neues er-
halten.

5.16 Definition. Sei (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit aus-
gezeichneter positiver Volumenform wy und

I:C.(X)— R, I(f)=2ZI(fwo),

das assoziierte Radonsche Mafs. Eine Volumenform w = fwg heifit zuldssig,
falls die Funktion [ zuldssig in Bezug auf das Radonsche Maf$ I ist. Fiir
zuldssige Volumenformen ist

definiert.

5.17 Bemerkung. Der Begriff der zuldssigen Volumenform w hdngt nicht
von der Wahl von einer positiven Volumenform wy ab.

1. Zusatz. Der Wert von Z(w) hdngt nicht von der Wahl der positiven Volu-
menform wqy ab.

2. Zusatz. Der Begriff der Nullmenge hdngt nicht von der Wahl von wqy ab.
Wir verzichten auf den (einfachen) Beweis dieser Bemerkung, da in den uns

interessierenden Fillen stets eine konkrete positive Volumenform ausgezeichnet
ist.



Kapitel IX. Integration von Vektorfeldern

1. Kurvenintegral lings Vektorfeldern

Neben den in Kap. IIX, §1 eingefithrten Kurvenintegralen zur Messung von
(eventuell gewichteten) Bogenldngen gibt es Kurvenintegrale einer anderen Art,
welche den Fluf} eines Vektorfeldes ldngs einer Kurve messen.

1.1 Definition. FEin Vektorfeld auf einer Teilmenge D C R"™ ist eine Abbil-

dung
A:D— R"™

Eine Moglichkeit, ein Vektorfeld in der Ebene anschaulich darzustellen, ist, in
einigen Punkten von a aus D einen Pfeil von a nach a + A(a) zu zeichnen.

1.2 Definition. Sei D C R" eine Teilmenge und
a:1— D (I Intervall)
eine in D verlaufende glatte Kurve. Auflerdem sei
A:D— R"

ein stetiges Vektorfeld. Das Integral von A lings « ist durch
[ 4= [ttt aw) a
« I

definiert, sofern es absolut konvergiert.

Wenn das Vektorfeld auf der Kurve senkrecht steht
(d.h. (A(a(t)),a(t)) = 0),

so verschwindet das Integral. Allgemein mifit das Integral eines Vektorfeldes
nach einer Kurve den tangentiellen Anteil des Vektorfeldes im Mittel.

Beispiel. Wir betrachten die Kreislinie

a(t) = (cost,sint), 0<t<2m,
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und das Wirbelfeld
A(.I‘, y) = (I‘, _y)'

2m
/A = /(sith —cos?t)dt = —2m.
« 0

Wir wollen uns mit der Invarianz des Kurvenintegrals gegeniiber Parameter-
transformation befassen.

Das Integral ist

1.3 Bemerkung. Die beiden Kurven
a,f:1 — DCR"

seien dquivalent (VIII.1.8). Dann gilt fiir jedes stetige Vektorfeld A auf D

[a=[a

o B

Vorsicht. Die Bemerkung gilt nicht bei schwacher Aquivalenz! Wenn die
Kurven o und 8 nur schwach dquivalent aber nicht dquivalent sind, so dndert
das Integral sein Vorzeichen!

Seien X C R" eine eindimensionale parametrisierbare Mannigfaltigkeit und A :
X — R"™ ein stetiges Vektorfeld auf X. Wir mochten gern das Integral von A
lings X definieren. Der naheliegende Gedanke, eine reguldre Parametrisierung

a:(0,1) — X zu wéhlen und
[a-]

X «

zu definieren, funktioniert zunéchst nicht, da zwei reguldre Parametrisierun-
gen im allgemeinen nicht dquivalent sondern nur schwach #quivalent sind.
Man kann also nicht Bemerkung 1.3 anwenden. Man muf} zuerst den Begriff
der Orientierung einer eindimensionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit
einfithren. (Spéter wird das Integral der Orientierung auch auf nicht parametri-
sierbare Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension verallgemeinert werden.)

Orientierung eindimensionaler parametrisierbarer Mannigfaltig-
keiten

Sei X C R" eine zusammenhéingende eindimensionale parametrisierbare Man-
nigfaltigkeit. Wir bezeichnen die Menge aller reguldren Parametrisierungen
von X mit P.
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Seien a, B zwei Elemente von P. Dann ist 7 = 37! - a ein Diffeomorphismus
eines Intervalls auf ein anderes. Da die Ableitung von 7 nirgens verschwindet,
gibt es zwei Moglichkeiten

1) 7/(t) > 0 fur alle ¢.

In diesem Fall sind o und [ &quivalent im Sinne von VIII.1.8, und wir wollen «
und [ in diesem Zusammenhang etwas sprechender orientierungsgleich nennen.

2) 7'(t) < 0 fiir alle t.

In diesem Falle sind o und (8 nur schwach dquivalent. Die beiden Parametri-
sierungen sind entgegengesetzt orientiert.

1.4 Bemerkung. Sei X eine zusammenhdngende eindimensionale parame-
trisierbare Mannigfaltigkeit. Die Menge P aller requldren Parametrisierungen
zerfdllt in genau zwei A quivalenzklassen orientierungsgleicher Parametrisierun-
gen

P =P UPy (disjunkte Vereinigung).

1.5 Definition. Fine Orientierung O einer zusammenhdngenden eindimen-
sionalen parametrisierbaren Mannigfaltigkeit ist eine Auszeichnung einer der
beiden Klassen orientierungsgleicher Parametrisierungen (also O = Py oder

O ="P,).

Eine eindimensionale parametrisierbare Mannigfaltigkeit heifit orientiert, falls
eine der beiden Orientierungen ausgezeichnet wurde.

1.6 Bemerkung. Sei (X,0) eine zusammenhdngende parametrisierbare
eindimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und sei

A: X —R"

ein stetiges Vektorfeld. Das Integral

/A::/A, ae0,
X a

1st unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung o aus der gegebenen Ori-
entierung Q.

Wir kénnen also von dem Integral eines Vektorfeldes léngs einer orientierbaren
parametrisierbaren Mannigfaltigkeit sprechen.
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Ebene Kurven

Das Kurvenintegral, dal wir soeben eingefithrt haben, mifit den tangentiellen
Anteil eines Feldes langs der Kurve.

Im Falle einer ebenen Kurve (n = 2) kann man durch eine kleine Modifikation
auch den orthogonalen Anteil, also den mittleren Durchtritt des Feldes durch
die Kurve messen. Dies liegt an folgender —auf den Fall n = 2 beschréankter

1.7 Bemerkung. Sei A = (A, Ay) ein ebener Vektor (d. h. Element des
R?). Der Vektor
At = (=Ay, A))

steht auf A senkrecht und hat dieselbe Linge (Euklidische Norm,).

Man nennt A+ den entgegen dem Uhrzeiger um 90° gedrehten Vektor A.

Allgemein definiert man das Orthogonalfeld eines ebenen Vektorfeldes
A:D—R? DcR?

durch
At(z) = A(x)*t  fir z € D.

Ist nun
a:I — R?% DcR?

eine glatte Kurve und A : D — R? ein stetiges Vektorfeld, so miBt
&

wie schon erwédhnt, den mittleren Durchtritt des Feldes durch die Kurve.
Man kann diese Variante des Kurvenintegrals auch etwas anders definieren.

Allgemein gilt fiir zwei ebene Vektoren A, B € R? die Formel

(At,B) = —(A, B1).

/,4L - —/(d(t)L,A).

a I

Man hat also auch

Die geometrische Bedeutung des Vektors &(t) ist, daf§ er die Richtung der
Tangente im Kurvenpunkt «(t) angibt. Entsprechend gibt ¢ (¢)* die Richtung
der Normalen im Kurvenpunkt «(t) an.

Bevor wir auf die Begriffe ,, Tangente* und ,,Normale“ genauer eingehen, geben
wir noch eine andere einfache Schreibweise fiir das neue Kurvenintegral an. In
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diesem Zusammenhang schreiben wir «(t), &(t) und A(t) als Spaltenvektoren.
Dann ist (A(t),&(t)) eine 2 x 2-Matrix. Es gilt

det(A(t), a(t)) = (a(t), A(t)).

Wir erhalten also
/AL = /det(d(t),A(t))dt.
« I

Diese Formeln sind ein Ausgangspunkt fiir Verallgemeinerungen auf hoher di-
mensionale Mannigfaltigkeiten.
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2. Tangenten und Normalen

Ist o : I — R"™ eine glatte Kurve und a € I ein fester Punkt, so gibt der Vektor
&(a) die Richtung der Tangente im Kurvenpunkt a(a) an. Wir wollen dieses
Konzept auf Untermannigfaltigkeiten des R" verallgemeinern.

2.1 Bemerkung. Sei X C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit
der Dimension d < n. Sei a € X ein fester Punkt und

a: V. — U (VCR? offen)
! l

0 — a

eine requldre Parametrisierung einer offenen Umgebung U von a. Die ,Jaco-
biabbildung“

J(a;0) : RY — R"
ist eine injektive lineare Abbildung. Ihr Bild

T.X = J(a;0)(RY)
ist ein d-dimensionaler Untervektorraum des R"™. Dieser Unterraum hdngt
nicht von der Wahl der Parametrisierung o ab.
T, X ist im iibrigen genau der Raum, welcher von den Spalten der Jacobimatrix
erzeugt wird. Diese sind ja gerade die Bilder der Einheitsvektoren.

Der Beweis ist eine unmittelbare Folgerung aus VIII.2.4 und der Kettenregel.
g

2.2 Definition.  Man nennt den Untervektorraum T,X den Tangential-
raum von X im Punkte a.

Vorsicht. T,X ist nicht der Tangentialraum im geometrischen Sinne. Der
,geometrische Tangentialraum® ist der affine Raum

a+ToX ={a+z; zeT, X}
(Eine Teilmenge A C R"™ heifit affiner Raum, wenn die Menge
V={a—bacA be A}
ein Untervektorraum ist. Fiir jeden Vektor a € V' gilt dann
A=a+V={a+uz; zeV},

d.h. die affinen Rdume sind genau die Translate von Untervektorrdumen. Math-
ematisch ist es meist giinstiger mit Vektorrdumen anstelle von affinen Ra&umen
zu arbeiten, denn Vektorrdume haben per se eine algebraische Struktur — eben
als Vektorraum).

Man kann a 4+ T, X auch den geometrischen Tangentialraum nennen. , Unser®
Tangentialraum 7, X ist also der in den Nullpunkt verschobene geometrische
Tangentialraum.



§2. Tangenten und Normalen 387

Normalenraum

Sei V. C R" ein Untervektorraum. FEin Vektor a € R"™ steht definitions-
gemifl senkrecht auf V', falls

(a,z) =0 firallex eV
gilt. Man bezeichnet mit
Vi={aeR™ (a,z)=0 firallezeV}

das orthogonale Komplement von V', das heifit alle Vektoren, welche auf V'
senkrecht stehen.

Aus der linearen Algebra ist bekannt:
Es gilt
R"=VeaVt

d.h. jeder Vektor a € R™ besitzt eine eindeutig bestimmte Zerlegung
a=ai+ay; a €V, a V™.

Insbesondere gilt
n=dimV +dimV+.

Sei nun noch X C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit (=eingebet-
tete Mannigfaltigkeit) und a € X ein Punkt. Das orthogonale Komplement

ist der Orthonormalraum von X im Punkte a.

Wir interessieren uns in diesem Kapitel besonders fiir Hyperfldchen, das sind
differenzierbare Untermannigfaltigkeiten der Dimension n — 1. Beispielsweise
ist die Sphire S"~1 = {z € R"; ||z| = 1} eine Hyperfliche. Im Falle von
Hyperflichen ist der Normalenraum O, (X) eindimensional.

In einem eindimensionalen Untervektorraum V' C R"™ gibt es offensichtlich
genau zwei Vektoren der Lénge 1. Ist a € V einer der beiden, so ist —a der
andere.

Wir méchten gerne im Falle von Hyperflachen einen der beiden normierten Nor-
malenvektoren auswéhlen. Die Auswahl héngt mit der Frage der Orientierung
von X zusammen.

Orientierung

Wir fithren den Begriff der Orientierung gleich fiir abstrakte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten (X,.A) ein.
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2.3 Definition. Sei X = (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
seten

o:Uy, —V,, Y:Uy — Uy

zwei Karten aus dem Atlas A. Man nennt ¢ und v orientierungsvertrdg-
lich, falls die Funktionaldeterminante der Kartentransformationsabbildung

o cp_l : VL; — Vd/} (V%/j = U, N Uw))

i allen Punkten positiv ist

det J( o ti2) >0 fiir alle x € V7.

Die Orientierungsvertriglichkeit ist also nur eine Bedingung im Durchschnitt
U,NUy der beiden Karten. Ist dieser Durchschnitt leer, wird diese Vertraglich-
keit per iiblicher logischer Konvention automatisch gewéhrleistet.

2.4 Definition.  FEin (differenzierbarer) Atlas heifst orientiert, falls je zwei
Karten aus A orientierungsvertrdglich sind.

Zusatz. FEine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit (X, A) ist
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren Atlas orientiert ist.

Wir erinnern daran, dafl wir differenzierbare Untermannigfaltigkeiten X des
R"™ als differenzierbare Mannigfaltigkeiten auffassen, indem wir als Atlas A die
Menge aller Umkehrungen ¢ = a~! regulirer Parametrisierungen von offenen
Teilen von X nehmen. Wir betrachten nun den Fall einer Hyperfliche und
nehmen an, es sei uns gelungen, eine Orientierung, d.h. einen Unteratlas O C A
zu finden, so daf je zwei Karten aus O orientierungsvertréglich sind. Dies kann
so sein, muf} aber nicht immer so sein, wie das Beispiel des Mtbiusbandes zeigt.

Wir wollen nun zeigen, wie man dann in natiirlicher Weise aus jedem der bei-
den normierten Orthonormalvektoren in O,(X) einen auszeichnen kann — wir
nennen ihn n(a) € 04 (X).

Das wesentliche dieser Auszeichnung wird sein, daf sie stetig von a abhingt,
daB also die Abbildung

X — R" ar— n(a),
stetig ist.

Konstruktion von n(a)

Wir wahlen eine Karte

p:U, —V,, a0,
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aus der vorgegebenen Orientierung O und bezeichnen mit
a:V, —V,
ihre Umkehrung (die entsprechende reguléire Parametrisierung). Es ist natiirlich]
immer moglich, die Karte so zu wahlen, dafl dem vorgegeben Punkt a der
Nullpunkt entspricht, dies vereinfacht manchmal die Bezeichnungsweisen. Wir
betrachten die zugehdrige Tangentialabbildung
J(a;0): R"™P S T,X c R™
Wir betrachten die kanonische Basis des R™™! in ihrer natiirlichen Anordnung
€1 = (170770)7 €2 = (071707"'70);"'671—1 = (0771)
und bezeichnen ihre Bilder in T, X mit

Ei,- Ep_q €T, X.

Wie wir schon erwdhnt haben, sind dies genau die Spalten der Jacobimatrix.
Sei F' irgendein Spaltenvektor aus R". Die Vektoren

(E].)"'aEn—l’F)

konnen als quadratische Matrix aufgefafit werden. Ihre Determinante ist von 0
verschieden, wenn F' nicht in 7, X enthalten ist. Sie kann positiv oder negativ
sein. Ersetzt man F' durch —F', so dndert sie ihr Vorzeichen.

Im Normalenraum O, (X) (er hat die Dimension 1) existiert also ein und nur
ein Vektor n(a) der Linge 1, so dafl die Determinante positiv ist

det (El, N D n(a)) > 0.

Diese Konstruktion ist unabhéngig von der Wahl der Karte ¢ € O (genau hier
wird eingehen, daf§ O ein orientierter Atlas ist):

2.5 Satz. Sei X C R" eine differenzierbare Hyperfliche und O ein ori-
entierter Atlas von (differenzierbaren) Karten auf X. Es existiert zu jedem
Punkt a € X ein und nur ein Normalenvektor n(a) € 0,(X) mit folgenden
beiden Eigenschaften:

1) [In(a)[| = 1.
2) Ist ¢ : Uy, — V,,, a0 eine Karte aus O um a, so gilt
det (E1,--+, Ey_1,n(a)) >0, mit E; =J(p ";0)e;, (1<j<n-—1).

Anmerkung. Man kann umgekehrt zeigen:

Sei X C R" eine differenzierbare Hyperfliche. Es existiere zu jedem a € X
ein Normalenvektor n(a) der Liange eins, welcher von a stetig abhéingt. Dann
besitzt X eine Orientierung O.

Es erhebt sich die Frage, warum man nicht die stetige Auswahl eines Normalen-

vektors zur Definition der Orientierung erheben kann. Die Antwort ist einfach.
Dieses Konzept funktioniert nur bei Hyperflichen im R".
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Aquivalenz von differenzierbaren Strukturen

Bemerkung: Sei X = (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Menge
aller Karten

p: Uy, — Vo,
welche mit allen Karten aus A differenzierbar vertréglich sind, bildet einen
differenzierbaren Atlas A,,.x welcher A umfafit.

Der Atlas A« ist aus trivialen Griinden maximal in folgendem Sinne: Jede
Karte, welche mit A, differenzierbar vertriglich ist, ist schon in Ay, en-
thalten.

Mit anderen Worten: A .y ist der grofite differenzierbare Atlas, welcher A
umfaft.

Beispiel: Sei X = R"™ und A der Atlas, welcher aus einer einzigen Karte,
namlich der Identitdt besteht. Damit ist A,ax die Menge aller (C°°—)-Diffeo-
morphismen, mit

©: UV, U,V CR" offen.

Im allgemeinen ist A2 echt grofler als A, die beiden differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten (X, .A) und (X, Amax) sind also formal voneinander verschieden.

Sie sind in gewissem Sinne, d. h. fiir unsere Zwecke, jedoch als gleich anzuse-
hen:

Sel (Wy)pe A, €ine Volumenform auf (X, Apnax). Ihre Einschrinkung (wy),ec4
auf A ist dann eine Volumenform auf A. Es gilt:

2.6 Bemerkung. Jede Volumenform auf (X,.A) lafit sich zu einer Volumen-
form auf (X, Amax) ausdehnen. Die ausgedehnte Form ist genau dann positiv,
wenn die urspringliche es war. Die zugeordneten Radonmafle fir die gegebene
Form und ihre Ausdehnung sind dieselben.

Zwei differenzierbare Strukturen A, B auf X heiflen im wesentlichen gleich, falls
ihre maximalen Atlanten iibereinstimmen,

Amax = Bmax .

Halten wir fest:

Wenn die differenzierbaren Strukturen A und B im wesentlichen gleich sind,
so entsprechen sich die Volumenformen auf (X, A) und (X, B) umkehrbar ein-
deutig. Entsprechende Volumenformen fiihren zur selben Integrationstheorie.

In konkreten Fillen wird man versuchen, eine differenzierbare Struktur mit
moglichst wenig Karten zu definieren, die Sphére z. B. mit zwei Karten. Fiir
mathematische Untersuchungen ist es danach sinnvoll, auch weitere differen-
zierbar vertragliche Karten zuzulassen, daher betrachtet man formal am besten
gleich den maximalen Atlas.

In der Literatur ist es nebenbei bemerkt abweichend von unserem Vorgehen
h#ufig iblich, in der Definition der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten nur
maximale Atlanten zuzulassen.
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Aquivalenz von Orientierungen

Bemerkung: Sei (X, Q) eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die
Teilmengen
O+

max

C Omax

aller Karten ¢ € Opax, welche mit allen ¢ € O orientierungsvertréglich sind,
bilden einen orientierten Atlas O . . Dies ist der groSte orientierte Atlas,
welcher O umfaft.

Zwei orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeiten (X, O;1) und (X, O3) heiflen
im wesentlichen gleich, falls

(O1)hax = (02)

max max
gilt.

2.7 Definition. Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit (X, A) heifit orientier-
bar, falls es einen Teilatlas O C Apax gibt (also eine Teilmenge von Karten,
deren Definitionsbereiche ganz X tberdecken), so dafi (X, Q) eine orientierte
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Anmerkung. Man kann zeigen, daf} jede eindimensionale Mannigfaltigkeit ori-
entierbar ist, in hoheren Dimensionen ist dies falsch, wie das Beispiel des
Mobiusbandes zeigt.

Man kann sich nun fragen, wieviele wesentlich verschiedene Orientierungen auf
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit (X, .A) moglich sind.

2.8 Bemerkung. Sei (X, .A) eine zusammenhdngende differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Wenn (X, A) tberhaupt orientierbar ist, existieren genau zwei
Klassen von im wesentlich gleichen Orientierungen.

Im allgemeinen gibt es kein Verfahren, eine der beiden Orientierungen von der
anderen auszuzeichnen. In einem wichtigen Spezialfall von Randmannigfaltig-
keiten ist dies doch moglich.

3. Randmannigfaltigkeiten

Wir wollen das Konzept des Begriffs der Untermannigfaltigkeiten des R" ver-
allgemeinern und Untermannigfaltigkeiten beliebiger differenzierbarer Mannig-
faltigkeiten definieren. Wir erinnern nochmals an eine mégliche Definition:

Eine Teilmenge X C R"™ heifit glatt in einem Punkt a € X, falls es eine offene
Umgebung a € U C R" gibt, so dal U N X eine differenzierbare Untermannig-
faltigkeit ist.
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3.1 Definition. Sei (X, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine
Teilmenge Y C X heifit glatt in einem Punkt a € Y, falls eine Karte p € A

p:Uy, —V,, aclU,
existiert, so daff (U, NY) C R™ glatt in p(a) ist.
Unmittelbar klar ist:

3.2 Bemerkung. Diein 3.1 formulierte Bedingung hdingt nicht von der Wahl
der Karte ¢ ab.

Wir bezeichnen mit Y., die Menge der glatten Punkte von Y. Dies ist offen-
sichtlich eine offene Teilmenge von Y. Wir nennen Y glatt schlechthin, falls
Y = Y., gilt. Offensichtlich ist allgemein Y, glatt.

Eine etwas andere Moglichkeit, den Begriff der Glattheit zu definieren, beruht
auf dem maximalen Atlas.

3.3 Bemerkung. SeiY C (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
a €Y ein Punkt. Genau dann ist Y glatt im Punkte a, wenn es eine Karte
¢ € Amax

p:U, —V,, aecU,,
im maximalen Atlas gibt, so daf$ folgende Bedingung erfillt ist:
Es existiert ein Untervektorraum V C R"™ mit der Eigenschaft

(U, NX)=V NV,

Mit anderen Worten:
Y st (in der Nihe von a) nach Wahl einer geeigneten Karte im mazimalen
Atlas platt gebiigelt.

Der Vektorraum V habe die Dimension d (< n). Man kann in 3.3 0. B. d. A. an-
nehmen, dafl
V={zxeR" z441=-=2a,}

gilt. Danach erhélt man eine Identifikation von V mit ]Rd, genauer einen Vek-
torraumisomorphismus

~

R =V, z+— (,0,---,0).

Nach einer solchen Identifikation kann man die Karte ¢ auf Y einschrénken:

Sei
U; =YnuU,

und sei V¢’, c R derjenige offene Teil, welcher in V der Menge VNV entspricht.
Wir kénnen dann die Einschriankung ¢’ von ¢

@/:U;—>V¢I,

betrachten.
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3.4 Satz. SeiY C (X,.A) ein glatter Teil einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit. Die Menge aller Einschrinkungen ¢’ von Karten ¢ € Apnax

p:U, —V,, acU,,
U, NY)={x eV, xg41 ==z, =0},
ist ein differenzierbarer Atlas A" := A|Y aufY.

Insbesondere kénnen wir Y = (Y, A’) wieder als differenzierbare Mannigfaltig-
keit auffassen (und wir meinen immer stillschweigend diese Struktur auf Y).
Im Fall eingebetteter Mannigfaltigkeiten im R"™ erhalten wir das alte Konzept
zuriick.

Wir weisen nochmals ausdriicklich darauf hin.

Selbst wenn A orientierbar ist, so braucht A’ noch lange nicht orientierbar zu
sein, wie das schon mehrfach erwdhnte Beispiel des Mobiusbands zeigt.

Es gibt jedoch eine besondere Situation, wo dies doch der Fall ist.

3.5 Satz. Seien X = (X, .A) eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, U C X ein offener Teil von X und a € OU ein Randpunkt. Man nennt
a einen glatten Randpunkt von U, falls es eine Karte ¢ € Amax

o:U, —V,, acU,
mit folgenden Eigenschaften gibt
0 (U, NOU) = {x € Vi, = 0},
2) (U, NU)={z eV, x, >0}

Sei S C OU die Menge aller glatten Randpunkte von U. Insbesondere gilt
(wegen 1), dal S C (OU)yeg und S offensichtlich ein offener Teil von (0U)
(und (OU)yeg) ist. Die Bedingung 2) bezieht sich aber nicht nur auf die Menge
OU allein, sondern auch auf ihre Angrenzung an U. Ist beispielsweise U das
Komplement der 2-Achse in R?, so ist der Rand von U die z-Achse. Diese ist
glatt aber U ist in keinem Randpunkt glatt.

3.6 Satz. Sei X = (X, .A) eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit
und U C X ein offener Teil. Die Menge Bt aller Einschrinkungen von ¢’ von
Karten ¢ € A mit den Figenschaften 1) und 2) definieren einen orientierten
Atlas auf der Menge S aller glatten Randpunkte. Insbesondere trigt S eine
Struktur als orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Wir wollen nun nochmals das wichtige Beispiel des Randes einer offenen Teil-
menge U C R" betrachten:

Sprechweise. Sei a € QU ein Randpunkt und A € R™ ein Vektor. Der Vektor
A weist in a aus U heraus, falls es ein € > 0 gibt, so daf} alle Punkte

a+tA, 0<t<e,

im Komplement von U liegen.
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3.7 Hilfssatz. Sei U C R" ein offener Teil und sei S C OU die Menge der
glatten Randpunkte von U. Die in 3.6 definierte Orientierung ist so beschaf-
fen, daf$ fiir jeden Punkt a € S der normierte Vektor n(a) € O4(S) aus U
herausweist.

4. Der Gauflsche Integralsatz

4.1 Definition. Sei A = A"V eine Matriz mit n Zeilen und n—1 Spalten.
Sei A; (1 < i < n) die Matriz, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile
entsteht. Wir bezeichnen mit v(A) den Spaltenvektor mit den FEintrdgen

v(A); := (—=1)" T det(4;).

Im Falle n = 3 nennt man v(A) auch das Kreuzprodukt der beiden Spalten von

A.
Eine andere Moglichkeit, den Vektor v(A) zu charakterisieren, bietet

4.2 Bemerkung. Sei A = A=Y eine Matriz mit n Zeilen und n — 1
Spalten. Fiir jeden Spaltenvektor x € R"™ gilt

det((4,z)) = (v(A), z).
Insbesondere steht v(A) auf den Spalten von A senkrecht.

Man kann auch die Linge von v(A) angeben:
4.3 Bemerkung. Die FEuklidische Linge von v(A) ist

llv(A)|| = \/det(A’A).

Geometrisch ist dies der Inhalt eines (n — 1)-dimensionalen Parallelotops,
niimlich das Bild A(0,1)"~! des Einheitswiirfels.

4.4 Definition. Sei A = A"~V eine Matriz mit n Zeilen und n—1 Spalten.
Ihr Rang set m — 1. Man definiert

In Abschnitt 2 haben wir den normierten Normalenvektor an eine Hyperflache
definiert. Offenbar gilt
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4.5 Bemerkung. Seien X C R"™ eine orientierte Hyperfliche, a € X
ein Punkt und o eine Karte des orientierten Atlas, deren Definitionsbereich
den Punkt a enthdlt. Dann kann der normierte Normalenvektor durch das
verallgemeinerte Kreuzprodukt wie folgt berechnet werden:

n(a) = n(J(e;z)) (=9 = p(a)).
Wir nehmen nun an, auf der orientierten Hyperfliche X sei ein (stetiges) Vek-
torfeld A : X — R"™ gegeben. Wir kénnen dann die Funktion
X — R, z+— (A(x),n(x)),

definieren. Diese Funktion kénnen wir mit der Volumenform w, (w, = v/det g4 )
multiplizieren und dann integrieren, sofern fw zuléssig ist. Das Integral

[ @), oy
X

mifft den mittleren Durchtritt des Feldes durch die Hyperfliche X. Man
schreibt dieses Integral auch folgendermaflen:

/ (A(z), n(x)) dS(z),
X

wobei man sich unter dS(z) ein Flidchenelement vorstellen mag. Entsprechend
mag man sich unter dn(z) := n(x) dS(z) ein Normalenelement vorstellen. Wir
wollen uns um eine genaue Interpretation dieser Begriffe nicht kiimmern und
begniigen uns mit der

4.6 Definition.

[ta@), dnta)) = [ (Alz),nia))w.

X X

Aus 4.2 und 4.3 ergibt sich unmittelbar

4.7 Bemerkung. Sei X eine parametrisierbare Hyperfiiche und o : U — X
eine (orientierungstreue) requlire Parametrisierung von X, so gilt

/ (A(x), dn(z)) = / (A(x), n(a)) v/det(J (@ )/ T (o 2)da

U X

= /det(J(a; ), A(z))dz,

U

wobei wir in diesem Zusammenhang den Vektor A(x) als Spaltenvektor schrei-
ben.

Auf die letzte Formel waren wir bereits im Fall n = 2 gestoflen. Wir formulieren
nun den Gaufischen Integralsatz:



396 Kapitel IX. Integration von Vektorfeldern

4.8 Satz. Sei U C R" eine offene beschrinkte nicht leere Teilmenge mit
(iberall) glattem Rand. Sei weiterhin A : U — R™ ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge [7, welche das Kompaktum U U oU
umfafit. Dann gilt die Integralformel

/ (A(z), dn(z)) = / divA(z)dz,

oU U

wobes
divA(z) == ;_1 oz,

die sogenannte Divergenz des Feldes bezeichne.

Der Gaufische Integralsatz wird sich als Spezialfall das allgemeinen Stokeschen
Integralsatzes auf Mannigfaltigkeiten erweisen. Wir verzichten daher ans dieser
Stelle auf einen Beweis.
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1. Die Graflmannalgebra

Seien V7, ---,V,, Vektorrdume. Eine Abbildung
H:Vix.---xV, —W

in einen weiteren Vektorraum heif3t multilinear, falls sie in jeder Komponente
linear ist.

Fiir jedes j € {1,---,n} und jedes feste (n — 1)-Tupel
a, €V,, 1<v<n, v#jy,
ist also die Abbildung
Vi, — W, z+— H(a, --,a;-1,2,a;, -, a),

linear.

Von besonderem Interesse ist der Fall V = V; = ... = V,,. In diesem Falle heif3t
H alternierend, falls H das Vorzeichen dndert, wenn man zwei Komponenten
vertauscht.

Sei
o:{l,...n} — {1,...n}

eine Permutation der Ziffern 1 bis n. Fiir eine alternierende Multilinearform
H gilt

H(aa(l)a T 7aa(n)) = Sgn(U)H(ala T >a'n)-
Hierbei bedeutet sgn(o) das Vorzeichen der Permutation o. Dies liegt daran,
dafl man jede Permutation als Produkt endlich vieler Transpositionen (Vertau-

schen zweier Ziffern) schreiben kann. Das Signum ist die Anzahl der bendtigten
Transpositionen. Es gilt

sgn(or) = sgn(o) - sgn(r).

Ist der Zielvektorraum W der Grundkérper (bei uns R) selbst, so nennt man
die multilineare Abbildung H auch eine Multilinearform.
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Eine der wichtigsten alternierenden Multilinearformenalternierende Multiline-
arform ist die Determinante. Wir betrachten den Vektorraum der Spaltenvek-
toren V' = R". Eine n x n-Matrix mit Koeffizienten aus R kann als Element
von V* =V x ... x V aufgefait werden.

Die Determinante
det: V" — R

ist eine alternierende Multilinearform. Sie ist bekanntlich bis auf einen skalaren
Faktor sogar die einzige alternierende Multilinearform auf V™.

Die Grafimannalgebra ist eine Verallgemeinerung der Determinantenkonstruk-
tion.

1.1 Definition. Fine graduierte Algebra V, ist eine durch 7Z parametrisierte
Schar von Vektorrdaumen

(Vp)peZ
zusammen mit einer durch 7Z X 7. parametrisierten Schar von bilinearen Abbil-

dungen
Vo X Vg — Vpig
Wir bezeichnen die bilineare Abbildung symbolisch als Produkt
VPXVQ—>V;D+¢I7 (a7b)'—>aAb'

(An sich wire es genauer,
aNp,g) b

zu schreiben).

1.2 Definition. Fine graduierte Algebra heifit assoziativ, falls
(anb)ANec=aN(bAc)
firaeV, beV,, ceV, (p,q,r beliebig aus Z) gilt.

1.3 Definition. Fine graduierte Algebra heifit schiefkommutativ, falls
anNb=(-1)PbAa
fira € Vp, be 'V, gilt.
In einer schiefkommutativen Algebra gilt offensichtlich
aNa=0, fallsa € V,,, p ungerade.

1.4 Definition. Fine graduierte Algebra besitzt ein Einselement, falls ein
Element

leVomitlNa=aAl firaleaecV, (pbeliebig)
existiert.

Das Einselement ist natiirlich eindeutig bestimmt.
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1.5 Definition. Sei V, eine assoziative graduierte Algebra mit Einselement

1. Die Algebra wird von Vi erzeugt, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1) V,=0, p<O.

2) Vh=R-1

3) Im Falle p > 0 wird V, als Vektorraum von den speziellen Elementen
al/\-~-/\ap, ajevl (1§j§p)
erzeugt.

(Wegen der Assoziativitit ist a1 A --- A a, wohldefiniert).

Wir nehmen einmal an, dafl V, eine assoziative graduierte Algebra mit Einsele-
ment ist, welche von V; erzeugt wird. Es existiere mindestens ein p, so dafl V),
von 0 verschieden ist. Dann gilt natiirlich 1 # 0. Aus 1.5, 2) folgert man
unmittelbar, daf3 die Abbildung

R—Vy, tr—t-1,
ein Vektorraumisomorphismus ist. Es gilt fiir a € V,, p € Z (beide beliebig)

(t1) Na=1t(1Aa)=ta.
T

Bilinearitiat von A

Aus diesem Grunde identifiziert man dann haufig die reelle Zahl ¢t mit ¢1 € Vj.
Es gilt dann einfach
t-a=tAafirteR.

1.6 Bemerkung. SeiV, eine assoziative und schiefkommutative Algebra mit
Einselement, welche von Vi erzeugt wird. Seieq,---, e, ein Erzeugendensystem
von Vi (2. B. eine Basis). Dann gilt

1) V, =0 firp>n.
2) Im Falle p > 0 wird V,, von den Elementen

61‘1/\---/\6%, 1§i1<--~<ip§n,

erzeugt.

Folgerung: Sei n = dim V;. Dann gilt

. n
dimV, < (p)

(Wir setzen den Binomialkoeffizienten 0, falls p > n oder p < 0 gilt. Will
man den Fall n = 0 zulassen, so mufl man in diesem Zusammenhang (g) =0
definieren.
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1.7 Definition. FEine graduierte Algebra V, heifit eine Grafimannalgebra,
falls folgende Bedingungen erfillt sind

1) Vi ist assoziativ, schiefkommutativ und besitzt ein Finselement 1.

2) n=dimV, < occ.

3) dimV, = (7).

(Es gilt also insbesondere V,, =0 fir p <0 und p > n).

1.8 Satz. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. FEs existiert eine
Grafimannalgebra V, mit der Eigenschaft

Vi=V

Sprechweise: Wir nennen eine Grafimannalgebra V, mit der Eigenschaft V; =V
eine GraBmannalgebra iiber V.

Wir wollen Satz 1.8 gleich in Verbindung mit einer Eindeutigkeitsaussage be-
weisen und formulieren diese Aussage vor dem Beweis von 1.8.

1.9 Definition. Fin Homomorphismus
Px : V* — W*

von graduierten Algebren mit Einselement ist eine Folge von linearen Abbildun-
gen
op:Vp—W,, peLiL,

mit den Figenschaften
1) 900(1) = 17
2) wpla) Apg(b) = @prqla Ab) fira eV, beVy.

Man nennt ¢, einen Isomorphismus, wenn alle ¢, Isomorphismen sind.

1.10 Satz. Se:
1.V —W

eine lineare Abbildung von endlichdimensionalen Vektorrdumen. Seien V,, W,
Grafimannalgebren iber V.W. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Homo-

morphismus
ly : Ve — W,

von Graffmannalgebren mit der Figenschaft

[=1.
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1. Folgerung. Wenn [ ein Isomorphismus ist, so ist auch [, ein Isomorphismus.

2. Folgerung. Seien V, und W, zwei Gralmannalgebren iiber ein und demselben
Vektorraum V. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus

ly : Ve — W,
mit der Eigenschaft
[, =idy .

Wir kénnen sagen:

Die Gralmannalgebra ist bis auf kanonische Isomorphien eindeutig bestimmt,
sie ist also im Wesentlichen eindeutig. Daher sprechen wir im folgenden auch
von der GraBmannalgebra iiber V.

Existenz einer Graflmannalgebra

Wir geben zwei Existenzbeweise. Der erste benutzt Basen, der zweite ist koor-
dinateninvariant und wird nur skizziert.

Existenzbeweis mittels Basen

Da zwei Vektorrdume gleicher Dimension isomorph sind, geniigt es, zu jedem
gegebenen n eine Grafimannalgebra V, mit dim Vi = n zu konstruieren. Wir
konstruieren im folgenden die sogenannte Standardalgebra. Sei M eine endliche
Menge. Die Menge aller Funktionen

a: M —R

bildet in iiblicher Weise einen Vektorraum, den man manchmal mit R™M beze-
ichnet. Im Falle M = {1,---,n} erhdlt man genau den R".

Sei a € M ein Element. Wir betrachten die Funktion

oM. _J1, fallsa=b
eq =€, M —R, ea(b)—{O, sonst.

Diese Funktionen bilden eine Basis von R™. Es gilt also
dim R™M = M.

Im Grunde ist dies die bekannte Aussage dim R" = n.

Wir betrachten nun die Menge {1,---,n} und bezeichnen mit

M =M, ={ac{l,--,n}, fta=p}

p

die Menge ihrer p-elementigen Teilmengen. Es gibt gerade

()
P p
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solcher Teilmengen. Wir konnen immer
1<p<n

annehmen (dies ist aber nicht notwendig).

Wir definieren nun
V,=V™=R" 1<p<n,
und definieren ergéinzend

Vo=R, V,=0firp>noderp<D0.

dim V, = <n)
b

dimV; = n.

Es gilt also

und insbesondere

(Da die einelementigen Teilmengen von {1,---,n} mit den Ziffern 1, -- - n iden-
tifiziert werden koénnen, kann man V; mit dem R"™ identifizieren.)

Behauptung: Es existieren bilineare Abbildungen
Vo X Vg — Vg,

so dafl V. = (V}), eine Grafmannalgebra wird. (Damit ist V, eine Graf-
mannalgebra iiber R". Da jeder endlichdimensionale Vektorraum zu einem R"
isomorph ist, folgt die Existenz einer Grafimannalgebra allgemein.)

Konstruktion der bilinearen Abbildung V, x V;, — V.,

Im Falle p < 0 oder ¢ < 0 ist sie (zwangsweise) die Nullabbildung. Im Falle
p =0 oder ¢ = 0 ist sie gewthnliche skalare Multiplikation mit reellen Zahlen.
Wir kénnen also p > 0 und ¢ > 0 annehmen. Auflerdem kénnen wir p < n und
q < n annehmen.

Wir machen nun von der Tatsache Gebrauch, dal man eine bilineare Abbildung
auf Basiselementen willkiirlich vorschreiben kann.

Wenn man also je zwei Teilmengen

aC{l,---,n}, bC{l,---,n},
fa=p, fb=q,

irgendwie ein Element
e(a,b) € Vpiq
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zugeordnet hat, so existiert eine eindeutig bestimmte bilineare Abbildung
VPXVQ—>VP+¢I> (CL?b)Ha/\bﬂ
mit der Eigenschaft
eq N ey = e(a,b).

Ein naheliegender Gedanke e(a,b) als e,y zu definieren, scheidet aus zwei
Griinden aus:

1) Nur wenn a und b disjunkt sind, gilt §(a Ub) = p + ¢ (und wir suchen
Elemente in Vj4,).

2) Der Ansatz 148t keine Schiefkommutativitét erwarten.

Eine geringe Modifikation dieses Ansatzes 1if3t beide Schwierigkeiten iiberwin-
den.

1) Wir definieren
ea Nepy =0, fallsanb#0.

2) Es sei nun a Nb = (. Wir definieren
eq N\Nep = E(CL, b) " €aUb

mit einem gewissen Vorzeichen (a,b) = +1.

Das Geheimnis der Konstruktion liegt nun darin, dafl man das Vorzeichen so
wéhlen kann, dafl man Assoziativitdt und Schiefkommutativitdt bekommt.

Definition des Vorzeichens ¢(a,b)

Wir ordnen die Menge a C {1,---,n} in ihrer natiirlichen Reihenfolge an
a={a1, --,ap}, 1<a;<---<a,<n.
Entsprechend verfahren wir mit b und ¢ = a U b:

b={b1, - ,b}, 1<b <--<b,<n,
c={c1, ,Cprqts, 1< <o <cppq <

Wir schreiben nun a und b nebeneinander und darunter c

ai, "'7ap7b17"' 7bq
cl) PR ’cp+q

In beiden Zeilen stehen dieselben Elemente aber in verschiedener Reihenfolge,
denn es muf ja nicht a, < b; gelten!

Damit bietet sich folgende Definition eines Vorzeichens £(a, b) im Falle anb = )
an.
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e(a,b) ist das Vorzeichen derjenigen Permutation, welche das Tupel (ay,-- -, bg)
in die natirliche Reihenfolge (c1,-- -, cptq) Uberfihrt.

Damit haben wir in allen Féllen eine bilineare Abbildung
Vp x Vyg — Viig

definiert und miissen die Axiome der Grafimannalgebra nachweisen.

1) Schiefkommutativitdt
Zu zeigen ist
ea Nep = (—1)Plep A ey

Im relevanten Fall a N'b = () bedeutet dies, da3 das Vorzeichen derjenigen
Permutation, welche

(ala"'7ap7b17"'7bq) - (617"'7bq7a1;"'7ap)

iberfiihrt, gerade (—1)P¢ ist. Dies ist jedoch klar, da man jedes b; an allen
ai,---,ap vorbeischieben muf. Das sind gp Transpositionen.

2) Assoziativitdit

Es ist
ea N(ep Nee) = (eq Nep) Nee

zu zeigen, wobei man annehmen kann, dafl a,b und ¢ paarweise disjunkt sind.
Dies bedeutet
e(a,bUc)e(b,c) =e(a,b)e(aUb,c).

Beide Seiten geben aber das Vorzeichen der Permutation, welche man braucht,
um
ai,...ap,b1,...bg,c1,...Cp

in die natiirliche Reihenfolge zu bringen.

Die restlichen Eigenschaften der Grafimannalgebra sind trivial.

Koordinatenfreier Existenzbeweis (Skizze)

Sei V' ein Vektorraum. Unter dem Dualraum V* von V versteht man die
Menge aller linearen Abbildungen (Linearformen) [ : V' — R, welche in der
iiblichen Weise addiert und mit Skalaren multipliziert werden. Den Dualraum
des Dualraums bezeichnet man mit V**. Es gibt eine wichtige natiirliche lineare
Abbildung

V— V.

Ist a € V ein Element, so ist sein Bild in V** eine Linearform

l, : V¥ — R.
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Diese ist durch

definiert.

Mittels Basen zeigt man leicht:
Wenn V' endlich dimensional ist, so gilt dimV = dim V*. Die natiirliche
Abbildung
V—V*

ist ein Isomorphismus. (Man nennt diesen Isomorphismus , kanonisch*, weil er
,hatiirlich“, insbesondere basisunabhéingig definiert wurde. Er ist so ,natiir-
lich“, dal man V und V** identifizieren kann.)

Fiir eine natiirliche Zahl p sei nun V), der Vektorraum aller alternierenden

Multilinearformen
p-Faktoren

——
VEx o xVE=V* R

(Ergénzend definieren wir wieder Vy = R und V,, = 0 fiir p < 0). Es gilt also
Vi = V**. Wir wollen eine lineare Abbildung

Vp x Vg — Viig
konstruieren, so dafl wir eine GraBmannalgebra erhalten. Seien
A:V* R, B: V' —R
zwei alternierende Multilinearformen. Man kann dann die Abbildung
C:V*PH R, Clar, -+ ap, b, ,by) = Alar, -+, ap) - B(bi, -, by),

definieren. Diese ist offensichtlich multilinear aber nicht alternierend.

Doch es gibt einen Prozef, welcher jede Multilinearform
M:V*?Y —R

eine alternierende Multilinearform M#!"* zuordnet, nimlich

a 1
Mlt(a‘lv"'aa“p): o Z sgnaM(ag(l),---,ag(p)).
" o€S,
Hierbei bezeichne S, die Menge aller Permutationen der Ziffern 1,---,p. Wir

definieren nun

AN B := C?l

und {iberlassen es dem Leser, die Axiome der Grafimannalgebra zu beweisen.
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Beweis von Satz 1.10. Wir wahlen eine Basis
€1, ",en von V.
Dann bilden die Vektoren
e N Neg,, 1< < <ip <,

eine Basis von V),.

(Wir nehmen p > 0 an, die anderen Fille sind trivial). Es existiert eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung V, — W), welche e;; A --- Ae; in
I(es,) A -+ Al(e;,) tiberfithrt. Der gesuchte Homomorphismus wird notwen-
digerweise durch diese Folge linearer Abbildungen definiert. Die Homomor-
phieeigenschaft mufl man natiirlich nachweisen, was aber einfach ist.

Wir erinnern daran, daf§ wir V; mit dem R" identifiziert haben. Die Standard-
basis sei ey, - - -, €.

Behauptung. Sei a C {1,---,n}, a={ai,---,ap}, a1 <---ap. Esgilt
€a = €aqy N+ Neg,.

Der Beweis ist trivial (Induktion nach p unter Ausnutzung der bewiesenen
Assoziativitit.)

Abschlieflend eine Zusammenfassung

Die GraBmannalgebra ist im Grunde etwas Triviales. Sei V' ein Vektorraum
mit Basis eq, -+, e,. Man rechnet mit Ausdriicken

1<iy < <ip<n
bilinear und assoziativ unter Verwendung von
e; N\ €; = —€j Ne;.
der Existenzbeweis fiir die Grafimannalgebra zeigt, dafl diese Rechenregeln
widerspruchsfrei sind.
Sprech- und Schreibweise. Man nennt den p-ten Anteil der Graimannalgebra

iiber V' die p-te duffere Potenz von V und bezeichnet sie mit

VP! oder auch mit APV,



§2. Alternierende Differentialformen, lokale Theorie 407

Die Determinante

Sei V' ein Vektorraum positiver Dimension n. Dann ist die hochste duflere
Potenz V[ eindimensional. Seil: V — V eine lineare Abbildung. Dann ist
1 vl - v notwendigerweise die Multiplikation mit einem Skalar. Dieser
Skalar ist die Determinante von [:

1.11 Satz. Es gilt

1"(a) = det(l)-a  fiira e VI,

Im Falle V.= R" ist die lineare Abbildung durch eine Matrix gegeben und
man erhélt den Begriff der Determinante einer Matrix. Wiére dieser Begriff
noch nicht entwickelt, so konnte man Satz 1.11 zur Definition der Determi-
nante umfunktionieren. Dies rechtfertigt die eingangs gemachte Anmerkung,
dafl die Graimannalgebra als Verallgemeinerung der Determinantenkonstruk-
tion anzusehen ist. Der Beweis von Satz 1.11 ergibt sich unmittelbar aus
der bekannten Charakterisierung der Determinante als normierte alternierende
Multilinearform.

2. Alternierende Differentialformen, lokale Theorie
Wir betrachten eine (die) Gramannalgebra tiber dem R"™. Wir bezeichnen ab
jetzt ihren (p-ten) Anteil (p € Z) mit APR". Es ist also
AR =R, A'R"=R", APR" =0, fallsp <0 oderp>n.
Im Falle 1 < p < n bilden die Elemente
e, Ao Ney, (1<idp <---<ip<n)

eine Basis von APR". Ist a C {1,---,n} eine Teilmenge von p Elementen, so
verwenden wir gelegentlich die Bezeichnung

€a = €aqy N\ Neq,,
wobei a1, - - -, a, die Elemente von a in ihrer natiirlichen Anordnung seien.

2.1 Definition. Sei U C R" ein offener Teil. Eine alternierende Diffe-
rentialform vom Grade p ist eine Abbildung

w:U — APR".
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Sei z € U. Dann ist also
w(z) € APR",

d. h.
w@)= Y faa@en A Ae,

1<iy <---<ip<n

Die Komponenten in dieser Darstellung sind Funktionen
fil,-“,ip U — R, (1§i1 <"'<’ip).

Also: Eine alternierende Differentialform auf einem offenen Teil des R"™ ist
nichts anderes als ein Tupel von Funktionen. Und zwar wird jedem 1 < 7 <
-++ < ip < n eine Funktion f; ..; zugeordnet. Alternierende Differentialfor-
men vom Grade 0 sind gewdhnliche Funktionen.

Sprechweisen. Wir nennen “alternierende Differentialformen” im folgenden
auch kurz “Differentialformen” und “alternierende Differentialformen vom
Grade p” auch einfach “p-Formen”. Alternierende Differentialformen vom Grad
1 nennt man auch Differentiale.

Die Bezeichnung “Differentialformen” fiir solche Tupel wird sich erst dann
rechtfertigen, wenn man sieht, wie man mit diesen Tupeln rechnet.

Merke. Es ist belanglos, was Differentialformen sind, es kommt nur darauf an,
wie man mit ihnen rechnet.

Wir definieren Addition von Differentialformen gleichen Grades und das schiefe
Produkt punktweise.

—

w+w)(z) =

(wAw)(x) =

Differentialformen vom Grade 0 sind gewdhnliche Funktionen. Das schiefe Pro-
dukt mit einer Funktion f (Differentialformen vom Grad 0) ist einfach die
gewohnliche komponentenweise Multiplikation mit f.

Wir bezeichnen die 1-Form mit dem Konstanten Wert e; mit dx;. Dies ist also
das n-Tupel von Funktionen, melches an der i-ten Stelle die Funktion konstant
1 und sonst lauter Nullfunktionen enthélt,

dx’i = (Qa---7Q7l7Q7"'aQ)'

Dabei bezeichnen wir mit C' die konstante Funktion mit dem Wert C. Eine
1-Form kann mit dieser Bezeichnung auch in der Form

(fla"'vfn) = Zfzdxz
=1
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geschrieben werden. Allgemeiner kann eine p-Form (1 < p < n) in der Form
w= Z Jir,ooip dxiy Nooo A dy .
1<i) <o <---<ip<n,
geschrieben werden.

Wir verwenden fiir eine Teilmenge a C {1,...,n} von p Elementen die Beze-
ichnung
drg = dre, N... Ndzg,,

wobei ay,...,a, die Elemente von a in ihrer natiirlichen Reihenfolge bezeich-
nen. Schreibt man noch abkiirzend fq := fq,,....a,, 50 erhélt man fiir p-Formen
die vereinfachte Schreibweise

Bemerkenswert sind noch die “Top”-Formen (Differentialformen héchsten Gra-
des n). Sie haben nur eine Komponente

w=fdryi NN\ dx,.

Allgemein haben p-Formen (;L) Komponenten.

3. Die duflere Ableitung

Eine Differentialform auf einem offenen Teil U C R" heifit differenzierbar,
falls alle ihre Komponenten differenzierbare Funktionen sind. Der Einfachheit
halber moge hier unter ,differenzierbar® unendlich oft stetig differenzierbar
verstanden werden. Natiirlich geht vieles auch unter schwicheren Vorausset-
zungen.

3.1 Bezeichnung. Mit
MP(U), U CR" offen,

wird die Menge aller alternierenden Differentialformen vom Grade p bezeichnet
und mat

AP(U)
die Teilmenge aller differenzierbaren Formen.
Das alternierende (schiefe) Produkt definiert Abbildungen
MP(U) x M9(U) — MP*I(U), AP(U) x AYU) — APTI(U).
Im Falle p = 0 ist dies die gewohnliche Multiplikation mit einer C'°°-Funktion,
denn es ist
AY(U) = C>=(U).
Ausgangspunkt der dufleren Ableitung Ableitung ist eine klassische Konstruk-
tion.
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3.2 Definition. Das totale Differential einer C*° Funktion f:U — R ist

__of of
df := O dry + -+ . dz,,.

Das totale Differential kann als Abbildung
d: A(U) — AY(U)
aufgefalt werden. Es ist unser Ziel, diese Abbildung zu einer Abbildung
d: AP(U) — APTH(U)
zu verallgemeinern (genauer aber umsténdlicher wére es, d, anstelle von d zu

schreiben, noch genauer aber noch umstéandlicher miifite man diese Abbildung
mit dg bezeichnen.)

Die Definition der Abbildung d benutzt wesentlich den , schiefen Kalkiil®
3.3 Definition. Man definiert die Abbildung

d: AP(U) — APTH(U)
durch

d Z fi1-~~ip dz;, NN\ dmip =

1<iy <---<ip<n

Z (dlezp) N dCL‘l VANEIEIAN dSCZ'p.

1<iy <---<ip<n

Was passiert hier eigentlich? Es ist ja

Es kommt also darauf an,
dl‘j VAN dl‘il VAYRRRIVAY d.ij

zu bestimmen. Falls j unter den ¢y, - - -, %, vorkommt, ist der Term zu streichen,
andernfalls ist das j an die richtige Stelle zu schreiben und ein entsprechendes
Vorzeichen aufzunehmen.

Wir fithren dies im R® genauer durch.
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0 0
f dx1+—f 2+—fdx3

df 8%1 81‘2 8:173

d(fl d$1 + fQ dl‘g + fg dxg) =
afld +%d +idill'3 /\dl‘l
01 Ox3

of2 3f2 Of2
8:171 d.fL’l + 81'2 dzx To + a:)j'g dl‘g A dl‘g

_|_

dxy Oxa Ox3

Benutzt man die Regeln
dx; N\ dej = —dzj A\ dx; speziell dz; A dz; = 0),
so folgt

d(fl dxl + f2 d(L‘Q + f3 dl‘g) = 0g1 dl‘g VAN d(L‘g + g d$1 d$3 + gs dCCl A dl‘g

mit
fs _ 0f
T 8:1:2 8953’
_Ofs _Of
2 8901 8903
of2  Ofi

g3 = 5’_371_8_302

Fafit man die dz-Terme nur als Verzierungen auf, so wird also einem 3-Tupel
von Funktionen (f1, f2, f3) das neue 3-Tupel (g1, g2, g3) zugeordnet. Es handelt
sich hierbei (bis auf ein Vorzeichen um den klassischen Operator rot (Rotation).
3)p=2
d(fl dCCQ/\ dl‘g + f2 dCCl A\ dl‘g -+ f3 dCCl A\ dl‘g)
_of
8561
9f2
(9%2
9fs
I3
ofi  0fs  Ofs
= — dzi A\ dxo N dxs.
(6331 8(132 + 3.@3 e 2 3
Es wird also jedem Vektorfeld eine skalarwertige Funktion zugeordnet. Es han-
delt sich (bis auf ein Vorzeichen) um den klassischen Operator div (Divergenz.

d:li’l A\ dl’g A d.fl33+

dill'g VAN dl‘l A d.fl?3+

dzs A dxy N dzo
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3.4 Hilfssatz. FEs gilt
dod=0

(genauer mifste man
dp—l o dp =0

schreiben,).

Den Beweis fithrt man sofort auf den Fall von 0-Formen zuriick, also auf die
Formel

82
IL7.]

Diese Formel wird klar wenn man die Summationsindizes ¢ und j vertauscht.

Fin Spezialfall ist die kalssische Formel

div orot = 0.

4. Transformation (Riicktransport) von Differentialfor-
men

Sei
p:U—V, UCcCR" offen, VC R™ offen,

eine differenzierbare (C°°—)Abbildung. Ist f : V — R eine Funktion auf V|, so
definiert man ihren Riicktransport ¢* f durch

' f=fop:U—V
Der Riicktransport induziert insbesondere eine Abbildung
" C®(V) — C(U)
I I
A (V) — A(U).

Wir wollen allgemeiner den Riicktransport ¢*(w) einer p-Form w auf U defi-
nieren und insbesondere eine Abbildung

o AP(V) — AP(U)

definieren.

Dieser Riicktransport soll mit den eingefithrten Rechenregeln fiir Differential-
formen vertraglich sein. Er ist hierdurch auch schon eindeutig bestimmt.
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4.1 Satz. Sei
0:U—V, UCR" offen ,V C R™ offen,

eine differenzierbare Abbildung. Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung,
welche jeder p-Form w auf V' eine p-Form ¢*w auf U zuordnet, so daf§ folgende
Rechenregeln erfiillt sind

1) Sei f eine 0-Form, also eine Funktion, dann ist
e f=foe.
2) Seiw eine p-Form und W' eine q-Form auf V. Dann gilt
¢'(wAw) =" (w) A ™ (W)
3) Sei w differenzierbar. Dann ist auch ¢*w differenzierbar und es gilt
(") = ¢*(dw).
Wir erhalten also insbesondere Abbildungen

AP(V) — AP(U).

Bevor wir diesen Satz beweisen, folgern wir gleich
4.2 Satz. Der Riicktransport ist . funktoriell®, d. h. sind
U-LV-5SW (UCR™, VCR™ W CRP offene Teile)
differenzierbare Abbildungen, so gilt
@ oyt = (Yop)”

(genauer
" (P (W) = ([Wop)(w)
fiir eine p-Form w auf W ).

Da auerdem id*(w) = w fiir die identische Abbildung id : U — U gilt, erhalten
wir: Sei

o:U—V; UVCR"

ein Diffeomorphismus. Dann ist der Riicktransport eine Bijektion zwischen
Differentialformen auf V' und U, insbesondere sind die Abbildungen

p* AP(V) — AP(U)



414 Kapitel X. Alternierende Differentialformen

bijektiv.
Beweis. Wir definieren zunéchst den Riicktransport ¢*( dy;) der Basisdifferen-

tiale
dyi, -+, dym auf V

Wir bezeichnen hierbei die ,, Koordinaten“ in V' mit yq,---, 9, und in U mit
T1y s Ty
Bezeichnet man mit
pi:V—2R, p;(y) =y
die j-te Projektion, so gilt offenbar

dpj = dyj.
Wir haben keine andere Wahl, als

©*(dy;) = ¢*(dp;) = d(o"(p;)) = d(p))

zu definieren. Dabei sei ¢; = p; o ¢ die j-te Komponente von ¢.

Halten wir fest

i=1 t

Allgemein miissen wir

(,0* Z fil,"',ip d’y“ VANIEIAN dyip

1<iy < <ip<m

= > @ (i) (dyi) A A (dys,)

1<iy < <ip<m

definieren, wobei *(f) = ¢ o f der Riicktransfer von Funktionen ist.

Jetzt mufl man die postulierten Rechenregeln lediglich verifizieren. Dies ist nun
einfach:

1) Man verifiziert durch einfache Rechnung zunéchst

e (df) = d(¢"(f))
fiir Funktionen (O—Formen) f. Was eingeht, ist die Kettenregel

Z 8901 z)
833] 833Z ox;
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Es ist natiirlich, diese Formel folgendermaflen zu interpretieren: Sei a € U ein
Punkt und b = ¢(a) € V ein Bildpunkt. Wir betrachten
p*(df)(a) € A'(R™) =R", (df)(b) € A'(R™)=R"™.

Wir betrachten alsdann die lineare Abbildung von dem R™ in den R", die
durch die Transponierte der Jacobimatrix von ¢ gegeben ist,

J(p;a) : R™ — R"

(Die Jacobimatrix selbst bildet den R™ in den R™ ab). Ein Blick auf die
Definition von ¢*( df) zeigt

©*(df)(a) = J(p;a) ((df)(a)).

Die Definition von ¢*(w) fiir beliebige p-Formen ist gerade so gemacht, dafl

" (@)(a) = (J(g;a))" wla)
gilt. Aus den (algebraischen) Rechenregeln fiir die GraBmannalgebra folgt nun
2) P (wAW) =g (w) A (W)
Als letztes beweist man
3) ¢ (dw) = d(¢"(w)).
Aber diese Rechenregel folgt aus der Definition mit Hilfe von 1) und 2) unmit-
telbar.

Wir wenden unser Augenmerk noch dem Spezialfall der Top-Formen zu. Aus
den Rechenregeln fiir die GrafBimannalgebra folgern wir

4.3 Satz. Sei V C R" offen und w = fdyy A --- A dy, eine alternierende
Differentialform vom Grade n. Ist U C R" eine weitere offene Menge und
p: U —V eine differenzierbare Abbildung, so gilt

O (fdyr N+ N dyy) = gdxy A+ A dxy,

mit
9(x) = f(e(x)) - det J(p; ).

4.4 Definition. Fine n-Form w = fdx1 A--- A dx, auf einem offenen Teil
des R™ heifft integrierbar, falls f (im Lebesgueschen Sinne) integrierbar ist und

man definiert
w:= [ f(z)dz.
[+~

Die Transformationsformel fiir n-fache Integrale schreibt sich wegen in folgender
einfachen Form.
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4.5 Bemerkung. Seien
p:U—V, UV CR" offen,

ein orientierungstreuer Diffeomorphismus und w eine integrierbare n-Form auf
V. Dann ist auch p*w integrierbar und es gilt

[oram [

U \%4

5. Differentialformen auf differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten

Unter einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit verstehen wir im folgenden im-
mer eine C*°-Mannigfaltigkeit, also eine topologische Mannigfaltigkeit X zu-
sammen mit einem Atlas A, so daf} alle Kartentransformationen

v =9 1 p(Up NUy) — Uy NUy)
beliebig oft stetig differenzierbar sind.

5.1 Definition. FEine alternierende Differentialform vom Grad p (p-Form)

w = (wso)saeA
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit (X, A) ist eine Vorschrift, welche

jeder Karte ¢ : U, — Vo (U, C X offen, V,, C R™ offen) eine p-Form w, auf
Vi zuordnet, so daf fir je zwei Karten ¢,v¢ € A die Umsetzungsformel

7wy [9(Uy NU,)) =we | p(Up NUy) — (v=9o¢™)

giiltig ist.

Einprégsamer aber nicht ganz exakt ist die Schreibweise

YWy = Wy

Eine p-Form heifit differenzierbar, falls alle w,, differenzierbar sind.
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Bezeichnung.
MP((X,A)) = Menge aller p-Formen auf (X, A),
AP((X,A)) = Teilmenge aller differenzierbaren Formen.
Versieht man einen offenen Teil U des R™ mit dem tautologischen Atlas, welcher

aus einer Karte, der Identitéit besteht, so erhélt man den alten Begriff der p-
Form zuriick.

MP((UA{idy}) = MP(U),  AP((U,{idv}) = AP (V).

Allgemein schreiben wir MP(X) anstelle von M?((X,.A)) und AP(X) anstelle
von AP((X,.A)), wenn klar ist, welche differenzierbare Struktur auf X gerade
betrachtet wird.

5.2 Bemerkung. Sei X = (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1) Seien w, W' zwei alternierende Differentialformen desselben Grades p. Dann
werden durch

(WHw)y i =we+w,, (Cw),:=Clw,) (CeR)

ebenfalls p-Formen w + W', Cw auf X definiert.
2) Seien w eine p-Form und W’ eine q-Form Dann wird durch

(WAW)y = wy Aw,
eine (p + q)-Form w Aw' auf X definiert.

3) Sei w eine differenzierbare p-Form. Dann wird durch

(dw)y = d(wy)
eine (ebenfalls differenzierbare) p + 1-Form dw auf X definiert.

Zum Beweis mufl man die in 5.2 formulierten Bedingungen fiir die Scharen
w+w', wAW', dw nachweisen. Diese folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Bedingungen fiir w und w’ in Verbindung mit den Vertriglichkeitsformeln des
, Zuriickziehens mit den Operationen +, A und d.

Wir fiihren zwei weitere triviale Operationen auf Differentialformen auf. Diese

werden sich als Spezialfille des im néchsten Abschnitt behandelten Zurickzie-
hens von Differentialformen bei differenzierbaren Abbildungen erweisen.

5.3 Bemerkung. Seiw eine alternierende Differentialform auf X = (X, .A)
und U C X ein offener Teil von X. Wie versehen U mit der eingeschrinkten
differenzierbaren Struktur Ay = A|U. Ist ¢ eine Karte aus A so bezeichen
wir die auf U eingeschrinkte Karte mit ¢qo. (Der Definitionsbereich von pq ist
UnNU,, der Wertevorrat o(U NU,). Durch die Vorschrift

(@|U) g, = (we)|e(UNUy)
wird eine Differentialform w|U auf (U, Ap) definiert.

Man nennt w|U die Einschrankung von w auf U.
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5.4 Bemerkung. Sei (X, .A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Amax
der zugehorige maximale Atlas. Zu jeder p-Form w auf (X, A) existiert eine

eindeutig bestimmte Ausdehnung w auf (X, Amax), d.h. @ ist eine p-Form auf
(X, Amax) mit der Eigenschaft

wp =wy  fir ¢ € A.
Insbesondere sind die natirlichen Restriktionen
MP (X, A) — MP(X, Amax), A"(X, A) — AP(X, Amax),
biyjektiv.
Einen entsprechenden Sachverhalt haben wir fiir Volumenformen anstelle von
Differentialformen erldutert. Wir iibergehen daher den (einfachen) Beweis von

5.4 und gehen stattdessen auf den Zusammenhang zwischen n-Formen und
Volumenformen genauer ein.

Sei (X,.A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Alternie-
rende Differentialformen vom Grade n nennt man auch Topformen. Diese
transformieren sich beim Ubergang von einer Karte zur anderen &hnlich wie
Volumenformen. Der Unterschied besteht darin, dafl bei Topformen die Funkti-
onaldeterminante, bei Volumenformen jedoch ihr Betrag als Transformations-
faktor auftritt. Wenn die Funktionaldeterminante von Kartentransformationen
stes positiv ist, besteht kein Unterschied mehr.

5.5 Bemerkung. Sei (X,.A) eine orientierte differenzierbare Mannigfaltig-
keit der Dimension n. Topformen (alternierende Differentialformen vom Grad
n) und Volumenformen sind dasselbe. Insbesondere ist der Begriff der zuldssi-
gen Topform w sinnwvoll, fiir solche ist das Integral

[
X
definiert.
Eine ebenfalls ausgezeichnet Rolle spielen Nullformen.

5.6 Bemerkung. Sei f: X — R eine Funktion auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit (X, A). Ordnet man jeder Karte ¢ € A die Funktion

f¢:f0g0_1:V@—>R

zu, so erhdlt man eine 0-Form (f,)eca. Diese Zuordnung definiert eine bi-
jektive Abbildung zwischen der Menge aller Funktionen und der Menge der
0-Formen.

Der Beweis ist trivial. Wenn Verwechslungen nicht zu befiirchten sind, werden
wir Funktionen mit den entsprechenden Nullformen identifizieren.
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6. Differenzierbare Abbildungen differenzierbarer Man-
nigfaltigkeiten

Im folgenden seien X = (X, A), Y = (Y, B) zwei differenzierbare Mannigfaltig-
keiten. Sei f : X — Y ein Abbildung zwischen ihnen. Ist ¢ € A, 1 € B eine
Karte auf X bzw. Y, so betrachten wir die Menge

gO(f_l(Vw) N Uq/,).

Ist y ein Punkt aus dieser Menge, so kann man o(f()~1(y))) betrachten. Die
hierdurch definierte Abbildung bezeichnen wir (abweichen von der strengen
mengentheoretischen Konvention) mit

pofor ™ ip(fTH(Vy)NUy) — Vi
Wir hétten gern, dafl der Definitionsbereich dieser Abbildung offen ist und

setzen daher im folgenden von vornherein voraus, dafl f stetig ist.

6.1 Definition. Fine stetige Abbildung f : X — Y zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten X = (X, A), = (Y, B) heifit differenzierbar, falls die
Abbildung

pofory ™ ip(fTH(Vy)NUy) — V.

fiir je zwei Karten ¢ € A, ¥ € B im 1blichen Sinne der reelen Analysis (un-
endlich oft stetig) differenzierbar ist.

Aus der Tatsache, dal Kartentransformationen Diffeomorphismen sind, ergibt
sich unmittelbar:

6.2 Bemerkung. FEine stetige Abbildung f : X — Y zwischen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten X = (X, A), Y = (Y, B) ist differenzierbar, falls es zu
jedem Punkt a € X Karten ¢ € A, ¥ € B mit der Eigenschaft

ac U, fl(a)€ Uy,
gibt, sodaf8 @ o f o~ differenzierbar ist.
Die folgenden drei Bemerkungen sind ebenfalls trivial:
6.3 Bemerkung. Fine Abbildung
f:U—V, UcCR", VCR"™ beide offen,

ist genau dann differenzierbar im Sinne der reellen Analysis, falls sie eine
differenzierbare Abbildung zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

(U,{idv'}), (V,{idv}) (tautologische Atlanten) ist.
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6.4 Bemerkung.  FEine Funktion f : X — R auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X = (X,A) ist genau dann eine differenzierbare Abbildung

zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (X, A) und (R, {idr}), falls
die zugeordnete 0-Form f, = f o @~ differenzierbar ist.

Wir bezeichnen mit C*°(X) die Menge all dieser differnzierbaren Abbildungen.
Identifiziert man also Funktionen mit ihren assoziierten 0-Formen, so gilt

C>®(X) = A%(X).

6.5 Bemerkung. Die identische Selbstabbildung einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit ist differenzierbar. Die Zusammensetzung go [ zweier differenzier-
barer Abbildungen f : X —Y, g:Y — Z differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
X, Y, Z ist differenzierbar.

6.6 Definition. Fin Diffeomorphismus f: X — Y zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten ist eine bijektive Abbildung, sodafl sowohl f als auch
f=1 differenzierbar sind.

Der Begriff des Diffeomorphismus wirft ein neues Licht auf die Konstruktion
des maximalen Atlas. Aus 6.2 folgt

6.7 Bemerkung. Sei (X,.A) eine differenzierbare Abbildung. Die identische
Selbstabbildung von X definiert einen Diffeomorphismus

[ (X, A) — (X, Amax)

Hieraus folgt allgemeiner:

Seien A, B zwei differenzierbare Strukturen auf ein und demselben Raum X.
Die identische Selbstabbildung von X definiert genau dann einen Diffeomor-
phismus zwischen (X, A) und (X,B), falls die mazimalen Atlanten iberein-
stimmen, (Amax = Bmax)-

Aus demselben Grund gilt:

6.8 Bemerkung. Sei (X,.A) eine differenzierbare Abbildung und ¢ : U — V
eine Abbildung eines offenen Teils U C X in einen offenen Teil V. C R™.
Folgende beiden Aussagen sind dquivalent

1) ¢ ist in Amax enthalten.

2) ¢ ist definiert einen Diffeomorphismus differenzierbarer Mannigfaltigkeiten

v (U, AIU) — (V {idv }).
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Die maximalen Atlanten haben ausgedient, sie subsumieren sich unter den Be-
griff des Diffeomorphismus!

Zuriickziehen von Differentialformen

Wir wollen nun den Riicktransport f* von Differentialformen fiir beliebige dif-
ferenzierbare Abbildungen f : X — Y differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
definieren. Natiirlich soll fiir offene Teile des R™ das bereits Bekannte her-
auskommen. Auflerdem soll das Zuriickziehen lokaler Natur sein. Durch diese
beiden Eigenschaften ist das Zuriickziehen im wsentlichen festgelegt. Genauer
gilt:

6.9 Satz. FEs gibt eine Vorschrift, welche jeder differenzierbaren Abbildung
f X — Y differenzierbarer Mannigfaltigkeiten X = (X, A), Y = (Y,B)
Abbildungen

froMP(Y) — MP(X) (peZ)

zuordnet, welche folgende Eigenschaften besitzt und durch diese eindeutig fest-
gelegt ist:

1) Sei f: U — V eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilen U C
R™, V. C R™, welche wir als differenzierbare Mannigfaltigkeiten (tautologische
Struktur) auffassen. In diesem Falle stimmt der Ricktransport mit dem bereits
definierten tberein.

2) Seien f: X — Y und g: Y — Z differenzierbare Abbildungen differenzier-
barer Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

(gof)*=f"og* (Natiirlichkeit des Zuriickziehens)

3) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U C X eine offener Teil
von X versehen mit der eingeschrinkten differenzierbaren Struktur. Bezeichnet
man mit i : U — X die natirliche Inklusion (diese ist differenzierbar), so gilt

i*(w) =w|U firwe MP(X).

Dabei sei w|U die eingeschrinkte Differentialform im Sinne von 5.3.

4) Sei w = (wy)peca eine Differentialform auf der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X = (X, A) und ¢ : U, — V,, eine Karte aus A. Wir fassen ¢ als
Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (U, A|U),
(V. {idv}) auf. Es gilt

we = (¢7)" (w|Uy).
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Die eindeutige Bestimmtheit des Zuriickziehens ergibt sich aus der Natiirlich-
keit und der lokalen Vorgabe. Auf die Gefahr hin, zu formalistisch zu werden
formulieren wir noch die hierbei zu benutzende Tatsache, dafl der Begriff der
Differentialform lokaler Natur ist.

Sei
X =JUie

eine offene Uberdeckung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Jedem i € T
sei eine p-Form w; auf U; zugeordnet. Es gelte

wZ](Uz N UJ) = wj](Ui N UJ) fur alle i,j € 1.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte p-Form auf ganz X mit der Eigenschft

w|\U; =w;  fir allei € 1.

Der Existenzbeweis zu 6.9 liegt auf der Hand, es gehort lediglich etwas Geschick
dazu, ihn in vertretbarem Umfang darzustellen. Wir schlagen folgende Vorge-
hensweise vor, ohne auf Einzelheiten einzugehen:

Sei also w eine Differentialform auf (Y,5B). Wir wollen die Differentialform
[*(w) auf (X, A) definieren. Es ist technisch geschickt, folgenden Atlas

A C Amax

einzufiihren:

Eine Karte ¢ € Anax heile klein (beziglich f), falls es eine Karte ¢ € B gibt,
sodaf

f(UsO) - Uw

gilt.

Wir konstruieren zunéchst eine Differentialform w auf (X, .A) und nehmen dann
fir f*(w) die geméB 5.4 assozierte Form auf (X, .A).

Konstruktion von w. Wir miissen w,, fiir eine (kleine) Karte ¢ € A definieren
und wihlen hierzu eine Karte ¢ € B mit der Eigenschaft f(U,) C Uy. Der
Definitionsbereich von ¢ o f o ¢~! ist dann ganz V,, und wir kénnen (und
miissen )

@y = (po forp ) (wy)

definieren. Man muf} jetzt zeigen, dal dies Definition nicht von der Wahl von
1 abhéngt, und man mufl nachweisen, dafl man eine Differentialform erhélt.
Die restlichen Eigenschaften in 6.9 sind mehr oder weniger klar.
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Auf einen weiteren Spezialfall des Zurckziehens sollte noch hingeweisen. Die in
5.4 konstruierte Ausdehnung einer Differentialform auf den maximalen Atlas
kann interpretiert werden als Zuriickziehen bei der identischen Abbildung.

Schliellich weisen wir noch darauf hin, dafl die Eigenschaft ,differenzierbar*
beim Zuriickziehen erhalten bleibt, das Zuriickziehen liefert also Abbildungen

MP(Y) — MP(X), AP(Y) — AP(X) (f:X —Y).

Diese sind bijektiv, wenn f ein Diffeomorphismus ist, es gilt dann

Die Transformationsformel fiir das Integral kann (im orientierbaren Fall) ein-
fach wie folgt formuliert werden:

6.10 Satz. Sei f: X — Y ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus
orientierter differenzierbare Mannigfaltigkeiten und w eine zuldssige Topform
auf Y. Dann ist auch f*(w) zuldssig und es gilt

[rw=[e

Wir iiberlassen es hirbei dem Leser, den Begriff | orientierungserhaltend“ vom
lokalen Fall auf den Fall beliebiger differenzierbaren Mannigfaltigkeiten via
Karten zu iibertragen.

Wir beschliessen den Abschnitt mit dem Hinweis, dafl das Zuriickziehen analog
zum lokalen Fall mit den Operationen +, A und d vertriglich ist. Es gelten
also unter naheliegenden Voraussetzungen die Formeln

[flotd) = W)+ (W), [rwAw) = w)Af (W), [dw)=d(f"(w).
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7. Der Satz von Stokes

Wir haben nun die Mittel bereitgestellt, um den Satz von Stokes zu formulieren.
Der Beweis selbst wird mit dank entwickelten Techniken ganz einfach sein.

Der Einfachheit halber verwenden wir folgende Bezeichnung:

Sei Y € X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimmension d einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X (beispielsweise eine eingebettete Mannig-
faltigkeit des R™). Wir nehen an, daf§ Y orientiert ist. Die kanonische Inklusion
1 : Y — X ist offenbar eine differenzierbare Abbildung. Is w eine Differential-
form auf X, so kénnen wir

wlY =i*w

betrachten. Ist w eine d-Form, so ist die Einschriankung auf Y eine Topform
und wir konnen —falls sie zuléssig ist—, das Integral

fon o

Y Y

definieren. Man nennt dieses Intgral auch das Integral von w ldngs Y.

7.1 Theorem (Satz von Stokes). Sei X eine orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension n und U C X ein offener nicht leerer Teil mit
glattem Rand OU. Der Rand ist selbst eine orientierte differenzierbare Manmnig-
faltigkeit (s. IX.3.6). Wir nehmen an, dafi der Abschluf von U (insbesondere
auch OU) kompakt ist. Sei w € A"~ Y(X) eine differenzierbare (n — 1)-Form

auf X. Dann gilt
/dw = /w.

U oU

Man {iberlegt sich leicht, dal w|U eine zuldssige Volumenform auf U ist. Dies
liegt daran, dafl w auf der umfassenden Mannigfaltigkeit X definiert ist, in
welcher U relativ kompakt liegt.

Fiir den Beweis des Satzes von Stokes ist es technisch geschickt, ihn etwas
allgemeiner zu formulieren:

7.2 Theorem (Satz von Stokes, vearallgmeinerte Variante).

Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und
U C X ein offener nicht leerer Teil. Sei Y der glatte Teil des Randes.
SchliefSlich sei w eine differenzierbare (n — 1)-Form auf X .

Annahme. Die Menge
(UUY)N Triger(w)

15t kompakt.
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Dann gilt der Satz von Stokes
/ dw = / w.
U Y

Wenn alle Randpunkte von U glatt sind und wenn schon U U QU kompakt ist,
so ist die Voraussetzung in 7.2 natiirlich erfiillt. 7.1 folgt also aus 7.2.

Beweis von 7.2. Die Idee ist es, den Satz mit Hilfe der Technik der Zerlegung
der Eins zu lokalisieren und auf einen Spezialfall zuriickzufithren, dan man
leicht nachrechnen kann. Dazu dienen zwei Bemerkungen, welche formuliert
werden aber wegen ihre Offensichtlichkeit nicht bewiesen werden miissen.

1) Sei Xy ein offener Teil von X, welcher (U UY) N Triger(w) umfasst. Die
Formel von Stokes gilt genau dann fiir (X, U,Y,w), wenn sie fiir die Situation
(X0, U,Y,w) gilt. (Es kommt nicht darauf an , wie w ,,weit weg* von (UUY)N
Tréger(w) aussieht.)

2) Sei f: X’ — X ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus orientierter
differenzierbarer Mannigfaltigkeiten. Die Formel von Stokes gilt genau dann
fir (X,U,Y,w), wenn sie fiir (X', U, Y, ") mit U’ = f~1(U), vy = f~1(y) und
W' = ffw gilt.

Wir nutzen nun die Technik der Zerlegung der Eins aus. Die Existenz solcher
Zerlegungen haben wir in VIII.3.8 bewiesen. Dort haben wie uns allerdings nur
mit topologischen Mannigfaltigkeiten und folgedessen nur mit stetigen Parti-
tionen der Eins befasst. Auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist es jedoch
sinnvoll, von differenzierbaren Zerlegungen der Eins zu sprechen, man fordert
in VIIL.3.2, daf§ alle aufteretenden Funktionen (unendlich oft) differenzierbar
sind. Da Hilfssatz VIII.3.7 auch mit einer differenzierbaren Funktion zu real-
isieren ist, erhalten wir:

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten gestatten differenzierbare Zerlegungen
der Eins.

Dank der Existenz der Zerlegung der Eins, geniigt es, den Satz von Stokes
fiir Differentialformen w mit kleinem Trager zu beweisen. ,Klein“ bedeute
hierbei, dafl es einen Punkt a € U U T gibt, so dafl der Tréger in einer offenen
Umgebung von a enthalten ist, welche im Definitionsbereich einer Karte (des
maximalen orientierten Atlas) ist, welcher entweder ganz in U enthalten ist
(a € U) oder so da} der Rand durch die Karte ,ebengebiigelt* wird. Der
allgemeine Satz von Stokes wird dank 1) und 2) damit auf folgende beiden
Spezialfille zuriickgefiihrt:

a) X =R", U =R", (9U = 0),

b) X =R", U ={x € R", 2, > 0}. Wie behandeln den Fall b) (der Fall a) ist
noch einfacher und beschranken uns der Ubersichtlichkeit halber auf den Fall
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w = f(z,y)dr + g(z,y)dy,

_(Of(xz,y)  Of(x,y)
dw_( gy Oy

[e- 7f<x,0>,

oU

[]- (2 )

Die Integrale sind natiirlich in Wirllichkeit eigentlich, da die Tréager von f und
g in der oberen Halbebene einschliefllich der reellen Achse beschrinkt sind.
Die beiden Integrale kann man mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung miihelos ausrechnen und so den Satz von Stokes verifizieren.

) dx N dy.

Es gilt einerseits

andererseits

Der Satz von Stokes ist also nicht anderes als eine aufgeblihte
Form des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung







