Teil 11

Differential- und Integralrechnung

fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher



V. Funktionen auf metrischen Raumen

1. Metrische Riaume

1.1 Definition. Fine Metrik d auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: X xX—R

(die sogenannte Distanzfunktion) mit den Eigenschaften

a) d(x,y) >0 fir allex,y € X und d(z,y) =0<=zx=y.

b) d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)

c) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung).
Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X, auf der eine bestimmte Metrik
d ausgezeichnet ist.

Die Elemente eines metrischen Raumes nennt man haufig Punkte.

Beispiele metrischer Ratime.

(Der Leser moge die Axiome a)—c) jeweils nachweisen!)
1) X =R mit d(x,y) = |z —yl.

2) X = R". In diesem Fall gibt es mehrere wichtige Metriken, die sdmtlich
Verallgemeinerungen der Betragsmetrik aus 1) sind.

a) d(x,y) =maxi<,<n [Ty — Y| (Maximumsmetrik).
1
b)  dz,y)= (T (@ —y)?)? (EUKLIDische Metrik).
Die Dreiecksungleichung ist in diesem Fall eine Folgerung aus einer weiteren Un-
gleichung, die wir in Paragraph 5 beweisen werden, der sogenannten CAUCHY-
SCcHWARZschen Ungleichung:

n n n
DIEEREN SEND ot
v=1 v=1 v=1

) dlx,y) =3 v =l
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3) Sei X die Menge aller beschrinkten Funktionen f : D — R, wobei D eine
nicht leere Menge sei, beispielsweise ein Intervall.

Schreibweise. X = B(D).

Die Norm einer Funktion f ist durch

If]l = sup [ f(z)|
zeD

definiert (Supremum der Betrige des Wertevorrats von f). Man erhélt hieraus
eine Metrik

d(f,9) = |If —gll-

4) Sei D = [a,b], a < b, ein abgeschlossenes Intervall und sei
X =C(D):={f: D — R; fstetig}

die Menge der stetigen Funktionen auf D. Man erhélt eine Metrik durch
b
d(f.9) = [ 15() = g(a)| o

Wir kehren nun zur allgemeinen Situation zuriick und fithren den fundamenta-
len Begriff der Kugel in einem metrischen Raum ein.

1.2 Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum und xo € X ein Punkt aus
X, sowie r > 0 eine positive Zahl. Die Punktmenge

U,(xp) ={z € X; d(x,z0) <7}

heifit offene Kugel um xo vom Radius r.

Anmerkung. Es gilt stets: z¢ € U,.(z9). Manchmal nennt man U,.(z¢) auch die
r-Umgebung von x.

Beispiele.

1) R™ mit der Maximumsmetrik: U,(z¢) ist ein achsenparalleler Wiirfel mit
Mittelpunkt xg und Kantenlénge 2r.

2) R"™ mit der EukLIDischen Metrik: U, (x) ist eine EUKLIDische Kugel mit
Mittelpunkt zo und Radius 7.
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Grundtatsachen iiber Kugeln

1.3 Bemerkung. Sei U.(xo) eine Kugel in einem metrischen Raum (X, d)
und set

T € UT(X())

ein beliebiger Punkt aus dieser Kugel. Es gibt eine Zahl € > 0 mit

Ug(xl) - Ur(l'o).

Beweis. Man wéhle etwa € := r — d(x1,x0). Diese Zahl ist in der Tat positiv
(weil 21 € Uy-(x0)). Aus x € Uc(x1) folgt

d(z,z1) < e =r—d(zg, 1),

also insbesondere
d(z,xg) <,

denn wegen der Dreiecksungleichung und der Symmetrie gilt
d(x,z9) < d(x,z1) + d(x1,20) = d(x,21) + d(x0, 271)- O
1.4 Bemerkung. Gegeben seien n Kugeln
U, (1)y..., Up (x)

in etnem metrischen Raum und ein beliebiger weiterer Punkt x. Es gibt dann
eine Zahl r > 0, so daf gilt:

Ur,(x1)U...UU,, (2,) C Up(x).

n

Beweis. Man wihle

r = max {r d(x,,x)}. O
max {r, +d(z,,z)}
1.5 Bemerkung. Seien x,x’ zwei verschiedene Punkte eines metrischen

Raumes. FEs existiert dann eine positive Zahl € > 0 mit

Ucsz)NU(z") =0 (Punktetrennungseigenschaft).

Beweis. Man wihle etwa e = 1d(z,2’). O
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Einige topologische Begriffe in metrischen Radumen.

1.6 Definition. Seix € X ein Punkt eines metrischen Raumes (X,d). Fine
Teilmenge M C X heifst Umgebung von x, wenn es eine Zahl € > 0 gibt mit

Us(x) C M.

Insbesondere ist U.(x) selbst eine Umgebung von x. Offenbar ist der Durch-
schnitt von endlich vielen Umgebungen von z auch eine Umgebung von x (denn
sind My, ..., M, Umgebungen von x, so existieren positive Zahlen e1,...,¢e,
mit U., C M, firv=1,...,n und es gilt

Ues(z) C MiN...N M, mit € := min{ey,...,e,} ).

Man kann nun Bemerkung 1.3 auch so ausdriicken:
Die Kugel U,.(xg) ist Umgebung eines jeden Punktes x, den sie enthdlt.

Diese Eigenschaft einer Kugel hat sich als duflerst fundamental erwiesen, so
dafl man ihr einen eigenen Namen gegeben hat.

1.7 Definition.  Fine Teilmenge U eines metrischen Raumes (X, d) heifst
offen, wenn sie Umgebung eines jeden in ihr enthaltenen Punktes ist.

Das bedeutet also: Ist x € U, so existiert ein € > 0 mit
Ue(z) C U.
Wie schon bemerkt: Die Kugel U, (x¢) ist offen.

Grundeigenschaften offener Mengen

a) Die leere Menge () ist offen und ebenso der ganze Raum X.

b) Sind Uy, ..., U, (endlich viele) offene Mengen, so ist auch
uin...nU,

offen.

c¢) Ist (U;)ier eine Schar offener Mengen (I eine beliebige Indexmenge), so ist
auch die Vereinigungsmenge

U U;={ze€X; xeU, fir (mindestens) ein i}
icl

offen.
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1.8 Definition. Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Ein Punkt x € X heifit Randpunkt von A, wenn es in jeder Umgebung von x
sowohl Punkte gibt, die in A liegen, als auch solche, die nicht in A liegen.

Also: Zu jedem e > 0 existieren Punkte 2/, 2" mit
d(z,z") <e, d(z,2") <e, ' € A, 2" ¢ A.

Beispiel.
X = R (mit der tiblichen Metrik d(z,y) = |z —y|). Seien a < b zwei Zahlen
und
A= (a,b) oder (a,b] oder [a,b) oder I[a,b].
In allen vier Féllen sind a und b die beiden einzigen Randpunkte von A.

Man sieht an diesem Beispiel, dafl die Randpunkte einer Menge A dieser Menge
angehoren konnen, daf dies aber nicht sein muf}. Insofern ist das abgeschlossene
Intervall [a,b] also dadurch vor den iibrigen ausgezeichnet, daf es alle seine
Randpunkte enthilt. Dies gibt Anlafl zu folgender

1.9 Definition.  Fine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X,d)
heifst abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt von A in A enthalten ist.

Bezeichnungen.

0A = Rand von A = Menge aller Randpunkte von A,
A = AUOA = Abschluf3 von A.

Ubungsaufgaben.

1) Die Menge A ist abgeschlossen (d.h. A = A).
2) AcCB= ACB.

3) Die abgeschlossene Kugel

Ur<$0> = {x € X; d(.’lf,x()) < T}

ist abgeschlossen.

Aus 1) und 2) folgt, da8 der Abschluf} der offenen Kugel in der abgeschlossenen
Kugel enthalten ist: U,(z¢) C U,(xg). In vielen Féllen gilt Gleichheit, aber
nicht immer.

1.10 Hilfssatz. FEine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes ist genau
dann abgeschlossen, wenn thr Komplement

X-A={zreX; x¢ A}

offen ist.
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Beweis, 1. Teil. A sei abgeschlossen. Wir zeigen, dal X — A offen ist. Sei dazu
x € X —A. Dax¢ Aund da A abgeschlossen ist, kann z kein Randpunkt von
A sein. Es muf} daher ein € > 0 geben, so dafl U.(z) nicht Punkte von A und
von X — A enthalten kann. Da nun aber z in X — A liegt, muf} somit

U(z)c X —-A

gelten, d.h. X — A ist Umgebung von .
2. Teil. Sei X — A offen. Wir zeigen dafl A abgeschlossen ist, daf§ also kein
Punkt z € X — A ein Randpunkt von A ist. Das ist aber klar, denn es existiert
€ > 0 mit

U(r) CX —A<=U.(z)NA=0. O
Abschlielend noch eine weitere Sprechweise:

Ein Punkt x € M (M eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d)) heifit
innerer Punkt von M, wenn M Umgebung von x ist. Die Menge der inneren
Punkte von M wird mit

M° := {3: € M; M ist Ungebung von :c}
bezeichnet. Offenbar ist M° offen und es gilt

M ist offen <= M° = M.

2. Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Ridumen

2.1 Definition. Eine Folge (z,)nen von Punkten aus einem metrischen
Raum (X,d) konvergiert gegen x € X, wenn die Zahlfolge d(x,,,z) eine Null-
folge 1ist.

Die Folge (x,,) heif$t konvergent, wenn es ein x € X gibt, do daf$ (x,) gegen x
konvergiert.

Offenbar konvergiert die Folge (x,) genau dann gegen x, wenn fiir jede Umge-
bung U von zx gilt:

x, € U fur alle n bis auf endlich viele Ausnahmen.

Der Grenzwert x ist durch die Folge (z,) eindeutig bestimmt, denn wiirde
(xn,) gegen zwei verschiedene Grenzwerte x,z’ konvergieren, so konnte man
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Umgebungen U von x und U’ von z’ mit leerem Durchschnitt finden (1.5).
Dann konnen aber nicht alle x,, bis auf endlich viele Ausnahmen sowohl in U
als auch in U’ liegen.

Bezeichnung.

z = lim z,, oder =z, — z fiir n — o0.
n—oo

Beisprel.
Eine Folge von Punkten (*) € R™ konvergiert beziiglich der Maximumsmetrik
genau dann gegen x € R", wenn

max |z — 2| — 0 fiir k — oo
1<v<n

gilt. Dies bedeutet nichts anderes, als daf3

lim z®) =z, fiir jedes v € {1,...,n}.
n—oo

Vergleich verschiedener Metriken.

2.2 Definition.  Zwei Metriken d,d" auf einer Menge X heiflen (streng)
daquivalent, wenn es Konstanten C,C’ gibt mit

d(z,y) < C'd'(x,y) sowie d'(x,y) < Cd(x,y).

Aquivalente Metriken sind in bezug auf die Konvergenz von Folgen nicht zu
unterscheiden,

d(z,,z) —0 < d(z,,z)— 0 fiirn— oo.

Beisprel.

Die Maximumsmetrik und die Euklidische Metrik des R™ sind dquivalent:

1<v<n

1
n 2

maé( |l',/—y,/| S (Zl ’xl/_yl/|2> S \/ﬁlrsnvagn‘xu _yu|'
V=

Folgende beiden Aussagen fiir eine Folge z(®) im R sind also gleichbedeutend:

1) z*) konvergiert komponentenweise gegen x, d.h. fiir jede Koordinate v gilt
k) xz, fur kK — oo.

v

2) Der Euklidische Abstand d(z(*), x) konvergiert gegen Null.
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2.3 Definition.  Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Riume und sei
f: X — Y eine Abbildung. Diese heifit stetig in einem Punkt xo € X, wenn
folgendes gilt: Ist V eine Umgebung von yo = f(zo) inY, so ist f~H(V) eine
Umgebung von xqy in X.

Ubersetzen wir diese Definition in die ,,Sprache® der Epsi-Deltalontik.

2.4 Bemerkung. Die Abbildung f ist genau dann stetig in xo, wenn zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit

d' (f(z), f(zo)) < e fiir alle x € X mit d(x, o) < 9.

Beweis. Wir zeigen nur eine Richtung: Sei f stetig in z¢ im Sinne der Definition
2.3 und sei € > 0. Die Menge V := U.(f(xp)) ist eine Umgebung von f(zg).
Daher ist f~1(V) eine Umgebung von z( in X. Nach Definition existiert dann
eine Zahl § > 0 mit

Us(zo) C f~ (V) = f (Us(zo)) C V.
Also gilt
x € Us(xo) = f(z) € Ucs(f(20))
oder

d(z,z9) < 6 = d'(f(z), f(x0)) < e. 0

2.5 Bemerkung. Fine Abbildung f : X — Y zweier metrischer Rdume ist
dann und nur dann stetig (d.h. stetig in jedem Punkt von X ), wenn das Urbild
f=Y(V) jeder offenen Menge V ausY offen in X ist.

Beweis. Ubungsaufgabe (man benutze direkt 2.3). O
2.6 Hilfssatz. Seien X,Y,Z metrische Riume und
f: X—Y ¢g:Y—Z

Abbildungen sowie x ein Punkt aus X mit der Figenschaft
a) f ist stetig in x,
b) g ist stetig in f(x).
Dann ist

gof: X — 2  (gof(x):=yg(f(z)))
stetig 1 x.

Kurz gesagt bedeutet dies: Die Zusammensetzung stetiger Funktionen ist
stetig.

Zwischen Folgenkonvergenz und Stetigkeit besteht ein enger Zusammenhang.
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2.7 Satz. Seien f: X — Y eine Abbildung metrischer Riume, und x € X
ein Punkt. Die Abbildung f ist dann und nur dann stetig in x, wenn gilt:

Fiir jede Folge x,, € X, die gegen x konvergiert, konvergiert die Bildfolge
F(n) gegen f(x), also

Tn — ¢ = f(x,) — f(x).

Beweis. Sei zunéchst f stetig und die Folge x, aus X konvergiere gegen z.
Es ist zu zeigen, dafl f(x,) gegen f(x) konvergiert. Sei hierzu V' C Y eine
Umgebung von f(x). Dann ist f~%(V) C X eine Umgebung von x (weil f
stetig in x ist). Daher gilt z,, € f~1(V) fiir fast alle n (d.h. alle bis auf endlich
viele Ausnahmen) und hieraus folgt

f(xy,) € V fiir fast alle n.

Nun sei f nicht stetig in x € X. Wir konstruieren eine Folge (z,) aus X,
die gegen X konvergiert, ohne dafl (f(z,)) gegen f(z) konvergiert. Da f in x
unstetig ist, existiert eine Umgebung V von f(z), so da8 f=1(V) C X keine
Umgebung von z ist. Zu jedem & > 0 existiert daher ein Punkt aus U.(x), der
nicht in f~1(V) liegt. Wihlt man dann speziell

1 1

=1, =, -,...
€ 72737 ’

so erhélt man durch Auswahl eines x,, fiir jedes n eine Folge
T, €X, v, & [HV), 2, € Ur ().

Diese konvergiert gegen x, denn es ist ja d(x,, ) < % Aber f(x,,) konvergiert
nicht gegen f(z), denn sonst miiite ja f(z,) € V fiir fast alle n gelten.
(]

2.8 Definition.  Ein Punkt x eines metrischen Raumes X heifit isoliert,
wenn es eine Zahl e > 0 gibt, so daff U.(x) nur aus dem Punkt x allein besteht.

Anders ausgedriickt: x ist genau dann isoliert, wenn {z} eine offene Menge ist.

2.9 Definition. Seien X und Y metrische Rdume und sei a € X ein nicht
isolierter Punkt. Weiter sei eine Abbildung

f:X—{{a} —Y oder f: X —Y

gegeben. Dann sagt man: Die Funktion f besitzt den Grenzwert b fiir x gegen
a, in Zeichen

f(x) — b firx — a oder lim f(z) =0,
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wenn die Abbildung

Fix —v, Jz(w):{f(x) fir x # a

b fir x = a.
in x = a stetig ist. Zu jedem € > 0 existiert daher ein 6 > 0 mit

d(z,a) <6, v #a=d'(f(x),b) <e.

Hierbei muB klar sein, daf b eindeutig bestimmt ist (wobei dann eingeht, daf§ a
nicht isoliert ist). Der Beweis der Eindeutigkeit von b beruht auf der Punkte-
trennungseigenschaft 1.5. Es seien zwei verschiedene stetige Fortsetzungen f
und f* von f|(X — {a}) auf X gegeben mit

f(a)=>b und f*(a)=10".

Wir schlieflen indirekt, nehmen also an, b und b* seien verschieden. Nach 1.5
gibt es dann disjunkte Umgebungen V, V* von b bzw. b*. Wegen der Stetigkeit
von f und f* sind die Urbilder

U=f"YV) sowie U*= f*'(V*)

Umgebungen von a. Der Durchschnitt U NU* ist ebenfalls eine Umgebung von
a und enthélt einen Punkt

a* #a (denn a ist nicht isoliert!).
Im Widerspruch zur Disjunktheit von V und V* gélte somit
fla*)=f"(a*) = f(a®) e VNV™. O

Die Begriffe ,,Konvergenz“ und ,,Stetigkeit“, die wir in metrischen Radumen
eingefiihrt haben, sind sogenannte topologische Begriffe, d.h. sie lassen sich mit
dem Umgebungsbegriff bzw. mit offenen Mengen formulieren. Die Metrik ist
nur insofern von Bedeutung, als aus ihr der Umgebungsbegriff abgeleitet wurde.
Was topologische Begriffsbildungen anbetrifft sind dabei dquivalente Metriken
nicht zu unterscheiden. Genauer gilt

2.10 Hilfssatz. Seien d und d' zwei dquivalente Metriken auf X. Dann ist
jede Umgebung U eines Punktes a beziiglich d auch Umgebung beziiglich d' und
umgekehrt. Insbesondere fihren d und d' zu denselben offenen Mengen.
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Beweis. Sei

d'(z,y) < Cd(z,y), C > 0.

Die Kugeln beziiglich d bzw. d’ werden mit
Ur(a,d) bzw. U.(a,d)
bezeichnet. Sei nun U eine Umgebung von a beziiglich d’, also
U D U,(a,d"), r > 0 geniigend klein.

Offenbar gilt
UE(CL; d) C Ur(ayd’) mit € := %7

und daher ist U auch Umgebung von a beziiglich d. O

Zum Schluf} zdhlen wir noch ein paar topologische Begriffe auf (die teilweise
erst noch eingefithrt werden miissen):

Stetigkeit, Konvergenz, offen, abgeschlossen, innerer Punkt, isolierter Punkt,
Haufungspunkt, Kompaktheit.

Nicht rein topologischer Natur sind hingegen Begriffe wie:
gleichmapige Konvergenz, Vollstindigkeit.

3. Induzierte Metrik und Produktmetrik

In der Analysis einer Variablen wurde der metrische Raum (R,d) mit der
Metrik

untersucht. Es wurden aber nicht nur Abbildungen
f:R—R
betrachtet, sondern allgemeiner
f:D— R,

wobei D eine Teilmenge von R war.

In beliebigen metrischen R&umen haben wir uns scheinbar einer Beschrénkung
unterworfen, indem wir nur Abbildungen studierten, die auf dem gesamten
Raum definiert waren. Durch einen kleine Kunstgriff wird diese Beschrankung
wieder aufgehoben. Man fafit eine Teilmenge A eines metrischen Raumes selbst
wieder als einen metrischen Raum auf.
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3.1 Definition. Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Die induzierte Metrik d' = d|A ist definiert durch

d:AxA— R, d(x,y):=d(x,vy) fir alle z,y € A.

Ist B eine Teilmenge von A, so gilt offenbar
d|B = (d|A)|B.

Sind X und Y metrische Rdume und ist : A — Y eine Abbildung, wobei A eine
Teilmenge von X sei, so heifit diese Abbildung stetig (in einem Punkt a € A),
wenn die Abbildung stetig im Sinne von Definition 2.3 ist, wobei A selbst als
metrischer Raum, versehen mit der induzierten Metrik, aufzufassen ist.

Wenn A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) ist und eine Folge
a, € A sowie a € A gegeben sind, so sieht man

a, — a fiir n — oo beziiglich der Metrik d
<~

a, — a fiir n — oo beziiglich der induzierten Metrik d|A.

Dies ist trivial, denn der Abstand von a, und a ist ja bei Ausgangs- und
induzierter Metrik derselbe. Die beiden folgenden Bemerkungen sind dann
Folgerungen aus dieser trivialen Beobachtung und aus 2.7.

3.2 Bemerkung. Sei A C X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d).
Die kanonische Injektion

t:A— X, (a) =a firac A,

ist stetig (dabei sei A mit der induzierten Metrik versehen).

Bemerkung. Sei f: X — Y eine Abbildung metrischer Riume und B eine
Teilmenge von Y (versehen mit der induzierten Metrik), die das Bild von f
enthdlt, also

f(X) C B.
Man kann dann die Abbildung

fo: X — B; folz) = f(x) firz € X

betrachten. Diese ist genau dann in einem Punkt x € X stetig, wenn f stetig
i X ist.
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Nun stellt sich die Frage, welche Beziehung zwischen den Umgebungen eines
Punktes a € A beziiglich d und beziiglich d|A besteht.

Zunéchst ist klar: Ist M C X eine Umgebung von a € A beziiglich der Metrik
d, so ist M N A eine Umgebung von a beziiglich der induzierten Metrik. Hiervon
gilt jedoch auch die Umkehrung.

Sei N C A eine Umgebung von a € A beziiglich der induzierten Metrik d|A.
Dann gibt es eine Umgebung M C X von a beziiglich d, so daf gilt:

MNA=N.

Dies sieht man so: Man weif}, dafl ein € > 0 mit U.(a,d|A) C N existiert. Man
setze dann

M :=U.(a,d) UN.

Halten wir noch einmal fest:

3.3 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X,d) und
a € A. FEine Teilmenge N C A ist genau dann Umgebung von a (beziiglich der
induzierten Metrik d|A), wenn es eine Umgebung M C X von a (beziiglich d)
gibt, so daf$ gilt:

MNA=N

Dies iibertrédgt sich unmittelbar auf offene Mengen.

3.4 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X und V eine
Teilmenge von A. Dann gilt: V ist genau dann offen (beziiglich d|A), wenn es
eine offene Teilmenge U C X (beziiglich d) gibt mit

UNA=V.

Fiir abgeschlossene Mengen gilt Entsprechendes (Beweis als Ubungsaufgabe!)

3.5 Hilfssatz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X und V
eine Teilmenge von A. Dann gilt: 'V ist genau dann abgeschlossen (beziiglich
d|A), wenn es eine abgeschlossene Teilmenge U C X (beziiglich d) gibt mit
UNA=V.

Natiirlich ist eine Teilmenge V' eines Teilraums A eines metrischen Raumes
(X,d), die in A beziiglich der induzierten Metrik d|A offen ist, noch lange
nicht offen in X beziiglich d. Wir miissen daher immer unterscheiden, ob V'
in (A,d|A) oder ob V in (X, d) offen sein soll: Hiufig bringen wir dies so zum
Ausdruck:

Eine Teilmenge V. C A heifit ,,offen in A%, wenn sie offen in dem metrischen
Raum (A,d|A) ist.

Dann braucht V noch lange nicht offen in X zu sein. Unter gewissen Voraus-
setzungen ist dies jedoch der Fall.
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3.6 Hilfssatz. Sei A C X ein offener Teil des metrischen Raumes (X,d).
FEine Teilmenge V' C A ist genau dann offen in A (beziglich d|A), wenn sie
offen in X (beziiglich d) ist.

Beweis. a) Sei V offen in X. Dann ist VN A = A auch offen in X.

b) Sei nun V offen in A. Dann existiert eine in X offene Menge U C X, so
daB V = U N A gilt. Da U und A offen in X sind, ist auch ihr Durchschnitt
offen in X. O

3.7 Hilfssatz. Sei A C X ein abgeschlossener Teil des metrischen Raumes
(X,d). FEine Teilmenge V. C A ist genau dann abgeschlossen in A (oder:
beziiglich d|A), wenn sie abgeschlossen in X (oder: beziglich d) ist.

Man vergleiche 3.6. O

3.8 Definition. FEs seinen zwei metrische Raume (X, d") und (Y,d") gegeben.
Auf dem kartesischen Produkt

XxY:={(z,y); z€X, yeY}

ist die sogenannte Produktmetrik d := d' x d" definiert durch
d((z,y),(%,7)) = max (d'(z,7),d"(y,7)) -

Den (trivialen) Nachweis der Axiome fiir diese Metrik {ibergehen wir. O
Ist (a,b) ein Punkt im Produktraum, so gilt offenbar

U ((a,b),d) = U.(a,d") x U.(b,d").
3.9 Bemerkung. Seien X,Y metrische Riume. Fine Folge

(Tnyyn) € X XY n=12 ...

konvergiert genau dann (beziglich der Produktmetrik), wenn (x,) und (y,) in
X bzw. Y konvergiert und gegebenenfalls gilt

lim (z,,y,) = ( im z,, lim y,).
Mit Hilfe von 2.7 und 3.9 beweist man unmittelbar:

3.10 Satz. FEs seien X,Y und Z metrische Raume und
f: X—YxZ
eine Abbildung. Zerlegt man diese in ihre zwei Komponenten“
fi: X —Y und fo:Y — Z, f(z)=(fi(2), f2(7)),

so erhdlt man: Die Abbildung f ist genau dann stetig in einem Punkt v € X,
wenn f1 und fo in x stetig sind.

Als Spezialfall von 3.10 ergibt sich
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3.11 Bemerkung. Seien X,Y metrische Riume. Die beiden Projektionen

m: X XY —X T X XY —Y
und

(z,y) — = (z,y) —y

sind stetig.

Man kann den Begriff der Produktmetrik sofort auf das Produkt von n
metrischen Rdumen X7, ..., X,, verallgemeinern:

Die Aussagen 3.9 — 3.11 iibertragen sich in naheliegender Weise auf das Produkt
von n metrischen Rd&umen.

Offenbar ist die Maximumsmetrik des R"™ nichts anderes als eine derartige
Produktmetrik. Damit erhdlt man beispielsweise:

Eine Abbildung

f:D—R™ DcR" m,neN,

1st genau dann stetig, wenn die ,Komponenten“

fuo:D—R (1<v<m)

dieser Abbildung stetig sind.
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4. Kompaktheit

Es gibt metrische Rdume X mit der Eigenschaft, dafl jede stetige Funktion
f: X—R

ein Maximum (und ein Minimum) besitzt. Das soll heiflen, daf§ ein a € X
existiert, so dafl gilt:
f(z) < f(a) fur alle z € X.

Beispiel. Man nehme etwa ein abgeschlossenes Intervall [a,b], a < b (versehen
mit der Metrik d(z,y) = | — y|, s. 11.2.6).

Es gibt auch metrische Rdume, die die genannte Eigenschaft nicht besitzen,
etwa das offene Intervall (0, 1). Die Funktion

besitzt dort kein Maximum.

Eine genaue Analyse vieler Beweise, in denen die Existenz von Maxima oder
Minima eingeht, fiihrt auf den Begriff der Kompaktheit. Um diesen formulieren
zu konnen, benétigt man den Begriff der Uberdeckung einer Menge X. Man
versteht darunter eine Schar (U;);c; von Teilmengen U; von X, so dafl jeder
Punkt von X in mindestens einer dieser Teilmengen enthalten ist:

X =Ju.
il
Die Indexmenge I darf dabei beliebig sein.
Mit Hilfe des Begriffs der Potenzmenge
PX) ={Y; Y Cc X},

also der Menge aller Teilmengen von X, lifit sich der Begriff der Uberdeckung
folgendermaflen beschreiben:

Eine Uberdeckung (I, ) einer Menge X besteht aus
a) einer Menge I (der sogenannten Indexmenge),

b) einer Abbildung
p: 1 — P(X), (i) = Ui

X:Um

i€l

so daf} gilt:

(Jedes Element von X ist dann also in mindestens einem U, enthalten).

Sei X ein metrischer Raum. Man nennt eine Uberdeckung offen, wenn alle
U;, i € I, offen sind.
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4.1 Definition. FEin metrischer Raum X heifit kompakt, wenn es zu jeder
offenen Uberdeckung (U;)ic; eine endliche Teiliiberdeckung gibt. Es mdgen also
endlich viele Indizes

i1yeyin €1 (n € N),

existieren, so dafS gult:

X=U,U...UU,, .
Dieser Begriff scheint sehr kompliziert zu sein, denn wie soll es moglich
sein, iiber alle offenen Uberdeckungen eine Aussage zu machen. Wir werden
wenig spéter den Heine-Borelschen Satz kennenlernen (4.8), welcher besagt,
dafl abgeschlossene Intervalle kompakt sind. Wir werden hieraus neue Beweise
fiir bekannte Sétze ableiten konnen und mit Hilfe des Begriffs der Kompaktheit
auf allgemeinere Situationen iibertragen konnen.

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir einen Raum, welcher nicht kompakt ist,
und zwar mit dem offenen Einheitsintervall (0,1) (aufgefafit als metrischer
Raum mit der Betragsmetrik). Dazu betrachte wir die Uberdeckung

I:==N mit U, :=(1/n,1).
Jede der Mengen U, ist offen in (0,1). Offenbar gilt

0,1)= | J(1/n,1).

Allerdings existiert keine endliche Teiliiberdeckung, denn zu jedem n € N ex-
istiert ein x mit
x>0 aber x<1/n.

4.2 Definition. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit kom-
pakt, wenn A zusammen mit der induzierten Metrik ein kompakter metrischer
Raum tm Sinne von 4.1 ist.

Diese Definition ist elegant und einfach, hat aber den Nachteil, dal man wissen
muf}, wie die offenen Teile von A beziiglich der induzierten Metrik d|A aussehen.
Man kann aber auch die Kompaktheit von A direkt mit den offenen Mengen
von X beschreiben.

4.3 Bemerkung. FEine Teilmenge A eines metrischen Raumes ist genau
dann kompakt, wenn es zu jeder Schar (U;);cr von offenen Mengen U; C X

mit der Eigenschaft
AC U U,
i€l

bereits endlich viele Indizes i1, ... ,i, gibt, so daf$ gilt

ACUilu...UUin.
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Beweis. a) Sei A kompakt und

AC U U;, U; C Xoffen.
el

Dann ist

A=|JWinA).

iel

Die Mengen U; N A sind offen in A. Weil nun A kompakt ist, gilt
A=U;;NnA)U...U(U;, NA)
mit gewissen Indizes iq,...,%, € I, also

ACUilu...UUi

n*

b) Umgekehrt zeigen wir nun, dafl A kompakt ist, wenn die in 4.3 formulierte
Eigenschaft erfiillt ist. Sei hierzu

A:UVi, V; offen in A.

el

Es gibt dann (in X) offene Teile U; C X mit V; = U;NA. Dann gilt offensichtlich

ACUUZ

und daher schon
ACUilu...UUin

mit gewissen Indizes iq,...,%, € I. Hieraus folgt
ACV,U...uUV, . O

Man nennt eine Teilmenge A eines metrischen Raumes beschrdinkt, wenn sie in
einer Kugel enthalten ist, wenn es also ein 7 > 0 und einen Punkt a € X gibt
mit

A C U(a).

Die Vereinigungsmenge endlich vieler beschrankter Mengen ist wieder be-
schrankt (1.4).
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4.4 Satz. Sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X. Dann
ist A beschrdinkt und abgeschlossen in X .

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl A beschrankt ist. A ist sicherlich in der
Vereinigung aller Kugeln aus X enthalten:

Ac |J U

r>0, aeX

Nach 4.3 ist A dann schon in der Vereinigung endlich vieler Kugeln enthalten
und damit also beschrénkt.

Nun miissen wir noch die Abgeschlossenheit von A zeigen. Dies tun wir, indem
wir nachweisen, dafl das Komplement X — A offen ist. Ein beliebiger Punkt

a€X, ad¢ A,
muf also innerer Punkt von X — A sein. Um dies einzusehen setzen wir
Vi i={x € X; d(z,a) >} (r>0).
Offenbar ist

UVTZX_{G}a

r>0

wegen a ¢ A also insbesondere

Ac V.

r>0

Da A kompakt ist, gilt
ACV,U...UV,.

mit gewissen rq,...,7, und dann sogar
a C V, mit r := min{ry,...,m,}.
Hieraus folgt nun
ANUy(a) =0 <= U,(a) C X — A,

so daf} a also ein innerer Punkt von X — A ist. O

Nun fragt es sich, inwieweit die Umkehrung von 4.4 gilt.
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4.5 Hilfssatz. Sei X ein kompakter Raum. Dann ist jede abgeschlossene
Teilmenge A C X ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei
AC UUi’ U; C X offen.
il
Dann gilt
X=UU|JUimitU:=X - A
icl
Die Menge U ist offen, weil A nach Voraussetzung abgeschlossen ist. somit hat
man eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, muf} es endlich viele
Indizes i1, ...,7, mit

X=U;,u...uU; UU

n

geben. Da U mit A leeren Durchschnitt hat, folgt hieraus
ACU, U...uU;,. O

Es gibt in metrischen Rdumen ein Analogon des Intervallschachtelungsprinzips.
Man mufl nur ,,abgeschlossenes Intervall“ durch , Kompaktum* ersetzen.

4.6 Satz (Allgemeines Intervallschachtelungsprinzip).
Sei X ein metrischer Raum und

AoDAlDAQD...

eine absteigende Kette von nichtleeren kompakten Teilmengen. Dann ist der
Durchschnitt all dieser Kompakta ebenfalls nicht leer

ﬂAiz{an; a € A; fir allei} #0.
i=0

Beweis (indirekt). Es sei
() Ai=0.
i=0

Dann ist offenbar
o0

Ux-4)=x

1=0

Insbesondere ist dann Ay in der Vereinigung der offenen Mengen X — A; en-
thalten. Da Ay kompakt ist, mufl schon

Ay C (X —A;)U...U(X —4,;)
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mit geeigneten Indizes i1, ...,%, gelten. Bezeichnet man mit
i:=max{i1,...,in},
so gilt sogar
A C X — A — AgnNA; = 0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu
AgNA; =A; #0. O

4.7 Satz. Seien X,Y zwei kompakte metrische Raume. Dann ist auch X XY
(versehen mit der Produktmetrik) kompakt.

Beweis. Es sei

X xY = U, U; € X xY offen.

Dann ist eine endliche Teiliiberdeckung zu konstruieren.

1. Schritt. Es sei b € Y ein fester Punkt. Es gibt endlich viele Indizes
Uy.eeyln €1 mit

X X {b}CUhU...UUin.
Dies ist klar, da X x {b} (versehen mit der von X x Y induzierten Metrik) ein
kompakter metrischer Raum ist, genau wie X selbst.

2. Schritt. Sei U :=U;, U...UU;, . Die Menge U héngt von b ab; wir schreiben
daher U = U,. Diese Menge ist jedenfalls offen in X x Y. Hieraus wollen wir
schlieflen:

Es gibt r =r(b) >0 mit X x U,(b) C U.
Dies sieht man so: Da U offen ist, existiert zu jedem Punkt x € X eine Zahl
r(z) > 0, so daB

Ur(m) (1‘) X Ur(m) (b) cvU

gilt (die Mengen U,(a) x U, (b) sind ja genau die Kugelumgebungen von (a, b)
beziiglich der Produktmetrik). Es gilt also

X x {b} - U Ur(w)(a:) X Ur(x)(b) cU.
zeX

Da X x {b} kompakt ist, geniigen schon endlich viele
T1y..o, Ty mit ryi=1(x1),. .., = 1r(xy),
so daf

X x {b} € Uy, (1) X Up, (b)) U... UU, () x Uy, (b) C U.
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Setzt man
re=min{ry,...,r},

so gilt offenbar
X x{b}Cc X xU.(b) CU.

3. Schritt. Wir haben bisher gezeigt, dafl zu jedem b € Y eine Zahl r >
0 existiert, so dafl X x U,.(b), r = r(b), von endlich vielen der Mengen U;
iiberdeckt wird. Nun gilt aber

Y =] U.®0).

bey

Wegen der Kompaktheit von Y gibt es dann Punkte b4, ..., b, mit

Y=U,(by)U...uUU,, (b)

und daher
k
X xY = J(X xU,, (b))
j=1
Jede der Mengen X x U, (b;) wird von endlich vielen der U; iiberdeckt und
gleiches gilt somit auch fiir X x Y. O

Wir wenden uns nun speziellen Teilriumen des R™ zu. Fundamental ist

4.8 Theorem (Heine-Borelscher Uberdeckungssatz).
FEin abgeschlossenes Intervall D = la,b], a < b, (versehen mit der Metrik
d(z,y) := |z — yl|) ist ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Sei
Dc|JUi, Ui CR offen

il
eine offene Uberdeckung von D. Man betrachte die Menge
M :={z € [a,b]; [a,z] ist Teilmenge der Vereinigung endlich vieler der Uj }.

Offenbar ist M # () (a € M) und nach oben beschrénkt (durch b). Man kann
daher £ := sup M betrachten. Offenbar gilt

reMunda<t<zxr = te M,
d.h. M ist ein Intervall:
M =a,§) oder M =|a,].

Wir wihlen nun einen Index i, so dafl £ € U;, gilt. Da U;, offen ist, existiert
ein € > 0 mit
(f —8,54—8) C Uio-
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Man wéhle nun irgendein x mit
E—e<x < a<lue.

Dann gilt z € M, also
la,z) CU;; U...UU,,.

Es folgt
[a,é] C Uio UUZ'1 U... UUin-

Also ist £ € M und somit M = [a,&]. Es ist auch klar, daf gilt

£:b7

denn anderenfalls kénnte man ¢ so klein wéhlen, dafl noch ¢ + ¢ < b gilt und
man hétte dann
a,§ +e]C U, UU;, U...UU;

n?

im Widerspruch zur Definition von &. ad

4.9 Theorem. FEine Teilmenge A C R" ist dann und nur dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Sei A beschrankt und abgeschlossen. Wegen der Beschréinktheit von
A existiert eine Zahl r > 0 mit

Ac[-rr"={zeR" |z,/<r, 1<v<n}.

Nach 4.8 und 4.7 ist der Wiirfel [—r, 7]” kompakt, nach 4.5 (in Verbindung mit
3.7) ist dann A ebenfalls kompakt. O

4.10 Satz. Sei A C R ein nichtleeres Kompaktum. Dann besitzt A Mazimum
und Minimum.

Beweis. Da A beschrankt ist, existiert a = sup A. Offenbar ist ¢ Randpunkt
von A. Da A abgeschlossen ist, gilt auch a € A. Fiir das Minimum schlief3t
man analog. ad
Nun soll die Frage untersucht werden, wie sich Kompakta bei Abbildungen
verhalten. Von Bedeutung ist dabei folgendes einfache

4.11 Lemma. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung metrischer Rdiume
und sei A C X ein Kompaktum. Dann ist auch f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei
f(4) c | Vi, Vi C Y offen.
el
Es folgt
AclJrm).

iel
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Da f stetig ist, sind die Mengen f~!(V;) offen in X, so daB8 wegen der Kom-
paktheit von A gilt
AcC fH Vi) U . U f V),

also

f(A)CV,u...uV,,. 0

4.12 Theorem. Sei f : X — R eine stetige Abbildung eines nichtleeren
kompakten Raumes X in R. Dann besitzt f ein Mazimum (und ein Minimum),
d.h. es gibt xg € X mit

f(xo) > f(x) (bzw. f(xo) < f(x)) fir allex € X

Beweis. Nach 4.11 ist f(X) kompakt. Nun benutze man 4.10. O

4.13 Folgerung. Jede stetige Funktion f : A — R auf einer nicht leeren
beschrinkten und abgeschlossenen Menge A C R"™ hat ein Maximum.

Gleichméflige Stetigkeit.

Eine Abbildung
f:(X,d) — (X',d)

metrischer Rdume ist definitionsgeméfl genau dann stetig, wenn sie in jedem
Punkt x € X stetig ist, wenn also zu jedem € > 0 ein 6 > 0 mit

d(z,y) <6 =d (f(2), f(y)) <e

existiert. Geméf dieser Definition ist zugelassen, dafl § nicht nur von € sondern
auch von x abhéngt.

4.14 Definition. Fine Abbildung
f:(X,d) — (X', d)

metrischer Rdume heifst gleichmdf3ig stetig (vgl. 111.1.14), wenn zu jedem
e >0 ein d > 0 existiert mit

d(z,y) <d = d (f(z), f(y)) < e fiir alle z,y € X.
Ubungsaufgabe. Sei X = R — {0}; X’ = R. Die Funktion

1

fla) =~

ist nicht gleichméBig stetig.
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4.15 Satz. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung metrischer Raume. Ist X
kompakt, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis*). Sei e > 0 gegeben. Nach Definition der Stetigkeit existiert zu jedem
r € X ein 0, > 0 mit

d(z,y) < 6, = d' (f (), f(y)) <

N ™

Nun wird aber X von der Gesamtheit der Kugeln
U 15, (z)

iiberdeckt, so dafl wir aufgrund der Kompaktheit von X bereits mit einer
endlichen Teiliiberdeckung auskommen:

1
X = U51 (:Cl) Uu...u U(;n(il,’n), 0, = 55;171/.
Wir setzen nun
d := min d,
1<v<n

und zeigen dann

d(z,y) <6 = d'(f(2), f(y)) <e.

Zunichst existiert ein v mit d(z,x,) < ¢,. Hieraus folgt
d(y, zy) < d(z,y) + d(z, ) <640, <0y,
Dann ist aber

d' (f(x), f(y) < d (f(x), f(z)) +d (f(z0), f(y)) <e. O

Wir behandeln nun eine typische Anwendung des Satzes von der gleichméfligen
Stetigkeit.

4.16 Bemerkung. Sei
f:la,b] x [e,d] — R (a<b, c<d)

eine stetige Funktion von zwei Variablen. Dann ist

stetig auf [c,d].

*) Es ist gut, diesen Beweis mit dem von III.1.14 zu vergleichen
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Beweis. Sei e > 0. Da das Rechteck [a, b] x [¢, d] ist kompakt ist, existiert nach
dem Satz von der gleichméfigen Stetigkeit ein § > 0 mit

=10 o =] <86 = |f(a") = f(t.0)] < s,

Damit ergibt sich fiir | — y| < §:

b

Fa@) -l = | [ Gen - fe) | < -0 Gis=e 0

Man kann diese Bemerkung dazu benutzen, mehrfache Integrale zu definieren:

b

[, y) da dy = /d [ fagyde

a

Ist die Funktion f nicht negativ, so ist dies anschaulich das Volumen des Bere-
iches

{(z,y,2) eR? a<z<b c<y<d 0<z< f(z,9) }.

Ubungsaufgabe. Man berechne das Volumen der dreidimensionalen Kugel, in-
dem man die Funktion

— 2 _ 2 2 2
f(x,y):{\/l x?—y firx*4+y° <1

0 fir 22 + 4% > 1

betrachtet.
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5. Gleichmiflige Konvergenz und normierte Riume

Wie erldutern zunéchst den Begriff der gleichméfigen Konvergenz auf beliebi-
gen Mengen (vgl. Kapitel II, §3).

Sei X eine nichtleere Menge und
B(X):={f:X — R; f beschrénkt }

die Menge aller Funktionen f auf X mit beschranktem Wertevorrat f(X). Man
kann das Supremum

1f]l = sup [f ()]
rzeX
des Wertevorrats von f betrachten (vgl. I11.3.2). Offenbar gilt
LF+ gl < [IFIF+ gl
Hieraus folgert man leicht, daf3

d(f,9) = Il =4l
eine Metrik auf B(X) ist.

5.1 Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Folge von Funktionen
aus B(X)
f17 f27 f37"~:X — R

heifst gleichmdf3ig konvergent (vgl. I11.5.4) gegen f € B(X), wenn sie in der
Metrik

d(f,9) = If =4l

gegen f konvergiert, wenn also gilt
| fn — fll — O fiir n — oo.
Das bedeutet: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N mit der Eigenschaft

|fn(x) — f(x)| < e fir allex € X, n > N.

Man sollte den Begriff der gleichméfligen Konvergenz mit dem der punktweisen
Konvergenz vergleichen. Eine Folge

fn: X —R
konvergiert per definitionem punktweise gegen die Funktion

f: X —R,
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wenn fiir alle z € X die Zahlfolge f,,(z) gegen die Zahl f(x) konvergiert. Das
bedeutet:

Zu jedem x € X und zu jedem € > 0 existiert ein N € N mit der Eigenschaft
|fu(@) — f(z)| <e firn>N.

Nach dieser Definition kann die Schranke N nicht nur von &, sondern auch von
x abhidngen. Man schreibt daher manchmal auch N = N(g,z). GleichmdijSige
Konvergenz liegt erst dann vor, wenn man das N so finden kann, dafl es von x
unabhéngig ist (N = N(¢)).

Ubungsaufgabe.
f,geB(X),ceR= f+yg, f-g, cf € B(X).
Dabei ist
(f+9)(x) = f(2) +9(z), (f-9)(x):= f(z)g(z) und (cf)(z)=cf(z).
5.2 Satz. Es sei X # (0 ein metrischer Raum und
fis fo, far...: X — R

eine Folge von stetigen beschrinkten Funktionen, die gleichmdf$ig gegen die
Funktion f konvergiert. Dann ist auch f stetig (vgl. 11.5.5).

Beweis. Man hat die Ungleichung

[f (o) = f(2)] < [f (o) = ful@o)| + | fn(w0) = fu(@)| + [ fn(2) — f(2)]

zu benutzen. Sei € > 0 gegeben. Man bestimme n € N so, dafl
|f(x) — fu(x)| < % fir n > N (und alle x € X)
gilt. Dann bestimme man § > 0 so, daf3
|fn(z) = fn(z0)] < % fiir d(zo,2) < 0.

Nutzt man nun die genannte Ungleichung fiir N anstelle von n aus, so ergibt
sich
|f(zo) — f(z)| < e fur d(zo,z) < 0. O

Anmerkung. Sei X = [0,1]. Die Folge der stetigen und beschrénkten Funktio-
nen

fn(z) = 2"
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konvergiert punktweise gegen die unstetige Funktion

f(x):{o fir v # 1

1 fir x = 1.

In 5.2 ist also die Voraussetzung der gleichméfiigen Konvergenz wesentlich.

Wenn X ein metrischer Raum ist, so wird mit
C(X)={f: X — R; f stetig}

die Menge der stetigen Funktionen auf X bezeichnet. Wenn X nicht leer und
kompakt ist, so ist jede Funktion aus C'(X) sogar beschrankt, genauer

171/ = max|f(z)].

Man muf} beachten:
f stetig = | f] stetig.

|f| ist ja die Zusammensetzung der beiden stetigen Abbildungen
x-Lr" R,

5.3 Bemerkung. Es seien f,g : X — R stetige Funktionen auf einem
metrischen Raum X. Dann sind auch die Funktionen

f+g und f-g

stetig.

Insbesondere sind die Funktionen

ad: R xR — R, ad(z,y) =z +y,
m:RXR—>R, m(w,y) =Y,

stetig.

Beweis. Sei (x,,) eine Folge in X mit dem Grenzwert z € X. Dann konvergieren

f(@n) — f(x) und  g(zn) — g(x),
also
(f +9)(n) = f(an) + g(zn) — f(2) +9(2) = (f + 9) (@),
(f - 9)(@n) = f(an)g(zn) — f(2)g9(z) = (f - 9)(2),
Die Funktionenklassen B(X) und C(X) sind spezielle Beispiele von Vektorriu-

men. Es ist in der Analysis nicht wichtig, einen abstrakten Vektorraumbegriff
zu benutzen.
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Sei X eine beliebige Menge. Eine Menge V' von Funktionen f: X — R (oder
f: X — C) heifit reeller (oder komplexer) Vektorraum, falls gilt:

a) fgeV = f4+geV,

b) feV,ceR(C) = cfeV.
Beispiele fiir Vektorrdume.

1) Die Menge aller Funktionen
f: X —R(C).
Spezialfall. X ={1,2,...,n}.

Eine Funktion
f:4{1,2,...,n} — R

ist nichts anderes als ein n-Tupel von reellen Zahlen. Somit ist die Menge
aller dieser Funktionen gerade der R™. Dieser ist also ein spezieller Vektor-
raum.

2) Die Menge aller beschrénkten Funktionen
B(X):={f: X — R; f beschrinkt}.

3) Die Menge aller stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum X

C(X):={f: X — R; f stetig}.

4) Sei X = [a,b]; a < b ein abgeschlossenes Intervall. Dann ist auch die Menge

R(X):={f: X — R; f integrierbar}
der Regelfunktionen ein Vektorraum.
5.4 Definition. Fine Norm ||-|| auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
V—R, f—Ifl,

mit den Figenschaften

D Il Z0und |[f]| =0<+= f=0.

2)  Mefll = lel Il far f eV ce R (C).

3) W+l < FIl+llgll fir alle f,g € V.

Beispiel. Auf der Menge B(X) hat man die Supremumsnorm
If1l = sup |f(z)]
reX

Die Axiome 1)-3) sind leicht nachzupriifen.

Ein normierter (Vektor-) Raum (V,||-||) ist definitionsgeméf ein Vektorraum
V, auf dem eine Norm ||-|| gegeben ist.
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5.5 Bemerkung. Ist (V,||-||) ein normierter Raum, so ist

d(z,y) := |l —yl
eine Metrik auf V.

Jeder normierte Raum ist also insbesondere ein metrischer Raum.

Wichtige Beispiele fiir Normen erhélt man aus Skalarprodukten.

5.6 Definition.  Ein Skalarprodukt auf einem (reellen oder komplexen)
Vektorraum V ist eine Abbildung

VxV—R(C), (f9)r—({f9),

mit den Eigenschaften

1) (fi+ f2,9) = (f1,9)+ (f2,9) fir fi, f2,9€V
af,g) =a(f,g) firacR (C); f,geV.

{
2)  (f,9)={g,f) (insbesondere ist (f, f) reell).
3)  {f,f) >0 firalle f € V, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir f =0 gilt.

Beispiele fiir Skalarprodukte.

1) R™ mit (z,y) := Zacl,y,,.
v=1

2) C" mit (z,y) = Za:,,ﬂ,,.
v=1

3) Sei C([a,b]) die Menge der stetigen reellen) Funktionen auf dem abgeschlos-
senen Intervall [a,b] (a < b).

b
(f,9) = /f(x)g(m) dz.

Man kann 3) verallgemeinern. Ist etwa p : [a,b] — R eine stetige Funktion,
die nur positive Werte annimmt, so definiere man:

b

(f.9) = /p(w)f(w)g(:c) dz.
Noch allgemeiner kann man annehmen, dafl die Gewichtsfunktion p lediglich

nichtnegativ (p(z) > 0 fiir alle ) ist und den Wert 0 nur endlich oft annimmt.
Auch in diesem Fall sind die Axiome des Skalarprodukts offenbar noch erfiillt.

Von zentraler Bedeutung ist
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5.7 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Dann gilt

[(Fal < UFI- gl fir alle f,g € V.

Dabei sei || f|l := ++/{f, f)-

Beweis. Ist g = 0, so ist die Behauptung klar. Sei also g # 0. Wir betrachten
0<|f+tgl* = (f +tg, f +1tg) = | FI* +2Ret(f, g) +t* |g]*.

Dies gilt fiir alle t € C. W&hlt man speziell

_ {9
lgll*’
so folgt
2
o< 17z _ollfoal | <\<f7g>|> :
< [If]] e 191 gl
oder

[(Fo ) < IIFI% - Nlgll™ O

5.8 Folgerung. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Dann
wird durch

LIV := /(S )

eine Norm auf V' erkldirt. Insbesondere wird V' ein metrischer Raum durch

a(f,9) = IIf —gll-

Beweis. Es ist

If+gl*=(f+g,f+9)={ff)+{f,9)+ (9. f)+{g,9)
< IFIZ+ 20 £ gl + llgl? = (LI + Nlgl)? -

Hieraus folgt die Dreiecksungleichung

Lf + gl <[ £+ llgll-

Die iibrigen Normeigenschaften sind evident. ad
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6. Der Approximationssatz von Stone Weierstrass

Eine Funktion h : [a,b] — R, a < b, auf einem abgeschlossenen Intervall heifit
Treppenfunktion, wenn eine Partition

a=ag<a1 <...<ap,=2=

existiert, so daf h im Inneren (a;_1,a;) eines jeden Teilintervalls konstant ist.

Mit Hilfe des Satzes von der gleichmdfigen Stetigkeit zeigt man, dafi man zu
jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R und zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion
h mit der Eigenschaft

|f(x) — h(x)| < e fir alle z € [a, b]

finden kann. Hieraus folgt, daf} jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen
Intervall integrierbar ist (s. I11.1.14 und II1.1.15).

Wir wollen in diesem Paragraphen ein einfaches Kriterium dafiir ableiten, wann
sich jede stetige Funktion f : [a,b] — R durch eine vorgegebene Klasse von
Funktionen A in obigem Sinne beliebig gut approximieren 1d8t. Wir wollen
dabei allerdings nur stetige Funktionen h zulassen.

6.1 Theorem (Approximationssatz von Stone-Weierstrass, erste Va-
riante). Es sei X ein kompakter metrischer Raum, der mindestens zwei
Punkte enthdlt. Weiterhin sei W eine Menge von stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf X mit den Figenschaften

1) fgeW = f+geWundcfeW firceR.

2) feW=|fleW.

3) (Punktetrennungseigenschaft)
Seien a,b zwei verschiedene Punkte von X. Dann existiert ein f € W mit

f(a) =0 aber f(b) # 0.

Unter diesen Voraussetzungen gilt: Ist f € C(X) eine beliebige stetige Funktion
auf X und € > 0, so existiert eine Funktion

heW mit ||f —h| <e.

Zusatz: Insbesondere existiert dann eine Folge (h,) von Funktionen aus W,

die gleichmdfig gegen f konvergiert. (Man setze € := % und bezeichne die

zugehorige Funktion mit hy,.)

Beweis. Zunéchst einige Bezeichnungen:

Sei f: X — R eine Funktion. Dann sei

ffF: X — R, ff(z) :=max(f(x),0).
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Offenbar gilt:

fr=53f+15-

1
2
Insbesondere gilt

feEW=ftew (wegen 1) und 2)).

Sei g : X — R eine weitere Funktion. Man definiert

fvg: X —R, (fVg)(z) =max(f(z),g(x)),
fAg: X — R, (fAg)(z) = min(f(x),9(z)).

Offenbar gilt

fvg=f+g-H"
frg=f-(g-H"
Hieraus kann man sofort folgern:
f,geW = fVgeW, fAgeW.

Das gleiche kann man mit endlich vielen Funktionen fi,..., f,, machen.

Nun soll 6.1 in mehreren Schritten bewiesen werden. Wir formulieren erst die
Schritte.

1. Schritt. Seien a,b € X verschiedene Punkte und A, B zwei reelle Zahlen.
Dann existiert f € W mit

fla) = A, f(b) =B.
2. Schritt. Gegeben seien
FoX TR G be X und e > 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung V;, von b und eine Funktion A, € W mit
has(a) = f(a) - % und  hap(@) < f(@) fir allex € V.

3. Schritt. Gegeben seien

stetig

f: X — R, ae X und € > 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung U, von a und eine Funktion h, € W mit

f(z) > ho(z) fir alle x € X
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und
ha(z) > f(z) — ¢ fiir alle z € U,.

4. Schritt. Beweis des Theorems.
Beweis des 1. Schrittes. Nach 3) existieren Funktionen g,h € W mit

gla) £0, g(b) =0 und h(a) =0, A(b) # 0.
Man setze

A B

Insbesondere existiert zu jedem a € X eine Funktion f € W mit vorgegebenem
Funktionswert in a.

Beweis des 2. Schrittes. Nach dem 1. Schritt existiert eine Funktion h,; € W
mit . -
hap(a) = f(a) — 3 und  hgp(b) = f(b) — 3
Die Menge
Vo i={x € X; hap(z) < f(x)}

ist eine offene Umgebung von b (denn V} ist das Urbild von (0,00) bei der
stetigen Abbildung hq, — f).

Beweis des 3. Schrittes. Sei f € C(X,R), a € X und € > 0. Zu jedem b € X
existieren h,p € W und eine offene Umgebung V;, mit den Eigenschaften, die
im zweiten Schritt formuliert wurden. Es gilt

x=Ww

beX
Wegen der Kompaktheit von X gilt sogar
X=WU...uV, (b1,...,by, geeignet).

Wir definieren nun
hy = ha,b1 VANPIA ha,bn-

Dies ist wieder eine Funktion aus W. Nach Konstruktion von h,; gilt ferner
ha(z) < hap, (x) < f(2) fiir z € V.
Da die Vj,, den ganzen Raum X iiberdecken, gilt:
he(z) < f(z) fur z € X.

Das ist eine der Behauptungen des dritten Schrittes. Es bleibt die Umgebung
U, zu konstruieren. Wegen
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ist
Uy == {z € X; ha(z) > f(2) — £}
wieder eine offene Umgebung von a

4. Schritt. Beweis des Theorems. Sei f € C(X). Zu jedem a € X wurde eine
Funktion h, € W konstruiert mit

f(x) > ho(z) fir alle x € X

aber
ha(z) > f(z) — € fir alle z € U,,

wobei U, eine offene Umgebung von a ist. Es gilt

x=JU.

aeX

und somit aufgrund der Kompaktheit von X bereits
X=U,U...UU,,.

Man definiere nun
h:=heg V...Vhg.

Offenbar liegt h in W und es gilt
f(x) > h(z) > f(x) — ¢ fir alle z € X,

insbesondere also

|f(z) — h(z)] < e fir alle z < || f — h|| < e. 0
FEin Beispiel fir 6.1. Sei

X =la, b (a <)
und W die Menge aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R, fiir die es Stiitzstellen
a=ayg<a1 <...<ap=>

mit, so daf f linear auf [a,,a,41] ist (0 < v < n).

Die Menge W erfiillt die in 6.1 geforderten Voraussetzungen. Daher kann man
jede stetige Funktion durch stiickweise lineare Funktionen gleichméflig appro-
ximieren.
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6.2 Theorem (Approximationssatz von Stone-Weierstrass, zweite
Variante). Essei X # 0 ein kompakter metrischer Raum und W C C(X,R)
eine Menge von stetigen reellwertigen Funktionen auf X mit den Figenschaften

1) f,geW = f4+geW undcf €W firceR.
2) f,geW = f-ge W und die konstanten Funtionen liegen in W .

3) W besitzt die Punktetrennungseigenschaft (vgl. 6.1)

Unter diesen Voraussetzungen gilt: Ist f € C(X) eine beliebige stetige Funktion
auf X und ¢ > 0, so existiert eine Funktion

heW mit |f—h| <e.

Der wesentliche Unterschied zu 6.1 besteht darin, dafl man die Bedingung
feW=|fleW

durch die Bedingung
frgeW = f.-geW

ersetzt hat.

Beweis von 6.2. Sei W der Abschlul von W in C(X), d.h. W besteht aus
allen stetigen Funktionen auf X, die sich gleichmé&8ig durch Funktionen aus W
approximieren lassen, also

f € W <= zu jedem ¢ > 0 existiert h € W mit ||f — hl| < e.

Zunichst machen wir uns klar, da8 W wieder die Eigenschaften 1)-3) von 6.2
erfiillt. Es ist zu zeigen:

fLgeW = f+g, f-gundcf € W.
a) Wir zeigen, f +g € W. Sei ¢ > 0 vorgegeben und fi,g9; € W so gewibhlt,

daf
|f = fill <eund |lg—gil <€

gilt. Es folgt

If +9—= (i +g)ll <If = fill +llg = gull < 2e.

b) Es soll f-g € W gezeigt werden. Sei wieder £ > 0 vorgegeben. Wir setzen

€
0 := min (1, )
L+ (£ + gl
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und bestimmen f;,g; € W so, dafl
If = fill <6 und [lg— g1 <0

gilt. Es folgt

Ifg = figall = I=(f = f)(g —91) + flg —91) + 9(F = f
<[l = fillllg = gull + [£[Hlg = gall + Mlgll 1 f = fa
<&+ 0| fl+dllgl =8+ If1 + llgl)
<O+ [fI -+ llglh) < e

Hierbei wurde neben der Dreiecksungleichung || f + g|| < ||f|| + |lg|| auch noch
die Ungleichung || f - g/l < ||f|| - [|g]| benutzt, welche leicht zu verifizieren ist.

Damit besitzt also auch W die Eigenschaften 1)-3) aus 6.2. Die Punktetren-
nungseigenschaft ist dabei trivial, denn es gilt ja W C W.

Jetzt zeigen wir sogar

feW=|fleW.

Wenn wir dies gezeigt haben, so sind wir fertig, denn nach der ersten Variante
6.1 kann dann jede stetige Funktion f € C'(X) gleichméflig durch Funktionen
aus W approximiert werden, d.h. ist € > 0, so existiert g € W mit

If =gl <e.

Andererseits existiert nach Definition von W eine Funktion
he W mit ||f —h| = [[(f —g) + (g — h)|| < 2e.

Wir haben also gezeigt, daf3 W=w gilt, was offenbar in beliebigen metrischen
R&umen richtig ist.

Halten wir noch einmal fest:

Die zweite Variante 6.2 des Approximationssatzes von STONE-WEIERSTRASS
ist zuriickgefithrt auf die erste, wenn man zeigen kann, daf} fiir f € W die
Funktion |f| gleichméfig durch Funktionen aus W approximiert werden kann.

Wir werden sogar zeigen:

Die Funktion | f| laft sich gleichmdfig durch endliche Linearkombinationen von
1, f, f%,... approzimieren.

Der Schliissel zum Beweis dieser Behauptung ist der
6.3 Hilfssatz. Auf dem Intervall [—1,1] existiert eine Folge von Polynomen
P [—1,1] — R,

die gleichmdfig gegen die Funktion |x| konvergiert.
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Wir werden diese Folge (p,,) explizit angeben. Der Gedankengang ist der fol-
gende: Man kann

lz|= V/1-(1—2?)fir—1<z<1

schreiben. Setzt man
Yy = 11— 1'2,
so variiert y zwischen 0 und 1.

Es geniigt also, eine Folge von Polynomen ¢, (y) zu konstruieren, welche gleich-
méfBig gegen die Funktion
+V1i-y

konvergiert. Der zugrunde gelegte Definitionsbereich ist hierbei

D:={y; 0<y <1}
(AnschlieBend setze man dann p,(z) := ¢,(1 — 22). Dies sind dann Polynome
in x).
Zur Approximation von /1 —y verwendet man die TAYLORreihe. (Diese
haben wir bereits in Kapitel III, §7 im Zusammenhang mit der Taylorschen
Formel behandelt. Dort haben wir uns allerdings um die Randpunkte des

Konvergenzintervalls nicht gekiimmert, weshalb wir das Ganze hier noch ein-
mal aufrollen wollen.) Man ermittelt fiir die Taylorreihe sofort

> ;)

wobei der verallgemeinerte Binomialkoeffizient (f’/‘) definiert ist durch

(a) ala—1)...(a—v+1)

v vl

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1. Es ist aber dennoch nicht
von vornherein klar, da§ , /1 — y durch die Reihe dargestellt wird. Jedenfalls
wird durch die Reihe eine Funktion

f:(-1,1) — R
dargestellt, die, wie man leicht nachrechnet, der Differentialgleichung
1 =y)f'(y) = —af(y)

(mit o = ) geniigt. (Gliedweise Differentiation ist im Innern des Konvergenz-
intervalls erlaubt!).



86. Der Approximationssatz von Stone Weierstrass 245

Hieraus folgert man leicht, dafl
< i) )' .
(1—y)e

fly)=c-(1—-y)~

Durch Spezialisierung (y = 0) ermittelt man ¢ = 1.

gilt. Also ist

Wir haben also gezeigt: Die Folge der Polynome

n(y) = i (%) (=1)"y"

v=0

konvergiert in (—1,1) gegen ,+/1 — y und zwar ist die Konvergenz gleichmifig
in jedem Teilintervall [-1 +¢,1 —¢] (mit 1 > & > 0, ¢ beliebig). Mehr ist aus
der allgemeinen Theorie der Potenzreihen nicht zu erhalten.

Wir wollten jedoch die Funktion ,+/1 —y, welche ja in y = 1 noch stetig ist,
sogar gleichméBig in [0, 1] approximieren. (Der Punkt y = 1 entspricht gerade
der Knickstelle x = 0 der Funktion |z| und ist somit der Angelpunkt!)

Wir miissen also noch zeigen:
1) Die Folge ¢, (y) konvergiert auch fiir y = 1 und zwar gegen /1 — 1 = 0.
2) Die Konvergenz in [0, 1] ist gleichméBig.

Beweis. FEine Abzéhlung der Vorzeichen im Binomialkkoeffizienten (3‘) fiir

v > 1 ergibt, dafl
1 1
1wl 2) o |2
o (2)=-16)

n(x) =1- VZ:‘ (i)

Damit ist klar, daf§ fiir 0 <y < 1 gilt:

gilt. Hieraus folgt

y”.

a(y) > qy) >....

AuBerdem ist
V1—y= lim ¢,(y) >0fir0 <y < 1.

Hieraus folgt
qn(y) >0 fiir alle n und 0 < y < 1.

Die Funktionen ¢, sind stetig in y = 1, also folgt sogar

qn(y) > 0 fiir alle n und 0 < y < 1.
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Die Folge (g, (1)) ist also monoton fallend und nach unten (durch 0) beschrénkt.
Sie konvergiert daher. Das bedeutet nichts anderes, als dal die Reihe

v=0

konvergiert. Fiir alle y € [0, 1] gilt

o] <lC)

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert also die Folge (g, (y)) daher schon
gleichméBig fiir 0 < y < 1. Die Grenzfunktion

im g, (y)

ist daher stetig in [0,1]*). Sie stimmt mit /1 —y in [0,1) iiberein. Da auch
letztere Funktion in y = 1 stetig ist, miissen die beiden Funktionen auch dort
iibereinstimmen. Damit ist 6.3 bewiesen. O
Nun ist der Approximationssatz in der zweiten Variante leicht zu beweisen. Sei
etwa f € W. Wir approximieren |f|. Sei zunéchst

g:= -
oA+

Dann gilt offenbar
lg(z)| <1 fiir alle z € X.

Nach 6.3 existiert ein Polynom
pn(z) =ag+arx+...+a—nz"
mit der Eigenschaft
|pn(x) — |x|| < € fiir alle x € [—1, 1].
Es folgt insbesondere
Ipn(g(x)) — |g(z)||e fur alle z € X.

Die Funktion
pu(g(z)) = ao + arg(x) + ... + ang(z)”

ist eine Funktion aus W. damit ist gezeigt
gl € W= [f] = (Ifll + 1)lgl € W. O

6.4 Folgerung (Weierstrassscher Approximationssatz).
Set
f:la,b] — R (a < b)

stetig. Es existiert eine Folge von Polynomen, die gleichmdf$ig gegen f konver-
giert.

*) Die Stetigkeit folgt auch aus dem Abelschen Grenzwertsatz
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Beweis. Setze X := [a,b] und W := { Polynome auf [a,b]}. Dann sind die
Voraussetzungen von 6.2 erfiillt. O
Es ist interessant festzustellen, dafl obiger Beweis des Satzes von STONE-
WEIERSTRASS 6.2 sich zusammensetzt aus allgemeinen Betrachtungen und
einem extremen Spezialfall (f(z) = |z|), in dem einmal eine solche Appro-
ximation explizit konstruiert werden mufte.

Eine Anwendung des Weierstrassschen Approrimationssatzes.

Es sei f eine stetige Funktion auf dem Rechteck

[a, b] X [c,d] (a<b, c<d).

d b b d
[ [tewds)a=[| [s@wy] dn

Beweis. Fiir Polynome

Dann gilt

fley)= > apa'y®

0<i,k<n

kann man dies leicht nachrechnen. Aufgrund des Approximationssatzes 143t
sich aber jede stetige Funktion gleichméfig durch Polynome approximieren.
O

7. Konvergenzkriterien

In der Analysis ist man oft vor das Problem gestellt, von einer vorgelegten
Folge a1, as, as,... zu entscheiden, ob sie konvergiert oder nicht und zwar
ohne den Grenzwert selbst zu kennen. Will man aber direkt die Definition der
Konvergenz als Kriterium benutzen, so mufl man den Grenzwert ja kennen. Es
ist also wichtig, Konvergenzkriterien zu erhalten, in denen der hypothetische
Grenzwert nicht auftritt.

In der Analysis einer Verédnderlichen kommt man mit folgendem Kriterium aus
(der Leser sollte dies nachpriifen):

Eine monotone Folge a1 < as < az < ... konvergiert, wenn sie beschrdnkt
15t.

Der Beweis erfolgte mit Hilfe des Vollstindigkeitsaxioms; der Grenzwert a ist
nichts anderes als das Supremum der Menge aller Folgenglieder.

In beliebigen metrischen Rdumen hat man keine Anordnung der Punkte, man
kann also von monotonen Folgen gar nicht sprechen. Man mufl sich daher
in metrischen Rdumen neue Kriterien fiir die Konvergenz einfallen lassen und
muf} sich einen Ersatz fiir das Vollstdndigkeitsaxiom verschaffen.
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7.1 Satz. Jede Folge (x,,) in einem kompakten metrischen Raum X besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Es gibt also eine Folge 11 < v9 < 13 < ... von natiirlichen Zahlen, so dafl die
Folge x,,,x,,,Ty,, ... konvergiert.

Da beschrinkte Mengen im R"™ in einem Kompaktum enthalten sind gilt ins-
besondere der

Satz von Bolzano-Weierstrass. Jede beschrinkte Folge im R™ besitzt eine
konvergente Teilfolge (vgl. 1.4.4).

Beweis von 7.1. Sei a € X. Offenbar sind folgende Aussagen gleichbedeutend:

a) Es existiert eine Teilfolge, welche gegen a konvergiert.
b) Ist U eine beliebige Umgebung von a, so gilt z,, € U fiir unendlich viele n.

Wir beweisen Satz 7.1 indirekt, nehmen also an, dafl keine konvergente Teilfolge
existiert. Zu jedem Punkt a € X existiert dann eine positive Zahl ¢ = e(a) > 0,
so daf

xn, € Us(a) nur fir endlich viele n

gilt. Da X von allen Kugeln U, (a) iiberdeckt wird und als kompakt vorausge-
setzt wurde, muf3

X = Us(al)(al) U...uU Ug(am)(am)

gelten. Hieraus ergébe sich aber, dafl die Menge der natiirlichen Zahlen endlich
ist. Widerspruch! O
Anmerkung. Auch die Umkehrung von 7.1 ist richtig. Wenn ein metrischer
Raum die Eigenschaft hat, dafl jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt,
so ist er kompakt. (Beweis in DIEUDONNE, Foundations of modern analysis,
S. 56).

Haufungspunkte.

Es gibt zwei verschieden Begriffe des ,,Haufungspunktes“, zum Einen fiir Men-
gen und zum anderen fiir Folgen.:

1) Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X besitzt den Haufungs-
punkt a € X, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

a) a ist nicht isolierter Punkt von AU{a} (wobei AU{a} mit der induzierten
Metrik zu versehen ist).

b) a ist Randpunkt der Menge A — {a}.

c) Es existiert eine Folge (z,,)

Tn € A, x, # a fir alle a mit lim x, = a.
n—oo
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2) Eine Folge (a,) in einem metrischen Raum hat den H&ufungspunkt*) a,
wenn fiir jede Umgebung U von a

a, € U fir unendlich viele n € N

gilt, wenn also eine geeignete Teilfolge von (a,) gegen a konvergiert.

Beispiel. Die konstante Folge a,a, a, ... hat den Hiufungspunkt a. Die Menge
{a} hat keinen Haufungspunkt.

Ubungsaufgabe. Eine Folge in einem metrischen Raum konvergiert genau dann,
wenn sie genau einen Haufungspunkt hat. Dieser Haufungspunkt ist dann der
Grenzwert der Folge.

7.2 Definition.  Man nennt eine Folge (x,) aus einem metrischen Raum
X eine Cauchyfolge, (vgl. 1.4.7), wenn zu jedem € > 0 eine natirliche Zahl
N = N(e) existiert, so daf$ gilt:

d(xp,Tm) < € fir alle n,m > N.

Natiirlich ist jede konvergente Folge eine Cauchyfolge (wegen der Dreiecksun-
gleichung

d(zy,z) + d(x, zm) < d(Ty, Tm).)
Die Umkehrung hiervon ist nicht in beliebigen metrischen Rdumen richtig.
7.3 Definition. Ein metrischer Raum X heifst vollstindig, wenn jede
Cauchfolge aus X konvergiert.

Der Begriff der Cauchyfolge und daher auch der der Vollsténdigkeit ist nicht
topologischer Natur. Man kann Cauchyfolgen nicht mit dem Umgebungsbegriff
allein erklidren. Dennoch dndern sich diese Begriffe nicht beim Ubergang von
einer Metrik zu einer dquivalenten.

7.4 Bemerkung. Seien d,d zwei dquivalente Metriken auf X und (z,) eine
Folge aus X . Diese ist genau dann eine Cauchyfolge beziiglich d, wenn sie eine
solche beziiglich d' ist.

Wir versehen den R™ mit der Maximumsmetrik.

7.5 Satz. Der R" ist vollstindig.

*) Manchmal spricht man bei Folgen zur begrifflichen Unterscheidung auch von
,Haufungswerten* anstelle von Haufungspunkten.
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Beweis. (vgl. 1.4.7) Sei (z,,) ein Cauchyfolge im R™.

1. Schritt. (x,) ist beschriankt. Es existiert ndmlich eine natiirliche Zahl N
mit
|xn — m]|| < 1 fir n,m > N.

Bis auf endlich viele Ausnahmen liegen also alle Folgenglieder in einer Kugel
vom Radius 1 mit Mittelpunkt xx.

2. Schritt. (xz,) konvergiert. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS
existiert eine konvergente Teilfolge (z,,). Deren Grenzwert sei z. Zu jedem
€ > 0 existiert eine natiirliche Zahl N mit den Eigenschaften

a)  |rnp —am| <5 firn,m>N
b) |z, —z| < 5 firn>N.
Es folgt
|z — xn|| < ||l — 2, || + |20, — zn|| < e fir n > N. O
Beispiele.

1) Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig.

2) Ist X eine nicht leere Menge, so ist B(X) mit der Supremumsnorm ein
vollstandiger metrischer Raum.

3) Ist X # ) ein metrischer Raum, so ist C(X)NB(X) mit der Supremumsnorm
ein vollstdndiger metrischer Raum.

7.6 Banachscher Fixpunktsatz.

Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X eine kontra-
hierende Selbstabbildung. Dann existiert genau ein Fixpunkt a € X, d.h. ein
Punkt a € X mit

fla) = a.

Eine Abbildung f heifit dabei kontrahierend, wenn eine Zahl p mit 0 < p < 1
existiert, so daf} gilt

d(f(x), f(y)) < p-d(z,y).

Beweis, 1. Fxistenz. Es sei ag € X ein beliebiger Punkt. Wir definieren

ay := f(ag), az == f(a1), a3 := f(az),...,

allgemein
an, = f(an—1) (n>1).

Wir zeigen, daBl die Folge (a,,) konvergiert. Der Grenzwert a ist dann notwen-
digerweise ein Fixpunkt von f, denn es gilt fiir beliebiges n € N

d(a, f(a)) < d(a,ant1) + d(an+1, f(a))
= d(a,ant1) +d(f(an), f(a)) < d(a,ant1) + pd(an,a).
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Dieser Ausdruck konvergiert gegen Null fiir n — oo und es folgt
d(a, f(a)) =0<= f(a) = a.

Um nun die Konvergenz der Folge (a,) zu beweisen, zeigen wir, da8 (a,,) eine
Cauchyfolge ist. Zunéchst ist

d(an+1,an) = d(f(an), flan-1)) < pd(an, an-1).
Durch Iteration ergibt sich dann
d(ans1,an) < p"d(a,ap).
Sei nun m > n. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung zeigt man nun
d(am,an) < d(am,am-1) + d(am—1,0m—2) + ...+ d(ans1,n)
< d(ar,a0)(p" .+ ")

n

< ptd(ar,ap)(1+p+...+p"" ) < 1’0_ .

Nach Voraussetzung ist 0 < p < 1 und somit ist die Abschétzung durch die
geometrische Reihe moglich und aufierem ist (p™) eine Nullfolge. Es gilt daher

d(ay,agp).

d(ay,am) < € fir m >n > N(e).

Somit ist (a,,) eine Cauchyfolge.
2. Findeutigkeit. Es sei b ein weiterer von a verschiedener Fixpunkt aus f.
Dann gilt
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < pd(a,b).
Hieraus folgt p > 1. Widerspruch. ad

Im néchsten Abschnitt geben wir eine Anwendung des Banachschen Fixpunk-
tsates.

Unter den vollstédndigen metrischen Rdumen sind besonders diejenigen wichtig,
deren Metrik von einer Norm herriihrt. Diese bekommen einen eigenen Namen:

7.7 Definition. FEin Banachraum ist ein normierter Vektorraum, welcher
vollstindig beziiglich der assoziierten Metrik d(f,g) = ||f — g|| ist.

Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt, so
dajf$ der assoziierte normierte Raum || f|| = \/{f, f) ein Banachraum ist.

Beispiele fiir Banachrdaume sind B(X) und B(X)NC(X), wobei im ersten Fall
X eine nicht leere Menge und im zweiten Fall sogar ein metrischer Raum ist.
Beispiele fiir Hilbertraume sind schwerer zu bekommen (s. VII.10.7).

Erst in weiterfithrenden Vorlesungen iiber Analysis (z.B. partielle Differential-
gleichungen, Funktionalanalyis) und in der mathematischen Physik wird die
Theorie der Banach- und Hilbertrdume wirklich nutzbar gemacht. Im Rahmen
dieser Einfiihrung in die Analysis werden diese Begriffe nicht gebraucht und
daher nur am Rande erwéahnt.
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8. Differentialgleichungen

Der Banachsche Fixpunktsatz kann benutzt werden, um die Existenz von
Losungen gewisser Differentialgleichungen zu beweisen. Unter einer gewohn-
lichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung der Art

f(xvyay/w'-ay(n)) = 0.

Gegeben ist hierbei eine Funktion f auf dem R*™ oder allgeminer auf einer
Teilmenge desselben. Gesucht ist eine Funktion y(z) einer Veridnderlicher z,
definiert auf einem geeignten Intervall, so dass obige Gleichung erfiillt ist. In
vielen Féllen wird es moglich sein, diese Gleichung nach der letzten auftre-
tenden Ableitung y(™ aufzulésen. Sie hat dann die Form

y™ = flz,y,y,. .., y" D),

wobei die Funktion f jetzt auf dem R™ (oder auf einer Teilmenge) definiert ist.
In der ersten Form spricht man von einer gewdhnlichen Differentialgleichung in
impliziter Form, im zweiten Fall von einer in expliziter Form. Sei y eine Losung
der expliziten Form. Setzt man

Yo=U =9 yn1 =y,

so erhélt man eine Losung des Gleichungsystems

y6 = Y1,
yll = Y2,

y;z—? = Yn-1,
yiLfl = f(a’:vy(b cee 7yn—1)7

und umgekehrt erhélt man aus jeder Losung des Systems eine Losung der ex-
pliziten Differentialgleichung zuriick. Diese Uberlegung zeigt, dass man nur
Gleichungen der Form

y = f(z,y)

16sen muss, wenn man in Kauf nimmt, dass f und y Funktionen mit Werten in
R"™ sind. In diesem Zusammenhang vereinbaren wir, dass die Ableitung einer
Funktion h : [a,b] — R™ komponentenweise zu verstehen ist, A’ := (h},..., hl).
Dasselbe gilt fiir das Integral.

Im folgenden bezeichnen wir mit [|-|| die Maximumnorm auf R™. FEin
Spezialfall des Satzes von Picard Lindelof besagt.
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8.1 Theorem. Sei
f:la,b] x R" — R" (a < b)

eine stetige Funktion mit folgender Eigenschaft: Es existiere eine Konstante L
mit

1f (@, u) = f(z,0)| < Llu—vol, =z¢€labd], u,veR"
Dann ezistiert zu jedem Vektor ¢ € R"™ ein eindeutig bestimmtes n-Tupel

y = (Y1,...,Yn) differenzierbarer Funktionen auf [a,b] mit den beiden Eigen-
schaften

a) y(a) =c.
b) ¢'(z) = f(x,y(x)).

Man nennt y(z) wegen der Bedingung a) auch die Losung des Anfangswert-
problems zum Anfangswert y(a) = c.

Beweis von 8.1. Wir betrachten den Raum C([a, b]) aller stetigen Funktionen
mit der Metrik,

d(f,0) = I1f = gll,  (IF = max{[f(z)[; = € X}).

Wir wissen, dass dies ein vollstédndiger metrischer Raum ist. Wir betrachten
folgende Abbildung

& :C([a,b]) — C([a,b]), (®(h))(x):=c+ /F(t,h(t))dt.

a

Die Losungen der Gleichung b) mit der Eigenschaft a) sind nach dem Hauptsatz
der Diffferential- und Integralrechnung genau die Fixpunkte der Abbildung
®. Es ist daher zu zeigen, dass diese Abbildung genau einen Fixpunkt hat.
Wir iiberpriifen die Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes: Es gilt
offenbar

[@(h1) — @(ho)|| < L(b—a) [[h1 — hell -

Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt, wenn L(b—
a) < 1 gilt. Diese Voraussetzung ist jedoch keine ernsthafte Einschrankung.
Man teilt einfach das Intervall [a, b] durch eine Partitiona =ap < -+ < @y, = b
in Teilintervalle auf, so dass L(a; —aj—1) < 1 fir 1 < j < m gilt. Dann
16st man das Anfangswertproblem fiir das Intervall [ag, a;] und geht mit dem
neu gewonnen Wert y(a1) in das Anfangswertproblem fiir das Intervall [a;, as].
So fortfahrend erhélt man eine Losung fiir das ganze Intervall und auch die
Eindeutigkeit ergibt sich aus der Eindeutigkeit fiir die Teilintervalle. O

In der Theorie der Differentialgleichungen findet man allgemeinere Versio-
nen des Satzes von Picard Lindelof. Zum Beispiel ist es nicht einzusehen, dass
f auf einer Teilmenge der Form [a, b] x R™ definiert sein soll. Auch allgemeinere
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Bereiche des R™ ™! sind denkbar und kommen vor. SchlieBlich wird die Vor-
aussetzung an die Konstante L abgeschwécht, indem nicht wie in 8.1 gefordert
wird, dass L von x unabhéngig ist. Man nennt die Konstante L {ibrigens
eine Lipschitzkonstante. Allgemein nennt man eine Abbildung f : X — Y
metrischer Rdume Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante L gibt, so dass

dX(f(a)v f(b)) < Ldy(a, b)

gilt. Offenbar sind Lipschitz-stetige Funktionen auch im gewohnlichen Sinne
stetig. Mann kann sich iiberlegen, dass stetig differenzierbare Funktionen f :
[a,b] — R stets Lipschitz stetig sind. Man sollte sich also Lipschitzsetigkeit als
einen zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit angesiedelten Begriff vorstel-
len.

Die Analyse des Verlaufs von Losungen der Differentialgleichungen, konkrete
Beispielklassen sowie Varianten von 8.1 muss einer speziellen Vorlesung iiber
Differentialgleichungen iiberlassen bleiben.



VI. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer
Veranderlicher

1. Partielle Ableitungen und totale Differenzierbarkeit

In diesem Paragraphen sei der Definitionsbereich D C R"™ stets ein offener
Bereich im R". Zu jedem Punkt zg € D existiert also noch eine volle Kugel

Ur(x9) C D; Up(xo) = {x € R"™; d(x,z0) < 7}.

Dabei sei d die Euklidische oder Maximumsmetrik.

Wir studieren Funktionen
f:D—R

oder allgemeiner Abbildungen
f:D— R™.
Jede solche Abbildung lé3t sich zerlegen in ein m-Tupel von Funktionen
f=rfn), fo:D—R, 1<v<m,
die durch die Gleichung

f(@) = (fi(@),..., fm(2))
definiert sind. Entsprechend dieser Zerlegung lassen sich viele Fragen {iber die
Abbildung f zuriickfithren auf den Fall von Funktionen (m = 1).

Beispielsweise ist f genau dann stetig, wenn die Komponenten stetig sind
(V.3.10).

Schwieriger ist es, die Dimension n des Definitionsbereiches zu erniedrigen.
Tatséchlich fithrt man viele Fragen durch geeignete Spezialisierung der Variab-
len auf Funktionen einer Verénderlichen zuriick.

Ein solcher Spezialisierungsprozefl soll nun beschrieben werden. Gegeben sei
also der offene Bereich D und ein fester Punkt

a=(ay,...,ay) € D.
Man kann dann die Menge
Dj :{.CEJE]R, (al,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)ED}

betrachten.
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1.1 Bemerkung. Ist D C R™ ein offener Bereich, so ist
Dj 2:{l’j€R; (al,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)ED}

ein offener Teil der reellen Geraden R.

Da D; offen ist, existiert ¢ > 0, so daf} (—e,e) C D. Ist f : D — R eine
Funktion, so erhélt man durch den Spezialisierungsprozef3

fj : (_878) - R7 fj(x]) = f(ala' sy Qj—1, L5, Qj41,y - - - 7an)
Funktionen einer Verdnderlichen x;. Es kann sein, dafl diese Funktion einer

Verénderlicher in a; ableitbar ist. Dies hingt natiirlich nicht von der Wahl von
€ ab.

1.2 Definition. Die Funktion
f:D— R, DcC R"offen,

heifit in dem Punkt a = (ai,...,a,) nach der j-ten Variablen x; partiell
ableitbar, wenn die Funktion

fii(=e,e) — R, fi(z;) = fla,...,qj-1,%j,a541,...,an),

im Punkt a; differenzierbar ist.
Schreibweise:  0;f(ay,...,an) = fi(a;).

Es ist also

: a»u-;a'—,a-—i—h,w seeeslp) — flar,...,ap
8jf(a1"”7an):flbli%f(l j—15 Q4 g—;ll ) — flaq )

Die Funktion heif3t in D partiell ableitbar, wenn sie in jedem Punkt nach jeder
Variablen partiell ableitbar ist. Man kann dann die partiellen Ableitungen

ajf, jzl,...,n,

wieder als Funktionen auffassen, die in D definiert sind. Héufig verwendet man
auch die Schreibweise
of

dz;

0;f.

Im Falle n = 1 war gezeigt worden, dafl aus der Ableitbarkeit einer Funktion
ihre Stetigkeit folgt. Im Fall n > 1 ist dies (fiir partielle Ableitbarkeit anstelle
von Ableitbarkeit) nicht der Fall, wie man durch Gegenbeispiele belegen kann.
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1.3 Satz. Die Funktion
f:D— R, D C R"offen,

sei partiell ableitbar. Ista € D ein Punkt, so daff eine Umgebung U(a) existiert,
in der alle partiellen Ableitungen von f beschrinkt sind,

10 f(x)| < C fir allex € U(a), j=1,...,n,

so ist f stetig in a.

Diese Voraussetzung ist beispielsweise dann erfiillt, wenn die partiellen Ablei-
tungen in a stetig sind.

Wenn also eine Funktion stetig partiell differenzierbar ist (d.h. die Ableitungen
0, f existieren und sind stetig), so mufl f stetig sein.

Beweis von 1.3. Um die Beweisidee klar hervortreten zu lassen, beschrinken
wir uns auf den Fall zweier Variabler und iiberlassen es dem geduldigen Leser,
den Beweis auf n Variablen zu iibertragen. Wir schreiben (z,y) und (a,b)
anstelle von (z1,x2) und (aj,as). Es gilt

f(@,y) = fa,0) = (f(z,y) = f(a,9)) + (f(a,y) — f(a,])).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren Zwischenstellen
¢ zwischen a und z, 1 zwischen b und y

mit der Eigenschaft

f(@,y) = f(a,b) = 0. f(&y) - (x —a) + 0y f(a,n) - (y —b).
In einer Umgebung von (a,b) gilt

|f(z,y) — fla,0)] < C(Jz —al + |y —b])

mit einer gewissen Konstanten C. O

Ho6here partielle Ableitungen.

Haufig sind auch die partiellen Ableitungen 0, f ihrerseits wieder partiell ableit-
bar; man kann daher héhere partielle Ableitungen bilden.

Sprechweise: Eine Funktion
f:D— R, Dc R"offen,
heifit k-fach stetig partiell ableitbar, wenn die partiellen Ableitungen
0y ...05, f firalle 1 <gji,....50 <n

existieren und stetig sind.

Insbesondere ist dann f stetig. Wir bezeichnen die Menge dieser Funktionen
mit C*(D).
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1.4 Satz. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,
set zweimal stetig partiell ableitbar. Dann gilt
0,0, f = 0;0;f.

(In Worten: Partielle Ableitungen darf man vertauschen.)

Beweis. Da nur nach zwei Variablen partiell abgeleitet wird, darf man n = 2
annehmen. Wir schreiben (z,y) anstelle von (z1,22). Sei (a,b) € D ein fest
gewahlter Punkt. Wir betrachten die Funktion (x # a, y # b)

f(as,y) _f(a7y)_f($7b)+f(avb)
(z —a)(y—b)

und formen diese mit Hilfe des Mittelwertsatzes auf zweierlei Weise um.

1) H(z,y) = (y— b)—l [f(x,y) — f(z,b)] — [f(a,y) — f(a,b)].

Tr—a

H('Ta y) =

Wendet man den Mittelwertsatz auf die Funktion

g(x) == fla,y) — f(e.b)  (yund b fest)

an, so resultiert

H(I7y) = (y - b)_l (amf(gvy) - a:cf(€> b))

mit einem & zwischen a und x. Jetzt kann man den Mittelwertsatz auf die
Funktion

h’(y) = amf(£7y) - 8$f(§7 b)

anwenden und erhélt
H(.CI?, y) = ayamf<£7 77)
mit £ zwischen a und x und 7 zwischen b und y.

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf

(@ y) = fla,y)] - [f(,0) - f(a,b)]

H(z,y) = (z - a) =

(also indem man mit der Funktion ¢*(y) := f(x,y) — f(a,y) beginnt) folgt
analog zu 1)

H(a:,y) - amayf<§/7n/)

mit gewissen Zwischenstellen £’ und 7’.
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Nach Voraussetzung sind aber die partiellen Ableitungen
0,0y f und0, 0, f
stetig. Vollzieht man die Grenziibergénge x — a und y — b, so folgt daher

lim H(z,y) = 0,0,f(a,b) = 0,0, f(a,b).

(z,y)—(a;b)

Dies gilt fiir jeden Punkt (a,b) € D. 0

Wir wenden uns nun der etwas allgemeineren Situation einer Abbildung
f:D— R™, D c R"offen,

zu. Wir zerlegen sie in ihre Komponenten

f = (f17 R fm) °
Die sogenannte Funktionalmatriz (oder Jacobi-Matrix) von f fafit alle partiel-
len Ableitungen von f1,..., f,, zusammen
9h Ofr
o1 T 0T, 8f
J(f;z):= ; : :(8 V)
; ; L v
Ofm Ofm a
0x1 T Oxy,

Diese Matrix, die fiir jedes = € D zu bilden ist (partielle Ableitbarkeit voraus-
gesetzt), hat also m Zeilen und n Spalten.

Wir untersuchen nun folgendes Problem:

Gegeben seien zwei Abbildungen

f:D— R™, D C R"offen,
g: D — R?, D’ ¢ R™offen,

die sich zusammensetzen lassen zu einer Abbildung
h:D— RP, hz) =g (f(z)).

Der Wertevorrat f(D) mufl dazu im Definitionsbereich D’ von g enthalten sein.
Wie berechnen sich dann die partiellen Ableitungen von h = g o f aus denen
von f und g (Existenz vorausgesetzt)?

Wir erinnern daran, dafl im Fall n = m = p =1 die Kettenregel

(9o f)(a) =g'(f(a))f (a)

gilt. Diese gilt es zu verallgemeinern.
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Hierzu ist es niitzlich, sich vor Augen zu halten, dafl Matrizen im Zusammen-
hang mit linearen Abbildungen stehen. Ist

a1 e A1n

A=

am1 .. Qmn

eine Matrix von m Zeilen und n Spalten, so ordnet man ihr eine gewisse Ab-
bildung
lg :R" — R™

zu. Diese werde definiert durch die Formel
la(r) =y

mit
x=(r1,...,2,) €E R" und y = (y1,...,ym) € R™,

wobei fiir : = 1,...,m gelte

n
Yi = E Aij Ty
j=1

Man schreibt dann meistens
A(x) anstatt [4(z).
Ist eine weitere lineare Abbildung
lpg:R™ — RP
gegeben, die also durch eine Matrix

b11 blm
B = :

bpr ... bpm
definiert wird, so kann man die zusammengesetzte Abbildung
lpoly: R" — RP

betrachten. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl diese wieder durch eine
Matrix beschrieben wird und zwar gilt

lBOlA::lc:Rn—>Rp,
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wobei die Matrix
ci11 ... Cin

C =
Cp1 .- Cpn
sich aus A und B auf folgende Weise berechnet:

m
ek =Y aijbjr  (1<i<p; 1<j<n)
k=1

Halten wir noch einmal fest: Es gilt
B(Az) = C(z) mit C = B-A (Matrizenprodukt).

Merkregel. c;; ergibt sich als Skalarprodukt der i-ten Zeile von B mit der j-ten
Spalte von A.

Schreibt man die Elemente x,y des R"™ als Spaltenvektoren

T Ly

8y
1

<y
1

T Un
so ist ¢/ nichts anderes als das Produkt der Matrix A mit der Spalte Z,
iy = AL

Aus diesem Grunde ist es zweckmifig, die Elemente des R" in diesem Zusam-
menhang nicht wie gewohnt als Zeilen-, sondern als Spaltenvektoren aufzufas-
sen. Wir tun dies gelegentlich aber nicht systematisch.

Bevor wir nun eine neue Interpretation der Funktionalmatrix geben, soll zu-
néchst die Definition der Ableitung einer Funktion im Fall n = m = 1 umfor-
muliert werden. Die Bedingung fiir Ableitbarkeit war, daf§ der Grenzwert

fla) — tim L@ (@)

T—a r—a

existiere, d.h.
f(z) — f(a)

r—a

- f'(a) = R),
wobei R(x) — 0 fiir x — a gilt. Definiert man

r(z) = (z — a)R(z),
so kann man dafiir auch schreiben

f(@) = f(a)+ f'(a)(z — a) + (=),
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wobei das Restglied r(z) der Bedingung geniigt:

r(z)

Tr—a

— 0 fiir z — a.

Gleichwertig und fiir uns passender ist 7(z)/|x — a|] — 0. Genau im besagten
Fall ist also f an der Stelle a ableitbar. Dies 143t sich nun formal auf den all-
gemeinen Fall iibertragen: man ersetze lediglich f’(a) durch die Jacobi-Matrix

J(f;a).
Da z — a ein Punkt im R" ist, hat J(f;a)(x — a) einen wohldefinierten Sinn.
Man kann jedenfalls r(z) durch die Gleichung

f(x) = f(a) + J(f;a)(x —a) + r(x)
definieren und sich fragen, ob gilt:

r(z)

— 0 fiir z — a.
|z — al|

Dabei sei ||-|| die Maximumsnorm. Wie man sich leicht iiberlegt, kann man
genauso gut eine dquivalente Norm nehmen.

1.5 Satz. Die Abbildung
f:D— R™, D c R"offen,

sei fiir den festen Punkt a € D stetig partiell ableitbar. Definiert man dann
r(z) durch die Gleichung

f(x) = f(a)+ J(f;a)(x —a) + r(x),

so gilt
r(z)

[z = all

— 0 fiir x — a.

(Zu jedem e > 0 existiert also ein 6 > 0 mit
Ir(x)|| < ellz —al fir ||z —al <.

Hierbei ist [|-|| eine der Standardnormen (Maximums- oder Euklidsche Norm)).

Beweis. Bezeichnet man mit f,(z) bzw. r,(x) die v-te Komponente von f(x)
bzw. r(z) (1 < v <m) und mit J,(f,a) die v-te Zeile von J(f;a), so gilt

fo(@) = fola) + Tu(f;a)(z = a) + 7, (2).
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Aulerdem ist J,(f,a) = J(f,;a) die Funktionalmatrix der Funktion f,, die
nur aus einer Zeile besteht.
Damit ist klar, dafl man die Behauptung nur im Falle m = 1 beweisen mu#,

denn aus
7“,,(1')
|z — all

— 0 firx — afirv=1,...,m

folgt dann
r(z)

—— 0 fir x — a.
|z — all

Im Fall m =1 sieht die Formel in 1.5 folgendermaflen aus:
f(@) = fla) + Y duf(a)(xy — a)) + r(x).
v=1

Der Beweis wird wiederum besonders iibersichtlich, wenn man sich auf den Fall
n = 2 beschrinkt. Wir schreiben dabei wieder

(l',y), (Cl,b) anstatt (1'1,1'2), (a17a2)'
Dann hat man

f(z,y) = f(a,0) + (x = a) 0 f(a,b) + (y — b)9y(a, b) +7(x, y).

Andererseits erhélt man aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

f(.fB,y) - f(a7b) = [f(x,y) - f(a,y)] + [f(av y) - f(aa b)]
= (= a)0: f(&y) + (y — )0y f(a,n)

mit & zwischen a und x und 7 zwischen b und y.

Ein Vergleich mit obiger Formel ergibt
r(z,y) = (x —a)[0:f(&,y) — 0xf(a,b)] + (y — b)[0y f(a,n) — 8y f(a,b)].

Beachtet man die Ungleichungen

|z — al |z — al <1
||(':E7y) - (CL, b)”

I(z,y) = (a,0)[| =

< 1 sowie

so ergibt sich

r(z,y) <10, f (& y) — 0xf(a,b)| + 10y f(a,n) — Oy f(a,b)|.

H(xa y) - (CL, b) H
Fir (z,y) — (a,b) konvergiert die rechte Seite aber gegen Null, denn die par-
tiellen Ableitungen sind nach Voraussetzung stetig. O

Durch Satz 1.5 wird ein neuer Zugang zur Differentialrechnung mehrerer Ver-
anderlicher nahegelegt.
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1.6 Definition. Fine Abbildung
f:D— R™ D C R"offen,
heift in einem Punkt a € D total differenzierbar, wenn es eine Matrix

ail A1n
A=

aAm1 .- Qmn

gibt, so daf$ gilt:
f(x) = fla) + Az —a) +r(z)
mit
ﬂ — 0 fiir x — a.
|z — al
(Man kann mit dieser Begriffsbildung den Satz 1.5 dann einfach so ausdriicken:
Jede stetig (partiell) differenzierbare Funktion ist total differenzierbar.)

Tatséchlich ist jede total differenzierbare Funktion auch partiell differenzierbar
und zwar gilt:

1.7 Lemma. Die Abbildung f : D — R™ sei total differenzierbar in a € D
(Bezeichnungen wie in 1.6). Dann ist sie auch partiell differenzierbar in a, und
es gilt

J(f;a) = A

Beweis. Wir nehmen wieder n = 2, m = 1 an. Es ist dann einfach, den Beweis
auf beliebige natiirliche n und m zu verallgemeinern. Die Formel lautet

flx,y) = f(a,b) + a(x —a) + By —b) +r(z,y), A= (x,3).

Es folgt
f(va)_f(a7b) _a+T(l‘,b)
r—a N r—a

Durch Grenziibergang x — a erhélt man
O0xf(a,b) =« (ebenso 0y f(a,b) = ). O

Halten wir fest:

stetig ableitbar = total ableitbar = partiell ableitbar.

Wir gelangen nun zur Kettenregel.
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1.8 Theorem. Gegeben seien zwei stetig differenzierbare Abbildungen
f:D—R™ D cC R"offen,
g: D' — RP, D" Cc R™offen,

die sich zu einer Abbildung
h:D — R h(z) =g(f(z)).

zusammensetzen lassen. Dann ist auch h stetig (partiell) ableitbar und es gilt
fiir jedes a € D

J(go fia)=J(g; f(a)) - J(f;a) (Matrizenprodukt).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
f(x) = f(a) + J(f;a)(z —a) + r(2),
9(y) = g(b) + J(f;b)(y — b) + s(y),

wobei die Restglieder noch nach Division durch ||z — al| bzw. ||y — || gegen
Null streben (fiir x — a bzw. y — b). Im Spezialfall b = f(a) erhélt man

g(y) = g(f(a)) + J(g; f(a)(y — f(a)) + s(y).

Hierin kénnen wir speziell y = f(z) eintragen. Mit der Bezeichnung h = g o f
folgt dann

h(z) = h(a) + J(g; f(a)(f(x) = f(a)) + s(f(z))
= h(a) + J(g; f(a)) - J(f;a)(z — a) + J(g; f(a)) - r(z) + s(f(x)).
Wenn wir zeigen kénnen, dafl die Funktion
p(z) := J(g; f(a))r(z) + s(f(z))
Restgliedcharakter hat (d.h.

p(x)
|z — al

— 0 fiir z — a),

so sind wir fertig, denn nach 1.7 ist dann A in a partiell differenzierbar und hat
als Funktionalmatrix gerade

J(g; f(a)) - J(f; ).

Daf diese stetig von a abhéngt ist dabei klar, da dies auf J(g; f(a)) und J(f;a)
zutriftt.

()

Abschdtzung von :
| — all

J(g; f(a)r(z)
[l — al
Diese Aussage ist richtig, was sich sofort ergibt aus

1) — 0 fir z — a.



266 V1. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher

1.9 Hilfssatz. Sei A eine feste Matriz. Es existiert eine Konstante C' mit
[Az]| < O

fiir alle Vektoren x (mit gleicher Komponentenanzahl wie die Anzahl der Spal-

ten von A).

Sowohl bei der Maximumsnorm als auch bei der Euklidischen Norm hat man
die Abschétzung

> ais| <3 lagl all < el fiie jedes i
J J

und daher
|Az|| < C'|z| .

y  SU@)

— 0 fiir z — a.
|z — all

Nach Voraussetzung gilt

s(y)

B Y s I =T PPN )
W r@y  C iy — fl)

das kann man auch so ausdriicken:

Die Funktion

lIs()l fiir y f(a)
I(y) = 4 Tu=7@) Y
) { 0 fir y = f(a)

ist stetig im Punkt y = f(a). Es gilt offenbar

IS _ iy

[ = af

1 () = F@)ll

[ — o

Wir wollen zeigen, dafl dieser Ausdruck gegen Null strebt fiir z — a. Dazu
braucht man nur zu wissen, dafl

If (@) = f@ll _

[z —all  —

in einer Umgebung von a gilt. Dies sieht man mit Hilfe der Darstellung

f(@) = fla) = J(f;a0)(x —a) +r(x). O
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Andere Formulierungen der Kettenregel und Anwendungen.

Wir betrachten den Spezialfall p = 1:

f:D—R™ ¢g:D — R,
(D C R", D' C R™ beide offen, f(D) cC D).

Dann ist die Jacobi-Matrix von ¢ einfach eine Zeile

Zerlegt man f = (f1,..., fm) und h = gof = (hq,..., h,) in die Komponenten,
so besagt die Kettenregel explizit

oz, — Gyk 8963

Héufig schreibt man dafiir einfach etwas schlampig

Z 9gi 3fk
81’3 < Y axj '

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist der Fall n = 1,p = 1. Dann hat man also
m Funktionen einer Veranderlichen

fi,oo s fm:D— R, DCR,
und eine Funktion von m Veranderlichen
g: D — R, D' CR™ offen.

Die Funktion
h, D — R, h,(l') = g(fl(x)7 . afm(x))a

héngt wieder nur von der einen Variablen x ab. Die Kettenregel besagt jetzt:

m

W= (0k9) - fi.

k=1
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Anwendungen der Kettenregel, 1. Richtungsableitung.
Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion

f:D— R, DCR" offen.

Auflerdem seien a € D ein fester Punkt und o € R™ ein Vektor. Unter der Rich-
tungsableitung von f im Punkte a in Richtung « versteht man die Ableitung
der Funktion

g9(t) = f(a+ta)
im Nullpunkt. Aus der Kettenregel folgt

g0)=> 0, fla),.

Dies ist das Skalarprodukt des Vektors (01 f(a), ..., 0, f(a)) mit a. Den Vektor
(V)a) = (01f(a),...,0nf(a))

nennt man auch den Gradienten von f in a. Man erhélt also

g9'(0) = ((V.f)(a), o).

2. Koordinatentransformation.

Seien D, D’ C R"™ offene Teile. Ein Ck-Diffeomorphismus (k € N) ist eine
bijektive Abbildung ¢ : D — D’, so dafl sowohl ¢ als auch ¢! k-fach stetig
differenzierbar sind.

Sei
f:D'—R

eine k-fach stetig differenzierbare Funktion. Dann ist auch
g=fop:D—R

k-fach stetig differenzierbar und man erhélt umgekehrt jede derartige Funktion
g € CF(D) auf diesem Wege. Man muf lediglich f := g o ¢! setzen.

Sprech- und Schreibweise.

Die Funktion g entsteht aus f durch die Koordinatentransformation ¢

gy) = f(z), y=p(x).

Die partiellen Ableitungen der Funktion g erhédlt man aus denen von f durch
Anwenden der Kettenregel

n 9 ,
9;f = Z(@g)%
v=1
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(genauer

Za N9 a) ).

Ly

Sind f und ¢ sogar zweimal stetig differenzierbar, so ergibt sich

0% f B - 0%y, = 0%¢ Oy,
Ox;0w; ; 95z, 01 ; 02,0y, Ox;’

also

f - 9°g Oy Oyu
0x;0x; 21 8x 3903 ; 21 0y10y, Ox; Ox;

Polarkoordinaten
T =TCosy, y=rsinep.

Seien D, D’  R? offene Teile, so daB durch die Abbildung

(r; ) = (x,y) = h(r,p) = (rcosp,rsing)

ein Diffeomorphismus
h:D — D

vermittelt wird, etwa
D :={(r,p) €R?* >0, 0< <2}
D:=R*—{(z,y); 2 =0, y > 0}.

Der Laplace-Operator A auf D ist durch

2 2
Af = o7 —l—af

@y g 1P

erklart. Wir wollen diesen Operator auf Polarkoordinaten umtransformieren.
Darunter ist folgendes zu verstehen: Fiir eine Funktion g € C?(D’) setzen wir

A*g:=Afoh (g=foh).

Man nennt A* den auf Polarkoordinaten transformierten Operator. Aus der
Kettenregel ergibt sich nach einiger Rechnung:

0%g 109 1 0%

9= T rar T R e
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2. Der Satz fiir implizite Funktionen

Es seien n Funktionen von n Verénderlichen gegeben, also eine Abbildung
f:D— R" D CR" offen.

Wir fragen uns nun, wann eine derartige Abbildung umkehrbar ist, d.h. wann
eine Abbildung
g:f(D) —R"

existiert mit
fl@x) =y <=z =y9g(y).
Die Gleichung
flx) =y
ist dann bei gegebenem y aus dem Wertevorrat von f eindeutig durch ein x € D
lsbar und dieses x ist gleich g(y).

Nehmen wir einmal an, daf} f und g stetig differenzierbar sind. Dann mufl nach
der Kettenregel gelten (beachte g o f =id)

J (g, f(a))-J(f;a) =FE (Einheitsmatrix),

so daf} also die Jacobi-Matrix J(f;a) fiir alle @ € D invertierbar sein muf.
Notwendig fiir die Umkehrbarkeit einer Abbildung

f:D— R"

(unter gewissen Differenzierbarkeitsbedingungen) ist die Invertierbarkeit der
Jacobi-Matriz J(f;a) fir jedes a € D.

Leider ist diese Bedingung nicht hinreichend, wie folgendes Beispiel zeigt:
Es sei
D = R? — {0} = punktierte Ebene

und f : D — R? definiert durch

(r, @) — (7 cosp,rsin p).

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl die Funktionalmatrix invertierbar ist.
(Dies geschieht mit Hilfe der Funktionaldeterminante det J(f;a). Aus der lin-
earen Algebra weifs man, dafl eine quadratische Matrix genau dann invertierbar
ist, wenn ihre Determinante nicht verschwindet.)

Diese Abbildung f ist aber nicht eineindeutig, denn sie hat in Abhéngigkeit
von ¢ die Periode 27. Aber sie ist in einem eingeschrinkten Sinn dennoch
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umkehrbar. Greift man einen beliebigen Streifen Dy C D der Breite 27 heraus,
also

Do :={(r,@); 1>0; po<¢<o+2r},
so ist die Einschrankung von f auf Dy umkehrbar.

Kehren wir zuriick zur allgemeinen Situation. Wenn die Jacobi-Matrix J(f;a)
fiir alle @ € D invertierbar ist, so kann man allenfalls erwarten, daf3 f lokal
umkehrbar ist, d.h. dal zu jedem Punkt a € D eine offene Umgebung a €
Dy C D existiert, so dafl die Einschrankung f|Dg von f auf Dy umkehrbar ist.
Dies 148t sich tatséchlich beweisen.

2.1 Theorem (Satz fiir umkehrbare Funktionen, erster Teil).
Es sei
f:D— R" D cCR" offen,

eine stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Jacobi-Matriz J(f;a)
fiir jedes a € D. Dann hat die Abbildung f die folgenden beiden FEigenschaften

a) f ist offen (also: Dy C D offen = f(Dp) C R"™ offen).

b) f ist lokal umkehrbar, d.h. zu jedem a € D existiert eine offene Umgebung
Dy, a € Dy C D, so dafi die Einschrinkung f|Do umkehrbar ist.

Wir merken noch an:

Ist f stetig differenzierbar und a € D eine fester Punkt, fir den die Jacobi-
matriz invertierbar ist, so existiert eine offene Umgebung a € D' C D, so
daf$ J(f,b) fir alle b € D" invertierbar ist (und man kann 2.1 auf D’ anstelle
von D anwenden.

(Die Jacobimatrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante von
Null verschieden ist. Diese Eigenschaft {ibertréagt sich wegen der Stetigkeit der
Funktionalmatrix und damit der Funktionaldeterminante von a auf eine voll
Umgebung.)

Beweis von 2.1. Offenbar geniigt es, folgendes zu zeigen:

Sei a € D. Es gibt positive Zahlen R,r > 0 mit der Eigenschaft:
Zu jedem yo € R™ mit

lyo = fla)| < R
existiert genau ein x¢ € D mit ||zo — al| < r und
f(zo) = vo.

(Dann ist also Ug (f(a)) C f(D), d.h. f(D) ist offen und auBerdem ist f
eingeschrénkt auf D N U, (a) eineindeutig.)

Es ist im folgenden eine Vereinfachung anzunehmen, daf} gilt

a= f(a)=0 und J(f;a) =FE Einheitsmatrix.
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Wir werden spéter sehen, dafl dies keine wesentliche Einschréinkung der Allge-
meinheit bedeutet.

Um unser Problem dem Banachschen Fizpunktsatz zugénglich zu machen,
schreiben wir die Gleichung f(z) = yo auf die Fizpunktgleichung

F(x) =z mit F(x) :=x — f(z) + yo

Im folgenden werden wir nun r» und R so zu bestimmen versuchen, daf3 folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1) U.(0)={xeR"; |z <r}cCD.
2)  Fiir jedes yo € Ugr(0) gilt:

[zl < v = [|F(@)]] <.
3) Fiir x,2" € U,(0) gilt

/ 1 /
1F(z) = F(z')|| < 5 [l — 2.

Wenn r und R derart bestimmt sind, dann ist alles bewiesen, denn wegen 1)
und 2) kann man F als Selbstabbildung von U, (0) auffassen, die wegen 3)
auBerdem kontrahierend ist. Da aber U,.(0) als abgeschlossener Teil des R"™
vollstandig ist, kann man den BANACHschen Fixpunktsatz V.7.6 anwenden.

Konstruktion von r. Wir vergessen zunéchst die Bedingung 2); diese wird dann
bei der Wahl von R erfiillt. Von vornherein kann angenommen werden, daf 1)
erfiillt sei (eventuelle Verkleinerung von 7). Die Bedingung 3) besagt

1 "
lz = f(2) = 2"+ f@I < 5 Il = 2"|| fiw [l]], fl"]] < o

(Diese Bedingung ist offenbar unabhéngig von yq.)

Im Falle n = 1 kénnte man jetzt leicht mit Hilfe des Mittelwertsatzes weiter-
schliefen. Wendet man ihn auf die Funktion

W) =z — f(z)

an, so wiirde folgen

|z — f(z) =’ + f(@")] = [N (§)|]x — 2|

mit einer Zwischenstelle & zwischen = und z’. Die Ungleichung, die wir zu
realisieren haben, lautet dann

, 1
G

Nach Voraussetzung war f'(0) = 1, also h’(0) = 0. In einer geniigend kleinen
Umgebung von 0 ist die fragliche Ungleichung also sicher erfiillt.

Es ist naheliegend, im Fall n > 1 ein brauchbares Analogon des Mittelwert-
satzes zu suchen.
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2.2 Hilfssatz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrech-

nung). FEs sei
h:D— R, DcCR" offen,

eine stetig differenzierbare Funktion. Gegeben seien zwei Punkte a,b € D, so
dafl auch noch ihre Verbindungsstrecke

a+tlb—a), 0<t<1,

ganz in D enthalten ist. Dann existiert auf dieser Verbindungsstrecke ein Punkt

&, so dafs gilt
= dh(&)(ay —by).
v=1

Speziell gilt dann

[h(a) = h(b)] < C-[la—bl| mit C > |8,h(¢)

v=1

Beweis. Man wendet auf die Funktion
ho(t) = h(a+t(b—a))
den gewohnlichen Mittelwertsatz an und erhélt

ho(1) — ho(0)

=0 = ho(to); to € (0,1).

Die Kettenregel liefert nun
hiy(to) = Z@h —b,) mit £ = a +to(a — b). O

Mit Hilfe dieses verallgemeinerten Mittelwertsatzes konnen wir nun die Unglei-
chung

e~ f(z) — o' + F@)| < 5 o — |

dadurch erzwingen, dafl wir fordern:

1
Z‘axk ‘ 3 fir alle £ mit €] <.

Dabei sei wiederum

h(z) ==z — f(z).
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Nach Voraussetzung ist
J(h;0)=FE—E =0,
d.h. alle Ableitungen
Oh;

0
92, )
verschwinden. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen ist die Summe
ihrer Betréige in der Néhe des Nullpunkts kleiner oder gleich 1/2.

Konstruktion von R.

Es ist die Bedingung 2) zu erfiillen, d.h.
2]l <7 und [jyol| < R = [l = f(z) + ol <7
Dabei mufl auch r eventuell noch verkleinert werden. Nach Voraussetzung gilt
£(0) =0 und J(f;0) = E,

also
f(x) =2+ r(x) mit ————

Es ist also
2 = f(z) + yoll = lIr(z) + yoll < [lr(@)] + llyll -
Wir denken uns r bereits so klein gewé&hlt, dafl

()]

]

< - firfjz|| <r

DO |

gilt. Dann erfiillt R = § das Gewiinschte, denn man hat dann

r iy
lz = f(@) +yoll < llr(@)ll + llyoll = 5 + 5 =7 fir [zl <r |yoll < R

r
2
Als néchstes miissen wir uns von der Voraussetzung

f(0)=0und J(f;0)=F

freimachen. Dies geschieht durch einen kleinen Kunstgriff.

Die Voraussetzungen von 2.1 seien gegeben. Wir betrachten nun die Abbildung

g(x) == J(f;0) " [f(z + a) — f(a)]
auf dem Definitionsbereich

Dy :={z € R"; z+a€ D}.
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Diese hat offenbar die Eigenschaften

a) g(0) =0,
b) J(g;0) =E.

Wir wissen daher, daf3 es offene Umgebungen U und V' von 0 gibt, so daf} die
Gleichung

9(x) = yo

fiir jedes yo € V eindeutig durch ein z € U l6sbar ist.
Hieraus folgt durch Umrechnen auf f unmittelbar, daf§ die Gleichung

f(@) =yo
fiir jedes yo € Vy eindeutig durch ein x € Uy 16sbar ist. Dabei seien

Up:={xeR™ z—acU},
Vo:={zx € R™ J(f;a) '(z - f(a)) € V}.

Beide Mengen sind offen.

Wir wissen jetzt also, dafy die Abbildung f lokal umkehrbar ist, d.h. zu jedem
a € D existiert eine offene Umgebung D und eine lokale Umkehrfunktion

g: f(Do) — R"

mit
fx)=y, v=g(y)  (x € Do, y € f(Do)).

2.3 Theorem (Satz fiir umkehrbare Funktionen, zweiter Teil).
Es mégen die Voraussetzungen von 2.1 gelten; es sei also

f:D— R"™ DCR" offen,

eine stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Jacobi-Matriz J(f;a)
fiir jedes a € D. Zusdtzlich sei f umkehrbar, d.h. es moge eine Abbildung

g: f(D) — R" mit f(z) =y <z =g(y)
existieren. Dann ist auch g stetig partiell ableitbar und es gilt

J(g;b) = J(f;a)~" firb= f(a) (<= a=g(b)).
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Beweis. Es gilt

()]

— 0 fiir z — a.
|z — all

f(x) = f(a) + J(f;0)(x —a) +r(2),

Wir machen den Ansatz

g(y) = g(b) + J(f;9(6)) " (y — b) + s(y).

Abgesehen von der Stetigkeit der partiellen Ableitungen besagt unsere Behaup-
tung nichts anderes, als

sl
ly = ol

— 0 firy — b.

Wir werden nun s(y) durch r(z) ausdriicken. Dazu setzen wir in der entspre-
chenden Gleichung

z=g(y) und a = g(b)

ein und erhalten

y=0b+J(f;9(b)(9(y) —g(d)) +r(g(y))

Hieraus folgt

g(y) =gb) + J(f:9(b) " (y —b) — J(f,9(b)) " 'r(g(y)).

Durch Vergleich ergibt sich

Wir wollen
s o ey
ly — bll
zeigen. Dazu geniigt es nach Hilfssatz 2.2 zu zeigen:
e ¢ ey
ly — bll

Eine einfache Umformung ergibt

lr(g@Il _ lirtg@)Il [lg(y) — g(®)]
ly =0l llg(w) —g@)l  lly— 0l

(beachte: y # b, g(y) # g(b)).

Es bleibt jetzt noch zweierlei zu zeigen:
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a) y— b= g(y) — g(b) (d.h. g ist stetig).

Hieraus folgt dann

I (g(y))l )
l9(y) — all

b) lg(y) — g(b)]

ly — bll
Zu a). Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn das Urbild einer offenen
Menge offen ist. Sei also U C D offen. Es ist zu zeigen, dafl ¢g=}(U) C f(D)
offen ist. Offenbar gilt

< (' in einer Umgebung von b.

9~ (U) = f(0).
Nach 2.1 ist aber f(U) tatséchlich offen.
Zu b). Schreiben wir x = g(y), so besagt dies nichts anderes als
[ — af

7@ —f@n =™

in einer geeigneten Umgebung von a mit einer Konstanten K. Das holt man
aus der Gleichung

f(x) = fla) + J(f;a)(z —a) +r(z)

heraus und zwar durch die Umformung
v —a=J(f;a)7 (f(z) = fa)) = I (f;a) " r(2).
Anwendung der Dreiecksungleichung liefert
lz —all < Cf(z) = fla)]| + Cllr(2)]l

oder

[f@) = fla)ll o1 fir@)] 1

lz—a T C Jlz—a] ~ 20

in einer geniigend kleinen Umgebung von a. Damit ergibt sich

e — a]
17w — @ =2

Wir miissen nun abschliefend noch zeigen, daf§ die partiellen Ableitungen von
g stetig sind. Dies folgt aber einfach aus der Formel

J(g;y) = J(f; (9(w) ",

wenn man beriicksichtigt, dal die Koeffizienten der inversen Matrix A sich
aus denen von A durch rationale Operationen berechnen lassen (CRAMERsche
Regel fiir das Invertieren einer Matrix.) O



278 V1. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher

2.4 Theorem (Satz fiir implizite Funktionen). Sei
f:D— R™, DcR"™offen,
eine stetig differenzierbare Abbildung. Auflerdem sei ein Punkt
(a,b), a€R" beR™

mit folgenden Eigenschaften gegeben:

a)  f(a,b) =0.
b)  Die Funktionalmatriz J(fa;b) der Abbildung

fa: Dy — R™, D, :={yeR™; (a,y) € D}; fa(y) = f(a,y)
ist umkehrbar.

Dann gibt es offene Umgebungen
ac ACR", be BCR™,
so daf fiir jedes x € A eine und nur eine Losung y € B der Gleichung
flz,y) =0

existiert.
Zusatz. Die Abbildung

h:A— B, y=h(x),
ist stetig differenzierbar und es gilt
J(hsa) = —J(faib) "I (fo a).
Dabei ist fy analog zu f, definiert (fy(z) := f(x,b)).

Der Satz fiir implizite Funktionen ist allgemeiner als der Satz fiir umkehrbare
Funktionen. Durch einen Kunstgriff kann man ihn aber auf den bereits behan-
delten Fall zuriickfithren. Da wir im folgenden davon keinen Gebrauch machen
werden, geben wir lediglich die Beweisidee an.

Die Abbildung
F:D—R"™  F(z,y) = (z, f(z,y),
hat die Jacobi-Matrix

1 0
0
0 1
o of1
Oyr 77 Oym
* .
dyr 77 Oym
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Diese ist in (a, b) nicht ausgeartet, da die Matrix

150 = (Gra)

voraussetzungsgeméf nicht ausgeartet ist. Die Voraussetzung von Theorem 2.1
wird somit von F' erfiillt. Nun ist es nicht mehr sehr schwer, 2.4 mit Hilfe von
2.1 und 2.3 zu beweisen.

Beispiele. Wir betrachten die Abbildung
T =TCosy, Yy =rsinep.

Die Jacobi-Matrix dieser Abbildung ist

ox oz .
<E %) (cosgp —Tsmcp)
9y Oy |\ i '
5 P sin 7 COS (p
Sie ist fiir » > 0 invertierbar, denn ihre Determinante ist

rcos® p 4 rsin® p =r

und somit im genannten Fall von 0 verschieden. Aus dem Satz fiir umkehrbare
Funktionen folgt, dafl die Abbildung

h(r,¢) := (rcos p, rsinp)

in einer geeigneten Umgebung eines beliebigen Punktes rg,¢g) mit rg > 0
umkehrbar ist.

Polarkoordinaten im Raum. Sei
D :={(r,¢,0) € R® r>0}.
Wir betrachten die Abbildung
h:D—R> h(r,e,0) = (rcospcosb,rsin pcosb,rsinb).

Thre Jacobi-Matrix ist

cos ¢ cos 6 —7rsin @ cos 6 —7 cos @ sin @
sin ¢ cos r cos @ cos 6 —rsingsinf
sin 6 0 7 COS

Diese Matrix hat die Determinante r2 cos#; sie ist daher dann von Null ver-

schieden, wenn
r >0 und cosf # 0.
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Jeder Punkt (rg,60p) mit dieser Eigenschaft besitzt also eine Umgebung, in der
h eine differenzierbare Umkehrabbildung hat. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dafl die Abbildung h eine bijektive Abbildung von

r_ . ) ) T T
D = {(T7§079)7 T>07 @E(O,ZW), 06( 2’2)}
auf
D" =R~ {(z,y,2); >0, y=0}

vermittelt. Die Umkehrabbildung D" — D’ ist nach dem eben Gesagten stetig
differenzierbar.

Geometrisch ist  der Winkel zwischen dem Vektor (z,y, z) und dem Vektor
(x,9,0). o ist der Winkel zwischen (z,y,0) und (x,0,0) und r der Abstand
von 0 und (z,y, z).

3. Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Sei
f:D— R, D C R"offen,

eine differenzierbare Funktion, deren partielle Ableitungen verschwinden
of=...=0,f=0.

Seien ferner a und b zwei Punkte in D.

Annahme. Die Verbindungsstrecke zwischen a und b mége ganz in D enthalten
sein:
a+tla—b)e D fir0<t<I1.

Dann ist die Funktion
9:10,1] — R; g(t) := fla+t(a = b))
definiert. Aus der Kettenregel folgt
g'(t) =0.

Wie aus der Analysis einer Verédnderlichen bekannt, folgt hieraus, dal g kon-
stant ist, also insbesondere

g(a) = g(b).

Die offene Menge D heifit konver, wenn mit je zwei Punkten a,b € D immer
die Verbindungsstrecke ganz in D enthalten ist. Somit ergibt sich:
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Verschwinden die partiellen Ableitungen einer Funktion f: D — R und ist D
konvex, so ist f konstant.

Zum Beispiel sind die Euklidischen Kugeln
Ur(a) ={z € R"; d(a,z) <r}

konvex (hierbei sei d die Euklidische oder Maximums-Metrik).

Eine Funktion
f: X—R

auf einem beliebigen metrischen Raum heifit lokal konstant, wenn es zu jedem
Punkt a € X eine Umgebung a € U C X gibt, so daf die Einschrankung von
f auf U konstant ist.

3.1 Bemerkung. Sei
f:D— R, DC R"offen,

eine differenzierbare Funktion. Wenn die partiellen Ableitungen von f ver-
schwinden, so ist f lokal konstant (und natirlich umgekehrt).

3.2 Definition. Fin metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn
jede lokal konstante Funktion f: X — R sogar konstant ist.

Beispiel. Jedes Intervall D C R ist zusammenhéngend.

Beweis. Sei f: D — R eine lokal konstante Funktion. Dann gilt offensichtlich
f" = 0. Wie aus der Differentialrechnung einer Verinderlichen bekannt, folgt
hieraus, dafl f konstant ist.

3.3 Definition. FEin metrischer Raum X heifit bogenweise zusammen-
hdngend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € X eine stetige Abbildung ¢ gibt,
mit

¢ :[0,1] — X; ¢(0) =a, ¢(1) =0b.

Man stelle sich [0, 1] als Zeitintervall vor. Dann ist ¢(¢) ein Punkt, welcher sich
stetig von a nach b bewegt. Das Bild von ¢ stelle man sich als eine (krumme)
Linie vor, die @ mit b verbindet. Man nennt ¢ auch eine Kurve, manchmal
auch Bogen oder auch Weg.

3.4 Bemerkung. Jeder bogenweise zusammenhdngende Raum ist zusam-
menhdngend.
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Beweis. Sei f : X — R eine lokal konstante Funktion auf dem metrischen
Raum X. Wir miissen zeigen, daf§ f konstant ist, daf also f(a) = f(b) fiir zwei
vorgegebene Punkte a,b € X gilt. Nach Voraussetzung existiert eine stetige
Abbildung

0 :[0,1] — X; ¢(0) =a, (1) =b.

Man zeigt leicht mit Hilfe der Stetigkeit von ¢, dafl auch die Abbildung
g=fop:[0,1] —R

lokal konstant ist. Da das Intervall [0, 1] zusammenhéngend ist, mufl g konstant
sein. Es folgt

fa) = g(0) = g(1) = f(b). O
3.5 Definition. Ein Gebiet im R" ist eine offene, zusammenhdingende
Teilmenge D C R"™.
Halten wir noch einmal fest:

3.6 Bemerkung. Sei D C R" ein Gebiet und f : D — R eine differenzier-
bare Funktion, deren partielle Ableitungen verschwinden. Dann ist f konstant.

Ubungsaufgaben.
1) Die einzigen zusammenhéngenden Teile von R sind die Intervalle.

2) Ein metrischer Raum X ist genau dann zusammenhéngend, wenn folgendes
erfiillt ist:

Ist X =UUV; UV offen, UNV =, so gilt U = X oder V = X (und
V =10 oder U = 0).

Anleitung. a) Ist f : X — R lokal konstant, so wihle man einen Punkt a € X
und setze

U= {o e X; f(@) = f(@)}, Vi={zeX: f(z) £ [(a)}.
b) Ist X = U UV, so betrachte man die Funktion

1 firzeU
f(x)_{o fir z € V

3) Jedes Gebiet D C R™ ist bogenweise zusammenhéngend.
Anleitung. Man wihle a € D und setze
U := {x € D; x ist mit a durch eine Kurve innerhalb D verbindbar}

und
V.i=D-U.

4) Man konstruiere einen metrischen Raum, welcher zwar zusammenhéngend,
nicht jedoch bogenweise zusammenhingend ist.
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Lokale Extrema

Seien X ein metrischer Raum und f : X — R eine Funktion auf X. Ein Punkt
a € X heiBt lokales Mazimum (Minimum) von f, wenn es eine Umgebung
U, a e U C X, gibt, so daf3

f(x) < f(a) (f(z) > f(a)) fir allex € U

gilt. Der Punkt a heifit lokales Extremum, wenn f lokales Maximum oder
Minimum ist.

3.7 Bemerkung. Se:
f:D— R, DC R"offen,

eine differenzierbare Funktion und sei a € D ein lokales FExtremum von f.
Dann gilt
O, f(a) =0 firv=1,...,n.

Der Beweis reduziert sich unmittelbar auf den bereits bekannten Fall n = 1.
Wie auch dort ist jedoch das Verschwinden der partiellen Ableitungen keine
hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Solche
erhdlt man, wenn man auch hohere Ableitungen betrachtet. Beispielsweise
ergibt sich im Falle n = 1:

Sei
f:D— R, DCR ein Intervall,

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und sei a ein Punkt mit den Eigen-
schaften

a)  f(a) =0,
b)  f"(a) <0.
Dann ist a ein lokales Maximum von f.
Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Mittelwertsatz

f(x) — f(a)

Tr—a

- f/($)7 SE (avx)'

Nach Voraussetzung ist f(a) negativ. Aus Stetigkeitsgriinden ist f” dann in
einer vollen Umgebung von a negativ. Wir kénnen annehmen, dafl f”(x) fiir
alle x € D negativ ist. Die Funktion f’ ist dann streng monoton fallend, also

f(x) < f'(a) =0 fir x >a sowie f'(z)> f'(a)=0 firzr <a,
also beispielsweise

f(x) — fla)

r—a

<0 fiir z>a.
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Hieraus folgt
f(z) < f(a) fur alle x.

Der Beweis zeigt tatsédchlich etwas mehr als wir formuliert haben, nédmlich:

Sei f: D — R eine zweimal stetig differenzierbar Funktion auf einem Intervall
D und a € D ein Punkt mit f'(a) = 0. Sei Dy ein Intervall, a € Dy C D, auf
welchem die zweite Ableitung von f negativ ist, d.h.

f"(z) <0 fiir alle z € Dy.
Dann besitzt f|Dq sein (absolutes) Maximum in a. Es ist also
f(z) < f(a) fir alle z € Dy.

Wir fassen die zweiten partiellen Ableitungen in einem Punkt @ € D in einer
Matrix zusammen:

0% f(a) ... 0f,f(a)
H:=H(f,a):= : : (HESSEmatrix).

P2.f(@) ... &.f(a)

Diese Matrix ist symmetrisch, da es auf die Reihenfolge der Differentiationen
nicht ankommt.

3.8 Definition. Fine reelle symmetrische Matrix

hii ... hin
H= : : , hij = hy; firl <i,5 <mn,

hpi oo hpn

heifit positiv definit, wenn der Ausdruck

E hijxixj

1<i,j<n

fiir jeden von 0 verschiedenen Vektor x € R™ positiv ist.

Eine einreihige Matrix H = (h) ist natiirlich genau dann positiv (definit), wenn
die Zahl h positiv ist.

Erginzung zu 3.8. Man nennt die Matrix H negativ definit, wenn —H positiv
definit ist und definit, wenn sie entweder positiv oder negativ definit ist.
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3.9 Satz. Die Funktion
f:D— R, DC R"offen,

sei zweimal stetig differenzierbar. Sei a € D ein Punkt mit den Eigenschaften
a) 0;f(a)=0firj=1,...,n,
b)  H(f,a)= (afjf(a))ij ist negativ definit.

Dann besitzt f in a ein lokales Mazimum.

Beweis. Wir betrachten fiir eine beliebige ,,Richtung” o € R™ die Funktion

9a(t) := fla +ta).

Sie ist in einer offenen Umgebung von t = 0 definiert. Aus der Kettenregel
ergibt sich ¢/ (a) = 0 und

gn(t) = Z 07 (a + ta) oy

1<i,j<n
Die Menge
U:={(,t) eR"xR; a+ta€D, gi(t)y<0}
ist aus Stetigkeitsgriinden eine offene Teilmenge des R™ ™. Es gilt
U>DS" x {0} mit " :={a e R"; |af =1}.

Ubungsaufgabe. Aus der Kompaktheit von 8™ folgert man die Existenz einer
Zahl € > 0 mit der Eigenschaft

lal| =1, || <e = a+ta € D und g.(t) < 0.
Wie aus der Theorie einer Variablen bekannt, hat die Funktion
(—e.e) — R, tr—ga(t)  (lall=1)
in t = 0 ein absolutes Maximum. Es gilt insbesondere
f(z) < fla),
wenn sich z in der Form
r=a+ta, |t|<e, ||of|=1

schreiben 148t. Die Menge dieser x ist eine Umgebung von a. ad



286 V1. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher

Extremwerte unter Nebenbedingungen.

Wir nehmen einmal an, dafl D eine nichtleere, beschrdinkte und offene Menge im
R" sei. Dann ist der Abschlu D von D kompakt. Wir nehmen auBerdem an,
dafB eine stetige Funktion f : D — R gegeben sei, welche in D zweimal stetig
differenzierbar sei. Die Funktion f muf dann in D ein absolutes Maximum
haben. Dann gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder das Maximum wird im
Inneren — also in D — angenommen. In diesem Fall miissen die partiellen
Ableitungen von f in a (dem Maximalpunkt) verschwinden. Oder es wird auf
dem Rand angenommen. Der Rand ist nur im Fall n > 1 selbst eine unendliche
Punktmenge, z.B.

D={xeR"; ||z| <1} = 0D =8".

Wie bestimmt man nun das Maximum von f|0D oder anders gesprochen: Wie
bestimmt man das Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung ||z|| =
17

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren liefert ein allgemeines Verfahren,
Maxima und Minima unter Nebenbedingungen zu untersuchen.

3.10 Satz. Gegeben seien
a) eine offene Teilmenge D C R"T™,
b)  eine stetig differenzierbare Funktion f: D — R,

c) eine stetig differenzierbare Abbildung
g:D—R" g=(g1,-.,9m).

Voraussetzung. Die Jacobi-Matriz J(g;x) habe fir jeden Punkt x € D den
(mazimal maéglichen) Rang m. Wir setzen

M = {zx € D; g(x) = 0}. (Nebenbedingungsmenge)

Annahme. a € M sei ein relatives Extremum der Einschrinkung f|M von f
auf M.

Behauptung. FEs ezistieren reelle Zahlen \1,...,\, (die Lagrangeschen
Multiplikatoren), so daf gilt:
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Die lokalen Extrema von f|M sind also unter den Losungen des Gleichungssy-
stems

gi(z)=0firj=1,...,m

zu suchen.

Die Anzahl dieser Gleichungen ist 2m +n. Dies ist auch die Anzahl der Unbes-
timmten (unbestimmt sind die Multiplikatoren und der Punkt x). Dies 148t
hoffen (mehr nicht!), dal in nicht allzu entarteten Fillen dieses Gleichungssy-
stem nur endlich viele Losungen (z, A) besitzt. Unter diesen sind die lokalen
Extrema durch weitere Uberlegungen auszusondern.

Beweis von Satz 3.10. Der Beweis erfolgt in drei Schritten.
1. Schritt. Der Spezialfall

9i(T) = xpyy firi=1,...,m,

also
M:{ZUGD, xn—Fl:---:xn—Fm:O}-

Ist a € M ein relatives Extremum von f|M, so gilt
Oif(a)=0firi=1,...,n.

Setzt man
)‘j = 8n+jf(a) fur] = 1, NN D

so sind die in 3.10 geforderten Gleichungen ersichtlich erfiillt.

2. Schritt. Transformationsinvarianz der Aussage von 3.10.

Sei ) .
¢0:D— D, D,DcCR"™™ offen,

ein Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive Abbildung, so dal ¢ und ¢!

differenzierbar sind. Wir definieren

stetig

f:D—R und §:D— R™

durch

fop:=f und gop:=g

und setzen auflerdem noch



288 V1. Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher

Behauptung. Wenn die Aussage des Satzes 3.10 fiir die Daten (D, f, g, a) richtig
ist, so ist sie es auch fir (D, f, g, a) und umgekehrt).

Zum Beweis dieser Behauptung benutze man fiir die ,, Multiplikatorengleichung*
die Matrixschreibweise

J(fia)=A-J(g;a) (A=A, ).

Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Kettenregel

J(f;a)- J(p;a) = J(f;a)

(und analog fiir g). Man erhilt sogar dasselbe Multiplikatorensystem .

3. Schritt. Aus den beiden ersten Schritten folgt, dafl die Aussage des Satzes
fiir (D, f,g,a) bewiesen ist, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — D gibt,
so daf3

Gi(T) =xpy firi=1,...,m

gilt. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, ist es sogar ausreichend, wenn
ein derartiger Diffeomorphismus auf einer (kleinen) Umgebung a € U C D
existiert (¢ : U — U). Wir werden aus dem Satz fiir umkehrbare Funktionen
folgern, dafl ein derartiger Diffeomorphismus ¢ (auf geeignetem U) existiert.
An dieser Stelle des Beweises wird benutzt, dafi die Matrix J(g;a) den max-
imalen Rang m hat. Wie aus der linearen Algebra bekannt, bedeutet dies,
dafl man J(g;a) zu einer quadratischen (m + n)-reihigen invertierbaren Matrix
ergianzen kann.

Hieraus wiederum folgt, dafl man eine Abbildung
G:D — R"™

finden kann, deren letzte m Komponenten mit ¢ iibereinstimmen und deren
Funktionalmatrix im Punkt a invertierbar ist. Nach dem Satz iiber umkehrbare
Funktionen definiert GG einen Diffeomorphismus

0:U—U, acUcD, p():=G(x) fir z € U,

auf einer offenen Umgebung U von a. Dieser Diffeomorphismus hat die ge-
wiinschte Eigenschaft. ad

Anwendungsbeispiel fiir Lagrange-Multiplikatoren.

Wir wollen die Extremwerte der Funktion

auf der ,,Sphére*
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bestimmen. Die Funktion ist auf dem ganzen R™ definiert und stetig differen-
zierbar; ebenso die ,Nebenbedingung®

glx) =22+ ... 422 — 1.

Da S kompakt ist, nimmt f sein Maximum (und Minimum) in S an und diese
sind unter den Losungen der Gleichungen

zu suchen, also

2(x1 . xp)?

=2z firi=1,...,n
)

oder
(w1 -...-xp)? =Xz firi=1,...,n.

Da wir das Maximum von f bestimmen wollen und da dieses offensichtlich von
0 verschieden ist, konnen wir

x; #0firi=1,...,n
annehmen. Es folgt dann A # 0 und

1
2 2 2
1'1:...2513”:>$i :E.

Da die Funktion f(x) sich nicht &ndert, wenn man z; durch —z; ersetzt, erhal-
ten wir aus den bisherigen Uberlegungen:

Das Maximum von f auf der Sphéare § wird in dem Punkt

(/2]

angenommen. Der Wert des Maximums ist

(1. xp)? <" fiir 23 4+ ... 422 =1

Wir erhalten also

Ubungsaufgabe. Man folgere aus der eben bewiesenen Ungleichung die bekannte
Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel

r1+...+x )
”xl-..uan% firx; >0, i=1,...,n.
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4. Die Taylorsche Formel und analytische Funktionen

Die Taylorreihe fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher erhélt man durch Re-
duktion auf den Fall n = 1 (Kapitel III, §6) mit Hilfe des bereits mehrfach
verwendeten Spezialisierungsprozesses

g9(t) = f(a+ta),

also durch Einschrianken von f auf Geraden.

Zur bequemen Formulierung der Taylorschen Formel ist es zweckmiflig, den
Kalkiil der Multiindizes zu verwenden. Ein solcher Multiindex ist ein n-Tupel
nicht negativer ganzer Zahlen

v=(v1,...,V), vj; € Ng fiir 1 <j <n.

Bezeichnungen.
1) =+t F .
vii=uvl oo,
¥ =t ake fur o = (2, ..., 2,) € R™
Ty :=x1Y1 + ...+ zpyy fiir z,y € R™  (Skalarprodukt).

Ist f eine auf einem offenen Teil von R™ geniigend oft stetig differen-
zierbare Funktion, so setzen wir

_(9f of o avp._ oy
O, f = (axl,..., 8xn) sowie 0" f := @) Bz
Beisprel.
o2 = _or ,
O0x1(0x2)?

Wir betrachten nun eine Funktion
f:D— R, DcC R"offen,

welche k-fach stetig differenzierbar sei. Gegeben sei ein Punkt a € D, welcher
als Entwicklungspunkt dienen soll. Fiir einen beliebigen Richtungsvektor a €
R"™ definieren wir

gt) = fla+ta).

Diese Funktion ist in einer offenen Umgebung von t = 0 k-fach stetig diffe-
renzierbar. Die k-te Ableitung von g kann durch wiederholte Anwendung der
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Kettenregel gewonnen werden. Es gilt etwa (z := a + ta):

= iazf(x) - Oy,
= Z(Z Bt @as)ai= Y G f(xaia

i=1 j=1 1<i,5<n

— i@zfii(x)af +2 > 0 f(@)auay.
=1

1<i<j<n

Diesen Ausdruck kann man auch in der Form

010 = Y 2@ ) o

lv|=2
schreiben. Dabei beachte man, daf3

1 firv=(1,1)

v|=2=vl= {
2 sonst.

Durch Induktion nach £ beweist man allgemein

4.1 Hilfssatz. Unter obigen Voraussetzungen gilt

0= Y L) o

lv|=k

Hierbei ist tiber die endlich vielen Multiindizes v € N§ mit |v| = k zu sum-
mieren.

Wir setzen nun voraus, dafl f zumindest N + 1-mal stetig differenzierbar ist.
Die Taylorreihe fiir die Funktion g (in einer Variablen!) lautet

N t
9
=Y [0 a
k=0 s
Setzen wir wieder z := a + ta und beachten

(z —a)” =t*. o fir [v] =k,

so folgt mittels Hilfssatz 4.1
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4.2 Satz (Taylorformel). Die Funktion
f:D—R, DCR" offen und konvex,

sei n+ 1-mal stetig differenzierbar und es sei a € D. Dann gilt fiir alle x € D:

sy = Y CDD iy

mit Ry(r)=(n+1) Z %/t—u Y'Y f)(a + ua)](a + ua)” du.
lv|=n+1 0

Wir schreiben einige Terme der Taylorschen Formel explizit nieder:

(¢~ a)’ =

0" f)(a
l;( fl)()

f(a)+ (konstanter Term)

n

Z 0if(a —a;)+ (linearer Term)

1
B Z 8i2jf(a)(xi —a;)(z; —a;) (quadratischer Term)
1<i,j<n

Taylorreihen

Wir nehmen jetzt an, dal die Funktion
f:D—R, DCR" offen,

in a € D beliebig oft stetig partiell ableitbar ist. Die unendliche Reihe

> 2w —ay

veNg

heilt die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt a. Natiirlich ist wie schon
im Fall n = 1 nicht klar, fiir welche = diese Reihe konvergiert und ob sie, wenn
sie es tut, die Funktion f darstellt.
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4.3 Definition. FEine Funktion
f:D— R, DCR" offen,

heifit analytisch, wenn sie unendlich oft stetig partiell ableitbar ist und wenn
zu jedem Punkt a € D eine Umgebung U existiert, innerhalb derer die Taylor-
rethe absolut konvergiert und die Funktion f darstellt:

(9" f)(a)

vl

f(z) = Z a,(xr—a)’, a,=

v=V1,...,Vn)

Allgemeiner heifst eine Abbildung f : D — R™ analytisch, wenn alle Kompo-
nenten von f analytisch sind.

Absolute Konvergenz ist hierbei im Sinne des Summierbarkeitsbegriffes 1.7.2
zu verstehen (absolute Konvergenz bei irgendeiner Anordnung der Indizes).
Notwendig fiir die Analytizitéit von f ist natiirlich

lim RN (1’) =0

N—oo

in einer Umgebung von & = a. Die formalen Rechenregeln fiir Potenzreihen
und die Permanenzeigenschaften analytischer Funktionen gelten wie im Fall
n =1 (vgl. Kapitel IV, §6). Wir kénnen uns daher kurz fassen und wollen auf
Beweise verzichten.

Sprechweise. Eine Potenzreihe

P(x) := Z a,(r —a)’, a, € R,

veNy

heiflt konvergent, wenn es eine offene Umgebung U von a gibt, so dafl die Reihe
fiir alle x € U absolut konvergiert (also summierbar ist im Sinne von 1.7.2).

Die Reihe P(z) definiert dann in dieser offenen Menge eine analytische Funk-
tion. Die Taylorreihe von P und die vorgegebene Potenzreihe stimmen iiberein,
d.h.

_ 0" P(a)

Qy I
V.

Beispiel. Die geometrische Reihe

konvergiert absolut fiir

ol < 1 o] = ma [a],
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wie sich unmittelbar aus dem Fall n = 1 in Verbindung mit dem CAUCHYschen
Multiplikationssatz ergibt.

Wie im Fall n = 1 beweist man: Sei a € R" ein Punkt, so dafl
laya”| < C fiir alle Multiindizes v

mit einer geeigneten Konstanten C' gilt. Dann konvergiert die Reihe
o
v

in dem Bereich

|$Z| < ‘CLZ| firi=1,...,n.
Sind alle a; von Null verschieden, so ist dieser Bereich offen, und die Potenzreihe
definiert dort eine analytische Funktion.

Wir stellen abschlieend die Regeln fiir das Rechnen mit Potenzreihen und die
entsprechenden Permanenzeigenschaften analytischer Funktionen zusammen.

Sei D C R" offen und a € D ein fester Punkt in D.

Die Summe und das Produkt zweier analytischer Funktionen sind wieder ana-
lytisch.

Die Taylorreihen von f + g und f - g erhélt man aus denen von f und g mittels

der Rechenregeln
Z a,x’ + Z byx" = Z(al, +b,)z”

(o) (Zne) =2 | T ot |

Hierbei sind «, 8 und v Multiindizes!
Sei f: D — R™ eine analytische Abbildung und

g: D' =R, D'cC f(D)cCR™ offen,

eine analytische Abbildung, in welche sich f einsetzen 1af3t. Dann ist auch die
Funktion

gof:D—R
analytisch. Die zugehorige Taylorreihe erhélt man aus der Taylorreihe von f
in a und der von ¢ in f(a) durch Einsetzen und Umordnen.

Ein Spezialfall hiervon ist das Invertieren von Potenzreihen:
Ist f: D — R eine analytische Funktion ohne Nullstellen, so ist auch 1/f als
Zusammensetzung von f mit der Funktion x — 1/x analytisch.
Sei

o:D— D', D,D'CR" offen,
ein Diffeomorphismus, also eine bijektive Abbildung, so dafl ¢ und ¢~

differenzierbar sind. Wenn ¢ analytisch ist, so ist auch ¢!
1V.6.6).

! stetig

analytisch (vgl.



Kapitel VII. Integrationstheorie

1. Das Integral fiir stetige Funktionen mit kompakten
Triagern

Gegeben sei ein abgeschlossener Quader Q im R", welcher durch die n-Tupel
a=(ay,...,ay), b=(b1,...,bn), a, <b, fir v=1,... n,

definiert sei:
Q={zeR" a, <z, <b,}.

Es sei eine stetige Funktion

f:Q—R

gegeben. Wie versuchen, das (mehrfache) Integral von f

/f(x) dzy ... dx,,
Q

zu definieren®). Dies soll induktiv geschehen. Zunéchst kann man bei festem

Ts,..., T, das Integral
by
/f(x) dxy
ay

definieren, da f als Funktion von x; stetig und somit integrierbar ist.

LaBt man jetzt xo,...,x, wieder variieren, so kann man dieses Integral als
Funktion von z, . .., z, auffassen. Definitionsbereich ist der Quader im R™ ™,
der durch

definiert ist.

*) Wir haben dies als Anwendung des Weierstrafischen Approximationssatzes im An-
schlufl an V.6.4 bereits durchgefiihrt und rollen dies nochmals wegen seiner grundle-
genden Bedeutung fiir den Aufbau der Integrationstheorie auf.



296 Kapitel VII. Integrationstheorie

Jetzt will man iiber x5 integrieren, d.h.

ba [ by

/ /f(ac)da:l dxo

az aq

betrachten, usw. und schliefflich soll dann das mehrfache Integral von f iiber
() durch die Formel

b”l

by
Q/f(.r)dxl...dacn :a[...clf(m)dxl...dxn

definiert werden. Allerdings mufl man wissen, dafl all diese Integrationen
durchfiihrbar sind.

1.1 Hilfssatz. Die Funktion
f:Q—R, Q={reR" a, <z, <b} (ay<h)
set stetig. Dann ist auch die Funktion

F:Q —R, Q’:{(xg,...,xn)G]Rn_l; a, <z, <b,}
bl

F(xa,...,xp) :/f(ml,xg,...,xn)dxl

ay

stetig.
Beweis. Dies haben wir bereits bewiesen (s. V.4.16). Wegen der Bedeutung
fiir den Aufbau der Integrationstheorie gehen wir nochmal darauf ein:

Wesentliches Hilfsmittel zum Beweis ist der Satz von der gleichmdj$igen Stetig-
keit. Versuchen wir zunédchst einmal, die Stetigkeit direkt zu beweisen, etwa

im Punkt (z9,...,22).

Man muf} zeigen:
| Fzg,...,x,) — F(23,...,2°) |<e fir |z, —2%|<d(e) (2<v<n).

Dabei sei € > 0 beliebig vorgegeben, also

by

/[f(x17x27~"7xn)_f(xl,xg,...,$g>]d$1 <eE.

ai
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Nun gilt wegen der Stetigkeit von f tatséchlich
| flar, @2, 20) = flzy,2),. . a) [<efiir [z, —a) [<6(e) (2<v<n)

und man kann abschéatzen:
by

| F(xo,...,2,) — F(23,...,2°) |</5dx1 = (b1 —ay)e

ay

fir |2, — 22 |<d(e) (2<v<n).

Das Auftreten der Konstanten by —aq storte natiirlich in keiner Weise, aber der
Beweis funktioniert nur dann, wenn §(¢) unabhéngig von x; gew#hlt werden
kann.

Dies folgt aber aus dem Satz von der gleichméfligen Stetigkeit (ITI1.1.14).
Damit ist folgende Definition moglich

1.2 Definition. Das Integral einer stetigen Funktion
f:Q—R, Q={z; a, <z, <b} (a <b),

auf einem kompakten Quader QQ wird induktiv definiert durch

by
/f(x)dxl,...,dxnz/ /f(xl,xg,...,a:n)d:vl dxsy ... dx,.

Q Q La

(Q ={(z2,...,2,) €eR"™; @, <z, <b,} fir 2<v<n)
b

/f(w)dCU:/f(ac)dx (a <b) im Falle n=1.
[a,b] a

Schreibweise:
by

/f(x)dx:/...7f(x)dx1...da:n.
Q an @

Der Aufbau der Integrationstheorie ist vergleichsweise kompliziert. Fiir pragmatisch
denkende Anwender ist vielleicht der Hinweis niitzlich, da3 das Regelintegral einer
Verdnderlicher bereits ausreicht, um Volumenberechnungen durchzufiithren. Man gehe
folgendermaflen vor: Sei A C R"™ eine einigermaflen anstéindige, sagen wir kompakte
Teilmenge, welche man sich als massiven n-dimensionalen Korper vorstelle. Durch-
schneidet man diesen Korper mit der ,,Ebene® x, = t, so erhélt man einen (n — 1)-
dimensionalen Kérper A(t). Man will die Volumentheorie induktiv aufbauen, nimmt
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also an, dafl man weif}, wie man das (n — 1)-dimensionale Volumen von A(t) berech-
nen kann. Induktionsbeginn sind Teilmengen von R, welche man sich als Vereinigung
endlich vieler Intervalle vorstelle. Die Funktion h(t) = vol(A(t)) verschwindet aufler-
halb eines geeigneten Intervalls [—C, C| In einigermafien anstindiger Situation darf
man erwarten, daf} sie eine Regelfunktion ist, so dafl man

c
vol(A) := /h(t) dt

definieren kann. Aber dieser naive Weg gibt keine direkte Einsicht, warum beispiels-
weise das Volumen gegeniiber Drehungen des Korpers invariant bleibt. Dennoch:
Obige Vorgehensweise reicht aus fiir alle praktischen Belange der Volumenbestim-
mung und der eine oder andere Horer mag mit dieser Erkenntnis zufrieden sein und
die Miihe des Aufbaus einer leistungsstarken Integrationstheorie als tiberfliissig er-
achten. Dies ist legitim, wenn er sich in der Mathematik von der Analysis wegorien-
tiert und beispielsweise eine algebraische Linie bevorzugt. Tieferer Einstieg in Gebiete
wie Analysis, Wahrscheinlichkeitstheorie, etc. erfordert jedoch eine leistungsstarke In-
tegrationstheorie mit guten Grenzwertséitzen (Vertauschbarkeit von Integration mit
Limesbildungen wie beispielsweise Differentiation).

Fiir die Integrationstheorie ist fundamental, dal man die Reihenfolge der Inte-
grationen vertauschen darf, dafl also beispielsweise im Falle n = 2

b2 b1 bl b2
//f(il)l,fllg) d.’l?l dl‘Q ://f(all,.fg)dlg dﬁCl

gilt. Dies kann man an vielen Beispielen nachpriifen, mufy aber streng bewiesen
werden. Wir fithren dies nochmals durch:

Gegeben sei eine Umordnung (Permutation) o = {o1,09,...,0,} der Zahlen
{1,...,n}, d.h. jede Zahl 1 bis n kommt unter den o, genau einmal vor.

1.3 Satz. Gegeben sei eine stetige Funktion f : QQ — R, Q ein kompakter
Quader in R™ und o eine Permutation der Variablen. Dann gilt

bn bl bUn bo’l
/.../f(:z:)dml...dmn:/.../f(x)dacal...dxan.
an ai Aoy, Aoy

Es kommt also auf die Reihenfolge der Integrationen nicht an.

Beweis: Die Behauptung ist trivial fiir Funktionen von dem speziellen Typ

f(x) = fi(z1) - fa(x2) ... frl(Zn),
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wobei
fvilay, by — R

stetige Funktionen einer Variablen sind, denn dann zerfillt das Integral

/f(x)dx: 7f1(xl)dx1 7fn(xn)dxn
Q ay an,

in ein Produkt von Integralen.

Wir bezeichnen mit A die Menge aller stetigen Funktionen f : Q — R, die sich
als endliche Summe von Funktionen obigen speziellen Typs schreiben lassen,
also

F@)=>" fiu(@1) ... fou(zn).

Es ist klar, dal die Behauptung auch fiir alle Funktionen dieser Klasse gilt.

Satz 1.3 wird dann mit Hilfe des Approzimationssatzes V.6.2 von Stone-
Weierstraf$ bewiesen.

Zunachst behaupten wir:

Jede stetige Funktion f : Q@ — R ist gleichméfiger Grenzwert einer Folge von
Funktionen aus A. Dazu weisen wir die Voraussetzungen des Approximations-
satzes nach. Der einzige nicht vollig triviale Punkt ist die Punktetrennung.

Seien also

20 = (x?,...,x%), yO:(y?,...,yg)

zwei verschiedene Punkte aus (), also etwa
Ty # Y-
Die Funktion f mit
fl@) =2, —x,
trennt die beiden Punkte (f(z°) =0, f(y") # 0) und liegt in A. Da man jede
stetige Funktion f : ) — R gleichméfig approximieren kann durch Funktionen,

fiir die 1.3 schon bewiesen ist, mufl man nur noch wissen, dafl das mehrfache
Integral beziiglich gleichméBiger Konvergenz stabil ist.

1.4 Hilfssatz. Sei Q C R" ein kompakter Quader und
f:Q@—R
eine stetige Funktion. FEs gilt

/f(x) dry ... de,| < ||fl[(b1 —a1) ... (b — an),
Q

wobei || f|| die Maximumsnorm bezeichne.



300 Kapitel VII. Integrationstheorie

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir eine Verédnderliche folgt unmittelbar

/f(x)dxl... dz, < /g(x)da:l... dz,,
Q Q

falls
f(z) <g(x) firalle z€@

gilt. Insbesondere gilt

/HfH dzy ... dx, = || f||(by —a1) ... (b, — ay).

1.5 Folgerung. Die Folge von stetigen Funktionen
fi:Q—R, k=1,23, ...,

konvergiere gleichmdf$ig gegen f. Dann gilt

/f(a:) dxq ... dx, = klim fr(x)dzy ... dx,.
Q Q

Beweis:

/f(m)dml---d$n—/fk($)d$1...dxn <
Q Q

If— fell (b1 —aq)...(by —a,) — 0 fir k— oc.

Man sollte sich gut vor Augen halten:

Die Stabilitédt des Integrals fiir stetige Funktionen auf kompakten
Quadern ist eine Trivialitdt, welche auf der banalen Abschéitzung
1.4 beruht.
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Stetige Funktionen mit kompaktem Triger

Unter dem Trdger einer Funktion
f: X — R, X ein metrischer Raum,

versteht man den Abschlufl der Menge aller Punkte, in denen f nicht verschwin-
det.

Trager f={x e X; f(x)#0}.

Ein Punkt x € X gehort dann und nur dann zum Tréger von f, wenn f(z) # 0
ist, oder wenn es eine Folge von Punkten z,, € X gibt mit

T, —x fir n— o0 und f(z,)#0 fir allen.

Bezeichnung

Klasse der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf X:
Co(X)={f: X — R; f stetig, Triager(f) ist kompakt}
Offenbar gilt
frgeCu(X)= f+yg, f-gundcfeC.(X) (ceR).

Die konstanten Funktionen liegen nur dann in C.(X), wenn X selbst kompakt
ist.

1.6 Bemerkung. Fine stetige Funktion
f:R" —R

gehort dann und nur dann zur Klasse C.(R™), wenn eine Zahl R > 0 existiert,
so dafs
f@)=0 fir |lz| >R

gilt.

Beweis. 1) Wenn der Tréger von f kompakt ist, so existiert eine Zahl R > 0,
so daf
Tréger (f) C Ur(0).

(Jedes Kompaktum ist beschrinkt.)

2) Wenn ein solches R existiert, so ist der Triager von f beschriankt, auflerdem
ist er nach Konstruktion abgeschlossen und daher nach dem Uberdeckungssatz
von Heine-Borel kompakt.
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Im Fall n > 1 erhélt man stetige Funktionen mit kompaktem Tréger durch

f(@) = fi(z1) - fulzn),

wobei die f;(x;) solche in einer Verédnderlichen sind.

Das Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger

Es sei
f:R" —R

eine stetige Funktion mit kompaktem Trager. Wir wahlen R > 0, so daf} gilt:
fl@)#0=|z,| <R fir v=1,...,n.

Dann definieren wir

/f(:z:) dry... d:l;nDZQf/f(:v) dry...dx,,
R™ Q

wobei () den Quader
—R<zxz, <R fir v=1,...,n

bezeichne. Es ist klar, dal diese Definition von der Wahl von R nicht abhéngt.
R muf} nur so grof sein, dal der Tréger von f in @ liegt.

Das so definierte Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger ist der
Baustein des Lebesgue’schen Integrals, das nun mit Hilfe des Daniell-Lebesgue
Prozesses gewonnen werden soll.

2. Die Ausdehnung des Integrals auf halbstetige Funkti-
onen

In §1 haben wir die Klasse C. (R") der stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager eingefithrt und darauf ein Integral definiert:

fr— | flzx)dzy--- dz,.
/

Wir stellen die Eigenschaften dieses Integrals, die wir im folgenden benutzen,
kurz zusammen.
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Dabei benutzen wir die abkiirzende Schreibweise

1(f) :/ f(z) ds =/ f(@)dos - da,.

1) Das Integral ist ein lineares Funktional, d.h.

I(f+9)=1(f)+1(g), I(cf)=cI(f).
2) Das Integral ist ,positiv, d.h.
I(f) >0, falls f(x)>0 firallex e R".

Im folgenden besteht das Problem, das Integral auf eine moglichst grofle Klasse
von Funktionen auszudehnen.

Zunéachst haben wir, das Integral fiir Funktionen einer Verénderlichen schon be-
nutzend, das Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger gewonnen.
Allgemeinere Funktionen f versuchen wir jetzt, durch stetige Funktionen zu ap-
proximieren. Dabei miissen wir allerdings das gelobte Land der gleichmdfligen
Konvergenz verlassen, denn sonst kommen wir aus dem Bereich der stetigen
Funktionen nicht heraus.

Der Typ der Konvergenz, den wir betrachten wollen, ist die monotone Konver-
genz.

Der Daniell-Lebesgue-Prozess

(1. Teil: Das Integral fiir halbstetige Funktionen)

Mit Hilfe der Integrationstheorie mehrerer Variablen will man u.a. mehrdimen-
sionale Volumina von Bereichen im R" berechnen.

Sei also
f:D—R, DcCR",

eine Funktion, die der Einfachheit halber nirgends negativ sei,
f(z) >0 fir allexz € D (Schreibweise f > 0).

Gesucht ist ein Maf$ fiir das Volumen des Bereiches im (n 4 1)-dimensionalen
Raum
{(z,t) eR™™; z€D, 0<t< f(z)}

Dieses Volumen soll gerade

/f(a:) dry - dx,

D
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sein.

Man konnte natiirlich wie im Falle n = 1 versuchen, das Integral durch Ap-
proximationen mit Hilfe von ,, Treppen“ zu definieren. Das ist moglich, aber
schwierig. Im Fall n = 1 sind die Definitionsbereiche D in der Regel einfache
Intervalle. Diese sind sehr einfach aufzuteilen in , kleine* Intervalle, auf denen
man dann die Treppen aufbaut.

Im Fall n > 1 kann schon der Definitionsbereich D relativ kompliziert sein. Man
miiBte ihn durch eine Quaderaufteilung pflastern (approximativ) und darauf die
», Treppen® aufbauen. Dieser Aufbau ist moglich. Stattdessen haben wir einen
anderen Weg eingeschlagen. In sehr naheliegender Weise konnten wir direkt das
Integral fiir stetige Funktionen definieren. Dazu machten wir einen Riickgriff
auf das Regelintegral in einer Verénderlichen, das ja sehr leicht (relativ zum
Fall n > 1) zu gewinnen war. Jetzt werden wir das Integral fiir allgemeinere
Funktionentypen f dadurch gewinnen, dafl wir f durch stetige Funktionen mit
kompaktem Tréager zu approximieren suchen.

Dabei miissen wir notgedrungen auf die gleichméflige Konvergenz verzichten,
sonst kommen wir nicht aus dem Bereich der stetigen Funktionen heraus.

Warum ist das Integral fiir allgemeinere Funktionstypen interessant?

Will man das n-dimensionale Volumen eines Bereiches D C R" definieren und
berechnen, so kann man folgendermaflen vorgehen.

Man betrachte die Funktion
f(x)=1fir z € D.

Die Anschauung zeigt dann, dafl die Definition

Volumen (D) = / 1 dxy--- dxy,

D

sinnvoll ist.

(Die Linge des Intervalls [a, b] kann als Integral iiber die Funktion 1 interpre-
tiert werden, also eindimensionales Volumen von [a, b]:

b

/dwzb—a,

a

oder: Die Flidche der Kreisscheibe
E={(z,y) eRxR; 2°+y*<1}
kann interpretiert werden als Volumen des dreidimensionalen Zylinders

Z={(z,y,t) eR* 2*+y><1, 0<t <1},
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das wére das Integral

Volumen von Z = / dx dy dt.)

z24+92<1
0<t<1

Im folgenden werden wir nur Integrale iiber den R™ betrachten, wir nehmen
also an, daf§ die Funktion f auf dem ganzen R" definiert ist und streben von
vorneherein das uneigentliche Integral

/f(x) dxq -+ dxy,
R

al.

Dies ist keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn eine Funktion
f:D—R, DCR"
gegeben ist, so betrachten wir einfach f :R" - R,
s ) flx) firxe D,
f(x)_{o fir x ¢ D,

und definieren
/f(x) dzy - dxy, = /f(m) dxy - - dxy,,
D R™

vorausgesetzt, da die rechte Seite schon definiert ist. Fiir die Volumenmessung
Volumen(D) bedeutet dies folgendes: Man betrachte die sogenannte charakte-
ristische Funktion von D,

W B R w0 ={y D
und definiert
Volumen(D) = /XD(I) dzry -+ dzy,.
R
Damit ist gezeigt, dafl das Konzept des Volumens eines Bereiches D C R" sich
unter den Begriffsapparat des Integrals

/f(:c)da:l-~ dz,, f:R" — R,
Rn

unterordnet, aber man beachte, daf§ die Funktion x p nicht stetig ist (Die Rand-
punkte von D sind Unstetigkeitspunkte). Das Integral fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Tréger reicht also keineswegs zur Berechnung von Volumina
aus.

Wichtigstes Hilfsmittel fiir den ersten Schritt im Daniell-Lebesgue-Prozess ist
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2.1 Satz (Dini). Es sei X ein kompakter metrischer Raum und
fn:X—R, n=1,23...,
eine Folge von stetigen Funktionen, die monoton gegen Null fdllt, d.h.

a) fi(z) = fa(z) = -,
b) nli_)rréo fn(x) =0 (fir jedes x € X).

Die Folge (fy) konvergiert dann gleichmdfSig gegen 0.

Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Zu jedem x € X existiert eine natiirliche Zahl
N (e, z) mit der Eigenschaft

|fn(2)] <& fiir n> N(e,z).
Zu jedem xg existiert dann eine offene Umgebung U (z() mit der Eigenschaft
’fN(s,mo)(x)’ <e firze U(IO)

Endliche viele dieser Umgebungen iiberdecken X (Kompaktheit). Wir definie-
ren
N = N(e) =max{ N(e,z0); xo € obiger endlichen Menge }.

Es gilt dann
|fn(z)] <e fiir alle .

Wegen der Monotonie der Folge F,(x) gilt sogar
|fn(z)] < e fiir alle z und n > N.

Das heifit gerade, dafl f, gleichméfig gegen Null konvergiert. O

Der Satz von Dini gibt uns die Moglichkeit, das Integral fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Triager auf eine grofie Klasse von Funktionen auszudehnen
und zwar auf solche Funktionen f, die sich monoton durch eine Folge von
Funktionen aus C.(R") approzimieren lassen.

Bei der technischen Durchfithrung der Integrationstheorie hat es sich als zweck-
méfBig erwiesen, auch Funktionen zuzulassen, die die Werte oo annehmen
diirfen, d.h., wir erweitern die reelle Zahlengerade R durch Hinzufiigen von
weiteren Elementen, fiir die wir oo und —oo schreiben

R=R U{oo} U{—oc} (erweiterte Zahlengerade)
und vereinbaren die folgenden Rechenregeln

a) oo >z firalleze R U{—oo},
b) —oo <z firallex € R U {oo}.
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Diese Erweiterung hat folgenden Vorteil. Jede Teilmenge M C R, sofern sie
nicht leer ist, besitzt nun eine obere (natiirlich auch untere) Grenze, die wir
mit Sup M bezeichnen wollen*).

Das Supremum Sup M einer nicht leeren Teilmenge M C R ist die kleinste
obere Schranke von R. Im selben Sinne verstehen wir Inf M.

Ist insbesondere M C R eine in R nach oben beschréinkte nicht leere Teilmenge,
so ist Sup M = sup M das gewohnliche Supremum. Ist hingegen M durch kein
Element aus R nach oben beschrankt, so ist Sup M = oo.

Ist ay,a2,as, - - eine Folge von Elementen aus R, so verstehen wir unter dem
Supremum dieser Folge einfach das Supremum der Menge der Folgenglieder
Sup(a,) = Sup{as,as,...}.

Die erweiterte Zahlengerade hat allerdings den Nachteil, dafl es unméglich ist,
die algebraischen Rechenregeln (+,-) auf R so zu erweitern, daf die iiblichen
Gesetze erfiillt sind (Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz). Zu
keinen Widerspriichen fiihrt die Konvention,

o0+ =00 fir alle z € R U {o0},
—00 + & = —00 fir alle z € R U {—o0},
T+ 00 = 00 fir alle x € R, x>0,

x - (—00) =—00 fir allez € R, x>0,

(—00) - (—00) = o0,
wovon sich der Leser (am besten dort wo es verwendet wird) iiberzeugen mag.
Nicht definiert werden jedoch Bildungen wie: oo — oo und 0 - oo.

Wir betrachten nun Funktionen, die man monoton durch stetige Funktionen
mit kompaktem Tréger approximieren kann.

2.2 Definition. FEine Funktion
f:R" —R
gehort der Klasse BT an (Bairesche Klasse), wenn es eine Folge von stetigen
Funktionen mit kompaktem Trdger
fu :R" — R
mit den Figenschaften
a) fi(z) < fa(z) < fa(z) -
b) f(z) =Sup, fu(z) fir allex e R"
gibt.

*) Wir haben eine #hnliche Konvention bereits im Zusammenhang mit der Berech-
nung des Konvergenzradius einer Potenzreihe verwendet, s. Kapitel I, §4
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Im folgenden schreiben wir einfach f,, T f, wenn die Eigenschaften a) und b)
erfiillt sind.

(Die Bezeichnung f,, | f versteht sich von selbst.)

Es ist klar, da8 die Funktionen aus BT den Wert oo annehmen kénnen aber
auf keinen Fall —oco. Man kann Funktionen aus der Klasse B* addieren, ohne
diese Klasse zu verlassen, aber wenn f in BT enthalten ist, braucht —f noch
lange nicht in BT enthalten zu sein. Die Menge B™ ist also kein Vektorraum.
Immerhin gilt noch

feB", C>0 = CfeB".

2.3 Bemerkung. FEs scien f € BT und (f,), (g,) zwei Folgen von Funktionen
aus C. (stetige Funktionen mit kompaktem Tréiger) mit der Eigenschaft

folf a1 f

Dann gilt

Supy f,/(iU) dx - Supy v (I) dx
/ /

Rn
Diese Bemerkung —wir werden sie gleich beweisen— gibt dann Anlafl zu

2.4 Definition. Fs sei f € BT. Das Integral von f wird durch die Formel

R[ f(z) dz = Sup, R/n ful(@) da

definiert, wobei f, € C.(R™) irgend eine Folge von Funktionen (stetig mit
kompaktem Trager) ist, die f monoton wachsend approxzimiert, d.h. f, T f.

Die Bemerkung 2.3 besagt gerade, dafl diese Definition unabhéngig von der
Wahl der Folge (f,) ist. AuBerdem beachte man, daf§ eine Funktion f € C.
auch in B liegt, man kann sie durch die konstante Folge f, f, f,- -+ monoton
wachsend approximieren.

Also: Es gilt C. C BT und das durch 2.4 definierte Integral stimmt auf C. mit
dem friher definierten Integral (§1) tberein.

Beweis von 2.4. Wir erinnern an die Bezeichnungen fiir die Funktionen

fVgund f Ag, die durch
(f vV g)(x) = max(f(x),g(x))
(f A g)(z) = min(f(z),g(x))
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definiert sind.
Es gilt: f,ge C. = fVgund fAgeC..
Wir zeigen zunéchst folgendes:

Sei
fu 1 f, [ stetig mit kompaktem Tréger,

und sei g irgendeine stetige Funktion mit kompaktem Tréger mit der Eigen-
schaft

=g
Dann ist

Sup/fl,(:c) dx > /g(aj) dx.

Rn

Beweis: Die Folge g — (f, A g) féllt offenbar monoton gegen Null. Nach dem
Satz von Dini konvergiert sie daher gleichméfig gegen Null, und da das Integral
stabil gegeniiber gleichméBiger Konvergenz ist (1.5), gilt

lim [ (fu Ag)dz = /g(:z:) dx.

V—00

R™ R™
Nun ist

fuNg < f, Mfiralle v,

es folgt daher

[ sta)as < SupyR[ fula) da.

RTL

Es sei nun

awlf gvelC.

Nach dem, was eben bewiesen wurde, gilt
/gu(sc) dx < Supy/fl,(:c) dx fiir jedes p.
R™ R™
Insbesondere gilt
Sup,, /g,,(x) dx < Sup,, / fo(z) dzx.
R™ R™

Die umgekehrte Ungleichung gilt genauso, da man die Rollen von f; und g
vertauschen kann.

Dieser Beweis zeigt in Wirklichkeit noch etwas mehr, ndmlich:
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2.5 Hilfssatz. Seien f < g zwei Funktionen aus B, dann gilt

[ f@ < [ gla)da.

R'IL R?’L

Rechenregeln fiir die Bairesche Klasse

Wir nennen manchmal die Funktionen aus BT auch (unter-) halbstetig. Das
hat seine Berechtigung in folgender Eigenschaft der Funktionen aus B, die
fiir stetige Funktionen wohlbekannt ist.

2.6 Bemerkung. Seien f € BT, C eine reelle Zahl und a € R™ ein Punkt
mit f(a) > C. Dann gilt

f(x) > C in einer vollen Umgebung von a.

Beweis: Sei

1t fuede

Nach Definition des Supremums existiert ein Index [ mit

f(a) = fi(a) > C.

Fiir die stetige Funktion f; stimmt aber die Behauptung und damit erst recht
fiir f. Allgemein nennt man Funktionen mit der in Bemerkung 2.6 genannten
Eigenschaft unterhalbstetig. Man kann umgekehrt zeigen, dafl jede unterhalb-
stetige Funktion f : R™ — R mit der Eigenschaft f(z) > 0 auferhalb eines
Kompaktums zu B+ gehort.

Als nichstes zeigen wir, dafl das Integral fiir Funktionen aus B stabil gegen-
iiber monotoner Approximation ist.

2.7 Hilfssatz. Sei
fi<fo<fa<---

eine monotone Folge aus B™. Dann gilt
a) f:Supfy€B+,
b) /f(a:) dx = Sup / fu(z)dx.
R™ R™
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Beweis. Sei
fxTf fn€B" (Bairesche Klasse).

Es existiert also

fie < for < fap - mit fi = Sup; fir-

Wir bilden die Funktionenfolge

gr = \/ ik (also gr(x) = max (fzk:(x))

i+k<
i+k<r vHhsr

Offenbar gilt g, € C..
Aulerdem gelten die Ungleichungen

G <g2<gs<--<f
Hieraus folgt

g=Supgr < f.
Beachtet man auflerdem
fik < givr < g fir alle 4, k,
so folgt
fe<g firallek=1,2---
und daher
Jf=35up fr <y,
insbesondere also f = g.

Damit ist gezeigt:
g T f, also f e BT.

AuBerdem gilt
/f(w) dw=Supk/gk(:B) dz.
R™ R™

Aus den Ungleichungen
gr < fir fiir alle k

[ oo SR[ fi() da sR[ f(z) da

Rn

folgt (2.5)

und hiermit

Sup/fk(x)dx :R[f(x)dx. O

R’IL
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2.8 Hilfssatz. Seien f,g € BT und a,b nicht negative Zahlen, a > 0, b > 0.
Dann gilt af + bg € BT und

/(af(x)+bg(:z:)) dx:a/f(x)dx+b/g(x) dzx.
R

R™ R7™

Beweis: Seien

fk‘Tf? ngg7 fkvgkecc
Offenbar gilt

afy +bgr Taf +bg (beachte: a >0, b> 0!)

und die Behauptung ist evident. O

Hier sieht man auch den wesentlichen Nachteil des Integrals fiir BT. Leider
gilt im allgemeinen nicht

fe Bt = —fecBt.
3. Der Daniell-Lebesgue-Prozess, 2. Teil

Das duflere Integral

Wir ordnen nun jeder Funktion f: R™ — R ein gewisses duBeres Integral zu, das wir

mit B )
/f(x)dxl--- da:n:/f(x)da:

bezeichnen werden. Zur Motivation nehmen wir einige Eigenschaften vorweg.

1) Wenn f in der Klasse B liegt, dann stimmt das #uBere Integral mit dem friiher
definierten Integral iiberein.

2) Das duflere Integral ist im allgemeinen nicht additiv, es gilt z. B. im allgemeinen

nicht B )
/f(w) dr = —/(—f(x))d:c.

/ Py do % — / (—f(2)) da

Man nennt manchmal auch
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das innere Integral von f(zx).

Eine Funktion f : R™ — R heiBt (im Lebesgue’schen Sinn) integrierbar, wenn duBeres
und inneres Integral von f iibereinstimmen und wenn diese einen endlichen Wert
(# 00, —00) annehmen.

Die Klasse £'(R™) der Lebesgue integrierbaren Funktionen hat dann alle die Eigen-
schaften, die man von einem ,,verniinftigen* Integral erwartet. Diese werden dann in
84 formuliert und bewiesen.

3.1 Definition. Das duflere Integral (oder Oberintegral) einer Funktion

f:R" —R

] f(z) dz = Inf, {R/ g(x) dz

definiert, wobei g : R™ — R alle Funktionen der Klasse BT mit der Figenschaft

wird durch die Formel

g(x) > f(z) fir alle x € R™

durchlduft.

Fast unmittelbar aus der Definition kann man einige Eigenschaften des dufleren
Integrals ableiten, die fiir das folgende wichtig sind.

Zunachst wollen wir noch klarstellen, dafl das Oberintegral iiberhaupt wohl-
definiert ist. Da wir die Werte co und —oo zulassen, mufl dazu nur gezeigt
werden, daf3 die Menge der Funktionen

g€ Bt mitg>f (dh. g(z)> f(z) fiir allez € R™)
nicht leer ist. Dazu beachten wir einfach
3.2 Hilfssatz. Die Funktion
f:R" — R, f(z)=oco fir allex € R",

gehort der Klasse BT an.

Wir deuten den Beweis nur im Falle n = 1 an. Es ist dann sehr einfach, ihn auf
den Fall n > 1 zu verallgemeinern. Die Funktion f kann approximiert werden
durch die Folge von ,,Dreiecken*

=zl + kK fir |z <E,
Tu(w) = { 0 fiir |z| > k.

Damit ist also das duflere Integral wohldefiniert. Das duflere Integral ist er-
freulicherweise ordnungstreu.
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3.3 Hilfssatz. FEs seien zwet Funktionen
f,h:R" — R mit f <h

gegeben. Dann gilt fiir das dufere Integral

/f(x) dr < /h(m) dz.

Beweis: Ist g € BT eine Funktion der Baireschen Klasse mit der Eigenschaft
g > h, so gilt erst recht g > f. Bei der Definition des Oberintegrals h werden
also weniger Funktionen zur Konkurrenz zugelassen als bei f. Dieses wird
daher hochstens grofler.

Fiir Funktionen aus der Baireschen Klasse BT bringt das duflere Integral nichts
Neues.

3.4 Hilfssatz. Fiir jede Funktion f € B gilt

/f(x) dz = /f(x) dx = —/(—f(x))dx.

Bewezis:
1. Teil: Die Gleichung

R'ﬂ

ist klar, denn dann ist sogar
r)dr = min x)dr p,
/f< ) gGB’“,ng{/g( ) }
R™ R

da unter den Funktionen g € BT, g > f die Funktion f selbst vorkommt.
2. Teil: Die Ungleichung

- [Cr@)dez [ s

(Beachte: wenn f € BT enthalten ist, so braucht dies nicht fiir — f zuzutreffen.)
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Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktionen mit kompaktem Triger, die f mono-
ton wachsend approximiert

foeCe full
Dann gilt
_fl/ Z _f7
also -
[Er@dr= [pea
B
oder

- [crea: [nwa
J

Da dies fiir alle v gilt, folgt die behauptete Ungleichung.
3. Teil: Die Ungleichung

/(—f(l’))d:z: > —/f(:c) dx.

Nach Definition des Oberintegrals als ein Infimum bedeuted dies nichts anderes

. [o@yae= - [ f)a.

RTL
wobei ¢ alle Funktionen

geEBT mit —f<yg

durchlauft.

Dies wiederum ist dquivalent zu
[ o+ [ 1@)an= [ (o) + 5@z 20,
]RTL R"’L R7L

was aber wegen g + f > 0 trivial ist.

Die Gleichung

/f(l‘) dr = —/(—f(af))dx

ist fiir beliebige Funktionen f nicht richtig, wie komplizierte Gegenbeispiele
zeigen, auf die wir hier nicht eingehen wollen.
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3.5 Bezeichnung (Inneres Integral oder Unterintegral).

[ty == [(~5@) do

Allgemein gilt noch die folgende Ungleichung

3.6 Hilfssatz. Fir jede Funktion f : R" — R gilt

[ @< [ 1@

Beweis: Diese Ungleichung ist dquivalent zu

/_f(ﬂf) dfCJr/_(—f(fC))dw > 0,

wenn man die beiden Falle

/f(ac) dx = +o00 und gleichzeitig /(—f(x)) dx = Foo

ausschlieft. In diesen Ausnahmefillen gilt sogar [~ = [_. Nach Definition des
Oberintegrals als ein Infimum ist die Behauptung &quivalent zu

/g(x)dx-l—/h(x)d:v >0
RYL RTL
fiir alle halbstetigen Funktionen
gJZ€~B+a InﬁSJEQﬂ hzi-—f

Hieraus folgt g+h > 0 und somit ist alles klar, denn fiir halbstetige Funktionen
aus BT gilt ja

/g(w) dw+/h(x) dr = /[g(m)+h(x)] dz.

R™ R™ R™

3.7 Definition. FEine Funktion f : R™ — R heifit integrierbar®), wenn

/_f(m) dx:/f(m) dx

gilt und wenn dieser Wert endlich ist (also # oo, —00).

*) im Sinne von Lebesgue
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Bezeichnung: Wenn eine Funktion f integrierbar ist, so setzen wir

/f(sc) dxz/_f(a:) da::/f(a:) dz.

Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt (Hilfssatz 3.3).

Eine offensichtliche, den Begriff des Supremums umgehende Umformulierung
des Begriffs der Integrierbarkeit ist:

3.8 Bemerkung. FEine Funktion f : R™ — R ist genau dann integrier-
bar, wenn es zu jedem € > 0 zwei Funktionen g, h der Baireschen Klasse mit
folgenden beiden Eigenschaften gibt:

a) g(x) = f(x), h(r)=—f(z),
b) /(g—l—h)d:c<£.

Rn

Aus dieser Umformulierung leiten wir eine wichtige Konsequenz ab.

3.9 Satz. Sei f eine integrierbare Funktion. Dann sind auch die Funktionen
fT, und f~ integrierbar.

Wir erinnern an die Bezeichnungen

fH(z) =max(f(2),0), [~ (z)=—min(f(z),0).

Beweis: Wenn f eine Funktion der Baireschen Klasse ist, so trifft die auch
fiir die beiden Funktionen f* und —f~zu (weil der entsprechende Sachver-
halt fiir stetige Funktionen mit kompaktem Trager gilt und weil die Bildungen
ordnungstreu sind). Mit den Bezeichnungen von 3.8 gilt g*(x) > f*(z) und
—h™(z) > —(—f) () = —fT(x). AuBerdem gilt g*(x) —h~(z) < g(x)+h(x).
Diese Ungleichung ist klar, wenn g(z) > 0, denn dann ist g(z) = ¢g*(z) und
auBerdem gilt stets —h~(x) < h(zx). Im Falle g(z) < 0 gilt f(z) < 0 und ¢(z)
und h~(x) sind beide 0. Andererseits ist g(x) 4+ h(z) > 0 fiir alle  (auch in
den Unendlichkeitsstellen von f).

4. Die integrierbaren Funktionen

In diesem und im néchsten Paragraphen wird sich zeigen, dafl das Lebesgue-
Integral alle Eigenschaften hat, die man von einem ,verniinftigen* Integral
erwartet.
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Im folgenden werden wir hiufig nur noch Funktionen f : R™ — R betrachten,
die also nur endliche Werte annehmen. Die Werte +00 und —oo haben nur
fiir die technische Durchfiihrung der Theorie Bedeutung. AuBerdem werden
wir noch zeigen (vergleiche §5), daf eine integrierbare Funktion f : R™ — R
in den Unendlichkeitsstellen (das sind Stellen x € R™ mit f(z) = +oo oder
= —o0) beliebig abgeéindert werden kann, ohne daf§ der Wert des Integrals
verdndert wird. Die Unendlichkeitsstellen einer integrierbaren Funktion haben
kein positives Volumen.

Bezeichnung. Menge der integrierbaren Funktionen ohne Unendlichkeitsstel-
len:

L' =LYR") = {f:R" — R; [ integrierbar }.

4.1 Satz. Die integrierbaren Funktionen aus £ bilden einen Vektorraum und
das Integral ist ein lineares Funktional, d. h. also:

frge Lt = f+ge L' undcf € L' fiir c e R,

auferdem
Ju@+ga)de= [ f@yds+ [ oo
R™ R™ R™

und

/cf(w)dx:c/f(a:)dx.
R

RTL

Der Beweis der Additivitdt beruht auf einer Ungleichung fiir das duflere Inte-
gral:

4.2 Hilfssatz. FEs seien
f,g,h :R" — R
drei Funktionen mit der Figenschaft

f(x) +g(z) = h(z),

falls die Summe f(z) + g(x) wohldefiniert ist. (Wenn also f(x) = oo, g(x) =
—o0 oder f(x) = —o0, g(x) = 0o gilt, so wird nichts gefordert, denn dann ist
die Summe f(x) + g(x) nicht definiert. Es ist dann gleichgiiltig, was h(x) fir
einen Wert annimmt.)

Dann gilt

/_f(ﬁ) dx—l-/_g(a:) dx > /h(x) dx,

falls die Summe auf der linken Seite definiert ist. Fiir das Unterintegral gilt
etne entsprechende Ungleichung in der anderen Richtung.
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Im Spezialfall g = —f, h = 0 ist dies nichts anderes als Hilfssatz 3.4. Der
Beweis von 4.2 erfolgt in Analogie zu dem von 3.4).

Beweis von 4.2. Man muf} zeigen, daf§ fiir alle halbstetigen Funktionen
ffgteBY mit f*>f g">g

gilt

/f*(w)dw—l-/g*(a:)da:Z/h(a:)dx.

RTL

Dies ist aber trivial, denn es gilt f* 4+ ¢* > h (auch in den Stellen, in denen
f(x) + g(z) nicht definiert ist!).

Der Beweis von 4.1 ist eine triviale Folgerung aus 4.2. Es gilt sogar mehr als
wir in 4.1 formuliert haben. Die in 4.1 formulierte Additivitat gilt auch fiir
integrierbare Funktionen f, g mit eventuellen Unendlichkeitsstellen. Definiert
man die Funktion A durch die Bedingungen h(z) = f(z)+ g(x) in allen Stellen
x, in denen die Summe definiert ist und definiert man h(x) an allen anderen
Stellen beliebig—etwa = 0, so folgt aus 4.2 dafl auch A integrierbar ist und
dafl das Integral von h gleich der Summe der Integrale von f und g ist. In der
Regel kommen wir mit der glatteren Variante 4.1 aus. In Bewiesen werden wir
jedoch gelegentlich auf diese durch 4.2 gegebene Verschirfung zuriickgreifen.

Noch einfacher sieht man, dafl
fell=cfer' firceR

und

/cf(x)dx:c/f(:l;)dac.

RTL

Man beweist zunéichst die Gleichung
/cf(a:) dr = c¢ / f(x)dz fiir positive ¢ > 0.
RTL R"’L

Diese folgt unmittelbar aus der Definition des dufleren Integrals, wenn man
beachtet, dafl die entsprechende Gleichung fiir halbstetige Funktionen aus B™
gilt. Der Ubergang zu negativen c bei integrierbaren Funktionen f erfolgt iiber

die Rechenregel
(—f(z))dz=— [ f(z)dz.
/ R[

R'n
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4.3 Satz. Ist f:R" - R eine integrierbare Funktion, so ist auch ihr Betrag
|f| integrierbar. Ist g : R" — R eine weitere integrierbare Funktion, so sind
auch die Mazxima und Minima fV g und f A g integrierbar.

Zum Beweis der ersten Aussage verwende man die Formel f(z) = fT(z) —
f~(x). Wir wissen, da8 die Funktionen f* integrierbar sind 3.9. Die Behaup-
tung folgt aus der Linearitét des Integrals, wobei man die verschérfte Fassung
4.2 benotigt. Die beiden restlichen Aussagen beweist man analog.

Die Starke des Lebesgue-Integrals liegt in seiner Stabilitdt gegeniiber Grenz-
prozessen.

4.4 Theorem (Beppo Levi). Gegeben sei eine monoton wachsende Folge

filfo< fz<---

von integrierbaren Funktionen aus LY(R™). Die Folge der Integrale

[ #utw) s

set beschrankt. Die durch

f(x) = sup f,(x)

veN

definierte Funktion f: R™ — R ist integrierbar und es gilt

V—00
R’ﬂ

/f(w)dx: lim [ f,(z)dz.

Beweis Wir betrachten die Funktionen
hy:fu_fuflzo (f():O)
Es gilt

k
Zhu = fk
v=1

Da jede monotone und beschréankte Folge konvergiert, existieren die Grenzwerte

R = Z / hy(x)dx = klim fr(x)dx.
u:an o

R’n

1) Es gilt
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Beweis: Man beachte die Ungleichung (3.3)

/fk(fv)dxﬁ/f(a:)dx firk=1,2,---.
R™ J

2) Es gilt

/_f(x) dr <R

Der Beweis folgt offenbar aus der Ungleichung

]f(ar) dx < gl/_hy(x) dx

welche es nun zu beweisen gilt.

Nach Definition des &ufleren Integrals konnen wir halbstetige Funktionen
h, € BY mit h, >h,

und

/ﬁy(m) dx < /hy(a:) d:v—|—2iy

R™ R™
finden (¢ > 0 beliebig vorgegeben).
Wir setzen

Da das Integral fiir halbstetige Funktionen stabil gegeniiber monotoner Kon-
vergenz ist, folgt

/_ f(z)dz < / Fla)de =
Z/ dm<2{“/ dm—i——

Zi e (geometrische Reihe),

Beachtet man

so folgt

/f d$<2/ r)dr + €.

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist die Behauptung bewiesen. O
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4.5 Theorem (Lebesgue’scher Grenzwertsatz). Gegeben sei eine Folge
fro : R" — R, k=0,1,2,...,

von integrierbaren Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion f : R"™ —
R konvergiert.

Es existiere eine Funktion h : R"™ — R mit den FEigenschaften

a)  |ful <h firk=1,2.3,

b) /h(:v) dx < oo.

Dann ist auch f integrierbar und es gilt
/f(:z:) dr = klirn /fk(x) dx.
R™ R™

Beweis: Aus den Ungleichungen |fi| < h folgt |f| < h. Daher ist das duflere
Integral von | f| endlich:

/_If(l‘)ldl‘ < 0.

Insbesondere sind daher &ufleres und inneres Integral von f endlich (# +o0).
Aus f < |f| und —f < |f] folgt ndmlich

/f(m) dr < oo und /(—f(a:))dac < 00,
also

—oo</f(x)dm§/_f(x)dx<oo.

Wir wollen den Lebesgue’schen Grenzwertsatz auf den Satz von Beppo Levi
zuriickfithren und bilden hierzu

g, (x) = Inf{f,(2), v > k},
gx(x) = Sup {f,(z), v = k}.

Dann gilt offenbar
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Aus f = limy_. o fr folgert man leicht

g 1 Tl
Als néchstes wird gezeigt, daf} die 9y und g, integrierbare Funktionen sind.
Dazu wird der Satz von Beppo Levi ausgenutzt. Bildet man nédmlich

Gri =T AN Fetr Ao A frtg
und

Grj=feV i1 VoV [y
so sind G; und G|,; integrierbar (4.3) und es gelten die Ungleichungen

—h < Gy; < fr < Gij < h.
Ferner gilt offensichtlich

Gyl g, (J — o0)
und

Grej 19p (7 — ).
Daher sind nach dem Satz von Beppo Levi 9y und g, integrierbar.
Ferner gelten die Ungleichungen

~h<g, <fue<gp<h

also

- [nwtr < [g@ars [p@is< [g@d< [1wd
R™ R™ R™

Da g, und g, monoton gegen f konvergieren, ist f integrierbar und aus der
letzten Ungleichung folgt
lim [ g (z)de = klgr;o fr(x) dx

k—o0 -

Rn

im
k—oo

J
m@sz/f@Mm
R™ R™

Bezeichnung. Sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich die Menge D C
R™ umfasse. Wir definieren
xp-f:R" —R

durch o) f 5
_ x irx € D,
XD f<$)_{0 fir x ¢ D.

Die Funktion f heifit iiber D integrierbar, wenn yp - f integrierbar ist, und

man definiert
f(x)dx = [ xp- f(x)dx.
[~ |

R’IL
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5. Integrierbarkeitskriterien

Eine Teilmenge A C R"™ heit endlich mef$bar, wenn die charakteristische Funk-

-
on _{1 fir z € A
XA =

0 sonst
integrierbar ist und man nennt

das (Euklidische) Volumen von A.

5.1 Satz. Die charakteristische Funktion
xu: R" =R
einer offenen Teilmenge U C R"™ gehdrt der Klasse Bt an.
Beweis, 1. Schritt. U ist ein offener Quader
U={zeR"; a, <z, <b,} (a, <Db).
Im Falle n = 1 approximiert man die charakteristische Funktion in naheliegen-

der Weise von unten durch Trapeze. Im Fall n > 1 verfihrt man dhnlich.
2. Schritt. U ist beliebig. Zuné&chst zeigen wir, dafl U abzihlbare Vereinigun-
gen von offenen Quadern ist.
U=U,UU,uUU3U..., U, offene Quader.
Man betrachte hierzu die Menge aller offenen Quader
QcU;, Q={z; a, <z, <b,, 1<v<n},

wobei die Zahlen a4, - - -, a,, b1,---,b, rational sind. Es ist klar, dafy die Menge
dieser Quader U iiberdeckt. Auflerdem ist diese Menge abzéhlbar, weil die
rationalen Zahlen und damit auch die n-Tupel von rationalen Zahlen abzéhlbar
sind.

Man hat jetzt eine monotone Approximation von yy:

XU1» XUUUz» XUUU2UUs5 - - - - 0
5.2 Satz. Jede stetige und beschrinkte Funktion f : D — R auf einem
offenen und beschrinkten Teil D C R"™ ist integrierbar.

Beweis: Man kann annehmen, dafl f nirgends negativ ist. Die Funktion
_ | f(z) firxzeD,
/ XD(JU)_{O fir z ¢ D,

gehort dann sogar der Klasse BT(R"™) an. Sie wird approximiert durch die
Folge
fk : f " XD,

wobei fi € C. eine Folge ist, die yp monoton approximiert.
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5.3 Folgerung.

a) Jede beschrinkte offene Teilmenge des R™ ist endlich mefbar.
b) Jede kompakte Teilmenge des R™ ist endlich mefbar.

Beweis: Es ist nur noch b) zu beweisen.

Sei jetzt K C R™ kompakt. Wir werden eine Folge von offenen beschriankten
Mengen
UyDU;DUs---D K

konstruieren, so dafl
oo
U, =K
v=1

gilt.
Dann kénnen wir wieder den Grenzwertsatz (auf die Folge xy, ) anwenden. Wir
setzen

1
U, = {:Jc € R"; ||z —y|| < — fiir mindestens ein y € K} :
v

Es sei wieder dem Leser iiberlassen, die gewiinschten Eigenschaften zu bewei-
sen. O

Das Lebesgue’sche Integral ist eine Verallgemeinerung des Regelin-
tegrals

Sei
f:la,b] = R

eine Regelfunktion. Dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und das Regel- und
Lebesgue-Integral stimmen {iberein. Dies ist fiir Treppenfunktionen einfach zu
zeigen und folgt dann allgemein aus den Grenzwertsétzen.

Allgemeiner gilt:
Sei
f:D— R, D CR ein Intervall,
eine Funktion auf einem nicht notwendigerweise geschlossenen Intervall. Die
Einschrankung von f auf jedes geschlossene Intervall sei eine Regelfunktion.

Die Funktion f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f| uneigentlich
integrierbar ist im Sinne von III, §1.

Das uneigentliche Integral und das Lebesgue-Integral stimmen dann {iberein.
Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz.

Die wichtigsten Integrierbarkeitskriterien liegen in den Grenzwertsédtzen. Es
gibt aber auch eine einfache direkte Charakterisierung der Integrierbarkeit,

welche unabhéngig von ihren Anwendungen von eigenem theoretischem Inter-
esse ist.
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5.4 Satz. FEine Funktion
f:R" —R

ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Funktion g € C. mat

Q/uu»—mwvw<e

gibt.

(Dieser Satz wird noch in §6 kommentiert.)

Beweis. Es ist unmittelbar klar, da} die angegebene Bedingung notwendig
fiir die Integrierbarkeit von f ist, denn man findet zunichst eine Bairesche
Funktion, deren Integral sich beliebig wenig von dem von f unterscheidet und
anschlieend eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger, deren Integral be-

liebig nahe bei dem der Baireschen Funktion liegt. Wir miissen umgekehrt
zeigen, daf} diese Bedingung hinreichend ist.

Nach Voraussetzung findet man zu jedem ¢ > 0 eine stetige Funktion g mit
kompaktem Tréager und eine Bairesche Funktion A mit den Eigenschaften

\ﬂw—gmn<mm,t/m@<g

Die Behauptung folgt nun aus der Charakterisierung 3.8 (mit Hilfe der Baire-
schen Funktionen h + g und h — g). O

6. Nullmengen

6.1 Definition. B
a) Fine Funktion f:R"™ — R heifit Nullfunktion, wenn

[1r@ldz=o
gilt.

b) Eine Teilmenge A C R"™ heifst Nullmenge, wenn die charakteristische Funk-
tion x A
|1 firzeA
Xa(w) = {O firx ¢ A

eine Nullfunktion ist.

Die Ungleichung [ < [ zeigt, daB jede Nullfunktion in der Tat integrierbar
ist. AuBlerdem ist mit f auch h eine Nullfunktion, wenn |h| <|f]| gilt.
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6.2 Satz. FEine Funktion f : R™ — R ist dann und nur dann Nullfunktion,
wenn die Menge {x € R"™; f(x) # 0} eine Nullmenge ist.

Beweis: Sei f eine Nullfunktion. Man wende den Satz von Beppo Levi auf die
Folge

S, falls f(r) £ oo
hu(z) = { v, falls f(z) = oo

an und erhalt
/ h(x)dx =0,
RTL

wobei

_ foo fiir f(z) £0,
i) = {0 fiir f(x) =0.

Aus der Ungleichung
Xa < hmit A= {zx e R", f(z)#0}

folgt dann, dafl A eine Nullmenge ist.

Umkehrung. Sei A = {xz € R"; f(z) # 0} eine Nullmenge. Der erste Teil dieses
Beweises zeigt dann, dafl h eine Nullfunktion ist und wegen |f| < h ist dann
auch f eine Nullfunktion. ad

6.3 Bemerkung. Wenn eine Funktion f integrierbar ist, dann ist die
Menge der Punkte

{z € R"; f(x) =00 oder = —o0}

etne Nullmenge.

Beweis: Es sei A die Menge der Unendlichkeitsstellen von f und x4 die chara-
kteristische Funktion, offenbar gilt

xa(@) = f(z) + (= f(z)),
wann immer diese Summe definiert ist. Nicht definiert sind die Ausdriicke
00 + (—00).
Nach 4.2 gilt daher

/XA(x) dx < /f(ac) dr — /f(x) dr = 0.
R"L R’Il
6.4 Satz. Sei f eine integrierbare Funktion und g eine Funktion, welche nur

auf einer Nullmenge von f wverschieden ist. Dann ist auch g integrierbar und
die Integrale von f und g stimmen tberein.
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6.5 Folgerung. Man darf eine integrierbare Funktion in ihren Unendlich-
keitsstellen beliebig abindern—etwa zu 0, ohne thre Integrierbarkeit zu verlieren
und den Wert des Integrals zu verdndern.

Damit haben die Unendlichkeitsstellen ihre Bedeutung verloren!

Beweis. Man kann annehmen, dafl die Funktion g in allen Punkten, in denen
sie sich von f unterscheidet, verschwindet. Dann gilt aber f = ¢g 4+ h mit
einer Nullfunktion und man kann 4.2 anwenden (4.1 geniigt nicht, da wir noch
Unendlichkeitsstellen zulassen).

Was haben wir nun gewonnen? Es wurde gezeigt, dafl man integrierbare Funk-
tionen in Nullmengen beliebig abédndern kann ohne ihre Integrierbarkeit und
den Wert des Integrals zu verédndern.

Aulerdem wissen wir, dafl es auf die Unendlichkeitsstellen einer integrierbaren
Funktion beim Integrieren nicht ankommt, denn diese bilden eine Nullmenge.

6.6 Satz. a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
b) Jeder Punkt ist eine Nullmenge. -
c) Sind Ay, Ag, As, -+ - Nullmengen, so ist auch |J A, eine Nullmenge.

v=1

Beweis: a) und b) sind klar. c¢) folgert man leicht aus dem Satz von Beppo
Levi. O

Insbesondere ist Q in R eine Nullmenge, womit noch einmal sehr drastisch
gezeigt ist, daf} es irrationale Zahlen geben muf3.

Weiteres Beispiel einer Nullmenge
Sei U ein Untervektorraum des R™ mit dim U < n. Dann ist
L = x + U fiir jedes x € R"

eine Nullmenge.

Ubungsaufgabe. Man beweise dies wenigstens fiir einen achsenparallelen Unter-
raum, d. h.

U={(z1, - zn); 2= =2, =0} (1<k<n).

(Den allgemeinen Fall kann man auf diesen speziellen mittels der Transforma-
tionsformel (§9) zuriickfiihren.)
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7. Ausblicke auf die allgemeine Integrationstheorie

Das Lebesgue’sche Integral 148t sich verallgemeinern, ohne dafl man an den
Beweisen etwas dndern miifite:

Anstelle des R™ betrachten wir einen metrischen Raum X und nehmen an,
daf irgend ein positives lineares Funktional

Co(X)— R

gegeben ist, das wir wieder als Integral
fro [ f@ydo
X

schreiben wollen. Die Axiome sind

/(f(x) +g(x))dr = /f(a:) dr + /g(:c) dz, Linearitat

X X X
/C’f(x)dx:C/f(:z:)dx, C eR,
X b
/ f(z)dz >0 fiir f>0. Positivit it
X

Man nennt ein solches Funktional auch ein Radonsches Maf. Fiir ein Radon-
sches Mafl kann man den Daniell-Lebesgue-Prozefl durchfiihren, also

B+:{f=S1lpfu; fllECC7 fleZS}

betrachten.

Bei der Definition des dufleren Integrals muflte gezeigt werden, dafl die Funktion
f(x) =00 fiir allez € X

in BT liegt. Dies ist der einzige Punkt, was bei beliebigem X nicht immer
moglich ist. Man mufl annehmen, daf} gilt:

a) Zu jedem Punkt a € X existiert eine kompakte Umgebung
U=U,(a)={x € X; d(a,z) <r}.
b) X 148t sich als Vereinigung von abzéhlbar vielen Kompakta schreiben,

X=KiUKyU---.
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Jetzt kann man zeigen, dafl oo tatséchlich approximiert werden kann durch eine
Folge
fv oo, fueCe.

Das soll hier nicht durchgefiihrt werden. Wir kommen hierauf in Kapitel VIII,
84 nochmals zuriick.

Jetzt kann man [ und die allgemeine Integrierbarkeit definieren, alle Sétze
und Beweise bleiben giiltig, man mufl nur R™ durch X ersetzen.

Lediglich 5.2, 5.3 und 5.4 miissen noch modifiziert werden. Die Bedingung ,U
ist beschriankt offen® ist zu ersetzen durch ,,U ist offen und U ist kompakt“.
Der Beweis von 5.2 ist im allgemeinen Fall etwas schwieriger.

Aquivalenz von Funktionen

Zwei integrierbare Funktionen
fLg: X —R

heiflen dquivalent, wenn die Menge

{zeX; flx) #g()}

eine Nullmenge ist. Die Integrale stimmen dann {iberein. Wir bezeichnen mit
[f] die Klasse der zu f dquivalenten Funktionen und mit L'(X) die Menge aller
dieser Aquivalenzklassen:

Durch die Definition

T+l =1f+4g, ClfI=I[Cf] (CeR)

die von der Wahl der Repriisentanten unabhéngig ist, wird L'(X) zu einem
Vektorraum iiber R.

Durch
£ = [ 171z
Rn

wird auf L'(X) eine Norm erklirt (beachte:
[fli=0=f~0 dh [f]=0).

Man kann nun sogar zeigen (vgl. auch 10.6).
1) LY(X) ist ein Banachraum (s. V.7.7).
2) C.(X) C LY(X) ist ein dichter Teilraum.

Zu 2): Wenn in einer Klasse aus L'(X) eine stetige Funktion f liegt, so ist
diese eindeutig bestimmt und wir kénnen f und [f] eindeutig identifizieren.
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In diesem Sinne ist das Inklusionszeichen (nicht ganz exakt aber suggestiv) zu
verstehen.

Die Aussage 2) folgt aus 5.4.

Die Aussage 1) kann man (in nicht offensichtlicher Weise) aus dem Les-
besgue’schen Grenzwertsatz folgern. In dieser Aussage zeigt sich auch die
Uberlegenheit des Lebesgue’schen Integrals zum Riemannschen oder Regelin-
tegral, wo man 1) nicht beweisen kann.

Verallgemeinerungen von L' sind die Rdume LP. Wir kommen in §10 nochmals
hierauf zuriick (vgl. 10.6, 10.7).

8. Der Satz von Fubini

In diesem Paragraphen soll Satz 1.3 iiber die Vertauschbarkeit der Integrati-
onsreihenfolge auf integrierbare Funktionen verallgemeinert werden. Gegeben
sei eine integrierbare Funktion

(l',y) '_)f(x7y) :f(xlv'--vxnv yla'-'aym)

in n + m Verdnderlichen. Wir setzen z = (z,y) und bezeichnen die Volumene-
lemente im

R™™ mit dz, im R" mit dz und im R™ mit dy.

Es soll eine Formel der Art

| fewi= [ | [sewis| a= [ | [ f@wdy] iz

Rn+m R™ R”

bewiesen werden.

Das Problem ist zunéchst, daff wir nicht wissen, ob f bei festgehaltenem y
bzw. x integrierbare Funktion von x bzw. y ist.

Daher behelfen wir uns zunéchst mit duflerem und innerem Integral, also bei-
spielsweise mit

T — / f(z,y)dy (dies ist eine Funktion von x),

Rm

Von dieser Funktion kann man sagen, daf} sie integrierbar ist.
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8.1 Theorem (Fubini). Gegeben sei eine integrierbare Funktion
f:Rn+m —>R7 (x,y)'—>f(x,y)

Dann sind die beiden Funktionen

xH/_f(w,y)dy, yH/_f(w,y)dx

ebenfalls integrierbar (im R™ bzw. R™ ) und es gilt die Formel

/ f(y) dz = / / fy) dy de
Rr+m R™
:Rl [ tayde ay

Dieselbe Formel bleibt richtig, wenn man das duflere Integral durch das innere
ersetzt.

Es driangt sich natiirlich die Frage auf, ob die Funktion f(x,y) bei festem
y (bzw. x) nicht sogar integrierbar ist. Aus 8.1 folgt, dafl dies bis auf eine
Ausnahmemenge vom Maf3 0, auf die es bei der Integration nicht ankommt,
der Fall ist. Man mufl nur beachten, dafl aus 8.1 beispielsweise

] [ty [ fydy| iz

folgt. Der Integrand ist also eine Nullfunktion. Man kann also die Fubini-
Formel auch etwas unprézise aber doch legitim in der Form

| fewi= [ | [sewis| a= [ | [ f@wdy] iz

Rn«l»m R™ R™ m

schreiben. Fiir die Anwendungen ist dieser Zusatz jedoch irrelevant. Man sieht
die Integrierbarkeit meist direkt.

Beweis, 1. Schritt. f € C.: Die Behauptung folgt aus 1.3.
2. Schritt. f € BT (R"™™). Es existiert eine Folge

e T fo freele
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Bei festgehaltenem x gilt dann

/ feley)dy 1 / f(z,y) dy.
J

Nach 1.1 ist die Folge dieser Integrale stetig, d. h. das Integral

RZ f(, ) dy

liegt in BT (als Funktion von x) und auflerdem gilt

/ /f(x,y)dy = lim /fk(%y)dy de.

R'n R'n m

Da die Behauptung fiir die stetige Funktion f mit kompaktem Tréger fj richtig
ist, gilt sie auch fiir f.

3. Schritt. Sei h: R™"™ — R eine Funktion, h € Bt und f < h. Dann gilt

/h(fcyy)dz > et //h(w,y)dﬂc dy

Rn«l»m R™ R™

= [ | [rayas| ay= [| [ steas| a

RrR™ RrR™

Hieraus folgt mit Hilfe der Definition des Integrals

/f(x,y)dz: inf /h(x,y)dz

heB+, f<h
Rn+m Rn+m
2/ /f(w,y)dx dy.
R™

Diese Ungleichung kann man auch fiir —f anstelle von f anwenden. Beachtet
man.

[epas=- [ ra

/ /f(ac,y)dx dy > / f(z,y)dz.

R™ — sz+nL

so folgt
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<]

Aus der Ungleichung

folgt dann

/ /f(l‘,y)dx dyZ/ /f(:l:,y)d:v dyz/ /f(a:,y)da: dy.

Andererseits haben wir eben die Ungleichungen

erhalten, also folgt

| - ] _ ] f(w,y)dx_ dy
/

-/_f(x,y)dsc- dy.

Da #uBeres und inneres Integral von [ f(z,y)dx somit {ibereinstimmen, ist
diese Funktion integrierbar, und es gilt die Formel

| faw= | / flwy)ds| dy.

Rn+m
Entsprechend werden auch die anderen Formeln bewiesen. O

Eine Anwendung:

8.2 Satz. Se:
fR"—R, f=>0,
eine integrierbare Funktion, die keine negativen Werte annimmt.

Sei
M= {(z,y) e R" xR; 0<y< f(a)}.

Dann ist M endlich mef$bar und es gilt

Vol(M):/f(m)dac.
e
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Beweis. Das Volumen ist definiert durch die Formel

vol (M) = / xm(z,y)dz

Rn+1

Man integriere zunichst bei festem x iiber y und wende den Satz von Fubini
an.

9. Die Transformationsformel

Wir erinnern uns daran, dafl eine Funktion
f:D—R, DcCR",

iiber D integrierbar heifit, wenn die Funktion

f:R" —R f(a:):{g@?) iﬁiz;g:

integrierbar ist, und wir setzen dann

/f(x)dx:/f(x) dz.
D R™

Seien A, B C R™ offene Mengen. Unter einem Diffeomorphismus
p:A— B

verstehen wir eine bijektive (=umkehrbare) stetig differenzierbare Abbildung
mit nirgends verschwindender Funktionaldeterminante

Jjlp,z) =det J(p;x) #0 fiir alle z € A.

Nach dem Satz fiir implizite Funktionen ist dann auch ¢! differenzierbar und
es gilt
J(pia)™h =T (071 p(x) .

9.1 Theorem. FEs seiu: A — B ein Diffeomorphismus zwischen offenen
Mengen A, B C R". Ist f : B — R eine integrierbare Funktion, so gilt

/ fly) dy = / Flu() | (. 2)| de
B A
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(Insbesondere wird also behauptet, dal f(u(x))|j(u,x)| iiber A integrierbar
ist.)

Beweis der Transformationsformel, 1. Schritt. Es sei f : R" — R eine stetige
Funktion mit kompaktem Tréager. Dann gelten die Transformationsformeln

a) /f(xlf",fvi—l,xz’+90j,$i+1,"',$n)d90:/f(x)dx
R™ R™
b) /f a Ty, -+, anmn)dx:|a1~~'an|/f(x)d$

c) /f Ty, ) dTo(ry - d%(n)—/f )dxy - - dxy,

d) /f(a:—l—b)d:l;:/f(a:)d:c

Dabei sei b = (by, - -, by,) ein festes n-Tupel.

Beweis: Man benutzt die Transformationsformel im Fall n = 1, sowie die Tat-
sache, daf} das Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger iterativ
definiert ist, beispielsweise

/f(371+513275132)d37:/ /f(flfl + @9, m2) dxy | da.
R2 R

R

Im inneren Integral macht man die Substitution ¢ = x1 + x2 und erhélt fiir das

innere Integral
/ f(.fCl, .CEQ) dl‘l.
R

2. Schritt. Sei f: R"™ — R stetig mit kompaktem Trager und
A=(ay,) 1<v,p<n

eine feste Matrix mit von Null verschiedener Determinante, b € R™ ein fester
Vektor. Dann ist

/f(y)dy:/f(Ax+b)|detA| dx.
B

R’n

Beweis: Man kann b = 0 annehmen (1. Schritt d)). Im Spezialfall, dafl die
Abbildung A zu den drei Typen
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a) Scherung
b) (z1, -, 2n) = (@121, an®n)
¢) Permutation der Variablen

gehort, haben wir das im 1. Schritt erkannt.

Man muf} jetzt nur aus der linearen Algebra wissen, dafl sich jede lineare Ab-
bildung A, det A # 0, als Hintereinanderausfithrung von Transformationen des
Typs a) — ¢) schreiben 1&8t. Dies ist nichts anderes als die Tatsache, daf} sich
jede Matrix A, det A # 0, durch elementare Umformungen in die Einheitsma-
trix tiberfithren 148t.

AuBerdem mufl man benutzen, dafl die Determinante multiplikativ ist,

det(A;---A,) =det Ay ---det A,,.

3. Schritt. Sei f: R"™ — R beliebig und A = (avu), <, <, €ine Matrix mit
det A # 0, b € R™. Dann ist -

/f(y)dy:/f(Aa:—i—b) |det A| dax.

Beweis: Ist f € BT und f; 1 f eine monotone Approximation durch Funktio-
nen f € C¢, so sind die Funktionen

gr(z) = fr(Az +b)

ebenfalls stetig mit kompaktem Triger und approximieren monoton g(x) =
f(Az + ). Damit ist die Behauptung fiir Funktionen f € BT zuriickgefiihrt
auf den 2. Schritt. Ist f beliebig, so folgt die Behauptung unmittelbar aus der
Definition des dufleren Integrals.

Die bisherigen Uberlegungen zeigen:

1) Ist f integrierbar, so gilt

/f(y)dy:/f(A:z:—l—b)|detA| dx.
R™ Rn

2) Jede Teilmenge Wy C R™ der Form
Wo=a+W, W CR" ein Untervektorraum, dim W < n,

ist eine Nullmenge.
(Mit Hilfe einer linearen Transformation macht man W achsenparallel.)
4. Schritt: (A, B,u wie in 9.1.) Die Funktion f: R"™ — R sei stetig. Sei a € A

fest, b = u(a). Es gelte f(b) > 0. Auflerdem sei ¢ > 1 beliebig, aber fest
gewihlt. Dann existiert eine Umgebung a € U C A,

U=Ug(a) ={z; ||z —a|] < R} (hierbei sei || - || die Maximumsnorm),
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so daf fiir jeden Wiirfel
W =U,.(xg) CU

gilt:
g / f(y) dy > / f(uz) |j(u, z)] d.
w

u(W)
(Es wird nicht gefordert, da W den gleichen Mittelpunkt wie U hat!)

Beweis. Die Ungleichung wird auf den linearen Fall (3. Schritt) zuriickgefiihrt,
indem man u(z) linear approximiert.

u(z) = u(a) + J(u,a)(x — a) + r(z).
Wir ersetzen u durch
uo(z) = u(a) + J(u; a)(z — a)

und erhalten nach dem 3. Schritt

/ f() dyZ/f(uox) j(u,a)| d.

uO(W) W

Dabei sei r so klein gewéhlt, dafl der abgeschlossene Wiirfel W noch in A
enthalten ist, dann ist f(upx) in W beschréankt und damit wegen 5.2 iiber W
integrierbar.

Wir denken uns R immer so klein gewahlt, daf3
f(upz) >0 firz e U

gilt. (Beachte ug(a) = u(a) = b und f(b) > 0 nach Voraussetzung.)

In einer solchen Umgebung kann man

f(ux)
f(uoz)

betrachten. Diese Funktion ist stetig und konvergiert gegen 1, wenn z nach a
strebt. Daher gilt

f(uz)

q> fiir x € U, r geniigend klein.

Aus demselben Grund gilt

qlj(u,a)] > |j(u,x)| firzeU,
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wenn man R geniigend klein wéhlt.

Also gilt
/f dy>/fu:c\jux\dx

UO(W)

In dieser Ungleichung miifite u(W) anstelle von ug(WW) stehen. Wir werden
daher
u(W) und wuo(W)

vergleichen.

Behauptung. Wihlt man R geniigend klein, so gilt ug(W*) C u(W). Dabei sei
W*={z; |z -2 <rq”'}
der Wiirfel, der aus W durch Schrumpfung um den Faktor ¢! entsteht.
Beweis. Dies bedeutet nichts anderes als
v(W*) € W mit v = u " uy,

also
|z — 2% < rq~! = |lu(z) — v(2°)| <.

Wir schiitzen v(z) — v(2°) nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung ab:

vy (2) — v, (2%)] < [z — 27| Z ‘8 s <§(V))‘

Dabei ist £*) ein Punkt auf der Verbindungsstrecke zwischen x und z°. Hieraus
folgt
lo(z) = v(@®)]| < |z — 2" <M

mit

= sup 10,0, (€

P Z
Wir wollen ja U so bestimmen, daf} gilt:
1

lv(z) — v(:z:O)H <r falls ||z — xOH <rq-

Dazu benotigt man ersichtlich die Ungleichung M < ¢q, d. h.

Zyaﬂvy )| < q fiir alle € € U.
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Nun beachte man, dafl nach der Kettenregel fiir v = u™! - ug gilt:
j(v,z) = Einheitsmatrix,

d. h. obige Ungleichung ist im Punkt £ = a erfiillt (wegen 1 < ¢q). Sie gilt dann
aus Stetigkeitsgriinden auch in einer vollen Umgebung von a.

Damit erhalten wir nun die Ungleichung
¢ [ 1w dy>/f ) i, 2)] d.
u(W)
Die Abbildung ug ist damit eliminiert, wir miissen allerdings noch die Integrale
[o@iz wd [ g@)de mit gla) = fluo) lilw o)
W 4%

vergleichen.

Wihlt man R geniigend klein, so gilt
gla)-q> g(x) > gla)g~' firx € U (beachte ¢ > 1 und g(a) > 0).
Hieraus folgt
[ 9t@)dx = gla)a™ = vol (W) = gla)q ™" 47" (20"
W*
andererseits ist
[ 9ta)de < (@) - vol (W) = glaya(zr)™
4%
Aus den beiden Ungleichungen folgt
q"t? / g(x)dx > /g(fﬂ) dz.
W W
Wir erhalten die gewiinschte Ungleichung
"+4/f dy>/fux |7 (u, z)| dx
u(W)

fir W C U = Ug(a), R geniigend klein.

5. Schritt, Konstruktion einer geeigneten Wiirfeliberdeckunyg.
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Jede offene Teilmenge U C R"™ 143t sich als abzéhlbare Vereinigung von abge-
schlossenen Wiirfeln schreiben

U=W i UWyUW3zU---,
wobei die Wiirfel W, offen und paarweise disjunkt sind
W, ={z; |z —a|| <e, W,={z; ||z —al <e.

Beweis. Wir betrachten die Menge aller Wiirfel

1
W:{x; %<my<anu—|— , V:1,~~,n},
27 27

wobei r alle natiirlichen und a, alle ganzen Zahlen durchliuft.

Die Menge dieser Wiirfel ist abzdhlbar. (Die Menge N x Z™ ist abz#hlbar,
weil allgemein das kartesische Produkt von abzidhlbaren Mengen abzéhlbar
ist.) Man iiberlegt sich nun (dies im einzelnen durchzufithren sei dem Leser
iiberlassen):

a) Sind W und W’ zwei der beschriebenen Wiirfelmengen, so gilt

WNW #0=W cCW oder W C W.

b) Jeder Punkt a € R™ ist enthalten in einem der Wiirfel W, wobei noch
r beliebig grofl gew#hlt werden kann (und daher die Kantenldnge beliebig
klein).

Aus a) und b) konstruiert man nun leicht eine Wiirfelaufteilung der gewiinsch-

ten Art.

6. Schritt. Die Funktion
f:R" — R, f>0,

sei stetig mit kompaktem Triager in B. Es gilt

/f dy>/f 1) 1, )] do.

Beweis indirekt: Die Ungleichung sei falsch. Dann kann jedenfalls f nicht
identisch Null sein, aus Stetigkeitsgriinden sind beide Integrale nicht Null und
man kann eine Zahl ¢ > 1 finden, so daf} sogar

“4/f dy</f )) 1w, )| da
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gilt.
Wir betrachten nun die Menge

Ao ={z eR"  f(u(z)) #0} C A

Diese Menge ist offen, da f stetig ist. Nach dem 5. Schritt existiert eine
Uberdeckung o
A=W UW4--.

wobei die Wiirfel W, offen und paarweise disjunkt sind.

Behauptung. Fiir mindestens einen dieser Wiirfel, nennen wir ihn W), gilt
die Ungleichung

/ iy @<l/fW@me@Mm
W(WQ) W

Beweis. Wiirde fiir alle Wiirfel W die Ungleichung ”>" gelten, so kénnte man
mit Hilfe des Lebesgueschen Grenzwertsatzes sogar

"*4/f dy>zq"+4 / fly

u(Wy)

>§j/f )) Lj(u, z)| da
/f ) lj(u, @) da

schliefen. (Man beachte, dafi das Integral iiber den Rand eines Wiirfels Null
ergibt.)

Die Existenz eines Wiirfels W) mit
| i< [ s i) do
w(W 1) W

ist damit gesichert. Den Wiirfel W) kann man durch Halbieren der Kanten-
linge in 2™ Wiirfel aufteilen. Mit der gleichen Schlulweise folgt die Existenz
eines Wiirfels W (?) mit der obigen Ungleichung.

So fortfahrend erhélt man eine Folge von Wiirfeln
WO Sw® owd 5

mit den Eigenschaften
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) Kantenléinge von W) — 0 fiir k — oo.

/ fly)dy < /f )) |3 (u, )| dz.

u(W (k) W (k)
Nach dem verallgemeinerten Intervallschachtelungsprinzip existiert ein Punkt

acWOAWR AW ...

Zu diesem a betrachten wir die im 4. Schritt konstruierte Umgebung U. Wahlt
man k geniigend grof3, so gilt
w® cu

und wir haben einen Widerspruch zwischen den Ungleichungen des 4. und
6. Schritts erhalten.

7. Schritt, Beweis von Theorem 9.1 fiir stetige Funktionen mit kompaktem
Trager f.

Man kann annehmen, daf3 f > 0 gilt. Dies liegt an der Moglichkeit des Aufs-
paltens

f=r—=f
mit
fr=fvo, fm==H"
Nach dem 6. Schritt gilt die Ungleichung

/f dy>/f )) 1, )| de.

Wendet man diese Ungleichung an auf

A anstelle von B

B anstelle von A

w1 anstelle von u

fu(x)) |j(u, z)| anstelle von f,

so resultiert die umgekehrte Gleichung.

8. Schritt, Beweis von 9.1. Sei
f:R"—R, f=>0.
eine halbstetige Funktion. Dann ist auch f, , halbstetig. Man wihle

w1 f

und
g T xB: gk =0,
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wobei fr und g stetig mit kompaktem Trager sei. Dann gilt

fe-9x T f-xB-
Die Gleichung
[ 1)y = [ Fa@) 15tu2)]ds
B A

folgt nun aus dem 8. Schritt. Jetzt folgt die Transformationsformel unmittelbar
fiir das duflere Integral und dann erst recht fiir das Integral.

10. Mef3barkeit

Man kann jede Funktion f : R™ — R als Limes einer Folge von beschrinkten
Funktionen mit kompaktem Trager schreiben, ndmlich

f=1lim f

_J f(z), falls [|z| <k und |f(z)| <k,
Iu(@) = {0, sonst.

10.1 Definition. Fine Funktion f : R™ — R heifit mefbar, falls die Funkti-
onen fr, k=1,2,..., alle integrierbar sind.

Es gilt offenbar
fo = (e N )V (—¢r),

wenn ¢ die Funktion

_ [k fir |z <k
(@) = {O sonst

bezeichnet. Da (¢ integrierbar ist, folgt

10.2 Bemerkung. Jede integrierbare Funktion ist mefSbar.
Diese und die folgende Bemerkung folgen unmittelbar aus dem Lebesgueschen

Grenzwertsatz.

10.3 Bemerkung. Sei f:R"™ — R eine mefbare Funktion. Es existiere eine
integrierbare Funktion h mit der Eigenschaft

|f(x)| < |h(z)| fir alle x.

Dann ist auch f integrierbar.

Die meBbaren Funktionen haben alle wiinschenswerten Stabilitdtseigenschaf-
ten.
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10.4 Satz.
1) Summe und Produkt von meflbaren Funktionen sind mefbar, konstante
Funktionen sind mef$bar.

2) Seien f,g meflbare Funktionen. Dann sind auch f N g, fV g, insbesondere
|f| mefsbar.

3) Sei f,, eine punktweise konvergente Folge mef$barer Funktionen. Dann ist
auch ihr Grenzwert mef$bar.

4) Man darf eine mefibare Funktion auf einer Nullmenge abindern, ohne ihre
Mefibarkeit zu verlieren.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl das Produkt mefibarer Funktionen mefibar
ist, da alle anderen Stabilitétseigenschaften aus entsprechenden Eigenschaften
integrierbarer Funktionen folgen.

Wegen der Formel
A(f-9)=(f+9)°—(f-9)?

braucht man nur zu beweisen, daf mit f auch f? meBbar ist. Da man f durch
fir ersetzen darf, geniigt es zu zeigen:

Das Quadrat einer beschrdnkten integrierbaren Funktion ist integrierbar. Dies
folgt aus der Charakterisierung 5.4 unter Verwendung der Formel (f2 — h% =

(f =h)(f +h)).
Als Anwendung des Begriffs der mebaren Funktion dient:

10.5 Ergéinzung zum Satz von Fubini. Sei f : R"™™ — R eine mefbare

Funktion, so dafs
//\f(w,y)!dy da

endlich ist. Dann ist f integrierbar und es gilt folgedessen der Satz von Fubini
8.1.

Der Beweis ist einfach und wird iibergangen.

Als weitere Anwendung des Begriffs der mefibaren Funktion fithren wir die
LP- und die LP-R&ume ein. Dabei kann X ein beliebiger lokal kompakter
metrischer Raum sein, welcher abzdhlbar im Unendlichen ist und auf welchem
ein Radonsches Mafi ausgezeichnet ist. Fiir uns ist der Fall X = R" mit dem
Standardmafl ausreichend.

Den Fall p = 1 haben wir bereits behandelt (s. §7). Auf Beweise gehen wir hier
nicht ein. Man findet sie in der Standardliteratur iiber Mafitheorie. Hier geben
wir nur einen Ausblick.
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LP(X), p > 0, bestehe aus allen meibaren Funktionen f, so daf | f|P integrier-
bar ist. Wir definieren

1l = /|f|pdv fir f e £P(X).

Rn
Es gilt
a) llefll = lel I f]lp,
b) [[fll» =0,

c) Mit f und g ist auch f + ¢ in £LP(X) enthalten und es gilt

d) 17 +glly < 171 + llgllp-

Die Ungleichung d) folgt aus der Holderschen Ungleichung (s. Kapitel IV §5).
Identifiziert man zwei Funktionen, wenn sie sich nur auf einer Nullmenge un-
terscheiden, so erhéilt man den Raum

LP(X) ={[fl, feLr(X)}y, [fl={geLr(X), |If—gl,=0}.

Die Definitionen

1+l =1f+4g, Cl=ICrf] Ay =1£1»
h&ngen nicht von der Wahl der Représentanten ab.

In LP(X) gilt

If]llp = 0= [f] = [0],
d. h. LP(X) ist ein normierter Vektorraum. Aus den Grenzwertsétzen 1a8t sich
(in nicht offensichtlicher Weise) folgern:
10.6 Satz. Die Raume (LP(X),| - |p) sind fir p > 0 Banachrdume. Der
Unterraum der Funktionen [f], f € C.(X), ist dicht in LP(X).

Ubrigens: Wenn f und g stetige Funktionen mit kompaktem Triger sind, so
gilt [f] = [g] = f = g. Wir konnen also (leicht unprézise aber suggestiv)
C.(X) C LP(X) schreiben.

Der Fall p = 2 ist besonders wichtig. Man kann zeigen, dafl durch

(1, [al) = / f(2)g(@) da

ein Skalarprodukt auf L?(X) definiert wird und erhilt somit:

10.7 Satz.  Der Raum L?*(X) ist ein Hilbertraum (wenn er mit obigem
Skalarprodukt versehen wird).



