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Teil 1

Differential- und Integralrechnung

fiir Funktionen einer Verinderlicher



Das vorliegende Manuskript ist aus vielen Niederschriften im Laufe der Zeit
entstanden. Es erhebt nicht den Anspruch, lehrbuchreif zu sein. Vieles verdient
weitere Vertiefung und auch Beispiele kommen durchaus zu kurz. Auch moge
der Leser die vielen Dreck- und Fol"matierungsfehler mit Nachsicht aufnehmen.
Fiir die sachliche Richtigkeit wird jedoch garantiert, so wahr Eins und Eins
Drei ist.



iv Vorwort

1. Vorwort fiir Einsteiger

Das vorliegende Manuskript ist eine Ausarbeitung einer Vorlesung, wie sie
im Rahmen der Grundausbildung in Mathematik iiblich ist. Jeder der drei
Teile beinhaltet den Stoff einer vierstiindigen Vorlesung jeweils eines Semesters
in Anspruch. Der Stoffumfang ist recht gewaltig, das Tempo der Vorlesung
hoch. Dies ist dadurch bedingt, dal ohne eine solide Grundausbildung in
Analysis ein Zugang zu tieferen Gebieten der Mathematik nicht méglich ist. Aus
demselben Grund ist eine exakte Grundlegung der Analyis unabdingbar. Auf
wenigen Axiomen (=Grundanahmen) aufbauend, wird das gesamte Gebdude
der Analysis mit streng logischen Schliissen entwickelt. Dementsprechend liegt
ein Schwerpunkt der Vorlesung in der Formulierung préziser Aussagen und
in dem Fiihren von Beweisen. Dies fordert ein hohes Mafl an Fihigkeit zu
abstraktem Denken. Durch den Unterricht an den Gymnasium wird man auf
diese Form der Mathematik nur unzuldnglich vorbereitet. Dies kann dazu
fithren, dafl das Studium der Mathematik mit falschen Erwartungen angetreten
wird. Man sollte daher die erste Zeit dieses Studiums als Orientierungsphase
ansehen und dabei ernsthaft priifen, ob Interesse und Begabung ausreichen,
um diesen Weg mit Erfolg und Freude zu gehen. Ich betone dies, weil zum
Mathematikstudium eine besondere Neigung und eine besondere Begabung
gehoren. Dies ist vergleichbar zu einer besonderen Musikalitéit, die einem als
Geschenk in die Wiege gelegt sein kann. Wer sich wirklich fiir Mathematik
interessiert und die notige Begabung mitbringt, und wer die erforderliche nicht
geringe Miihe zu ihrer Erarbeitung aufwendet, wird ein gewaltiges Gedanken-
gebdude von auerordentlicher Schonheit kennenlernen.

Die Vorlesung besteht aus drei einsemestrigen Teilen: Im ersten Semester wird
eine Einfithrung in die reellen Zahlen, in grundlegende Konvergenzbegriffe und
schliefllich in die Integral- und Differentialrechnung von Funktionen einer Ver-
danderlicher gegeben. Im zweiten Semester erfolgt die Ausweitung auf Funktio-
nen mehrerer Verénderlicher, im Zentrum stehen die Differential- und Integral-
rechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher. Im dritten Semester werden
Mannigfaltigkeiten und die sogenannten Integralséitze behandelt.
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2. Vorwort fiir Erfahrene

Diese Vorlesungsausarbeitung wurde bereits Mitte der Sechziger Jahre begon-
nen, einer Zeit, in welcher der ,, Bourbakismus* mit seinen formalen Auswiichsen
merkwiirdige Bliiten trieb. Er schwappte auch in die Schulen iiber, wo Schiiler
mit inhaltsleeren Formalien traktiert wurden. Die Mengenlehre ist hier das
pragnanteste Beispiel. Mein Ansatzpunkt, der sich bis heute nicht verdndert
hat, war die Erkenntnis, dafl die Analysis eine der inhaltsreichsten und schwie-
rigsten Vorlesungen des Studiums ist. Der Anfinger muf viele neue Techniken
erlernen und sich auf ein hohes Tempo einstellen. Daher suchte ich nach
einem Weg, diesen Einstieg mit geringst moglichem Aufwand zu ermoglichen.
Im ersten Semester werden in grofler Ausfiihrlichkeit konvergente Folgen und
Reihen reeller Zahlen behandelt. Funktionen werden alsdann nur auf Intervallen
definiert betrachtet. Topologische Betrachtungen (Umgebungsbegriff, Kompak-
theit) kommen im ersten Semester nicht oder allenfalls am Rande vor. Alles
wird ,,zu FuBB“ mit moglichst geringem Aufwand erzielt. Dafiir komme ich recht
weit, einige spezielle Funktionen wie die Gammafunktion und auch die Theorie
der Fourierreihen werden ausfiihrlich im ersten Semester behandelt.

Im zweiten Semester beginne ich auf héherem Niveau, das Tempo wird ge-
steigert, da der Horer nun schon die Grundschwierigkeiten iiberwunden hat.
Die Konvergenzbegriffe werden neu behandelt, bei mir in der Sprache der
metrischen Réume, die topologischen Begriffsbildungen werden erarbeitet.
Wihrend im ersten Semester nur das Regelintegral®*) behandelt wurde, wird
im zweiten Semster auf diesem aufbauend das Lebesgues-Integral iiber den so-
genannten Daniel-Lebsgue-Prozefl behandelt.

Es wird gelegentlich der Einwand erhoben, es sei undékonomisch, die Analysis
einer und mehrerer Veranderlicher zu trennen. Ich halte diesen Einwand aus
zwelerlei Griinden fiir falsch.

Erstens: Um schwierige mathematische Sachverhalte zu verstehen, mufl man
sie von verschiedensten Perspektiven aus betrachten. Der Ubergang vom Ele-
mentaren zum Allgemeineren, das Neubegreifen von einer hoheren Warte aus,
vermittelt tiefere Einsichten als der systematische Weg.

Zweitens: Analysis einer Verdnderlicher ist kein reiner Spezialfall der Analysis
mehrerer Verinderlicher. Die reelle Gerade ist kein Spezialfall des R™. Die reelle
Gerade ist ein angeordneter Kérper, der R™ hingegen ein metrischer Raum.
Hierzu ein Beispiel. Eine monotone Funktion auf einem reellen Intervall ist
genau dann stetig, falls ihr Wertevorrat ebenfalls ein Intervall ist. Folgedessen
ist die Umkehrfunktion einer injektiven stetigen Funktion auf einem Intervall

Das Regelintegral ziehe ich dem Riemannschen Integral vor, weil bereits in seiner
Definition der Begriff der gleichméfigen Konvergenz in Erscheinung tritt, welcher in
dieser Phase der Ausbildung mit Recht stark in den Vordergrund geriickt ist. Aus
diesem Grund behandle ich auch das Regalintegral vor der Differentialrechnung.
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wieder stetig. Dies sind banale Monotonieschliisse, die in der Analysis mehrerer
Variabler nicht zur Verfiigung stehen, mit der Konsequenz, dal manche Sétze
dort nur unter stiarkeren Voraussetzungen gelten. Ein gutes Beispiel hierfiir ist
auch die Frage nach der Ableitbarkeit der Umkehrfunktion.

Im dritten Semester betreibe ich Analysis auf Mannigfaltigkeiten und zwar
nach einer kurzen Einfithrung in Untermannigfaltigkeiten des R™ dann doch
auf abstrakten Mannigfaltigkeiten. Versuche, eine formale Vereinfachung durch
Beschrankung auf eingebettete Mannigfaltigkeiten zu erzielen, haben sich bei
mir nicht bewédhrt. Analysis 3 hat somit bei mir den Charakter einer eher
anspruchsvollen Kursusvorlesung. Ich neige zu der Ansicht, dafl es vielleicht
das Beste und Ehrlichste ist, sie als Kursusvorlesung gleichberechtigt neben
andere auf den Grundvorlesungen aufbauende Vorlesungen zu stellen.

Man kann auch daran denken, die Analysis 3 zu spalten, beispielsweise in
fiir Mathematiker und Physiker getrennte Veranstaltungen. Den Konigsweg,
welcher allen Anspriichen gerecht wird, die an die Analyis 3 gestellt werden,
sehe ich im Rahmen einer vierstiindigen Vorlesung nicht.

Differentialgleichungen oder Funktionentheorie werden im Ubrigen in meinen
Grundkursen gar nicht behandelt. Das mag ein Mangel sein, er rithrt mich
aber letztlich doch wenig. Eine meiner Grunddevisen heifit ,, Mut zur (Wissens-)
Liicke“. Studenten sollen eine wissenschaftliche Ausbildung erhalten, die sie in
die Lage versetzt, ihre Wissensliicken eigenverantwortlich schlielen zu kénnen.
Dies jedenfalls sollte ein Ziel unserer Ausbildung sein. Hierfiir werden Skripten
und Biicher zur Verfiigung gestellt.

Studenten sind jedoch keine Container fiir Wissensmiill, den man angeblich in
ferner Zukunft irgendwo bei irgend jemandem einmal wird brauchen kénnen.
Ich versuche immer, Mathematik in jeder Phase in sich interessant zu halten.
Vertrostungen auf ferne Zukunft sind Sache der Religion und haben in der
Ausbildung zu selbstbewuf3ten und kritisch denkenden Mathematikern nichts
zu suchen.

Bestrebungen, eine liickenlose und iiberlappungsfreie Ausbildung zu organisie-
ren, halte ich fiir verfehlt.
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Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

0. Mengen

Wir setzen den Begriff der Menge als bekannt voraus und erldutern nur kurz
die wichtigsten Operationen, die auf Mengen erklért sind.

Schreibweise. Meistens werden Mengen mit grofien lateinischen Buchstaben,
ihre Elemente hiufig mit kleinen Buchstaben bezeichnet.

Ist a ein Element der Menge M, so schreibt man
a € M.

Sprechweise.

a ist ein Element von M,
a ist in M enthalten,
M enthilt (das Element) a.

Ist jedes Element der Menge N auch ein Element der Menge M, so schreibt
man

N C M.
Sprechweise.

N ist eine Untermenge (Teilmenge) von M,
N ist in M enthalten,
M umfafit N.

Beispiele.

a) N = Menge der natiirlichen Zahlen,
M = Menge der reellen Zahlen.

b) N = Menge der Affen,
M = Menge der Tiere.

Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn M in N und umgekehrt
auch N in M enthalten ist. Man kann also sagen:

Die Aussage
M =N
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bedeutet nichts anderes, als daf} gilt:
M CN und N C M.

Will man also von zwei irgendwie definierten Mengen zeigen, dafl sie iiberein-
stimmen, so mufl man zweierlei nachweisen:

1. Wenn z € M gilt, so gilt auch x € N (d.h. M C N).
2. Wenn z € N gilt, so gilt auch x € M (d.h. N C M).

Operationen auf Mengen

Seien die Mengen M und N irgendwie gegeben. Die Menge aller Elemente z,
die sowohl in M als auch in N enthalten sind, nennt man Durchschnitt M NN,
also

reMNN<«<—ze Mundzxz € N.

Die Vereinigungsmenge M U N besteht aus allen Elementen x, die in M oder
in N enthalten sind, also

€ MUN <<z € M oderz € N.

Es wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl ,oder“ in der Mathematik nicht
ausschlieflich verwendet wird. Wenn also x sowohl in M als auch in N enthalten
ist, so ist die Aussage ,,x ist ein Element von M oder von N*“ wahr. Es gilt also

MNN C MUN.

Beispiel.

M = Menge aller Studenten,
N = Menge aller Menschen, die &lter als 40 Jahre sind.

Es gehort jemand genau dann der Menge M UN an, wenn er Student oder &lter
als 40 Jahre ist (oder beides gleichzeitig).

Dagegen ist M N N die Menge der iiber 40-jéhrigen Studenten.

Wenn M und N kein einziges Element gemeinsam haben, so ist M N N die
sogenannte leere Menge (). Diese ist dadurch gekennzeichnet, dafl sie keine
Elemente enthélt.

Es ist beispielsweise zu vermuten, dafl die Menge der Krokodile, die nérdlich
des 85. Breitengrads leben, die leere Menge ist.
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1. Axiomatische Einfiithrung der reellen Zahlen

Die Addition und Multiplikation von reellen Zahlen sind Spezialfille des
Begriffs der Komposition (inneren Verkniipfung) auf einer Menge M.

1.1 Definition. FEine Komposition auf einer Menge M ist eine Vorschrift,
gemdj$ welcher je zwei Elementen a,b € M ein eindeutig bestimmites Element

c=albd

zugeordnet wird, welches wieder in M enthalten ist: a L be M.
Im allgemeinen wird es auf die Reihenfolge von a und b ankommen, es sind also
a L bund b L a im allgemeinen zwei verschiedene Elemente von M.

Selbstverstédndlich kann man anstelle von L auch eine anderes Zeichen zur
Beschreibung einer Komposition (im Grunde jedes beliebige Zeichen) verwen-
den. Folgende Zeichen sind besonders gebrauchlich:

alb aTb, a-b, ab, a+0b, a ND.

Verwendet man - als Kompositionszeichen, so spricht man auch von einer Mul-
tiplikation und nennt a - b das Produkt von a und b. Verwendet man hingegen
+ als Verkniipfungssymbol, so spricht man von einer Addition und nennt a + b
die Summe von a und b.

Es wird hier ausdriicklich betont, dafl beispielsweise der Begriff der Addition
hierbei nur als Sprechweise verwendet wird und fiir jede Komposition in
irgendeiner Menge verwendet werden kann.
Das Axiomensystem fiir die reellen Zahlen.
Das Axiomensystem fiir die reellen Zahlen besteht aus den Gruppen:
I. Korperaxiome

II.  Anordnungsaxiome

III.  Vollsténdigkeitsaxiom.
0. Axiom

Die reellen Zahlen sind die Elemente einer gewissen Menge R, die mindestens
zwet Elemente enthidlt.

Wir konnen also anstelle von
., ist eine reelle Zahl“

immer sagen
» ist ein Element von R (z € R).“
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I. K6rperaxiome

In der Menge R sind zwei Kompositionen ausgezeichnet:

Die Addition und
die Multiplikation.

Dabei sind folgende Figenschaften erfiillt:
1. Fiir alle a,b,c € R gilt

a+(b+c)=(a+b)+c

Assoziativgesetze
a(bc) = (ab)c
2. Fir alle a,b e R gilt

at+b=b+a

Kommutativgesetze
ab = ba

3. Es existieren zwei eindeutig bestimmte Elemente 0,1 € R, so daf§ fir alle
a € R gilt:

a+0 =a neutrales Element der Addition
a-1 =a neutrales Element der Multiplikation

4. Zu jedem a € R existiert ein eindeutig bestimmtes —a € R, so dafs
a+(—a)=0
gilt.

Zu jedem von 0 verschiedenen Element a € R(a # 0) ezistiert ein eindeutig
bestimmtes Element a= € R mit

a-a ' =1.

Man nennt (—a) das Negative und a=! das Inverse von a.
5. Fiir alle a,b,c € R gilt

a(b+c) = ab+ ac Distributivgesetz

Bevor wir das néchste Axiomensystem formulieren wollen, ziehen wir aus den
Koérperaxiomen einige Folgerungen. Wir wollen dabei rein logisch aus den
Axiomen schlielen und die anschauliche Vorstellung, die wir uns von den reellen
Zahlen gebildet haben, nicht benutzen.
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1.2 Bemerkung. Seien a,b € R. Es gibt eine und nur eine Zahl x € R, so

dafs
a+xr=>b

gilt.
Beweis, Findeutigkeit von x. Aus der Gleichung
a+x=0>

folgt
(—a)+ (a+ ) = (—a) +b.

Die Anwendung des Assoziativgesetzes zeigt
[(—a) +a]+ 2 = (—a) + 0,

also
O+z=x=(—a)+b.

Wenn also z eine Losung von a+x = b sein soll, so mufl notwendig = = (—a)+b
gelten.

Ezistenz von x. Wir priifen nach, daf} tatsdachlich
a+x=>0 mit x =(—a)+b

gilt:

a+[(—a)+b=[a+(-a)]+b=0+b=0. 0
Schreibweise. b — a := (—a) + b.
Ubungsaufgabe. Man leite aus der Definition von b — a und den Axiomen ab:
a) —(b—a)=a-—0b,
b) a—-0=a,
c) 0—a=—a,
d)

—(—a) = a.
1.3 Bemerkung. Fs gilt

a-0=0 fir alle reellen Zahlen a.

Beweis. Es gilt
a-0=a-(040)=a-0+a-0 (Distributivgesetz).

AuBerdem gilt
a-0=a-0+0.

Wegen Bemerkung 1.2 (Eindeutigkeit der Losung) gilt daher
a-0=0. O

1.4 Bemerkung. Fs ist 1#£0.
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Beweis. Nach Axiom 0 existiert eine von 0 verschiedene reelle Zahl a (a # 0).
Es ist
a-1=a#0,

aber (wegen Bemerkung 1.3)

a-0=0.
Demnach kann nicht 1 = 0 sein. O
1.5 Bemerkung. Fs gilt (-1)-(-1) =1.
Beweis. Aus 1+ (—1) = 0 folgt durch Multiplikation mit (—1)
=D+ (=D -(=1) =0,

also
(—1) - (~1) = —(-1) = 1. 0

Wir gehen nun auf Lésungen von Gleichungen der Form
ar =b
ein.

1.6 Bemerkung. Seien a,b reelle Zahlen, a # 0. Dann gibt es genau eine
reelle Zahl x, so dafs

axr =b
gilt.
Der Beweis ist dem von Bemerkung 1.2 analog; man hat lediglich
, + ¢ durch .
und ,—“ durch 7t

zu ersetzen.
Schreibweise. Es sei b # 0:

%::a-b_l.

1.7 Bemerkung (Nullteilerfreiheit). FEs seien a,b reelle Zahlen. Dann gilt:

ab=0=a=0 oder b=0.

Beweis. Sei ab = 0, aber a # 0. Wir zeigen, dafl dann b = 0 gilt. Weil a von
Null verschieden ist, kénnen wir das Inverse a~! betrachten. Damit erhalten

wir einerseits
a t(ab)=a"1-0=0

und andererseits
a'(ab) = (a"ta)b=1-b=bh.
Aus a # 0 folgt also b = 0. ad
Man kann Bemerkung 6 auch so ausdriicken:
Sind a und b von Null verschieden, so ist auch ab von Null verschieden.
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1.8 Bemerkung. Secien a,b,c,d reelle Zahlen, b und d und damit auch bd
seten von Null verschieden. Es gilt:

) g+2_ad+bc
a b d bd
a C ac
b) bd b
) a7 b
b)) T d

Wir begniigen uns mit dem Beweis von Teil a).
Nach Definition ist die Zahl

_ad+bc
YT T
durch die Bedingung
bd - x = ad + bc

festgelegt. Es geniigt daher zu beweisen, dafl
(bd)(ab™ +cd™t) = ad + be

gilt. Dies erhélt man aber leicht, wenn man die linke Seite mit Hilfe der Axiome
umformt und die Beziehungen bb~! = 1, dd~! = 1 benutzt. ad

Schreibweise. Seien a, b, ¢ reelle Zahlen. Man definiert

a+b+c:=(a+b)+c=a+(b+c),
abc == (ab)c = a(bc).
Wegen der Unabhéngigkeit von der Klammerung (Assoziativgesetz) 148t man

die Klammern einfach weg. Das gleiche kann man auch fiir die Summe (bzw.
das Produkt) von vier und mehr reellen Zahlen machen.

Durch die Kérperaxiome kann noch nicht ausgedriickt werden, dafl es positive
und negative Zahlen gibt. Diese Begriffe werden in einem weiteren Axiomensy-
stem eingefiihrt.

II. Anordnungsaxiome

In R ist eine gewisse Teilmenge R, ausgezeichnet. Man nennt die Elemente
von R die positiven reellen Zahlen und schreibt anstelle von

reR,

hdufig auch
x> 0.



8 Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

Die positiven Zahlen haben die folgenden Eigenschaften:

1. Wenn a und b positiv sind, so trifft dies auch fiir a4+b und ab zu. In Formeln:
a,beR, —a+be R, undabe R,

oder
a,b>0=a+b>0undab> 0.

2. Sei a positiv, dann ist —a nicht positiv, also
a>0= —a }#0.

3. Sei a eine Zahl, die von Null verschieden ist und die nicht positiv ist, dann
1st —a positiv, also
a?0,a#0= —a>0.

Wir benutzen im folgenden die tiblichen Bezeichnungen und Sprechweisen:

a>b (a ist grofler als b). Dies bedeutet definitionsgeméf nichts anderes
alsa—b>0.
Anstelle von a > b schreibt man auch héufig b < a (b ist kleiner als a).

Diejenigen Zahlen a, die kleiner als Null sind, heiflen die negativen Zahlen.

Die Bezeichnung a > b bringt zum Ausdruck, dafl a grofler als b oder dafl
a = b ist (entsprechend a < b).

Wir ziehen einige Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen.

1.9 Bemerkung. Seia # 0. Dann ist

a’:=a-a>0.

Beweis.
a) a>0=a-a>0 nach 1,
b) a<0=—-a>0 nach 3.,

a® = (—a) - (—a) >0 nach a).

(Die aus den Korperaxiomen abzuleitende Rechenregel
(—a)- (=b) =ab

sei als Ubungsaufgabe gestellt.)
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1.10 Bemerkung. Die Zahl 1 ist positiv: 1 > 0.

Beweis. Wir wissen bereits, dafl 1 von Null verschieden ist. Wegen Bemerkung
1.9 gilt daher

1=1-1=12>0. O
1.11 Bemerkung. Seien a,b,c reelle Zahlen. Dann gilt:

a>bund b>c= a > c.

Beweis.
a>b<—a—-b>0

b>c+<=b—c>0

Es folgt daher
(a—b)+(b—-c)=a—c>0.

(Die Gleichung
(a—b)+(b—c)=a—c

ist leicht aus den Korperaxiomen abzuleiten.)

Die restlichen Regeln werden als Ubungsaufgaben gestellt.

1.12 Bemerkung. Ausa>0b und b > a folgt a = 0.

1.13 Bemerkung. Seia > b, ¢ > 0. Dann gilt

ac > be.

1.14 Bemerkung. Ausa >0b, b > 0 folgt
a”l<p .

Die Rechenregeln 1.13 und 1.14 gelten auch, wenn man ,,>“ durch ,,>“ ersetzt.
1.15 Definition. Als (Absolut-)Betrag einer reellen Zahl a definiert man

a fira >0,
laf = )
—a fir a < 0.
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Unmittelbar aus der Definition ergeben sich die folgenden Eigenschaften des
Betrags:

1) Es ist |a|] = 0 genau dann, wenn a = 0.
2) —lal <a<lal.

3) lab| = [al .

4) |a=Y| = |a|~" fiir a # 0.

In der Analysis benttigt man fiir Abschédtzungen héufig die , Dreiecksunglei-
chung®

5) la+0b] < laf + (0],

welche man leicht durch Fallunterscheidungen beweist.
Die sogenannte verschdarfte Dreiecksungleichung

6) llal — o] < |a=b)

kann man aus 5) folgern oder direkt ebenfalls durch Fallunterscheidungen be-
weilsen.

7) Sei a eine reelle Zahl mit folgender Eigenschaft: Es gelte |a| < ¢ fiir jede
positive Zahl . Dann ist a = 0.

Beweis. Wenn a von 0 verschieden ist, so gilt
] > Zla
al > —|al.

2

Die vorausgesetzte Ungleichung wére also fiir € := %]a! falsch. O

Wir schicken dem letzten Axiom — dem Vollstindigkeitsaxiom — einige Vor-
bemerkungen voraus.

1.16 Definition. Sei M eine Menge von reellen Zahlen. Fine Zahl a € R
heifit Maximum von M, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

a) a € M.
b) fir alle x € M gilt a > .
Entsprechend definiert man den Begriftf des Minimums, indem man anstelle
von a > x die Ungleichung a < x fordert.
1.17 Bemerkung. Das Mazimum (Minimum) einer Menge von reellen Zahlen
1st, sofern es iberhaupt existiert, eindeutig bestimmdt.
Beweis. Seien a und b Maxima der Menge M. Dann gilt:
1) a > b, weil @ Maximum von M und b € M ist.
2) b>a.
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Aus 1) und 2) folgt nun a = b. O

Bezeichnung. Wenn das Maximum (Minimum) einer Menge M C R existiert,
so bezeichnen wir es mit

max M (min M).
Natiirlich gibt es Mengen, die weder ein Maximum, noch ein Minimum besitzen,
beispielsweise
1) die leere Menge 0.
2) die Menge R aller reellen Zahlen.

Interessanter ist folgendes Beispiel:

3) Sei M die Menge aller reellen Zahlen x mit der Eigenschaft
x <2 %)
Hierfiir schreibt man auch
M ={z e R; z < 2}.

Behauptung. Die Menge M hat kein Maximum.

Beweis. Wir schlielen indirekt, nehmen also an, dal M ein Maximum a besitzt
und fithren diese Annahme zum Widerspruch. Nach Voraussetzung ist a Maxi-
mum, also insbesondere

a€ M, dh. a<?2.

Wir betrachten nun irgendeine Zahl x zwischen a und 2

2
a<x<?2 (etwax::a; )

Dann gilt x € M. Die Ungleichung a < x steht nun im Widerspruch zur
Annahme, dafl a das Maximum von M ist. ad

Die Menge
M={zxeR; z<2}

besitzt also kein Maximum, obwohl sie ,,nach oben beschrankt® ist.

1.18 Definition. Sei M C R eine Menge von reellen Zahlen. FEine Zahl a
heifst obere (untere) Schranke von M, falls fir alle x in M die Ungleichung

x<a (x > a)

gilt.

*) Die Zahl 2 ist durch 2 := 1 + 1 definiert.



12 Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

Ist a eine obere Schranke von M, so ist natiirlich auch jede grofiere Zahl b, b > a,
eine obere Schranke von M. Wenn die Menge M ein Maximum besitzt, so
besitzt M insbesondere eine obere Schranke.

Sprechweise. Eine Menge M C R heifit nach oben (unten) beschrinkt, wenn
sie eine obere (untere) Schranke besitzt.

Die Zahl 2 ist eine obere Schranke der Menge
M ={z e R; z < 2}.

Sie ist sogar eine ganz besondere obere Schranke. Sie ist die kleinste aller oberen
Schranken, also:

Ist a eine obere Schranke von M, so gilt 2 < a.

Der Beweis ist einfach. Wir schlieffen erneut indirekt, nehmen also an, es
existiere eine obere Schranke mit der Eigenschaft a < 2. Wir betrachten wie
oben wieder eine Zahl x zwischen a und 2,

a+2>

a<x<?2 (etwax: 5

Dann gilt x € M (wegen z < 2) und wir erhalten einen Widerspruch zur
Voraussetzung, dal a obere Schranke von M ist (wegen a < x). O

Halten wir noch einmal fest:
Die Menge
M={zeR; z<2}

ist nach oben beschrankt. Sie besitzt kein Maximum. Aber die Zahl 2 ist
die kleinste obere Schranke von M.

III. Vollstindigkeitsaxiom

Sei M eine nicht leere Menge von reellen Zahlen, welche nach oben beschrdnkt
1st. Dann existiert eine kleinste obere Schranke a von M, d.h.

1) a ist obere Schranke von M
2) ist b eine obere Schranke von M, so gilt a <b.
Man kann 1) und 2) etwas umsténdlich auch so aussprechen:

a ist das Minimum der Menge aller oberen Schranken von M.

Da das Minimum einer Menge eindeutig bestimmt ist, erhalten wir

1.19 Bemerkung. Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge reeller
Zahlen. Die kleinste obere Schranke von M ist eindeutig bestimmt.
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Bezeichnung. Das Supremum von M ist die kleinste obere Schranke von M:
sup M = kleinste obere Schranke von M.

Sei M eine nicht leere Menge reeller Zahlen, welche nach unten beschrénkt ist.
Dann ist die Menge
N:={zeR; —x € M}

nach oben beschrinkt. Ist a eine untere Schranke von M, so ist —a eine obere
Schranke von N und umgekehrt. Aus dem Vollstandigkeitsaxiom und aus 1.17
ergibt sich daher:

Ist M eine nicht leere nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen, so besitzt
M eine grofite untere Schranke und diese ist eindeutig bestimmd.

Bezeichnung. Das Infimum von M ist die grofite untere Schranke von M:
inf M = gréfste untere Schranke von M.

1.20 Bemerkung. Sei M eine Menge von reellen Zahlen, welche ein Maxi-
mum (Minimum) besitzt. Dann gilt

max M = sup M (min M = inf M).

Wir behandeln abschliefend eine Anwendung fiir das Vollstandigkeitsaxiom
und betrachten hierzu die folgende Menge reeller Zahlen:

M={zecR; 2*<2}

(Wir setzen 22 1=z - x.)

Diese Menge ist nach oben beschrinkt. Beispielsweise ist 2 eine obere Schranke.
Waire dies nicht der Fall, so miifite eine Zahl

reM, x> 2,

existieren. Aus den Anordnungsaxiomen folgert man

=z r>2r>2-2>2-1=2,
also 2 > 2 im Widerspruch zur Annahme x € M.
Die Menge M ist nicht leer; beispielsweise ist 1 € M.

Aufgrund des Vollstindigkeitsaxioms existiert eine kleinste obere Schranke a
der Menge M.
leM —a>1.

Behauptung. Es gilt
a® =2.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst
1) a? < 2.

Wir wollen indirekt schliefen, nehmen also a? > 2 an. Es existiert eine positive
Zahl b mit den Eigenschaften

a?>b2>2 a>b>0,

beispielsweise
bt 2—a®  a®+2
N 2¢ 2a
denn es gilt
b2_2: (CL2—2)2
4a?

Die Zahl b ist obere Schranke von M, aber echt kleiner als a; Widerspruch!
2) a? > 2.

Wir schlieBen wieder indirekt, nehmen also a? < 2 an. Wie im 1. Fall erhalten
wir einen Widerspruch, wenn es gelingt, eine positive Zahl b mit der Eigenschaft

a® < b <2
zu konstruieren. Wir machen den Ansatz
b=a+¢ 0<e<l.

Dann gilt
b2 = a’® + 2ae + €% < a® + 2ae + .

Man sieht nun, dafl
2—a?
2(2a+1)

die gewiinschte Eigenschaft hat. O

Wir haben also mit Hilfe des Vollstindigkeitsarioms bewiesen, dafl eine reelle
Zahl

a € R mit a® = 2

existiert.

Wir werden spéter sehen, dafl man dies ohne Vollstiandigkeitsaxiom, also allein
mit Hilfe der Koérper- und Anordnungsaxiome, nicht beweisen kann.
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2. Natiirliche Zahlen, ganze Zahlen und rationale Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind diejenigen reellen Zahlen, die man als Summe von
1-en darstellen kann, also

1
2:=1+1
3:=14+1+1

4. =14+1+1+1 Uusw.

Das ,usw.“ ist mathematisch wenig befriedigend. Da wir aber das Z&hlen, also
die natiirlichen Zahlen, als bekannt voraussetzen wollen, verzichten wir auf eine
exakte Konstruktion der natiirlichen Zahlen (s. Anhang zu diesem Abschnitt).

Wir setzen also als bekannt voraus, dafl eine Teilmenge N C R mit folgenden
Eigenschaften existiert:

1) Es gibt keine natiirliche Zahl, die kleiner als 1 ist.

2) Die Summe und das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist wieder eine
natiirliche Zahl.

3) Die Differenz n — m zweier natiirlicher Zahlen n, m ist eine natiirliche Zahl,
sofern n > m ist.

4) Mit der Bezeichnung
A, = {z < n; z natiirlich}

fiir natiirliches n gilt
An_|_1 = An U {n -+ 1}

(Mit anderen Worten: Zwischen n und n+1 existiert keine weitere natiirliche
Zahl.)

5) Jede nicht leere Menge von natiirlichen Zahlen besitzt ein Minimum.

Auf der Eigenschaft 5) beruht das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Jeder natiirlichen Zahl sei eine Aussage A(n) zugeordnet.

Voraussetzung.

a) A(1) ist wahr.

b) Aus der Annahme, daff A(n) fir eine natirliche Zahl n wahr ist, lift sich
folgern, dafi A(n + 1) wahr ist.

Behauptung.

Die Aussage A(n) ist dann fir alle natirlichen Zahlen n wahr.
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Andernfalls miifite es wegen der Eigenschaft 5) eine kleinste natiirliche Zahl ng
geben, so da A(ng) falsch ist. Wegen a) ist ng # 1. Daher ist auch n = ng —1
eine natiirliche Zahl. A(n) ist wahr und wegen b) mufl auch A(n+1), d.h. A(ng)
wahr sein. Widerspruch! O

Die gleiche Uberlegung zeigt, dal man das Beweisverfahren der vollstéindigen
Induktion auch in der folgenden modifizierten Form anwenden kann:

Jeder natiirlichen Zahl sei eine Aussage A(n) zugeordnet.
Voraussetzung.
a) A(1) ist wahr.
b) Aus der Annahme, daf fir eine natirliche Zahl n die Aussagen
A1), A(2), ..., A(n —1) wahr sind, laf$t sich folgern, daf$ A(n) wahr ist.
Behauptung.

Die Aussage A(n) ist dann fir alle natirlichen Zahlen n wahr.

Als erste Anwendung des Vollstandigkeitsaxioms behandeln wir das Archime-
dische Prinzip.

2.1 Theorem (Archimedisches Prinzip). Zu jeder reellen Zahl x existiert
eine natirliche Zahl n mit der Eigenschaft:

n>ax.

Beweis (indirekt). Sei x eine reelle Zahl, so dafl
n <z fir allen €¢ N

gilt. Mit anderen Worten, N sei nach oben beschrinkt. Wir kénnen dann die
kleinste obere Schranke

a:=supN
betrachten.

Da die Zahl a — 1 keine obere Schranke mehr sein kann, muf§ eine natiirliche
Zahl n mit der Eigenschaft
n>a—1

existieren. Hieraus folgt
n+1> a;

das ist aber eine Widerspruch, denn n + 1 ist ja auch eine natiirliche Zahl. O
Es folgen nun einige Formeln, die mit vollstdndiger Induktion bewiesen werden.

1) Sei a eine reelle, n eine natiirliche Zahl. Man definiert

n—mal
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also

Wollte man exakt vorgehen, d.h. die Piinktchen durch strenge Begriffe ersetzen,
so miiite man eine induktive Konstruktion von a™ vornehmen; diese ist jedoch
etwas heikel (s. Anhang zu diesem Abschnitt).

Wir begniigen uns daher mit dem evidenten Resultat dieser induktiven Kon-
struktion

a =a, a"™t=a"-a firneN.

Mit diesen zwei Eigenschaften operierend kann man nun einige Formeln ablei-
ten. Die Beweise werden nur angedeutet.

a) a™tm =a" - a™ (n, m natiirliche Zahlen, a reell)
(Beweis durch vollstindige Induktion nach n bei festem, aber beliebigem m.)
b) Man definiert

1
=1, a "= —firneN, a#0.
an

Dazu mufl man sich allerdings klarmachen, dafl mit a auch jede Potenz a™ von
Null verschieden ist. Auch dies zeigt man durch vollstandige Induktion.

2) Sei n eine natiirliche Zahl. Man definiert
nl:=1-2-3-...-n. (lies: n Fakultdt.)

Auch hier ist eine induktive Definition vorzunehmen.

=1, (n+!=nl(n+1).

Man definiert aulerdem
ol :=1.

Der sogenannte Binomialkoeffizient () (lies: n dber k) ist durch

(1) = m

definiert. Dabei sind n, k ganze Zahlen, n > k > 0.
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(kﬁl) ! (Z) - <n—]l—1)

Hieraus folgt, daf} die Binomialkoeffizienten ganze Zahlen sind.
3) Seien

Ubungsaufgabe.

ai,...,0n

reelle Zahlen. Es ist also geméfl einer bestimmten Vorschrift jeder natiirlichen
Zahl v zwischen 1 und n (1 < v < n) eine gewisse reelle Zahl a, zugeordnet.

Man definiert
n
a:a1+a2+--~+an:Za,j.
v=1

Auch hier miiite man eine induktive Konstruktion vornehmen. Das Resultat
ist

1 n+1 n
E a, = ay, E a, = ay | + an41-
v=1 v=1 v=1

Ubungsaufgabe.

n

Za,, —|—Zb,, = Z(au +b,).
v=1 v=1

v=1

4) Die binomische Formel.

Der Beweis erfolgt erneut durch vollstéindige Induktion nach n.

5) Man beweist durch Induktion nach n die beiden Formeln

1
a) 1—|—2—|—~~—i—n:§n(n—|—1).
1 —qntt
b) 1+a—|—a2—|—...—|—a”:17 fiir a # 1.
—a

Wir fiithren den Beweis von b) (der sog. geometrischen Summenformel) durch.

Induktionsbeginn: n = 1.

1 — a?

1 =
+a 1 —a
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Induktionsschritt. Die Formel sei fiir n schon bewiesen. Wir beweisen sie fiir
n + 1.
n+1 1 — an—‘,—l +2

- 1—a"”
§ al = E a’ + an+1 — + anJrl —
1—a 1—a
v=1 v=1

6) Die BERNOULLIsche Ungleichung.
(1+a)">14nafira>—-1, neN.

Diese Ungleichung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n und fiir alle reellen Zahlen
a > —1. Zum Beweis dieser Formel kénnte man zunichst daran denken, die
binomische Formel zu benutzen. Es gilt ja

(1+a)"” =1+ na + weitere Summanden.

Wiren diese weiteren Summanden nicht negativ, so wire die Ungleichung schon
bewiesen. Dies ist jedoch nur im Fall

a>0

richtig. Liegt a zwischen —1 und 0, so kénnen negative und positive Summanden
auftreten, deren Groflenordnung schlecht zu iiberschauen ist.

Es empfiehlt sich daher, direkt einen Induktionsbeweis zu machen.

Induktionsbeginn. n = 1.
1+a>1+a.

Induktionsschritt. Die Ungleichung sei fiir n schon bewiesen. Wir beweisen sie
fiir n 4+ 1.

(14+a)"" =1 +a)"(1+a) > (1+na)(l+a).

Hierbei wurde aufler der Induktionsvoraussetzung benutzt, dal 1 + a nicht
negativ ist.

(1+na)1+a)=1+n+1)a+na®>>1+ (n+1)a. O
Wir kommen nun zu den ganzen Zahlen.
2.2 Definition. FEine reelle Zahl a heifst ganz (ganz rational), wenn gilt

a €N oder a=0 oder —a € N.

Aus den bisher bewiesenen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen folgert man
leicht
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2.3 Bemerkung. Seien a,b ganze Zahlen. Dann sind auch die Zahlen
a+b, a—bunda-b

ganz.

Bezeichnung. Z : Menge der ganzen Zahlen.

Ubungsaufgabe. Seien a,b ganze Zahlen mit a - b = 1. Dann gilt
a=b=1odera=0=—1.
2.4 Hilfssatz. Sei x eine reelle Zahl. Es qibt eine grofite ganze Zahl n mit

der Figenschaft

n < .
Beweis. Ubungsaufgabe. (Man benutze das Vollstindigkeitsaxiom.) O
Bezeichnung. Die grofite ganze Zahl < x wird mit [z]| bezeichnet. Offenbar gilt
[z] <z <[z]+1

Um zu einem Bereich zu kommen, der auch gegeniiber dem Invertierungsprozefl
stabil ist, fithren wir die rationalen Zahlen ein.

2.5 Definition. Fine reelle Zahl heifit rational, wenn sie sich in der Form

a::%, a,beZ; b#0

schreiben lajfst.

2.6 Bemerkung. Seien z,y rationale Zahlen. Dann sind auch die Zahlen
.
x4y, r—y, -y sowie — (fir y+#0)
Y

rational.

Bezeichnung. Q : Menge der rationalen Zahlen.

Man kann sich nun die Frage stellen, ob damit alle reellen Zahlen erfafit sind,
ob also jede reelle Zahl rational ist. Dies ist nicht der Fall.
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2.7 Bemerkung. Fs gibt keine rationale Zahl x mit

r? =2,
Beweis (indirekt). Sei
a . 2
x:E, a,be 7, b#0mit z* = 2.

Zum Beweis bendétigen wir einige Eigenschaften gerader Zahlen, auf deren
Ableitung wir hier verzichten, die aber nicht schwer aus dem Bisherigen zu
gewinnen sind.

Eine ganze Zahl heifit gerade, wenn a/2 auch ganz ist, also
a = 2ag, ag € 7.

Ist dies nicht der Fall, so heif3t a ungerade.
Eigenschaften.

a) a ungerade = a = 2a9 + 1, ag € Z.
b) a® = a - a gerade = a gerade.

c¢) Sei x rational. Es gibt eine Darstellung
a
3:25; a,beZ, b#0,

wo a und b nicht beide gerade sind.

Wir gelangen nun zum Beweis von 2.7. Sei * = a/b wie in Eigenschaft c)
beschrieben. Es gelte
2?2 =2 also a?=2b°

Wir unterscheiden zwei Fille:
1) a ist ungerade. Dann ist auch a? ungerade, aber 2b? ist gerade.

2) a ist gerade und b ist ungerade. Schreibt man
a = 2ag, ag € 7,
so gilt
2% =2- 2a(2, oder b? = 2a3.

Dabei ist b und damit auch b? ungerade, 2a3 ist aber gerade.
Beide Fille fithren also auf einen Widerspruch. O

Die rationalen Zahlen liegen in einem gewissen Sinne dicht in den reellen

Zahlen.
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2.8 Satz. Seien a < b zwei reelle Zahlen. Dann existiert eine rationale Zahl
x mit der Eigenschaft
a<zx<b.

Beweis. Wir wahlen eine natiirliche Zahl n mit

1
b—a

n > (Archimedisches Prinzip).

Hieraus folgt
nb>na+ 1> [na]+1 > na.

Die rationale Zahl

hat offenbar die gewiinschte Eigenschaft. ad

Die Menge der rationalen Zahlen ist wegen 2.7 eine echte Teilmenge der Menge
der reellen Zahlen. Die Korper- und Anordnungsaxiome sind wegen 2.6 im
Bereich der rationalen Zahlen giiltig. Aus diesem Grunde ist es unméglich,
mit Hilfe der Koérper- und Anordnungsaxiome allein die Existenz von ,,v/2¢
zu beweisen, worauf wir bereits am Ende des ersten Paragraphen hingewiesen

haben.

Wir gehen abschlieSfend noch kurz auf den Begriff der endlichen Menge ein.
Da es sich um einen elementaren, der Anschauung gut zugénglichen Begriff
handelt, soll nur kurz skizziert werden, wie man diesen Begriff préizise faft.

Der Prototyp einer endlichen Menge ist der Abschnitt
A, ={1,2,....n} ={reN; v<n}.

Eine beliebige, nicht leere Menge M heifit endlich, wenn es ein n € N gibt, so
dafl man die Elemente aus M durchnumerieren kann:

M={my,...,my}.

Dieses Durchnumerieren ist eine Vorschrift, gemé&fl welcher jeder natiirlichen
Zahl v zwischen 1 und n (1 < v < n) eindeutig ein Element m, von
M zugeordnet wird, so dafl jedes Element m € M in dieser Numerierung
vorkommt.

Man kann dieses Numerieren stets so arrangieren, dafl keines der Elemente von
M mehrfach erfait wird. (Auch dies miifite man streng genommen beweisen.)

VFE = my, #Fmy, (1<v<pu<n).
Man nennt dann n die Anzahl der Elemente von M.

n = #M = Anzahl der Elemente vonM.
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Man kann natiirlich eine endliche Menge M, wenn sie mehr als ein Element
enthilt, auf verschiedene Weisen durchnumerieren. wir miifiten jetzt eigentlich
zeigen, dafl die Anzahl n nicht von der speziell gewdhlten Numerierung abhéngt,
verzichten aber hierauf.

Konvention. Auch die leere Menge ist endlich; die Anzahl ihrer Elemente ist 0.

Ohne auf die Beweise einzugehen, stellen wir noch einige Eigenschaften endli-
cher Mengen zusammen, die wir haufig benutzen:

1) Sind M, ..., M,, endliche Mengen, so ist auch die Vereinigungsmenge

M=M1UM2U...UMn={$; x € M, fiir ein v, 1§V§n}

endlich.

2) Jede Teilmenge N C M einer endlichen Menge M ist endlich.

2.9 Bemerkung. Sei: M C R eine endliche, nicht leere Menge von reellen
Zahlen. Die Menge M besitzt ein Mazimum und ein Minimum.

Beweis. Induktion nach n = Anzahl der Elemente von M. O

Hieraus kann man beispielsweise schlieflen, dal die Menge N der natiirlichen
Zahlen nicht endlich ist, denn es gibt ja keine grofite natiirliche Zahl.

Eine nach oben beschréinkte Menge von natiirlichen Zahlen mufl aufgrund des
Archimedischen Prinzips in einer der Mengen A,, enthalten sein. Sie ist daher
wie A,, eine endliche Menge, d.h.

Eine Menge von natiirlichen Zahlen ist genau dann endlich, wenn sie nach oben
beschrdnkt ist.



24 Kapitel I. Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

Natiirliche Zahlen. Bei einem griindlichen Aufbau des Zahlsystems wiirde man erst
N iiber ein geeignetes Axiomensystem einfithren (die sogenannten Peanoaxiome) und
dann durch eine Konstruktion R aus N gewinnen.

Wir geben kurz an, wie man N exakt als Teilmenge von R definieren kann, wenn man
sich R als gegeben denkt, wie wir das hier tun wollen.

Eine Teilmenge M C R heifit induktiv | falls 1 € M und falls mit a auch a+1 in M
enthalten ist. Fine Zahl n € R heiffit nat wrlich | falls sie jeder induktiven Teilmenge
angehort.

Diese Definition mutet merkwiirdig an. Sie hat den Vorteil, exakt zu sein, Piinktchen
kommen nicht vor. Man kann nun alle formulierten Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen ableiten. Wir geben nur Beispiele: Da {x € R, « > 1} induktiv ist, gilt n > 1
fiir jede natiirliche Zahl. Da die Menge {1} U {n € N; n > 2} induktiv ist, gibt es
keine natiirliche Zahl zwischen 1 und 2 (:=1+ 1), u.s.w.

Induktive Konstruktion. Sei M eine Menge, a € M ein festes Element und f :
M — M eine Abbildung (s. §6). Es ist zu zeigen, dafl es eine eindeutig bestimmte
Folge (ar) gibt mit a1 = a und a,4+1 = f(ay). Die Existenz dieser Folge ist plausibel,

a1 =a, ax=f(a), az=f(f(a))....

Will man die ,,Piinktchen“ durch eine exakte Konstruktion ersetzen, so mufl man wie
folgt vorgehen: Sei A(n) folgende Aussage fiir n € N:

Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung F,, : A, — M mit den Figenschaften
F.(1)=1, F,(k+1)=f(Fu.(k)) firk<n.

Diese Aussage kann man durch Induktion nach n beweisen. Nachdem die Abbildun-
gen F,, definiert sind, setzt man a, := F,(n).

3. Konvergente Folgen

3.1 Definition. Sei M eine Menge. Fine Folge von Elementen aus M ist
eine Vorschrift, gemdj$ welcher jeder natirlichen Zahl n eindeutig ein Element
an, € M zugeordnet wird.

Der Zahl 1 ist also ein gewisses Element a;, der Zahl 2 ein Element as
zugeordnet, usw.
Schreibweise. (an)nen oder einfach (ay,).

Wenn man annehmen kann, dafl der Leser aus dem Zusammenhang erkennt,
wie die Folge aufgebaut ist, so schreibt man einfach

ai, ag, ag,....
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In dieser Vorlesung interessieren uns hauptséchlich Zahlenfolgen, die Menge M
ist dabei also die Menge R der reellen Zahlen.

Beisprele.

a) ap=n (in der ,naiven Schreibweise“ ist dies die Folge 1,2,3,...)
b) a,=2 1,2,%,..

c)  ap=n? 1,4,9,...

0 w={ ] e o= o

e) an:%fﬁraﬂen %,%,%,...

Bevor wir den Begriff der Konvergenz einer Folge einfiihren, erinnern wir noch
einmal an das Archimedische Prinzip.

Zu jeder positiven reellen Zahl x existiert eine natiirliche Zahl N mit N > x.
Es gilt dann sogar
n > x fir alle n > N.

Diesen Sachverhalt driickt man manchmal auch so aus:

Die Folge der natiirlichen Zahlen wichst iiber jede Grenze.

Wir koénnen diese Sprechweise zu einer Definition erheben, indem wir folgende
Vereinbarung treffen:

Eine Folge reeller Zahlen ay, as, ag, ... wdchst iber jede Grenze, wenn es
zu jeder positiven Zahl x eine natirliche Zahl N mit der FEigenschaft
an > x fir allen > N
gibt.
Wir nehmen voriibergehend an, in der Folge aq, as, as, ... seien alle Glieder

von Null verschieden. Dann kénnen wir die reziproke Folge

1 1 1
61:—, b2:_7 b3:_7"'
ay as as

bilden.
Offensichtlich sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
1) Die Folge
|a1L|a2L|a3L---
wéchst iiber jede Grenze.
2) Zu jeder positiven Zahl € > 0 existiert eine natiirliche Zahl N mit der

Eigenschaft
b, | < e fiir n > N.

Denn wenn x positiv ist, so ist auch € = % positiv und umgekehrt.
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3.2 Definition. FEine Folge reeller Zahlen
ai, az, ag, . ..

heifit eine Nullfolge, wenn es zu jedem € > 0 eine natirliche Zahl N gibt, so
dafs gilt:
lan| < e firn > N.

Diese Definition ist selbstverstédndlich so zu verstehen, dal N von € abhingen
darf. Es ist in der Regel zu erwarten, dal N umso gréfler gewéhlt werden muf,
je kleiner das € vorgegeben wird. Wie klein dieses vorgegebene ¢ jedoch auch
immer sein mag, es muf stets ein solches N existieren.

Fiir den Fall, dafl alle Folgenglieder a,, von Null verschieden sind, kann man
offenbar sagen:

1
(ay) Nullfolge <= (ﬁ) wachst tiber jede Grenze,
Qn

1
(lan|) wiachst tiber jede Grenze <= <—> Nullfolge.
Qn

Beispielsweise ist
11 1
1, =, =,... (allgemeines Glied —)
2" 3 n
eine Nullfolge (obwohl kein einziges Glied dieser Folge selbst Null ist).

3.3 Hilfssatz. Se:
ai, a2, asg, ...

eine Nullfolge und
b17 b27 b37 s

eine Folge, so dafs
b | < |an| fir allen € N

gilt. Dann ist auch (by,) eine Nullfolge.

Beweis. Sei € > (0 eine positive reelle Zahl. Nach Voraussetzung existiert eine
natiirliche Zahl N mit
lan| < € fiirn > N.

Es gilt dann entsprechend
|b,| < e fiirn > N,

womit auch (b,,) als Nullfolge erkannt ist. O
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Diese einfache Bemerkung zeigt, dafl beispielsweise auch

11 1
1, 19 (allgemeines Glied E)
und
1 1 1 .
1,0,-,0, —,... (allgemeines Glied a,, = { n fiir ungerade n )
3 5 0 fiir gerade n

Nullfolgen sind, denn sie werden ja, wie man sagt, majorisiert durch die Folge
1

E.
3.4 Hilfssatz. Seiaq, as, as,... eine Nullfolge und C' eine positive reelle Zahl.

Dann ist auch die Folge
C’al, Cag, Ca3, ‘e

eine Nullfolge.
Beweis. Sei € > 0. Die Zahl ¢/C ist dann ebenfalls positiv. Es existiert daher

eine natiirliche Zahl N, so daf gilt
n2Nz¢K%ﬂzCWJ<C%:a

Es ist also
|Cay,| < e fiir hinreichend groesn (n > N).

Wir geben nun ein etwas komplizierteres Beispiel fiir eine Nullfoge an.

Behauptung. Sei —1 < a < 1. Dann ist die Folge

a,a,a%. ... (allgemeines Glied a™)

eine Nullfolge.
Beweis. Gilt a = 0, so ist die Behauptung trivial. Mann kann also a # 0

annehmen, also 0 < |a| < 1. Hieraus folgt

1 1
‘—‘ > 1, also ‘—‘ =1+946
a a

mit einer positiven Zahl § > 0. Dann folgt aus der BERNOULLIschen Unglei-

chung
1
‘—w:(L+®”21+n5>n5
an

oder
n 1
la™| < = - —.
n

| =
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3.5 Definition. FEine Folge reeller Zahlen
ai, az, s, ...
heifit konvergent, wenn es eine Zahl a gibt, so daf$ die Folge
a—a, ay —a, ag —a, ...
eine Nullfolge ist.
Mit anderen Worten: Zu jedem € > 0 existiert eine natiirliche Zahl N mit
lan, —al < e fiir n > N.

Es ist von der Definition her nicht unmittelbar klar, da3 die Zahl a eindeutig
bestimmt ist. Dies muf} vielmehr bewiesen werden. Es seien also a und b zwei
reelle Zahlen, so daf

(an, —a) und (a, — b)
Nullfolgen sind. Wir nehmen an, dafl a # b gilt und fithren dies zu einem
Widerspruch.
Dazu fithren wir die positive Zahl

€= %]a —-b >0
ein. Es gibt dann natiirliche Zahlen N’ und N”, so daf}
la, —al <efirn> N’
la, —b| < e fiirn > N"
gilt. Setzt man
N := max{N’,N"},
so gilt
lan, —al < e, |a, —b| < e firn > N.
Aus der Dreiecksungleichung folgt nun
la —b| = |a —ap +ap, — b <la, —al +|a, —b| <2e=|a—b|.
Die sich ergebende Ungleichung
la —b|] < |a—b|
ist aber sicherlich falsch. ad

Wegen der Eindeutigkeit von a kénnen wir nun folgende Sprechweise vereinba-
ren:

Wenn (a,, — a) eine Nullfolge ist, so heif}t
a der Grenzwert (Limes) der Folge (ay,).
Man sagt auch:
Die Folge (a,,) konvergiert gegen a.
In Zeichen:

a= lim a, oder a, — a fir n — oo.
n—od

Halten wir noch einmal fest
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3.6 Satz. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmdt.

Beispiele.
) n
a ay, = )
"n41
Die Folge (ay,) konvergiert gegen 1.
Beweis. Es ist
1 1
la, — 1] = < —. O
n+1 n

In den folgenden Beispielen setzen wir die Existenz von n-ten Wurzeln voraus.
Diese wird in Kapitel II, §2 bewiesen. Wir setzen also voraus:

Zu jeder positiven Zahl a > 0 und zu jeder natirlichen Zahl n existiert eine
eindeutig bestimmte positive Zahl b mit

b" = a.

Schreibweise. )
b=anr oder b= {a.

b) Sei a > 1. Die Folge ({/a) konvergiert und es gilt

lim a = 1.

n—oo

Beweis. Wir setzen

Va=1+06,.
Offenbar ist 9,, nicht negativ,
0pn > 0.

Nach der BERNOULLIschen Ungleichung gilt
a=(146,)">1+nd,

oder

1
0< 6 < (a—1)-.

Daher ist (d,,) eine Nullfolge. O
Die Folge {/n konvergiert gegen 1.

Beweis. Wir schreiben wieder

Yn=1+06,, 6, >0
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oder
n=(14+d,)".

Ein erneuter Versuch mit der BERNOULLIschen Ungleichung fiithrt nicht zum
Ziel, wovon sich der Leser iiberzeugen moége.

Der binomischen Formel entnimmt man die Abschétzung

-1
n=(1+06,)"> %5,&
oder
2
on < fiir n > 2.
n—1
Ubungsaufgabe.
2
m—] (und damit auch d,,)
ist eine Nullfolge. O

Abschlieflend noch ein Beispiel einer Folge, welche nicht konvergiert
1,-1,1,—-1,... (allgemeines Glied (—1)"*1).

Behauptung. Diese Folge konvergiert nicht.
Beweis (indirekt). Die Folge konvergiere gegen a. Es gibt dann eine N € N mit

1
la — (1) < B fiir n > N.

Hieraus folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2= (<) = ()M = [(C)Y — e+ a— (<)Y
1 1

SIDM —al 4 fa— (CDVH < S o =1

Dies ist aber ein Widerspruch. O
Wenn zwei Folgen
(an) und (by,)

gegeben sind, die bis auf endlich viele Ausnahmeglieder iibereinstimmen, wenn
es also eine natiirliche Zahl ng gibt mit

an = by fiir n > ng,

so unterscheiden sich die beiden Folgen in bezug auf ihr Konvergenzverhalten
nicht, d.h.
(an) konvergiert <= (b,,) konvergiert
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und gegebenenfalls gilt
lima,, = limb,,.

Man kann nidmlich das zu einem gegebenen £ > 0 zu konstruierende N von
vornherein der Bedingung N > ny unterwerfen.

Diese triviale Eigenschaft von Folgen werden wir héufig verwenden, ohne
besonders darauf hinzuweisen.

Permanenzeigenschaften des Grenzwertbegriffs.

3.7 Satz. Seien (a,) und (by,) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten
a bzw. b und sei C eine reelle Zahl. Die Folgen

(an +bn), (Can), (anby) und (|a|)
konvergieren ebenfalls und zwar gegen die Grenzwerte
a+0b, Ca, ab und |al.

Es gelten also die Formeln

a) nan;o (an +by) = nan;o an + nlirgo by,
b) nlLH;O(Can) = Cnllrgo an,

c) nli_)n;o(anbn) = (n11—>nc>lo ap) - (nh_)rréo br)
d) nh—>Holo lan| = |nhﬁngo |

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Es existiert eine natiirliche Zahl N mit der
Eigenschaft
lan, —al < e, |b, —b| <e fiirn>N.

a) Die Abschitzung
|(an, 4+ bp) — (a +b)| < |ay, —a| + |bp, —b] < 2¢ firn > N
zeigt, daB (a, + b,) gegen a + b konvergiert.

b) Man beachte 3.4.
¢) Wir gehen aus von der Abschiitzung

|anby, — abl = |ay, (b, — b) + b(a, — a)|
< |an||br, — b| + |b||ay, — a| < e(]an| + |b]) fir n > N.

Wir sind offenbar fertig, wenn wir zeigen konnen, dafl |a,, |+ |b| durch eine von
n und ¢ unabhéngige Konstante beschrinkt ist. Da aber |b| sowieso nicht von
n und € abhéngt, ist eine Konstante C' zu suchen mit der Eigenschaft

lay,| < C fiir alle n € N.

Diese Eigenschaft konvergenter Folgen ist sehr wichtig, so dafl wir sie ausdriick-
lich formulieren.
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3.8 Hilfssatz. Jede konvergente Folge ai, as, as, ... ist beschrinkt. Es gibt
also eine reelle Zahl C mit

la,| < C firn=1,2,3,....

Beweis. Es existiert eine natiirliche Zahl N, so dafl
lan, —al <1 firn > N

gilt. Aus der verschérften Dreiecksunleichung ergibt sich
lan| < 1+ |a| fiir n > N.

Man setze nun
C = max{|ai1], ..., |an]|, 1+ |a|}. 0

Etwas Vorsicht ist bei der Division von Folgen am Platze, da man vermeiden
muf, durch Null zu dividieren.

3.9 Satz. Sei (a,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a. Wenn alle

Folgenglieder a,, und der Grenzwert a von Null verschieden sind, so konvergiert

auch die Folge (a;;') und zwar gegen a='.

Beweis. Es gilt

_1_

n

a—1| _ |an B CL|

la :
|anal

Wir sind fertig, wenn wir eine (von n unabhéngige) Zahl C' > 0 gefunden haben,
so dafl

1 <c
anal

gilt. Hierzu geniigt es, eine Zahl § > 0 mit
lay,| > ¢ fiir alle € N

zu finden, denn dann kann man

1

© = Bal

setzen.
Zunichst wahlen wir die natiirliche Zahl N so, dafl gilt

\an—al<%fﬁrn2N.
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Hieraus folgt mit Hilfe der verschéarften Dreiecksungleichung

a
lan| > % fiir n > N.
Man kann al
. a
6= mln{?a |a1|7"'7|aN|}
wiéhlen. 0
Bezeichnung. Ist aq, as, as, ... eine Folge, so bezeichnen wir die Menge der

Folgenglieder mit
{a1, a2, as,...} :={a €R; a=a, fir (mindestens) ein n }.
Beisprel.

{1,0,0,0,...,0,...} = {1,0}
{0,1,1,1,...,1,...} = {1,0}

Es kann also
{ala az, as, .. } = {b17 b27 b37' . }

gelten, ohne dafl die beiden Folgen iibereinstimmen.

4. Konvergenzkriterien fiir Folgen

Wir kennen aufler der Definition der Konvergenz nur ein notwendiges Kriterium
fiir die Konvergenz einer Folge:

FEine Folge ist hochstens dann konvergent, wenn sie beschrdinkt ist.

Wir suchen nun nach weiteren, auch hinreichenden Kriterien fiir die Konvergenz
von Folgen.

4.1 Definition. FEine Folge (a,) heifit monoton wachsend (fallend), wenn
gilt

ap <ag<asz<... (ay >as >as>...)

also
ap < Gpit (an > apy1) fiir allen € N.

Gilt in dieser Kette nirgendwo das Gleichheitszeichen, so heifit die Folge sogar
streng monoton:

a;r <az <agz <... (a1>a2>a3>...)
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4.2 Theorem. Jede monotone und beschrinkte Folge (a,) konvergiert. Es gilt

Y sup{as, ag, as,...} fiir wachsende Folgen
im a, =< .
inf{ay, as, as,...} fiir fallende Folgen.

n—oo

Dieser Satz ist fiir die Analysis fundamental. Zu seinem Beweis braucht man
wesentlich das Vollstandigkeitsaxiom:

Es geniigt, den Beweis fiir wachsende Folgen zu fithren. Aufgrund der Be-
schrinktheit der Folge existiert

a = sup{as, aq, as,...} (Vollsténdigkeitsaxiom )

Nach Definition des Supremums gilt

a) a>a, firn=1,23,...

b) Aus b > a, firn=1,2,3,... folgt b > a.

Die Zahl a ist die kleinste obere Schranke der Menge der Folgenglieder.

Sei € eine beliebig vorgegebene reelle Zahl. Da a — £ keine obere Schranke sein
kann, existiert eine natiirliche Zahl N mit der Eigenschaft

a—e<ayn <a.
Wegen der Monotonie folgt sogar
a—¢e<a,<afirn>N.
Hieraus ergibt sich
la —a,| < e fiir n > N.
Also gilt

a= lim a,. O
n—oo

Ein typisches Beispiel fiir eine beschréankte aber nicht konvergente Folge ist
ap, = (—1)".

Nimmt man jedoch in dieser Folge nur die Glieder mit geradem n, so erhélt
man eine konvergente Teilfolge, ndmlich die konstante Folge

1,1,1

5 5 PECIRIEER

Man kann sich nun fragen, ob dies ein allgemeingiiltiges Phdnomen beschrénk-
ter Folgen ist, ob man also in einer beschrinkten Folge stets konvergente
Teilfolgen finden kann.

Wir prézisieren zunéchst den Begriff der Teilfolge. Gegeben seien
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1) eine Folge (a,,) reeller Zahlen,

2) eine streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen
M <rp<ryg<....

Man kann dann die Folge

Auqy Apg sy Apgy -

betrachten. Das allgemeine Glied dieser Folge ist
b, =a,, .

Es ist wirklich wichtig, daf} die Ziffernfolge (v,,) streng monoton wéchst. Dies
hat beispielsweise zur Folge, dafl

Up >N,

wie man durch Induktion nach n beweist. Eine Folge (a,,n), die auf diese Weise
aus (a,) entsteht, heifit eine Teilfolge von (a,,).

4.3 Hilfssatz. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und (a,,) eine Teilfolge.
Wenn (ay,,) konvergiert, so trifft dies auch fir (a,,) zu und es gilt

lim a,, = lim a,.
n—oo n—oo

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben und sei

a= lim a,.

n—oo
Es existiert eine natiirliche Zahl N mit
lay, —a| < e fiirn > N.

Damit erhilt man
la,, —al < e firn > N. O

4.4 Theorem (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge (ay,) besitzt
(mindestens) eine konvergente Teilfolge (a,,,).

Der Beweis folgt aus:
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4.5 Hilfssatz. Jede Folge (a,) besitzt eine monotone Teilfolge (a,, ).

Beweis von 4.5. Wir wollen eine Fallunterscheidung machen und diskutieren
hierzu folgende Eigenschaft (E) einer Folge (ay,).

Bei beliebigem n € N besitzt die Menge der Zahlen

{an7 Apn4+1,An42, - - }

ein Maximum.

Man kann diese Eigenschaft auch so ausdriicken: Zu jedem n € N existiert eine
natiirliche Zahl
pn € N3 i, > m,

so daf3
Ay > G, an+1,0n+2, - - -
gilt.

1. Fall. Die Eigenschaft (E) ist erfiillt. Wir konstruieren eine monoton fallende
Teilfolge.

Man konstruiert induktiv eine Folge 11 < 15 < v3 < ... natiirlicher Zahlen mit
der Eigenschaft

ay, ., = max{ag; k> v,} (vp :=1).
Das bedeutet also
a,, = max{a, as, as,...} vy >1
Ay, = max{a,,lﬂ, Ay 42, Ay 43, - - } 175 Z V1 + 1
al/3 = maX{aV2+17 a/l/2+27 a/V2+37 . } VS 2 V2 + 1

Diese Konstruktion ist aufgrund der Eigenschaft (E) moglich. Es gilt dann
offensichtlich

v <rp<vz<... und ay, >ay, > ay >....

2. Fall. Die Eigenschaft (E) ist nicht erfiillt. Wir konstruieren eine monoton
wachsende Teilfolge. Nach Voraussetzung mufl es ein N € N geben, so daf in
der Menge

{an AN+1,AN+42, - - }
kein maximales Element existiert. Dann gibt es aber fiir N € N mit N/ > N
in der Menge

{ay,an 41, an42, ...}

ebenfalls kein Maximum, denn diese unterscheidet sich von der mit N gebilde-
ten nur um endlich viele Elemente.
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Wir setzen nun
vV = N

und bestimmen alsdann
Vg > V1, Ay, > Qyy -

So ein v, muf} ja nach Voraussetzung existieren. Man konstruiert so induktiv
natiirliche Zahlen

n<ryp<rzs<... mita, <a, <a, <....

Damit haben wir in beiden Féllen eine monotone Teilfolge gefunden. Somit ist
also Hilfssatz 4.5 und wegen 4.2 dann auch 4.4 bewiesen. O

4.6 Hilfssatz. Sei (a,) eine konvergente Folge. Dann ezistiert zu jedem & > 0
ein N € N mit der Eigenschaft

lay, — am| < € fiir n,m > N.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert zunéchst ein N, so daf3
€ ..
la, —al < 5 fiir n > N.

Dabei ist a = lim,, ., a,. Seien nun n,m > N. Dann gilt

£ €
|an—am|:]an—a+a—am|§|an—a|—|—|am—a|<§—|—§:5.

4.7 Definition. FEine Folge (a,) heifst Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0
ein N € N existiert, so daf$ gilt

lay, — am| < € fiir n,m > N.
Man kann also Hilfssatz 4.6 auch so ausdriicken:

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Wir zeigen nun auch die Umkehrung, dafl also jede Cauchyfolge konvergiert.

4.8 Satz. Jede Cauchfolge (a,) konvergiert.

Beweis, 1. Schritt. Jede Cauchyfolge ist beschrankt:
Beweis. Wir bestimmen N € N so, dafl

|an, — am| < 1 fiir n,m > N.
Die verschérfte Dreiecksungleichung zeigt dann

lan| <1+ |an| firn > N
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(es wurde speziell m = N gewahlt). Setzt man
C :=max{|ai],...,|lan-1],1 + |an]|}
so gilt ersichtlich
—C <a, <C fir alle n € N.

2. Schritt. (ay) konvergiert.

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS existiert zundchst eine konver-
gente Teilfolge

Quys Quys Qpgy - - -

Ihr Grenzwert sei a. Wir zeigen, daf schon die ganze Folge (a,,) gegen a konver-
giert. Hierzu sei € > 0 vorgegeben. Wir bestimmen dazu N € N mit folgenden
Eigenschaften

a) la—a,,|<e fir n>N
b) |an —an| <e fir n,m> N.
Fiir beliebiges n > N gilt dann
la —an| =la—ay, +ay,, —an| <|a—a,,|+|ay, —an| < 2e. O
Die Bedeutung des CAuCHY-Kriteriums liegt darin:

Es liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Konvergenz
einer Folge, in der der hypothetische Grenzwert nicht auftritt!

Seine praktische Bedeutung sollte man allerdings nicht iiberschéitzen. Man
sollte sich vor Augen halten, daff das CAucHY-Kriterium eine einfache Folge
des Satzes von BOLZANO-WEIERSTRASS ist.

Ungleichungen und Konvergenz

4.9 Hilfssatz. Seien (ay,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so dafs
an < by fir allen
gilt. Dann gilt

lima, <limb,.

Beweis. Sei ¢, := b, — a,. Die Folge (c,,) besteht aus lauter nicht negativen
Gliedern und wir miissen zeigen, dal dann auch ihr Grenzwert ¢ := a — b nicht
negativ ist.

Wir schlieflen indirekt, nehmen also an, daf§ ¢ negativ ist, also ¢ < 0. Aus den
Abschétzungen
0<—-c<c¢,—ctfirn=1,2,3,...

ergibt sich dann, dafl die konstante Folge
—c,—C,—C,. ..

eine Nullfolge ist. Dies impliziert aber ¢ = 0. Widerspruch. O
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4.10 Folgerung. Wenn eine konvergente Folge (ay) durch eine Konstante
C' (nach oben oder nach unten) beschrinkt wird, so trifft dies auch fir den
Grenzwert zu.

Also etwa
a, < C fir allen € N = lima,, <C.

Beweis. Man wende 4.9 an auf die konstante Folge

by =C, by=0C, ....

Das Intervallschachtelungsprinzip

Seien a < b reelle Zahlen. Das sogenannte abgeschlossene Intervall [a, b] besteht
aus allen

z € R mita <z <b.
Im Falle a = b degeneriert [a, b] und besteht aus dem einzigen Punkt a.

Unter einer Intervallschachtelung versteht man eine absteigende Kette von
Intervallen
[al,bl] D [ag,bz] D) [a3, bg] DR

Sie wird also definiert durch zwei Folgen (a,), (bn), die den folgenden Bedin-
gungen geniligen miissen

1) a1§a2§a3§...
2) by >by>by> ...
3) ap<b,firn=1273,....

4.11 Satz (Intervallschachtelungsprinzip).
Es sei eine Intervallschachtelung

[al,bl] D) [ag,bz] D) [ag,b3] D...

gegeben. Es existiert dann ein allen Intervallen gemeinsamer Punkt x. Genauer
gilt
x € [ap,by] fir allen € N <=z € [a, b]
mit a := lima,, b:=limb,.
Zusatz. Der Punkt x ist offenbar genau dann eindeutig bestimmt, wenn a = b

gilt, wenn also (b, — ay) eine Nullfolge ist.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dafl die Folgen (a,,) und (b,,) iiberhaupt
konvergieren. Wegen der Monotonie folgt aber die Konvergenz aus der Be-
schranktheit.

Die Ungleichungen
alg...gangbng...gbl
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zeigen, dafl gilt:
a, < by fir alle n und b,, > a; fir alle n.
Aus 4.2 und 4.9 folgt
a = lima, = sup{ay, as, as,...}, b=1limb, =inf{by, bo, b3,...}, a <b.
Nach Definition von Supremum und Infimum gilt
x> a<= x> a, fir alle n, r < b<= g <b, fir alle n. O

In dem besonders interessanten Fall @ = b kann man noch einige weitere
Konsequenzen ziehen.
Setzt man
a=b=a,+R,=0b,+S5,
mit den sogenannten Restgliedern R, und S, so folgt aus der Ungleichung
a, <a=b<b,
die Restgliedabschitzung |Ry|, |Sn| < |bn — anl.
Abschlieflend bemerken wir noch, dafi man im Falle a = b die beiden Folgen

(an) und (b,) zu einer einzigen konvergenten Folge aq,b1,as,b2,as,bs, ... zu-
sammenfassen kann.

1 n 1 n+1
an:<1+—> ;undbn:<1+—> .
n n

Die Ungleichung a,, < b,, ist evident.

Beispiel.

Behauptung. Die Folge (1 + %)” wéchst monoton.
Beweis. Die Ungleichung

1 n+1 1 n
(o) =)
n—+1 n

(n+2)n]" 1
{(n+1>2} SR
Die linke Seite ist aber gleich
n?+2on+1-17""" I 1
{ CESIE } _{1_(71%—1)2} b
(nach der BERNOULLIschen Ungleichung).

ist dquivalent zu

Ubungsaufgabe. Die Folge (b,) ist monoton fallend.

Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren daher gegen gewisse Grenzwerte a und
b. Dividiert man die beiden Folgen durcheinander, so zeigt sich a = b. Der
gemeinsame Grenzwert dieser beiden Folgen wird nach EULER mit

1 n
e = lim (1 + —)
n—o0o n

bezeichnet. Es ist e = 2,718.. ..
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5. Unendliche Reihen

Gegeben sei eine Zahlenfolge a1, as, as,.... Man kann der Folge (a,,) eine neue
Folge (S,,) zuordnen, ndmlich

ai,a1 + as,a1 +as +as,... (allgemein S, = a1 +as+ -+ ap).

Die Folge (S,,) heifit auch die der Folge (a,,) zugeordnete Reihe. Eine Reihe ist
also nichts anderes als eine auf spezielle Weise gewonnene Folge.

Man nennt a,, das allgemeine Glied der Reihe und S,, die n-te Partialsumme.

Bezeichnung. Wenn die der Folge der (a,) zugeordnete Reihe (S, ) konvergiert,
so schreibt man

[e%}
S:nh_)Il’olOSn:Za,n:a1—|—a2+a3+...'
n=1

Dies ist also nichts anderes als lim,, .o (a1 + a2 + -+ + an).
Sprechweise. Die etwas schwerfillige Ausdrucksweise
,Die der Folge (a,) zugeordnete Reihe konvergiert*

wird meistens ersetzt durch

[ee]
,Die Reihe Z a, konvergiert®.

v=1

Dies ist natiirlich nicht ganz exakt, da das Symbol
o
v=1

jetzt zweierlei Bedeutung hat:

Auf der einen Seite bezeichnet es (im Falle der Konvergenz) eine bestimmte
Zahl S und auf der anderen Seite ist es ein Synonym fiir die Folge (S,,). Es
wird jedoch aus dem Zusammenhang immer klar sein, in welchem Sinne das
Summensymbol gebraucht wird.

Beispiel. Sei

an, = a"" ', a eine feste reelle Zahl.

In diesem Zusammenhang vereinbaren wir

0% =1.
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Behauptung. Die sogenannte geometrische Reihe

00
E :anfl
n=1

konvergiert dann und nur dann, wenn gilt |a| < 1. Der Reihenwert ist dann

> 1
Za"‘1:1+a+a2+a3+...:1— (la] < 1)
n=1 —a
Beweis. Falls a # 1 ist, gilt
1_ n
l4a+a®+.. . +a™ = @
1—a

Diese Folge konvergiert dann und nur dann, wenn (a’) konvergiert. Diese Folge
haben wir untersucht und dabei festgestellt, daf§ sie genau fir —1 < |a] < 1
konvergiert.

Im Falle a = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn die Folge der Partialsummen
l+a+...+a" t=n

ist in diesem Fall unbeschrankt. O

Wir erhalten fiir die Grenzwerte von Reihen gewisse Rechenregeln, die sich aus
den entsprechenden Rechenregeln fiir Folgen ergeben. Wenn die Reihen

o0 o0
5 a, und g by,
konvergieren, so konvergieren auch die Reihen

Z(an + b,,) und Z(C’an) (C beliebig reell)

n=1 n=1
und es gilt
D an+b) =D an+ > b, Y (Can)=C> an.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Ist (a,) eine konvergente Folge, so ist offensichtlich a,,+1 — a, eine Nullfolge.
Wendet man dies auf die Folge der Partialsummen (.S,,) an, so folgt:
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5.1 Satz. Wenn die Reihe Y .. | an konvergiert, so ist die Folge (a,) eine
Nullfolge.

Wir formulieren das CAuCHY-Kriterium fiir Reihen.
Zu jedem € > 0 existiert ein N € N mit der Eigenschaft

|Sn — S| < e fiirn,m > N.

Wegen |S,, — S| = |Sm — Sn| kann man sich immer auf den Fall m > n
beschrinken. Dann gilt aber

[Sn = S| = ans1 + - + am].

Damit erhalten wir

Die unendliche Reihe ) a, konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem
e >0 emmn N €N existiert, mit

lant1 + ...+ am| < e firm>n>N.
Diese Ungleichung gilt wohlgemerkt fiir alle Paare
(n,m), m>mn> N.

Wir ziehen eine wichtige Folgerung aus dem CAUCHY-Kriterium.

Beachtet man die Ungleichung
lan+1 + -+ am| <ant1| +-- -+ |aml,
so folgt

5.2 Theorem. FEine Reihe ) a,, konvergiert, wenn die aus den Absolutbetrd-
gen gebildete Reihe

oo

Z‘an’

n=1
konvergiert.
Wir wollen fiir diesen wichtigen Satz einen zweiten Beweis geben, der das
CAucHY-Kriterium nicht benutzt.

Sei
. {an, falls a,, > 0,

0, sonst.

und
. { —0p, falls a,, <0,

0, sonst.
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Dann gilt
"

/
ap = Q,, — Q.

Es geniigt daher zu zeigen, dafl die Reihen

Z al und Z al

n=1 n=1
konvergieren. Die Folge der Partialsummen

Al =ad\ +ay+...+a, sowie A =af +ay +---+a
sind monoton wachsend! Wir miissen also wegen des fundamentalen Kriteriums
fiir die Konvergenz monotoner Folgen (4.2) nur die Beschrénktheit der Folgen
(Al) und (A”) zeigen. Es gilt jedoch
AL Ay <laal+ .o+ ag

und die Folge auf der rechten Seite ist beschréinkt, da sie nach Voraussetzung
konvergiert. O

Sprechweise. Eine Reihe Y a,, heiit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a,|
konvergiert.

Wir haben also gezeigt:

Aus der absoluten Konvergenz folgt

die Konvergenz der Reihe selbst.

Die absolute Konvergenz einer Reihe ist viel einfacher zu untersuchen als die
Konvergenz selbst. Das liegt daran, daf3 die Folge
|ar], lar| + laz|, a1] + |az| + |as], ...

offenbar monoton wachsend ist. Eine monoton wachsende Folge konvergiert
aber dann und nur dann, wenn sie beschréankt ist. Wir sehen also

5.3 Satz. FEine Reihe Y a,, konvergiert dann und nur dann absolut, wenn es
eine Zahl C gibt mit

> lay| < C fiir allen € N.

v=1

Hieraus folgt das wichtige Majorantenkriterium fiir unendliche Reihen.

Eine Reihe
by +by+bs+---

heit Majorante fiir die Reihe
a;+az+asz+---,

wenn
lan| < b, fir allen € N

gilt. (Insbesondere ist dann kein b,, negativ.)
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5.4 Theorem (Majorantenkriterium).  FEine Reihe > a, konvergiert
absolut, wenn sie eine konvergente Majorante hat.

Das Quotientenkriterium.

Eine unendliche Reihe
a1+a2+a3—l—--~

heifit mit der geometrischen Reihe vergleichbar, wenn es Zahlen
C>0und0<¢g<1
gibt, so daf gilt:
la,| < Cq™ fiir alle n (es geniigt: bis auf endliche viele Ausnahmen).

Da die Reihe
l+q+q*+...

fiir |g| < 1 konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium die Konvergenz der
Ausgangsreihe.

Ein Spezialfall des Majorantenkriteriums ist das
5.5 Satz (Quotientenkriterium). Sei
a; +ag+ag+---

eine unendliche Reihe, deren Glieder alle von Null verschieden sind. Eine
hinreichende Bedingung fiir die absolute Konvergenz dieser Reihe ist:

Es existiert eine Zahl q, 0 < q < 1, mit der Eigenschaft

[y

< q fiir alle n.
|an|

Aus der Voraussetzung folgt namlich
|an| < laolg"™,

so dafl die Reihe also mit der geometrischen vergleichbar ist; letztere ist
demnach bis auf den konstanten Faktor |ag| eine Majorante der gegebenen
Reihe. 0

Ein Konvergenzkriterium fiir nicht notwendig absolut konvergente Reihen:
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5.6 Satz (Leibniz). Gegeben sei eine monoton fallende Nullfolge

a; > az > az >

. (insbesondere a, > 0 fir alle n € N).

Die alternierende Reihe -

(_1)n+lan

n=1
konvergiert.

Beweis. Sei
n
Sn = Z(_l)y+1au =a1—ax+az—ag ...
v=1

An = S2n7 Bn = SQn+1~

Behauptung.

1) Die Folge (A,,) ist monoton wachsend.

2) Die Folge (B,,) fillt monoton.

3) A, < B, firn=1,23,....

4) (A, — B,) ist eine Nullfolge.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip ist 5.6 hiermit bewiesen. Ferner gilt
5) Ist S :=1im S, dann ist |[S — S| < apy1-

Beweis der Behauptung. Alle Punkte sind unmittelbar klar; beispielsweise gilt

Api1 — Ap = az2pt1 — a2pte > 0 (nach Voraussetzung). O

Beispiel. Die Reihe

konvergiert.

Dies ist gleichzeitig ein Beispiel fiir eine konvergente Reihe, die nicht absolut
konvergiert, denn die sogenannte harmonische Reihe

i1—1+1+1+
no 23 7

n=1

konvergiert nicht.

Beweis. Sei
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Wir betrachten einen Teilabschnitt der harmonischen Reihe, ndmlich

1 1 1

Sgn+1—52n:2n+1+2n+2+...+ﬁ.

Jeder der in diesem Teilabschnitt auftretenden Summanden ist grofler oder
gleich 2"% Die Anzahl der Summanden ist 2". Wir erhalten

2" 1
52n+1 - Sgn Z 2n+1 = §
Hieraus folgt
So=14 11
T T 27 9
1 1
Sy =82+ (84— 82)> -+
2 2
Sk = Sut (Ss— Sa) > (- 4+ 1) 4 &
8 = D4 8 1) =515 5
Durch Induktion nach n beweist man nun
n
SQn 2 5
Die Folge der Partialsummen ist also unbeschrankt. ad
Sei ag, a1, as, ... eine Folge reeller Zahlen. Fiir z € R konnen wir die Reihe

o
g anx”
n=0

bilden. Eine solche nennt man eine Potenzreihe.

(Wir haben bisher nur Reihen betrachtet, bei denen die Summation mit n =1
beginnt. Man definiert allgemein

o) o)
E Ay ‘= E Ap+ng—1-
n=ngo n=1

Dabei sei ng eine ganze Zahl, und jeder ganzen Zahl n > ng sei eine reelle Zahl
an zugeordnet.)

Wir werden uns spéater mit der Frage befassen, fiir welche x eine solche Potenz-
reihe konvergiert. Wir behandeln hier nur den Spezialfall, dafl diese Reihe fiir
alle reellen x konvergiert. Dann ist die Folge

(apx™)

fiir jedes reelle x eine Nullfolge. Interessanterweise gilt hiervon auch die
Umkehrung
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5.7 Satz. Sei ay, as, as,... eine Folge reeller Zahlen, so daf$ fiir jedes reelle
x die Folge

(apx™)

eine Nullfolge ist. Dann konvergiert die Reihe

oo
E anx"
n=0

absolut fir jedes x € R.

Beweis. Mit x ist auch 2z eine reelle Zahl, die Folge
(an(22)")

ist also eine Nullfolge. Sie ist daher beschrénkt

C
lan, (22)"] < C = |apz™| < —

2n’
Die Behauptung folgt nun aus dem Majorantenkriterium. O
Beisprel.
1
ap = —.
n!
Wir zeigen, dafl die Folge
ajn
n!

fiir jedes reelle x gegen 0 konvergiert. Sei also x eine feste reelle Zahl. Wir
wiéhlen eine natiirliche Zahl N mit der Eigenschaft

N > 2]z|] + 1.
Dann gilt

n
" < o fiir alle n

und
n!>(N+1)-...-(2N) > N*V fiir n > 2N.

Damit ergibt sich also
N

N
le2—n fiir n > 2N.

l.n

n!

5.8 Satz. Die Reihe

konvergiert fir alle x.

Ubungsaufgabe.

' 1\" 00 1
nh_)rr;o (l-l—ﬁ) :Zﬁ (=e).
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6. Abbildungen und Abzihlbarkeit

Seien X und Y zwei Mengen. Unter einer Abbildung f von X nach Y, in
Zeichen
f:X —Y oder XLV

versteht man eine Vorschrift, gemé&f welcher jedem Element z € X ein eindeutig
bestimmtes Element y € Y zugeordnet wird. Man schreibt meistens

y = f(z)

und nennt f(z) das Bild von x unter der Abbildung f.

Zwei Abbildungen
f: X —Yund f': X' — Y’

sind definitionsgeméfl genau dann gleich, wenn gilt
X=X und Y =Y’ sowie f(z) = f'(2) fiir alle z € X.

Beispiele fiir Abbildungen.

a) Sei X eine Teilmenge von Y (X C Y'). Die sogenannte kanonische Injektion
von X in Y ist definiert durch

t: X —Y, i(x)=12 fiir alle x € X.

In dem Spezialfall X =Y ist ¢ die identische Selbstabbildung von X. Diese
wird auch mit idx bezeichnet. Also

idy : X — X, idx(z) = z fiir alle x € X.

b) Eine Folge (a,)nen von Elementen einer Menge X ist nichts anderes als
eine Abbildung
a:N— X.

(Man schreibt gewohnlich a,, anstelle von a(n).)

c¢) Ein n-Tupel von Elementen in einer Menge X ist eine Abbildung
a: A, — X.

Dabei ist
A, ={1,...,n} ={z e N; z <n}.

Schretbweise.
a=(ay,...,an).
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Die Menge aller n-Tupel von Elementen aus X wird mit X" bezeichnet.
Die Menge X kann mit X' identifiziert werden, denn eine Abbildung von
Ay = {1} in X ist nichts weiter als die Fixierung eines Elements aus X
(das Bild von 1). Geméf$ des Gleichheitsbegriffs von Abbildungen sind zwei

n-Tupel (aq,...,a,) und (by,...,b,) genau dann gleich, wenn
a1 =by, ag =bg,..., a, = b,
gilt, also
(a1y...,an) = (b1,...,by) <= a, =b, fir 1 <v <n.

Den Begrift des n-Tupels kann man auf verschiedene Weise verallgemeinern.
Seien beispielsweise zwei Mengen X und Y gegeben. Man kann dann die
Menge der Paare

{(z,y); z€ X, yeY}

betrachten. Diese bilden wieder eine Menge X x Y, das sogenannte kartesi-
sche Produkt von X und Y.

Die Gleichheit in X x Y ist definiert durch
(x,y)=(2,y) <= z=2"und y =79
Im Spezialfall X =Y gilt offenbar
X?=X xX.
Eine Komposition in einer Menge X ist eine Abbildung
1 X xX — X.

(Man schreibt meistens a L b anstelle von 1 (a,b).)

Die Abbildungen, die in dieser Vorlesung hauptséchlich untersucht werden,
sind die reellen Funktionen einer Variablen. Das sind Abbildungen

f:D— R,

wobei D eine Teilmenge von R, der sogenannte Definitionsbereich von f,
ist.

Beispiel. D =R :={x € R; x # 0},

f:D— R, f(x):%

6.1 Definition. Fine Abbildung f: X — Y heifst
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1) injektiv (eineindeutig), wenn verschiedenen Elementen von X verschie-
dene Elemente von Y entsprechen, also

v, € X, v # 2 = f(z) # f(z')
(oder, was dasselbe bedeutet
f@) = f(@) =z =2).

2) surjektiv (eine Abbildung auf), wenn jedes Element von Y als Bild
mindestens eines Elements von X vorkommt, also

y €Y = es gibt (mindestens) ein x € Xmit y = f(x).

3) bijektiv (eineindeutig auf, umkehrbar eindeutig), wenn f sowohl
injektiv als auch surjektiv ist.

Wir testen die Beispiele a), b) und e) auf die Eigenschaften injektiv, surjektiv
und bijektiv.

a) Die kanonische Injektion einer Teilmenge X in die Menge Y
t: X —Y, 1(x) ==
Diese Abbildung ist injektiv. Sie ist dann und nur dann auch surjektiv und

damit bijektiv, wenn X =Y und somit + = idx gilt. Die Identitat idx ist
der Prototyp einer bijektiven Abbildung.

b) Eine Folge (ay)nen von reellen Zahlen, also eine Abbildung
a:N—R

kann injektiv sein, ndmlich dann, wenn alle Folgenglieder verschieden sind,

zum Beispiel
1 1 1 1
TR an—n .

Sie braucht natiirlich nicht injektiv zu sein, etwa
1,-1,1,-1,... (a, = (=1)"h).
Schwieriger ist die Frage, ob a surjektiv sein kann, ob es also eine Folge
ai, ag, as,. ..

geben kann, in der jede reelle Zahl (mindestens) einmal auftritt. Wir werden
noch zeigen, daf} eine solche Folge nicht existiert.

e) Einige Funktionen:
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fR R, )=

Diese Funktion ist eineindeutig, aber nicht surjektiv, denn man kann nicht 0 in

der Form %7 x € R, schreiben.

f:R—R, f(x)=2z°
Diese Funktion ist weder eineindeutig, denn es gilt ja
(_x)2 — 33'2,

noch surjektiv, denn die negativen Zahlen kénnen nicht als Quadrat geschrieben
werden.

f:R—R, fz)=2>
Wir werden zeigen, daf§ diese Abbildung bijektiv ist (Eindeutigkeit und Exi-
stenz der dritten Wurzel).
Zusammensetzung von Abbildungen
Seien drei Mengen XY, Z gegeben, sowie zwei Abbildungen
f: X —Ysowieg:Y — Z.
Man kann dann die Abbildung
h: X —Z7
betrachten, die durch
h(z) = g(f(z))
definiert ist. Diese Definition ist wirklich sinnvoll, denn ist z € X, so kann man

y = f(z) betrachten. Dieses ist ein Element von Y und damit ist ¢g(y) definiert.
Dieses Element kann man h(z) nennen

h(z) = g(y) = g(f(x)).
Schreibweise.
h=gof.
Beispiel. Sei f die Komposition
RxR—R, (a,b) —a—10

und sei g die Funktion

R — R, z — 2%

Dann ist h die Komposition
R xR — R, (a,b) — (a —b)>.
6.2 Bemerkung. Seien f: X — Y undg:Y — Z zwei Abbildungen. Wenn f

und g beide injektiv (surjektiv, bijektiv) sind, so ist auch go f injektiv (surjektiv,
bijektiv).
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Sei f : X — Y eine Abbildung und A C X eine Teilmenge. Unter der Bildmenge
f(A) von A unter f versteht man die Menge aller Elemente y € Y, die sich in
der Form

y = f(z) fir (mindestens) ein x € A

schreiben lassen:
f(A) = {y €Y; y=f(z) fireinz € A}.

Man kann also sagen:

f ist surjektiv genau dann, wenn f(X) =Y gilt. Allgemein nennt man f(X)
das Bild der Abbildung f und manchmal Y das Ziel von f. Bild und Ziel fallen
nur bei surjektiven Abbildungen zusammen.

Man kann auch das Urbild einer Teilmenge B C Y betrachten. Es besteht aus
allen z € X mit der Eigenschaft f(z) € B.

Schreibweise.
f7'(B):={z € X; f(x) € B}

Beispiel.
f:R—R, f(x) =27

Dann ist f~Y(Menge der negativen Zahlen) =) (leere Menge).

Die Menge f~!(B) kann aus sehr vielen Elementen bestehen, selbst wenn B
nur aus einem einzigen Element b besteht, also

B ={b}, beY.
Etwa in unserem Beispiel f(x) = 22 gilt

{4y = {2, -2}
Wenn jedoch f eine bijektive Abbildung ist, so besteht die Menge f~1({b}) aus
genau einem Element. Dieses bezeichnen wir mit f~!(b),also

FHH) = {710}

Im Fall einer bijektiven Abbildung und nur in diesem erhalten wir so eine
Abbildung
1.y — X,

die dadurch definiert ist, daf sie jedem Element b € Y das Element f~1(b) € X
zuordnet. Man nennt diese Abbildung die Umkehrabbildung von f.

Beispiel. Die Funktion
f:R—R, flz) =2
Die Abbildung ist bijektiv (wie noch gezeigt wird), die Umkehrabbildung ist
TR — R, ) = Y

Wir halten noch einmal fest:
Umkehrabbildungen kann man nur von bijektiven Abbildungen bilden.
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6.3 Hilfssatz. Fine Abbildung f : X — Y ist dann und nur dann bijektiv,
wenn es eine Abbildung g : Y — X ¢ibt mit den Eigenschaften

gof=idx und fog=idy.
FEs gilt dann g = f~1.
Michtigkeit und Abzihlbarkeit.

6.4 Definition. Zwei Mengen X,Y heifien gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f: X — Y gibt.

In Zeichen: X~Y.

Offenbar gelten die Eigenschaften einer sogenannten ”Aquivalenzrelation:

1) X ~ X (Reflexivitit)
2) X~Y <Y ~X (Symmetrie)
3) X~Y, Y~Z = X~7 (Transitivitét)

6.5 Definition. FEine Menge X heifst abzdhlbar, wenn sie mit der Menge N
der natirlichen Zahlen gleichmdchtig ist.

Es gibt dann also eine bijektive Abbildung
a:N— X.

Mit anderen Worten ist daher eine Menge X genau dann abzdhlbar, wenn man
ihre Elemente in einer Folge

ai, az, ag,...

anordnen kann, so dafl jedes Element von X in dieser Folge vorkommt (Surjek-
tivitdt von a) und zwar nur einmal (Injektivitét).

6.6 Bemerkung. Zwei endliche Mengen sind genau dann gleichmdchtig, wenn
sie gleich viele Elemente enthalten.

Eine Menge X enthilt ja definitionsgeméfl genau dann n Elemente, wenn gilt
X~A,=A{1,...,n}.

Der Michtigkeitsbegriff verallgemeinert also einen Aspekt des Anzahlbegriffs
auf unendliche Mengen, soweit es sich ndmlich um die Frage handelt, ob zwei
Mengen ,,gleich grof3“ sind.

Es besteht jedoch ein charakteristischer Unterschied zwischen endlichen und
unendlichen Mengen.
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Ist Y C X eine Teilmenge der endlichen Menge X und sind beide Mengen
gleichméchtig, so gilt
Y = X.

(Auf den Beweis dieser Tatsache haben wir verzichtet, man koénnte ihn aber
relativ leicht mit Induktion nach der Anzahl der Elemente von X fiihren.)

Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken:
Wenn die Menge X echt in der endlichen Menge Y enthalten ist, d.h.

XCcY, X#4Y

so kann X mnicht gleich viele Elemente wie Y enthalten, die Mengen X und Y
sind dann nicht gleichmdchtig.

Im Unendlichen ist dies anders, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und Ny die Teilmenge der geraden
Zahlen. Diese beiden Mengen sind gleichméchtig, denn man hat eine Bijektion

f:N—Ny, f(n)=2n.

Der folgende Satz soll zeigen, daf3 die abzdhlbaren Mengen in gewissem Sinne
die kleinsten unendlichen Mengen sind.

6.7 Satz. Sei X eine abzihlbare Menge undY eine beliebige unendliche Menge.
Die Menge Y ist auch abzdhlbar, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen
erfillt ist:

1. Es existiert eine injektive Abbildung
1Y — X.
2. Es existiert eine surjektive Abbildung

f: X —Y.

Beweisskizze. Zundchst kann man 0.B.d.A (lies: ,,ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit*) annehmen, da§ X = N ist.

1. Die Abzéhlung von Y kann wie folgt vorgenommen werden
y1 : t(y1) = min¢(Y)
y2  1(y2) = min (((Y) — {¢(y1)})
ys + t(ys) = min («(Y) = {e(y1), (y2)})

(Fir zwei Mengen A, B definiert man A — B := {z € A; = ¢ B}.)
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2. Wir fithren den zweiten Fall auf den ersten zuriick, konstruieren also eine
injektive Abbildung
t:Y — N

mit Hilfe der Abbildung f. Man setze etwa

t(y) == min (f7H{y}) . O
Man nennt eine Menge hdochstens abzdhlbar, wenn sie abzahlbar oder endlich
ist.
Dann kann man Satz 6.7 im wesentlichen so zusammenfassen:
1. Jede Teilmenge einer héchstens abzdihlbaren Menge ist hichstens abzdihlbar.

2. Dasselbe gilt fiir das Bild einer hochstens abzdhlbaren Menge bei einer

Abbildung.
Beispiele abzihlbarer und tberabzdhlbarer (= nicht abzdhlbarer) Mengen.

a) Die Menge der ganzen rationalen Zahlen Z ist abzéhlbar.

Beweis. Man hat die Anordnung
0,1,-1,2,-2,3,-3,....

b) Die Menge N x N ist abzdhlbar.
Die Abziahlbarkeit wird aus folgendem Schema ersichtlich:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
/ /! S
(2,1) (2,2) (2,3)
/! /!
(3,1) (3,2)
.

(4,1)

Wir schreiben die ersten Glieder an:

(1,1), (2,1), (1,2), (3,1), (2.2), (1,3), ....

Diese Abzahlung beruht offenbar darauf, dal man sukzessive die Paare der
Quersumme 2, 3, ... zusammenfaflt:

Quersumme 2: (1,1)
Quersumme 3:  (2,1), (1,2)
Quersumme 4: (3,1), (2,2), (1,3)
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c¢) Eine unwesentliche Verallgemeinerung von 2) besagt: Seien X und Y zwei
hochstens abzédhlbare Mengen. Dann ist auch X x Y hochstens abzéhlbar.
d) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis. Zunichst ist die Menge
X ={(a,b); a,b € Z, b# 0}

abzéhlbar, denn dies ist eine (unendliche) Teilmenge von Z x Z. Man hat eine
surjektive Abbildung

a

[: X —Q, f(a7b) b

e) Die Menge X bestehe aus allen Folgen

a=(ay, as, as,...),

wobei als Folgenglieder nur die Zahlen 0 und 1 vorkommen mogen, also
beispielsweise
(0,1,1,1,0,0,1,0,1,...).

Wir zeigen, dafl diese Menge iiberabzahlbar ist.

Beweis (indirekt; CANTORSsches Diagonalverfahren).
Wir nehmen an, wir hitten eine Abzéhlung dieser Folgen gefunden

a®. 0@ o®

3 g ee

mit dem allgemeinen Glied

a™ = (aﬁ”), aén), agn), c)e

Es miifite also so sein, daf} jede Folge a € X in dieser Abzéhlung vorkommt,
dafl also gilt
a = a'™® fiir ein geeignetes k.

Wir werden nun aber eine Folge a konstruieren, fiir die das nicht der Fall ist.
Das ist dann ein Widerspruch zur Annahme der Abzéhlbarkeit.

Wir definieren hierzu

o { 1, falls a%") =0,
0, falls a,, ' = 1.

Man erhalt so eine Folge

a = (ah az, as, .. ')7
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die nach dem Gesichtspunkt
an # al™ (fiir jedes n)
konstruiert wurde. Dann gilt aber insbesondere
a#a™ (fiir jedes n). O

f) Die Menge R der reellen Zahlen ist iiberabzahlbar.

Beweis. Wir konstruieren eine injektive Abbildung
t: X — R,

wobei X die Folgenmenge aus e) ist. Nach Satz 6.7 kann dann R nicht abz&hlbar
sein.

ta) = i an10™"
n=1

Das ist also die reelle Zahl mit der Dezimalbruchentwicklung
0,a1a2a3a4 . ...

Wegen der Eindeutigkeit der Dezimalbruchentwicklung (die wir allerdings nicht
bewiesen haben!), ist diese Abbildung injektiv.

7. Umordnungsséitze fiir unendliche Reihen

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit der Frage, inwieweit Kommu-
tativitats-, Assoziativitdts- und Distributivitdtsgesetze fiir unendliche Reihen
giiltig sind.

Wir formulieren zunédchst das Kommutativitéitsgesetz fiir endliche Summen.
Sei

(a1,...,an,)

ein n-Tupel von reellen Zahlen und

(Qyyy.--yay,)

eine Umordnung dieses n-Tupels. Das soll folgendes bedeuten:
Es ist eine bijektive Abbildung

v:A, — A,
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gegeben, also ein n-Tupel
Viy...yVUn,

in dem jede natiirliche Zahl zwischen 1 und n genau einmal vorkommt.
Beispiel. n=2: (v,rn)=(21).
Das bewirkt die Umordnung

(a1,a2) — (az,aq).

Aus den Koérperaxiomen kann man nun mit vollstdndiger Induktion nach n
beweisen:
air+as+--+a, =ay, +ay, +...+a,,.

Auf die Reihenfolge kommt es eben bei der Addition nicht an.

Sei nun
a1 +ag+as+---

eine unendliche Reihe und
yy +Qpy +apy + ...
eine Umordnung dieser Reihe. In der Folge
V1, Vo, V3, ...
kommt also jede natiirliche Zahl genau einmal vor, préziser,
v:N—-N

ist eine bijektive Abbildung.

Problem. Die Reihe a; + as + a3 + - - - konvergiere gegen a. Konvergiert dann
auch die umgeordnete Reihe

Ay, +ap, +ay; + ...
und vielleicht gegen denselben Wert a?

7.1 Theorem (Kleiner Umordnungssatz).
Die Reihe
ay+as +ag+---

konvergiere absolut und habe den Wert a. Dann konvergiert auch jede Umord-
nung
Ay, +ay, +ay, +...

derselben absolut und zwar gegen denselben Wert a.
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Beweis.
1) Absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe.

Wir benutzen das Kriterium 5.3. Nach Voraussetzung existiert eine Zahl C, so
dafl gilt:
la1| + |az| + ...+ |an| < C fiir jedes n € N.

Hieraus folgt unmittelbar
lay, | + |av,| + ...+ |ay,| < C fiir jedes n € N,
denn diese Summe wird ja nach oben abgeschétzt durch
la1| + |az| + ...+ |an| mit N = max{vq,...,v,}.

2) Der Wert der umgeordneten Reihe ist auch a.

Wir geben uns € > 0 vor. Da die Reihe absolut konvergiert, existiert eine
natiirliche Zahl N mit der Eigenschaft

o> n
> lavl =3l
v=1 v=1

< e fiir n > N,

also
o0

Z la,| < e fur n > N.

v=n-+1

Wir wihlen die natiirliche Zahl M so grof3, dafl die Zahlen 1,2, ..., N alle unter
den Zahlen v, ..., vy vorkommen:

AN:{1,...,N}C{V1,...,I/M}.

Sei nun m > M. Dann gilt

m N
Zayj = Zaj + S.
j=1 j=1

S besteht dabei aus einer endlichen Anzahl von Gliedern, deren Indices alle
grofler als N sind.

Hieraus schliet man mittels der Dreiecksungleichung

N

ia,,j—a < Zaj + e < 2e.
j=1

Jj=1
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Wir erhalten also
m
Za,,j—a <2efirm>M. O
7j=1

Wenn man nicht die absolute Konvergenz voraussetzt, ist der kleine Um-

ordnungssatz falsch. Wir begniigen uns damit, ein Gegenbeispiel fliichtig zu
skizzieren und zwar nehmen wir eine Reihe

a; +az+asg+---

mit den folgenden Eigenschaften:

1) Die Zahlen mit ungeradem Index
a; >ag >as > ...

sind alle positiv.

2) Die Teilreihe
a1+a3—|—a5+a7+...

konvergiert nicht.

3) Die Zahlen mit geradem Index
ar < ayg < ag < ...

sind alle negativ.

Man konnte also etwa die alternierende harmonische Reihe

nehmen.

Wenn n irgendeine ungerade natiirliche Zahl ist, so konvergiert die Reihe
ap + apy2 +Apgqa + ...

auch nicht. Wegen 5.3 gibt es daher zu jedem C' € R eine ungerade Zahl N > n
mit der Eigenschaft

Qp + Gpio+ ... +ay > C.

Dazu bestimmen wir sukzessive ungerade natiirliche Zahlen

n <ng <ng<...,
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so daf3 gilt
a1 +az+...+ap, +ax>1

an1+2+a3+...+an2—|—a4>1
Onot2 + a3+ ...+ ap, +ag>1

Die Umordnung
air+...+tap, tax+an,12+...+ap, +a4+ap,42+...+ap, +a+apn,42+...

konvergiert offenbar nicht. a

Der Umordnungssatz ermdoglicht eine Verallgemeinerung des Begriffs der abso-
luten Konvergenz. Diese Verallgemeinerung ist zwar nicht wesentlich, aber fiir
das folgende doch sehr praktisch.

Sei S eine beliebige abzédhlbare Menge und sei
a:S— R

eine Abbildung. Der typische Fall, den wir vor Augen haben, ist der Fall S = N,
also der Fall einer Folge (a,). Um diesen Bezug zu betonen, schreiben wir

as anstelle von a(s)

und manchmal
a = (as)ses

und nennen die Abbildung a eine Schar von reellen Zahlen, parametrisiert
durch S.

Wir wollen den Ausdruck

D0

seSs

definieren. Im Falle S = N soll dies nichts anderes ergeben als
D an
n=1
Hierzu betrachten wir eine bijektive Abbildung
v:N— 8§,

ordnen also die Elemente von S in einer Folge an

Vi, Vg, UVs,....



§7. Umordnungssétze fiir unendliche Reihen 63
Wir kénnen nun versuchen zu definieren

g Qs = Ay, + Qpy + Qpy + .. ..
seSs

Diese Definition ist aber nur dann sinnvoll, wenn der Ausdruck
Ay; + Qpy +Qyy + ...
nicht von der gewéhlten speziellen Anordnung
V1, Vo, V3, ...
abhéngt. Dies ist offenbar dann gewéhrleistet, wenn die Reihe
Ay, + Qpy +apy + ...

fiir irgendeine beliebige (und dann aber auch fiir alle) Anordnungen absolut
konvergiert (Satz 7.1). Dies fithrt auf folgende

7.2 Definition. Fine Schar (as)scs reeller Zahlen heiffit summierbar, wenn
es eine Anordnung

v:N— 8§

gibt, so dafl die Reihe
Ay, +ap, +ay;, + ...

absolut konvergiert. Ist a der Wert dieser Rethe, so schreibt man auch

a= E Q.

ses

Anmerkung. Anstelle von ,,die Schar (as) ist summierbar® sagt man héufig auch
,die Reihe > a4 konvergiert absolut®.

Beispiele.
a) S=7

Wir gehen aus von einer Schar
a:2Z — R, n+— a,.

Man schreibt haufig

i a, anstelle von Z Q.

n=-—00 nez
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Diese Reihe konvergiert dann und nur dann absolut, wenn
CLO+CL1+CL_1-|-CL2+CL_2+CL3+CL_3+...

absolut konvergiert.

Nach 5.3 konvergieren dann insbesondere die Teilreihen
ai+as+as+---und a1 +a_s+a_s+...

absolut und umgekehrt folgt aus deren absoluter Konvergenz die Summier-
barkeit von

(an)nez.-
Sei S =N x N.
Man hat also eine Schar
(an,m)(n,m)eN x N
von reellen Zahlen, parametrisiert durch Paare von natiirlichen Zahlen. Man

konnte so etwas eine Doppelfolge nennen. Sie ist iibersichtlich in einem
quadratischen Schema anzuordnen.

aii, ai2, ais,
azi, Qa22, 0a23,

asi, asz2, ass,

Erginzung. Man kann natiirlich

e

seS

in naheliegender Weise auch definieren, wenn

(as)ses

eine durch eine endliche Menge S parametrisierte Schar von Zahlen ist. Wir
lassen auch den Fall S = () zu und definieren in diesem Fall

Zas =0.

Da bei endlichen Scharen keinerlei Konvergenzschwierigkeiten vorhanden sind,
treffen wir noch die

Vereinbarung. Alle Scharen (as) reeller Zahlen, die durch endliche Mengen S
parametrisiert werden, sind summierbar.
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Bevor wir den groffen Umordnungssatz, der ein Kommutativitidts- und Assozi-
ativitéitsgesetz fiir unendliche Reihen beinhaltet, formulieren kénnen, miissen
wir kurz noch den Begriff der Zerlegung einer (abzihlbaren) Menge S erldutern.

Sei also S eine abzdhlbare Menge. Eine Zerlegung von S ist eine Folge
Sl7 527 537 s

von Teilmengen von S, so dafl jedes Element von S in genau einer der
Teilmengen S,, enthalten ist, d.h

1) S=5USU....={ze8; zes8, fir mindestens ein n}
2) S, NS, =0 fir n#m.

7.3 Satz (Grofler Umordnungssatz). Es sei eine Zerlegung
S=5USUSsU...
einer abzdhlbaren Menge gegeben. Sei aufSerdem
(as)ses
eine durch S parametrisierte summierbare Schar reeller Zahlen. Dann gilt

1) Die Teilscharen
(as)sesn

sind summierbar, die Zahlen

An = a, firn=1,2,3,...

SES,

also wohldefiniert.

2) Die Reihe
> An
n=1
st absolut konvergent und es gilt
I S P
seS n=1 n=1 \s€SsS,,
Ergénzung. Aus der Summierbarkeit der Scharen
(Jas|,eg, ) fiirn=1,2,3,...
und der absoluten Konvergenz der Reihen

j{:liu ELL::§£:|GS
n=1

SES,

folgt die Summierbarkeit von (as)scs-
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Zum Beweis benttigen wir folgende beiden Kriterien fiir summierbare Scharen,
welche sich unmittelbar aus bekannten Resultaten iiber Folgen und Reihen
ergeben.

a) Eine Schar (as)ses ist genau dann summierbar, wenn es eine Zahl C' gibt,
so dafl
D lasl<C
seT
fiir jede endliche Teilmenge 7" von S gilt. In diesem Fall ist

D as < C.

seS

Folgerung. Ist (as)scs summierbar und ist So C S eine Teilmenge, so ist
auch die Teilschar (as)ses, summierbar und es gilt

> as <7 aal.

SESO seS

b) Wenn eine Schar (as)ses summierbar ist, so existiert zu jeder positiven Zahl
€ > 0 eine endliche Menge T' C S mit der Eigenschaft

> lad<e

seS-T

Wir beweisen nun den grofien Umordnungssatz. (as)secs ist nach Voraussetzung
summierbar. Sei

A:Zas, A, = Zas firn=1,2,3,....

seS sES,

Es gilt

A— (A1 +As+-+ A,) = > as.
sESf(SlLJ.,.USn)

Sei nun £ > 0. Wir wéhlen eine endliche Teilmenge T C S mit der Eigenschaft

Z las| < e.

seS-T

Jedes Element der menge 7' muf} in einem S,, enthalten sein. Wahlt man daher
nur N geniigend grof, so gilt

TCSiU...USy
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und wir erhalten

A= (Ar+ Ay + -+ A,)[ < D ay| firn > N.
seS—-T

Hieraus folgt die Konvergenz der Reihe A1 + As 4+ A3 + - - -, sowie die Formel
A=A+ A+ A3+ -+,

welche es zu beweisen galt. Wir haben jedoch noch nicht die absolute Konver-
genz der Reihe A; + A+ A3+ - - - erhalten. Diese ergibt sich, wenn man obigen
Beweis auf die Schar (|as|)ses anstelle von (as)ses anwendet. ad

Wir beweisen noch die Ergédnzung zu 7.3. Sei
> () -
n=1 \s€sS,

Behauptung. Ist T' C S eine endliche Teilmenge, so gilt

> lasl<C

seT

(und (as)ses ist summierbar).

Beweis. Sei
T,:=TnNS,.

Dann gilt
T'=TUToUT3U....

Da die Menge T endlich ist, folgt
T=T,U...UTyN, Ngeniigend grof3.

Den Umordnungssatz fiir endliche Scharen setzen wir als bewiesen voraus:

N

o =3 (X le)
seT n=1 seT),

Die rechte Seite ist nicht grofler als

i(Zm):a O

n=1 \s€S,
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Wir diskutieren nun den Spezialfall einer Doppelreihe. Die Indexmenge ist hier
S = N x N; ihre Elemente denken wir uns in einem quadratischen Schema
angeordnet:

Wir geben nun einige Zerlegungen dieser Menge an.
a) S, ={(a,b) € S|b=n}

Dies ist die n-te Spalte in dem obigen Schema und es ist klar, dafl man
hierdurch eine Zerlegung von S gewonnen hat.

b) Sp={(a,b) € S|a=n} (Zeilenzerlegung)

c) Sn=A{(a,b) € S|a+b=n} (Diagonalzerlegung)

Die Mengen S,, sind in diesem Fall endlich.

Sei nun eine Doppelfolge
a:NxN =R alsoa= (anm)mnmenxn

gegeben. Die absolute Konvergenz von

§ Qn,m

(n,m)eENxXN
bedeutet nichts anderes als die absolute Konvergenz von
ai1 + a1 + a2 +az; +az +aiz+...

(vergleiche den Beweis der Abzéhlbarkeit von N x N im letzten Paragraphen).
Dann ergibt sich aus dem grofien Umordnungssatz

(n,m)eNxN n=1 \m=1
oo o) oo 0o
= g An.m | = g E Ay |
m=1 \n=1 n=1 \v+pu=n

falls die Reihe auf der linken Seite absolut konvergiert. Man nennt diesen
Spezialfall des groflen Umordnungssatzes auch den CAUCHYschen Doppelrei-
hensatz.
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Distributivgesetz fiir unendliche Reihen.

7.4 Theorem. Seien (as)scs, (bi)ter zwei summierbare Scharen reeller
Zahlen. Dann ist auch die Schar

(as : bt)(s,t)GSxT
summaerbar, und es gilt

(Zas> : <Z bt> = > (as-by).

ses teT (s,t)eSXT

Der Beweis ergibt sich aus dem groflen Umordnungssatz. O

Als Anwendung des Distributivgesetzes beschéftigen wir uns abschlieffend mit
dem Ausmultiplizieren von Potenzreihen.

Gegeben seien zwei Folgen reeller Zahlen
ap, ai, as,... und bg, by, bo,....
Die beiden Reihen

0 oo
E apxr", E b

mogen fiir alle = aus einer gewissen Menge D C R absolut konvergieren. Aus
dem Doppelreihensatz folgt

(Z anx”) <Z bnxn> = Z cpx” (Cauchy-Produkt)
n=0 n=0 n=0
mit

n
Cpn = E aubu:E aybn_,.
v=0

v+u=n

Als Anwendung konstruieren wir eine Potenzreihe, die fiir alle x € R absolut
konvergiert und die zu einer Losung der ,,Funktionalgleichung®

P(x +y) = P(x)P(y) fir allex,y € R
fithrt. Dabei bezeichne

P(x) = i anx"
n=0

den Wert der Potenzreihe an der Stelle z.
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Das Problem ist sicher dann gelost, wenn wir die Koeffizienten folgenden Be-
dingungen unterwerfen:

1) (anz™) ist eine Nullfolge fiir jedes = € R.

2) Es gllt Zl/—l—uzn a,ygj’/b“y“ = an(l' + y)n

Die binomische Formel zeigt, dal man

1
an = —'
n!
wahlen kann.
7.5 Theorem. Die Reihe
= z" 2 a3
= — =1 —_— ...
exp(x) Zn! —|—x+2—|—6+

n=0

konvergiert fiir alle x absolut. Sie geniigt der Funktionalgleichung

exp(z +y) = exp(z) exp(y).

Aus der Funktionalgleichung folgert man unmittelbar zwei weitere wichtige
Beziehungen:

exp(z) exp(—x) = exp(0) = 1.

Hieraus ergibt sich, dafl exp(z) stets von Null verschieden ist, und weiterhin
folgt noch
exp(nx) = exp(z)" fir n € Z.

Insbesondere gilt

exp(n) =e", e =exp(l) fir n € Z.
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1. Der Begriff der Stetigkeit

1.1 Definition. Fine Funktion f einer Verdnderlichen ist eine Abbildung
f:D— R.

Daber ist D eine Teilmenge von R.

Bezeichnung. Man nennt D den Definitionsbereich der Funktion f und das Bild

von f
f(D):={beR; b= f(a)fireinacD}

den Wertevorrat von f.

Beispiele.
a) D=R*:={zxeR; x+#0},

1
flz)=— (Wertevorrat: R*®).
T

b) Die konstante Funktion mit dem Wert a.
D C R beliebig, aber nicht leer,

f(x) =a firz e D (Wertevorrat: {a}).

c¢) Eine Folge reeller Zahlen ist nichts anderes als eine Funktion, deren Defini-
tionsbereich N ist.

1.2 Definition. Fine Menge D von reellen Zahlen heifit Intervall, falls mit
je zwei Punkten
a,be D, a<b,

auch jeder zwischen a und b liegende Punkt in D enthalten ist, d.h.

a<x<b=xeD.
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Es gibt verschiedene Typen von Intervallen, die wir der Reihe nach aufzéhlen.

I. Die endlichen Intervalle

Seien a < b zwel reelle Zahlen.

a) Das abgeschlossene Intervall

[a,b] :={z; a <x <b} (also: a,b € [a,b]).
b) Das offene Intervall

(a,b) :={z; a <z < b} (also: a,b ¢ (a,b)).
a) Die halboffenen Intervalle

la,b) == {x; a <x < b} (also: a € [a,b), b ¢ [a,])).
(a,b] :=={z; a <x <b} (also: a ¢ (a,b], b € (a,b]).

I1. Die unendlichen Intervalle

a) Rechte Halbgeraden

la,00) :={x; a < x}

(a,00) :={x; a < x}
b) Linke Halbgeraden

(—00,b) :={z; x < b}
(—00,b) :={x; x < b}

a) Die reelle Gerade
(—o00,00) :=R.

Der Punkt a bzw. b heifit der linke bzw. rechte Randpunkt von D. Hierbei ist
allerdings der degenerierte Fall a = b auszuschlieffen. In diesem Falle gilt

[a,a] = {a} sowie (a,a) = 0.

1.3 Satz. In obiger Liste kommen alle Intervalle im Sinne der Definition 1.2
vor

Der Beweis beruht auf dem Vollstdndigkeitsaxiom und benutzt Fallunterschei-
dungen. Wir behandeln nur kurz einen Fall. Das Intervall D sei nach unten,
nicht aber nach oben beschriankt. Sei @ = inf D. Aus der Definition eines
Intervalls folgt leicht (a,00) C D. Danach iiberlegt man sich, dal D gleich
(a,00) oder gleich [a, 00) sein musB. O
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1.4 Hilfssatz. Sei D C R ein Intervall, f : D — R eine Funktion und a € D
ein Punkt aus D. Folgende beiden Aussagen sind gleichbedeutend

1) Sei ai, ag, as,... eine Folge von Punkten aus D, die gegen a konvergiert.
Dann gilt
lim f(an) = f(a).

n—oo

2) Zu jeder positiven Zahl € > 0 existiert eine positive Zahl § > 0 mit der
Eigenschaft:

If(z) = f(a)| <e, falls |x —a| <6 und x € D.

Beweis. 1) = 2). Wir schlieflen indirekt, nehmen also an, dafl es ein € > 0
gibt, welches die geforderte Eigenschaft nicht besitzt. Zu jedem 6 > 0 existiert
dann ein z € D mit

|x —a| < § aber |f(x) — f(a)| > €.

Wir nutzen dies speziell fiir 6 = 1/n aus und finden eine Folge (a,) in D mit
1
lan, —al < - aber |f(x) — f(a)| > e.

Es gilt dann also a,, — a und wegen 1) auch f(a,) — f(a). Widerspruch!

2) = 1). Sei € > 0. Wir wéhlen § wie in 2) und bestimmen dann ein N € N
mit
lan, —a| < fir n > N.

Dann gilt
|f(an) — f(a)| < e fiir n > N. 0

Man kann die Bedingung 2) grob etwa folgendermaflen aussprechen:

Die Funktionswerte f(x) liegen beliebig nahe bei f(a), wenn nur x geniigend
nahe bei a liegt.

1.5 Definition. Sei: f : D — R eine Funktion, welche auf einem Intervall
D C R definiert ist und set a € D. Dann heifit die Funktion f stetig in a,
wenn die in Hilfssatz 1.4 formulierten Bedingungen erfillt sind. f heifst stetig
(schlechthin), wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches stetig ist.

Beispiele stetiger Funktionen

1) Die konstante Funktion
f:R—R, f(z) =a fir x € R,

ist stetig.
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2) Die Funktion
f:R—>R7 f(x):l',
ist stetig.

3) Die Funktion
f:R—>R7 f(x):xsv

ist stetig.

Der Beweis ergibt sich aus der Charakterisierung der Stetigkeit durch Folgen
(1.4, 1) und der Permanenzeigenschaften fiir konvergente Folgen:

an — a = a> — a’.

Es sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, den Beweis mit Hilfe der e-6-
Definition (1.4, 2) durchzufiihren.
4) Sei D :={z € R; z > 0}. Dann ist die Funktion

1
f:D_)Ra f(x):E7
stetig. (Auch auf dem Intervall D’ := {x € R; = < 0} ist die Funktion

natiirlich stetig.)

5) Die Funktion
[R—R, f(x) =]z,

ist stetig.

Der Begriff der Stetigkeit ist eng mit dem Konvergenzbegriff verwandt, wie
bereits aus der Definition iiber Folgen hervorgeht. Noch deutlicher wird dieser
Zusammenhang, wenn man Grenzwerte fiir Funktionen einfiihrt.

1.6 Definition. Sei D ein Intervall, welches nicht nur aus etnem Punkt besteht
und sei a € D. AufSerdem sei eine Funktion

f:D—{a} — R oder f:D—R

gegeben. Der Grenzwert von f fiir x gegen a existiert, wenn sich f in a hinein
stetig fortsetzen lafit. Das mdge bedeuten, dafl es eine stetige Funktion

f:D—>]R

gibt mit der Figenschaft

f(x) = f(z) firx € D, z # a.
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Die Funktion f kann also, mufl aber nicht, auch in dem Punkt a definiert sein.
Auf den Wert f(a) kommt es aber nicht an! Dies wird von anderen Autoren
anders behandelt. Beispielsweise fordert Forster im Falle f : D — R zusétzlich,

daB f(a) = f(a).

So wie hier der Grenzwertbegriff lim,_,, f(x)
erklart wurde, kommt es auf f(a) nicht an,
sollte f(a) definiert sein.

1.7 Bemerkung. Die Voraussetzungen seien wie in Definition 1.6. Die stetige
Fortsetzung f ist, so sie iberhaupt existiert, eindeutig bestimmit.

Beweis. Da D ein Intervall ist, welches nicht nur aus einem Punkt besteht,
findet man eine Folge a1, as, as, ... mit

an # a, a € D und a,, — a fiir n — oo.

Es gilt notwendigerweise

f(a) = lim f(ay). O

n—oo

Bezeichnung. Sei b = f(a). Dann schreibt man

lim f(z) =0 oder f(z) — b fir x — a.

Natiirlich kann man den Begriff des Grenzwerts direkt einfithren, ohne auf die
Stetigkeit zuriickzugreifen, etwa:

Die Funktion f(x) konvergiert fiir x — a gegen b, falls zu jedem e > 0 ein § > 0
existiert mit der Eigenschaft:

x#a, €D, |r—al<d=|f(x)—b <e.
Eine weitere Alternative wére

1.8 Bemerkung. Die Voraussetzungen seien wie in 1.6. Die Funktion f kon-
vergiert genau dann, wenn folgendes gilt:

Ist ay, as, as, ... eine Folge aus D — {a}, welche gegen a konvergiert, so kon-
vergiert auch die Folge (f(ay)).

Zum Beweis mufi man nur zeigen, dafl der Grenzwert lim f(a,) nicht von
der Wahl der gegen a konvergierenden Folge abhéngt, denn dann kann man
(unabhéngig von der Wahl dieser Folge) definieren:

f(a) := lim f(ay).

n—oo
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Seien also ay, ag, ag, ... und by, by, bs, ... zwei Folgen aus D—{a}, welche beide
gegen a konvergieren. Offensichtlich konvergiert dann die Folge

ay, blv a2, b2, as, b37 s
ebenfalls gegen a. Nach Voraussetzung konvergiert dann

f(al)v f(b1)7 f(a2)7 f(b2)7 f(a3)7 f(b3)7 s
Die Teilfolgen (f(a,)) und (f(by,)) haben dann den gleichen Grenzwert!
g

Beispiel fiir Konvergenz von Funktionen
Sei h : R — R eine beschrankte Funktion, d.h. eine Funktion mit beschriank-
tem Wertevorrat:
|h(z)| < C fiir alle z € R, C geeignet.
Wir bilden die Funktion
1
f:R—{0} — R, f(x) zw-h<—).
T
Aus 1.3.3 und 1.3.4 folgt dann lim, .o f(z) = 0.
Seien
f,g:D—R
zwel Funktionen mit demselben Definitionsbereich D. Dann sind die Funktio-
nen
f+g f-g9 cf(ceR)und 1/f
definiert; die letzte allerdings nur, wenn f(x) fiir alle x € D von Null
verschieden ist. Man hat

(f +9)(x) = f(x) + g(=),
(f-9)(x) = f(z) - g(x),
(cf)(z) = c f(z),

(/9@ = 777

Anmerkungen.
1) Die Funktion 1/f hat nichts mit der im néchsten Abschnitt eingefiihrten
Umbkehrfunktion =1 zu tun.
2) Die Menge aller Funktionen

f:D—R
bildet insbesondere einen Vektorraum tber R. Diesen bezeichnet man gelegent-
lich mit R?. Fiir D := {1,...,n} erhélt man so den R", denn die Funktionen
sind dann nichts anderes als n-Tupel von reellen Zahlen.
Die nun folgenden Stabilitdtseigenschaften stetiger Funktionen ergeben sich
unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften konvergenter Folgen. Es sei

dem Leser empfohlen, neue Beweise zu finden, welche auf der e-d-Definition
beruhen und von Folgen keinen Gebrauch machen.
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1.9 Bemerkung. Seien f,g: D — R zwei Funktionen auf dem Intervall D.
Wenn f und g im Punkt a € D stetig sind, so gilt dies auch fiir die Funktionen

f+g, f-9, cf (ceR) und 1/f,

letzteres natirlich nur, falls f(x) # 0 fir alle x € D gilt.

Es ergeben sich so unter gewissen Voraussetzungen Permanenzeigenschaften
fiir die Konvergenz von Funktionen (die Formulierung dieser Voraussetzungen
moge dem Leser iiberlassen bleiben):

lim (f +g)(x) = lim f(2) + lim g(z),
lim (f - g) () = lim f(2) - lim g(x),
1

lim (1/)(z) = Ty f(2)”

Ineinandersetzen von Funktionen.

Gegeben seien zwei Funktionen
f:D—Rundg: D' — R.

Annahme. f(D) C D’.

Man kann dann die Funktion
betrachten. Diese bezeichnet man mit*)

h=gof.

Beispiel.
f : R — R: f(x) = ex7

g: B R, g) =1
h=gof: R—R, h(x) :eix.

*) Diese Definition weicht von der in der Mengentheorie iiblichen Definition der
Zusammensetzungen von Abbildungen f : X — Y, g : Y — Z ab, wo gefordert
wird, dafl das Ziel Y von f gleich dem Definitionsbereich von g ist. Man koénnte volle
Konsistenz erreichen, wenn man anstelle f die Abbildung fo : D — D', fo(z) = f(z),
einfiihrt.
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1.10 Bemerkung. FEs seien zwei Funktionen
f:D—R, g:D —R

auf den Intervallen D, D" gegeben und es gelte f(D) C D'. Seia € D ein Punkt
und b = f(a) € D'. Wenn die Funktion f in a und die Funktion g in b stetig
sind, so ist die Zusammensetzung go f in a stetig.

Man kann kurz sagen:
Stetigkeit bleibt beim Ineinandersetzen von Funktionen erhalten.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Es existiert ' > 0 mit

lr —b] <¢', z€D = |g(x) — g(b)| <e.
Wir bestimmen 6 > 0 so, daf

v —al <6, x € D= |f(x)— fla)] < ¢
Es ist hieraus unmittelbar klar, dafl

[z —al <6, z € D= [g(f(z)) —g(f(a))] <e 0

2. Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

Im folgenden wird eine einfache Eigenschaft stetiger Funktionen niitzlich sein.

Sei f: D — R stetig in g € D. Es gelte f(zg) > 0. Dann gibt es ein § > 0, so
daf3
|z —x0| <9, x € D= f(x)> 0.

Wenn also eine Funktion f in einem Punkt zg positiv und stetig ist, so ist sie
in ,,hinreichender Nahe*“ von xy positiv.

_ f(=o)
2

Beweis. Man setze

und bestimme § > 0 so, dafl
|z — x| <d = |f(z) — flwo)| <e

gilt. Also

Flao) ~ L9 < 1) < ooy + 1200

Aus der linken Seite dieser Ungleichung folgt dann die Behauptung. ad
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Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen

2.1 Theorem. Sei f: D — R eine stetige Funktion auf dem Intervall D
und seien a < b zwei Punkte aus D, so daf$ f(a) und f(b) von 0 verschieden
sind und verschiedene Vorzeichen haben.

(f(a) <0, f(b) >0 oder f(a) >0, f(b) <0)
Dann existiert eine Nullstelle & von f zwischen a und b:

a<&<b, f(€)=0.

Beweis. 0.B.d.A.:  f(a) >0, f(b) <DO.
Wir betrachten die Menge

M:={z€lab]; flz)>0, z<b}.
Diese Menge ist nicht leer (¢ € M) und nach oben beschriankt (durch b), so
dafl man das Supremum betrachten kann:

& :=sup M.

Behauptung. f() =0.
Dies beweisen wir indirekt.
a) Sei f(£) > 0. Dann muBl £ < b gelten. Wegen der Stetigkeit von f existiert
ein 9 > 0, so daf3

f(z) >0 fiir alle x € D, |z —&| > 4.
Wir kénnen § < b — £ wihlen. Dann folgt

)
E+§€M.

Das kann aber nicht sein, denn £ ist obere Schranke von M.
b) Sei f(£) < 0. Es existiert dann § > 0 mit

f(z) >0 fiir alle x € D, |z —¢| <.

Dies ist aber nicht vertrédglich damit, daf ¢ die kleinste obere Schranke von M
ist. O
Man kann den Zwischenwertsatz sofort etwas verallgemeinern:

Sei f : D — R stetig, D ein Intervall und seien a < b zwei Punkte aus D. Wenn

yo zwischen f(a) und f(b) liegt (d.h. f(a) < yo < f(b) oder f(b) < yo < f(a)),
so existiert eine Zwischenstelle

EeD, a<&<h,
mit der Eigenschaft
f(&) = yo-
Zum Beweis braucht man den Zwischenwertsatz nur auf die Funktion
g:D—R, g(x):= f(z) — o

anzuwenden.
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2.2 Folgerung. Ist f : D — R stetig und D ein Intervall, so ist auch der
Wertevorrat f(D) ein Intervall.

Monotone Funktionen.

Man nennt eine Funktion

f:D—R
a) (streng) monoton wachsend, wenn fiir alle a,b € D gilt
a<b= f(a) < f(b) (f(a) < (b)),
b) (streng) monoton fallend, wenn fiir alle a,b € D gilt

a<b= f(a)> f(b) (f(a) > f(b)),

c) (streng) monoton schlechthin, wenn sie (streng) monoton wachsend oder
fallend ist.

Offenbar ist eine Funktion genau dann streng monoton, wenn fiir jedes Tripel
a<b<e a,bceD,

die Werte
f(b) = f(a) und f(c) — f(b)
von Null verschieden sind und gleiches Vorzeichen haben.
2.3 Folgerung. FEine stetige Funktion f : D — R auf einem Intervall D ist
dann und nur dann eineindeutig, wenn sie streng monoton ist.

Beweis.
a) trivialer Fall: Wenn f streng monoton ist, so ist f offensichtlich eineindeutig.

b) Sei f eineindeutig. Wir schliefen indirekt, nehmen also an es gebe ein Tripel
a<b<e, abce D, sodall

f(a) = f(b) und f(c) — f(b)
verschiedenes Vorzeichen haben. O.B.d.A. gelte
f(b) < f(a) und f(b) < f(c).
Wir wihlen einen beliebigen Wert yo mit
f(b) <yo < fla) und f(b) <yo < f(c).
Nach dem Zwischenwertsatz existieren Zwischenstellen &, &’ mit
a<é<bund b< € <ec

mit
f(&) = (&) = o

Das ist ein Widerspruch zur Eineindeutigkeit von f. O
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2.4 Satz. Sei f: D — R eine streng monotone Funktion auf dem Intervall
D. Wenn der Wertevorrat f(D) auch ein Intervall ist, so ist f stetig.

Beweis. Man kann 0.B.d.A. annehmen, daf§ f streng monoton wachsend ist. Sei
dann zg € D. Wir wollen zunéchts einmal annehmen, dafl xy kein Randpunkt
von D ist. Dann ist wegen der strengen Monotonie auch f(xg) kein Randpunkt
von f(D), so daB fiir geniigend kleines € > 0 gilt

[f(z0) — &, f(z0) + ] C f(D).
Gesucht ist 6 > 0, so da8} fiir x € D gilt
[z — 20| < 0= [f(x) — flzo)| <e.
Nun ist aber |f(z) — f(z0)| < € gleichbedeutend mit

flxo) —e < f(z) < f(zo) + €.

Sei yy := f(xo) —e € f(D) und yo := f(x9) + € € f(D) und seien 1, x5 die
eindeutig bestimmten Punkte x1,z5 in D mit

f(x1) = y1 und f(z2) = yo.
Dann setzen wir
0 := min{zg — 1,22 — x0}.

Aus
|lr —zp| <d<=axp—0<x <20+

folgt dann x; < x < z9 und wegen der strengen Monotonie

f(xo) —e=y1 = f(z1) < f(z) < f(z2) = y2 = f(20) + €.

Wenn z( ein Randpunkt ist, so schlieft man dhnlich (einseitig!). O
Anmerkung. Der Satz ist auch dann richtig, wenn man statt der strengen nur
die einfache Monotonie voraussetzt.

Stetigkeit und Monotonie sind lokale Eigenschaften einer Funktion.
Wir wollen dies prézisieren.

Sei a € R eine beliebige reelle Zahl und sei € > 0. Unter der e-Umgebung U.(a)
von a versteht man das Intervall

Uc(a) = (a—e,a+¢),
also die Menge aller Zahlen x mit

|z —al <e.
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Sei f : D — R eine Funktion, D C R und Dy C D ein Teil von D. Die
Einschrinkung von f auf Dy ist die Funktion

fo: Do — R, fo(z):= f(z) fiir z € Dy.

Schreibweise.

f|D0 = fo.
Die Eigenschaft der Stetigkeit ist im folgenden Sinne eine lokale Eigenschaft:

Sei f: D — R eine Funktion, D ein Intervall und a € D. Die Funktion f ist
genau dann stetig in a, wenn es eine e-Umgebung U = U.(a) von a gibt, so
daf$ die Einschrdinkung von f auf U N D stetig in a ist.

Etwas vage ausgedriickt:

Ob eine Funktion f stetig in a ist, hingt nur von dem Verhalten von f in der
Niéhe von a“ ab.

Der Beweis dieser Behauptung ist fast trivial und kann dem Leser iiberlassen
bleiben. Weniger auf der Hand (wenn auch anschaulich klar) liegt:

Die Eigenschaft der Monotonie ist im folgenden Sinne eine lokale Eigenschaft:

Sei f : D — R eine Funktion, D ein Intervall. Die Funktion f ist genau dann
(streng) monoton wachsend, wenn sie lokal (streng) monoton wachsend
ist, wenn es also zu jedem Punkt a € D eine e-Umgebung U = U.(a) von a
gibt, so daf die Einschrdinkung von f auf U N D (streng) monoton wachsend
15t.

(Man kann ,,wachsend* durch , fallend“ ersetzen).

Wir fiithren den Beweis fiir strenge Monotonie. Die Funktion f sei also lokal
streng monoton wachsend. Wir zeigen, dafl f iiberhaupt streng monoton wach-
send ist. Dies geschieht wiederum indirekt; wir nehmen also an, daffl Punkte
a,b € D mit

a < b aber f(a) > f(b)

existieren. Sei
M :={z € [a,b]; f(a) < f(z)}.

Die Menge M ist nicht leer, da f in einer §-Umgebung von a streng monoton
wachsend ist. Sie ist durch b nach oben beschrankt. Wir kénnen daher wieder

& :=sup M

betrachten. Es gilt
a<&<h.

Nun nutzen wir aus, da3 f in einer 6’-Umgebung von £ streng monoton wach-
send ist und folgern hieraus zunéchst

EeM
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und dann

E<b

da b ¢ M nach Voraussetzung. Wir nutzen nun nocheinmal aus, dafl f in einer
0’-Umgebung von £ streng monoton wachsend ist und schlieflen

/

o
—eM
§+5 €M,

wenn wir ¢’ so klein wihlen, dal ¢ < b — £ gilt. Widerspruch! O
Aus 2.3 folgt nun:

Sei f : D — R eine stetige Funktion auf einem Intervall. Die Eineindeutig-
keit von f st eine lokale Figenschaft.

Die Umkehrfunktion.

Sei
f:D— R, DCR,

eine eineindeutige Funktion, f(D) ihr Wertevorrat. Zu jedem Element b € f(D)
existiert also ein und nur ein Punkt

a € D mit f(a) =b.

Ordnet man jedem Punkt b € f(D) diesen Punkt a zu, so erhélt man eine neue
Funktion
g9:f(D) —R.

Sie hat die Eigenschaft
fla) =b<=a=g(b).

Man nennt g die Umkehrfunktion von f. Offensichtlich ist g ebenfalls einein-
deutig. Die Umkehrfunktion von g ist f.

Wir halten fest:

Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist der Wertevorrat der Ausgangs-
funktion.
Der Wertevorrat der Umkehrfunktion ist der Definitionsbereich der Ausgangs-
funktion.

Bezeichnung *).

=1 : Umkehrfunktion von f
(Sie kann nur bei eineindeutigem f gebildet werden!) Die Umkehrfunkion f~1
ist etwas vollig anderes als die reziproke Funktion 1/f.

Wir zeigen nun als Anwendung von 2.4, dafl die Umkehrfunktion einer stetigen
Funktion auf einem Intervall wieder stetig ist.

*) Auch hier weichen wir vom in der Mengenlehre iiblichen Begriff der Umkehrab-
bildung einer Abbildung f: X — Y ab, wo gefordert wird, dafl f bijektive ist.
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2.5 Theorem. Sei f: D — R eine stetige und eineindeutige Funktion auf
dem Intervall D. Die Umkehrfunktion

f7H (D) — R

1st ebenfalls stetig.

Beweis. Eine einfache Uberlegung zeigt, da8 die Umkehrfunktion einer streng
monotonen Funktion ebenfalls streng monoton ist. Der Rest ergibt sich dann
aus 2.4, denn der Wertevorrat von f~! ist das Intervall D. O

Beispiel. Sei n eine natiirliche Zahl,
fR— R, f(z):=2".
Behauptung. Der Wertevorrat von f ist

f(R) = R, wenn n ungerade,
| {z € R; z >0}, wenn n gerade.

Beweis. Wir beschranken uns darauf zu beweisen:

Sei yo > 0. Es existiert o € R mit
Yo = x( (Existenz der n-ten Wurzel).
Nach dem Zwischenwertsatz geniigt es, Zahlen a und b mit der Eigenschaft
a" <yo <"

zu konstruieren. Deren Existenz ist aber klar (man wihle etwa
1 o b— k
a = — sowie b =
k

fiir hinreichend grofles k € N.) O

Die Funktion f ist offenbar streng monoton, wenn n ungerade ist. Wir kénnen
daher die Umkehrfunktion f~!: R — R bilden.

Bezeichnung. )
fHz) = Yz =an.

Die definierende Eigenschaft dieser Funktion ist
({L/E)n = ¢ fiir alle € R.

Bei ungeradem n erhalten wir also folgendes Ergebnis:

Bei ungeradem n ist die Funktion

f:R—R, f(z)=2a",
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stetig und streng monoton wachsend; ihr Wertevorrat ist R.

Ihre Umkehrfunktion
g:R—R, g(x) = Yz

1st daher also auf ganz R definiert, ebenfalls stetig und streng monoton wach-
send und hat den Wertevorrat R.

Bei geradem n kann man nicht so ohne weiteres eine Umkehrfunktion bilden,
denn die Funktion

f(z) = 2"

ist dann nicht eineindeutig. Es gilt ja

Deshalb schrianken wir den Definitionsbereich zunéchst einmal ein
fo := f|D wobei D := {x € R; z > 0}.

Die Funktion fj ist streng monoton wachsend und hat den gleichen Wertevorrat
wie f, ndmlich ebenfalls D.

Man kann daher die Umkehrfunktion
fo 1.D—R

betrachten.
Bezeichnunyg. )

fol(x) = /x = aw fiir x > 0.
Bei geradem n erhalten wir also folgendes Ergebnis:

Bei geradem n ist die Funktion
filreR 220} —R, fa)=a",

stetig und streng monoton wachsend; ihr Wertevorrat ist gleich dem Defini-
tionsbereich.

Thre Umkehrfunktion
g:{reR; 2>0} —R, g(x)=

ist auf ganz {x € R; x > 0} definiert, ebenfalls stetig und streng monoton
wachsend und hat den Wertevorrat {x € R; x > 0}.

Nach unserer Definition ist also der Ausdruck {/z bei geradem n € N nur fiir
x > 0 definiert und es gilt

Yx >0 fiir z > 0.
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Die Funktion
1
flz)=a» firz >0
158t sich jedoch auch auf ganz andere Weise gewinnen. Dies soll im folgenden

geschehen.
Behauptung. Die Funktion (1.7.5)

2 3 4

x™ x x T
—=l4+z+—+—=—+=—++...

exp: R — R, exp(z) := Z o 5 6 T o1
n=0

st streng monoton wachsend, stetig und hat als Wertevorrat die Menge R der
positiven reellen Zahlen.

Beweis. 1) exp ist streng monoton.

Wenn 0 < a < b gilt, dann ist sicher exp(a) < exp(b), denn die Reihe exp(b)
majorisiert die Reihe exp(a). Das Verhalten fiir negative z wird geklart durch
die Formel

exp(—x) = exp(z) .
2) exp ist stetig.
Sei 2o € R und € > 0. Es existiert dann ein 6 > 0 mit

) ) x
5 exp(zg) < € (beachte: al;lg%) — = 0).

Aus |z — x| < 0 folgt
| exp(z) — exp(z0)| = exp(zo)| exp(z — o) — 1

_ expla)[35 E 220"

< expl(x
- < exp(xo)

n=1 n

671
H.

WK

1

Wenn § < 1 gewéhlt wurde, was wir annehmen koénnen, so folgt hieraus

J

| exp(@) — exp(ao)| < exp(xo) Y 6" = exp(o) 1

n=1

5<6.

3) Der Wertevorrat von exp ist R .

Fiir positive z ist exp(x) positiv, da dann alle Reihenglieder positiv sind. Wenn
x hingegen negativ ist, so gilt

exp(—x) exp(z) = 1,

also auch exp(z) > 0.
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Sei nun umgekehrt yo € R, . wir suchen zg € R mit der Eigenschaft
exp(xo) = Yo-
Nach dem Zwischenwertsatz geniigt es, Zahlen a und b zu finden, so daf§ gilt
exp(a) < yo < exp(b).
Die Existenz solcher Zahlen ist gesichert; man kann beispielsweise
a = —k sowie b =k
fiir gentigend grofles k € N wéhlen, denn es gilt

lim e % = 0. O

k—o0
Die Umkehrfunktion von exp ist der sogenannte natiirliche Logarithmus. Sein
Definitionsbereich ist der Wertevorrat von exp, also R _:

log: R, — R.
Wir erhalten also folgendes Ergebnis:

Die Umkehrfunktion von exp, der Logarithmus, ist definiert auf R, und hat
als Wertevorrat R. Der Logarithmus ist stetig und streng monoton wachsend.
Er geniigt der Funktionalgleichung

log(zy) = log(x) + log(y) fir alle z,y € R .
Bezeichnung. Seien a,b € R, a > 0. Wir definieren
a® = exp(b loga).
Die Funktion
f:R — R mit f(z) =a” = exp(x loga), a >0
heiflt Exponentialfunktion zu Basis a.

Diese Bezeichnung ist dadurch gerechtfertigt, dafl in den Féllen, in denen
a® bereits definiert wurde, nichts Neues herauskommt, wovon sich der Leser
iiberzeugen moége. Zum Beispiel gilt

e” = exp(x loge) = exp(z),

denn es gilt loge = 1.

Rechenregeln.
1) a’t¢ = abac (sofern a >0 )
2) ab® = (ab)° (sofern a,b > 0)
3) (a®)® = abe (sofern a >0 )

Diese Rechenregeln folgen unmittelbar aus der Definition und den beiden
Formeln

log(ab) = log a + log b sowie loga® =bloga (a > 0),
welche wiederum durch Anwenden von exp bewiesen werden.

Ein weiterer fundamentaler und anschaulich klarer Satz der reellen Analysis ist
das
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2.6 Theorem. Se:
f:la,b] — R, a<b,

eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b]. Der Wertevorrat
von f besitzt ein Maximum und ein Minimum.

Es existiert also beispielsweise ein Punkt € € [a, b] mit der Eigenschaft
f(&) > f(x) fir alle z € [a, b).

Nach dem Zwischenwertsatz ist der Wertevorrat von f ein Intervall. Die Funk-
tion f nimmt also auch alle zwischen dem Maximum und Minimum liegenden
Werte an. Es gilt also:

Der Wertevorrat einer auf einem abgeschlossenen Intervall definierten stetigen
Funktion st selbst ein abgeschlossenes Intervall.

Insbesondere ist eine solche Funktion also beschrdnkt, d.h. es existiert eine
Konstante C', so daf§ gilt

|f(z)] < C fiir alle z € [a, b].

(Man wéhle etwa C' = max{|min f(x)|, | max f(x)|}.)
Nun zum Beweis von Theorem 2.6.
1) f ist beschrankt

Wir zeigen dies indirekt, nehmen also an, f sei unbeschrinkt. Dann existiert
zu jedem n € N ein z,, € [a,b] mit

f(xn) > n.

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS existiert eine konvergente Teil-
folge

Ty Tugy Tugy oo

Der Grenzwert dieser Folge sei x*. Es gilt dann nach 1.4.10
a<z*<b.

Da f stetig ist hat man
f(z*)= lim f(z,,)

n——-~oo

und die Folge (f(x,, )) mufl beschriankt sein. Das ist ein Widerspruch zur Kon-
struktion von x,,.
2) f besitzt ein Mazimum (und ein Minimum).
Sei
B = sup{f(z); = € [a,b]}.
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Wir miissen zeigen, dafl  im Wertevorrat von f liegt. Wire dies nicht der Fall,
so konnte man die Funktion

1
g:la,bl — R, g(z) = ——
. D= -
betrachten und diese wére stetig in [a, b]. Nach dem ersten Schritt wire dann
g in [a,b] beschrinkt; dies steht aber im Widerspruch zur Definition des

Supremums.
Im Falle des Infimums schlieffit man ebenso. O

3. Folgen und Reihen von Funktionen

3.1 Definition. FEine Folge (f,)nen von Funktionen
fa:D—R n=1,23,...
heifit punktweise konvergent gegen die Funktion f: D — R, wenn gilt
nhj(f)lo fn(x) = f(x) fir jedes © € D.

Schretbweise.
f: lim fn Odel‘fn—>ff1'jrn—>oo,

Von einem naiven Standpunkt aus konnte man vermuten, dafl die Grenz-
funktion stetig ist, wenn alle Funktionen f,, stetig sind. Dies ist jedoch im
allgemeinen nicht der Fall.
Gegenbeispiel.

D =10,1], fn(z)=2".

i n_ )1, falls x =1
et T 0, falls 0 < x < 1.

Die Grenzfunktion f ist unstetig an der Stelle z = 1!

Es gilt

Die Tatsache, dafl die Stetigkeit von Funktionen bei Grenziibergédngen zerstort
werden kann, ist oft drgerlich. Es gibt aber einen etwas engeren Konvergenz-
begrift — die gleichmdfige Konvergenz — der diese unangenehme Eigenschaft
nicht hat.

Wir fiithren zunéchst den Begriff der Norm einer beschriankten Funktion ein.
Wir erinnern dran, dafl man eine Funktion f : D — R beschrdnkt nennt, wenn
der Wertevorrat f(D) beschrinkt ist, wenn es also eine Konstante C' gibt mit
der Eigenschaft

|f(z)] < C fiir alle z € D.

Die Norm || f|| ist dann die kleinste obere Schranke C' mit dieser Eigenschaft.
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3.2 Definition. Die (Supremums-)Norm einer beschrinkten Funktion
fiD—R, D#0,
st definiert durch die Formel

If[l = sup{[f(z)[; € D}.

Fiir eine beschriankte Funktion gilt also:
Die beiden Ungleichungen
a) |f(x)| < C fir alle x € D,
b) Ifll<c,
sind gleichbedeutend.

Insbesondere gilt
|f(x)| <||f|l fiir alle z € D.

Im allgemeinen braucht || f|| nicht im Wertevorrat von f zu liegen, nur unter
speziellen Voraussetzungen ist dies der Fall, z.B. fiir stetige Funktionen auf
einem abgeschlossenen Intervall.

3.3 Bemerkung. Seien
f,g:D—R

zwei beschrinkte Funktionen, c eine reelle Zahl. Dann gilt
1) |fll =0 und || f|| =0 nur, wenn f(x) =0 fir alle z € D.
2)  lefl = lelllA1-
3 Mf+gll <A+ llgll-
4) gl < I llgll-
Beweis. (Nur fiir 3))
Fiir jedes x € D gilt
[f (@) + g(x)] < |f(0)] + lg@)] < [IFI+ 1ol
Hieraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung. ad

3.4 Definition. FEine Folge von Funktionen

f17f27 f37"':DHR

heifit gleichmdf$ig konvergent gegen f : D — R, wenn folgende Bedingungen
erfillt sind

1) Die Funktionen f — f,, sind beschrankt*).
2) Die Folge der Zahlen

Lf= Al 1= fall 1= Sl -
1st eine Nullfolge.

*) Wenn man will, kann diese Bedingung abschwiichen. Es geniigte zu fordern, daf
f — fn fur alle n bis auf endlich viele Ausnahmen beschrinkt ist
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Anders ausgedriickt existiert zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N, so daf§
gilt:
|fn— fl <efirn> N.

Anmerkung. Wenn eine Folge von Funktionen (f,) gleichméfig gegen f kon-
vergiert, so konvergiert sie auch punktweise gegen f.

Beweis. Man beachte die Ungleichung

[fu(z) = f(@)] < |[fu = fI- O

3.5 Theorem. Gegeben sei eine Folge von Funktionen, die im Punkt xq stetig
seien. Konvergiert die Folge gleichmdf$ig gegen die Funktion f: D — R, so ist
auch die Grenzfunktion f stetig in xg.

Beweis. Sei € > 0. Wir wihlen N € N so, daf} gilt
€ ..
Ifn = fIl < 3 fiir n > N.
Dann werde § > 0 so bestimmt, daB fiir x € D gilt
3
[z — x| <6 = |fn(z) — fn(20)| < 3

Dann folgt

[f (@) = f(@o)| = [f(z) — fn(2) + fn () = v (20) + f(20) — f(z0)]
< |[f(@) = fn(@)| + [fn (@) = fy (o)l + | v (20) — f(zo)|
<If = fnll+1fn(e) = fn(o)l + lfn = fll <e. O

Der Begrift der gleichméfligen Konvergenz ist so wichtig, dafl wir den Unter-
schied zur punktweisen Konvergenz noch einmal herausarbeiten wollen.

Die punktweise Konvergenz der Folge

f17f25 f37"':D_>R

gegen f: D — R bedeutet:
Zu jedem xg € D und € > 0 existiert ein N € N mit der Eigenschaft

| fn(z0) — f(z0)| < € fiirn > N.

Im allgemeinen mufl man erwarten, dal N von € und xy abhingt; deshalb
schreibt man auch haufig N = N(xzg,¢).

Machen wir uns diese Abhéingigkeit an einem Beispiel klar:

D=0,1)={zeR; 0<ax <1}, fo:D—R, folr)=2a"



92 Kapitel II. Stetige Funktionen

Wir wissen bereits
fn—0 (Nullfunktion).

(Achtung: Das Zeichen — bedeutet punktweise Konvergenz!)
Den Beweis hierfiir wollen wir nocheinmal analysieren:

Sei x € D, also 0 < x < 1. Wir schreiben

1 . 1
—=14+tmitt=—-—1>0.

x z
Dann gilt
n 1 1 1
= < < —<e¢
(1+t)» ~14+nt nt
sofern nur .
n > —
et
ist. Man kann also
1
N = H 1
et

wéhlen und sieht, dafl N bei der Wahl, die wir getroffen haben, sowohl von ¢
(und damit von x), als auch von e abhéngt.

Was bedeutet nun die gleichmdfige Konvergenz von (f,) gegen f? Zu jedem
e >0 muB ein N € N existieren mit

| fn — f|| > € fiir n > N.
Insbesondere gilt

|fu(x) — f(2)| < ||fn — fl| <& fiir n> N und alle x € D.

Umgekehrt folgt aus
|fn(z) — f(x)| < € fir alle x € D

auch

Ifn =l <e

Die Bedingung 2) in Definition 3.4 ist also dquivalent zu:

Zu jedem e > 0 existiert eine (nur von e, nicht aber von x abhingige)
natirliche Zahl N, so daf$ gilt

|fu() — f(2)| < || fn — fll <€ fiirn > N und alle x € D.
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Wir wollen nun ein weiteres Beispiel fiir eine Folge von Funktionen betrachten,
die nicht gleichméfig konvergiert:

Es sei D = [0,1] und

n fﬁrOﬁxﬁ%,
fulx) =¢ 2—nzx fir L <z <2,
0 fﬁr%<a¢§1.

Die Funktionen f,, sind alle stetig. Sie nehmen ihr Maximum im Punkt % an.

Es gilt
Il =1 (5) =1

Behauptung. Sei x € D. Es gilt
lim f,(z)=0.

Beweis.
a) Der Fall z = 0 ist trivial, denn es gilt f,,(0) = 0 fur alle n.
b) Sei 0 < z < 1. Wihlt man die natiirliche Zahl N so, daf§

2 2
N> «—gp>—
T x x_N

gilt, so folgt
fn(z) =0 fir n > N,

also insbesondere

Die Folge der Funktionen f,, konvergiert also (punktweise!) gegen Null (eine
stetige Funktion!), aber sie konvergiert nicht gleichméfiig gegen 0, da sonst
| f]l,, eine Nullfolge sein miifite.

Die gleichmdf$ige Konvergenz ist also eine hinreichende, aber keine notwendige
Bedingung dafiir, daf$ die Grenzfunktion einer Folge von stetigen Funktionen
wieder stetig ist.

Die gleichméflige Konvergenz steht auch im Zusammenhang mit der Frage,
wann man Grenzprozesse vertauschen oder koppeln darf. Beispielsweise gilt
lim 2" =0fir0 <z > 1,

n—oo
insbesondere also

liml( lim z") = 0.

Andererseits gilt
lim 2" =1 = lim (lim 2™) = 1.

r—1 n—oo r—1
Man darf also zwei Grenziibergénge i.a. nicht vertauschen. Dieses Phénomen
kann jedoch nicht auftreten, wenn gleichméflige Konvergenzen vorliegen. Ge-
nauer gilt:
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3.6 Satz. Set D C R ein Intervall, a € D und

fi, fo, fa,...:D—=R

eine gleichmdjig konvergente Folge von Funktionen, so dafl

lim f,(x)

r—a

fiir alle n existiert. Dann existiert auch

lim f(x) mit f = nli_)H;O fn

r—a

und es gilt (wegen 3.5)

lim ( lim f,(z)) = lim (lim f,(z)).

r—a N—oo n—oeo r—a

Fiir Reihen von Funktionen gelten einige Besonderheiten, auf die wir jetzt
eingehen wollen.

Eine Reihe von Funktionen

fi+fotfa+---

heifit punktweise (gleichmdfig) konvergent, wenn dies fiir die Folge (F},) der
Partialsummen

zutrifft. Fiir die gleichméfige Konvergenz gilt hier jedoch ein besonders einfa-
ches Kriterium.

3.7 Satz. Sei
fi, f2, f3,...: D — R

eine Folge von beschrinkten Funktionen. Die Reihe der Funktionen

fi+tfotfa+---

konvergiert gleichmdf$ig, wenn die Reihe der Normen

(AR FEY Il VET I

konvergiert.

Der Beweis ist vollig analog zu 1.5.2. Man mufl nur den Betrag durch die
Normen ersetzen. O
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3.8 Folgerung. FEine Rethe von Funktionen

h+tfot+fs+-, fa:D—R

konvergiert gleichmdf$ig, wenn es eine von x € D unabhdngige Majorante
a;+as+ag+---

gibt. (|fu(2)| < ay, fir alle x € D, n € N.)

Die Existenz einer solchen Majorante impliziert natiirlich fiir jedes x auch die
absolute Konvergenz von

fi(x) + folx) + fa(x) +....

Dieses Majorantenkriterium garantiert also die absolute und die gleichmdjfsige
Konvergenz der Reihe.

Man kann dieses Kriterium natiirlich auch fiir summierbare Scharen formulie-
ren. Eine Schar (fs)ses von Funktionen (mit gemeinsamem Definitionsbereich
D) heifit punktweise summierbar, wenn die Schar

(fs ('T))SES

fiir jedes x in D summierbar ist. Die durch

fl@)=> f()

seS

definierte Grenzfunktion wird dann auch mit

f:Zfs

seS

bezeichnet.

Eine summierbare Schar (as)secs von reellen Zahlen heifit eine Majorante von
(fs), wenn gilt
|fs(x)| < as fiir alles € Sundx € D.

Existiert eine solche Majorante, so konvergiert die Reihe

f81+f82+f53+"'

bei jeder Anordnung von S absolut und gleichméfig. Daher ist also die Summe

f:Zfs

seS

derartiger stetiger Funktionen wieder stetig.
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4. Potenzreihen

Es sei eine Folge
aop, ai, az,...

von reellen Zahlen gegeben. Dann soll das Verhalten der sogenannten Potenz-
reihe
a0+a1x+a2x2—|—...

untersucht werden. Dabei stellen sich folgende Fragen:

1) Fiir welche x € R ist die Reihe (absolut) konvergent?

2) In welchen Bereichen D C R ist sie sogar gleichméBig konvergent?
Zur Beantwortung dieser Fragen sei zunéchst

xo € R, xg #0,

ein Punkt, fiir den die Folge (a,z{) beschrankt ist, d.h. es gebe eine Konstante
C' mit der Eigenschaft

lapxl] < C fir alle n € N.

Unter dieser Voraussetzung zeigen wir die absolute Konvergenz der Reihe

oo

Zanx" fiir |x| < |zol.
n=0

Dazu fithren wir den Quotienten

ein. Dann gilt
lanx"| = r"|ayzy| < Cr".

Wir haben somit eine konvergente Majorante
o0
Z Cr" (geometrische Reihe)
n=0

gefunden.

Aus der Beschrénktheit von (a,x{)) ergeben sich also gewisse Konsequenzen fiir
die Konvergenz der Potenzreihe. Wir fiithren daher die Menge

B:={z€R; (apz") ist beschrinkt }
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ein. Zu jedem x € B existiert also eine Konstante C' = C,, so dafl
lapx™| < C, fur alle n € N.

gilt. Dabei darf C, (wie die Schreibweise bereits andeutet) zwar von x abhén-
gen, nicht jedoch von n. Offenbar gilt

x € B= [—|z|,|z|] C B.
Mit anderen Worten: B ist ein zum Nullpunkt symmetrisches Intervall:
B = (—r,r) (r>0)oder B=[—r,r] (r >0)oder B=(—00,00)=R.
In den beiden ersten Féllen gilt dabei
r=sup{z € R; (a,z")Bist beschrénkt }.

An dieser Stelle erweist es sich als zweckmiBig, die folgenden Bezeichnungen
einzufiihren:

Sei M C R eine nicht leere Menge reeller Zahlen. Dann sei

Sup M — {sup M falls M nach oben beschrankt ist,

o0 sonst.

Auflerdem vereinbaren wir
x < oo fiir beliebiges x € R.

Die Schreibweise Sup M = oo bringt also einfach zum Ausdruck, daf§ es zu jeder
reellen Zahl z ein Element a € M gibt, das grofler als x ist.

Wir kénnen also sagen
r = Sup B,

gleichgiiltig, ob B ein endliches oder ein unendliches Intervall ist. Dieses r
nennen wir dann den Konvergenzradius der Potenzreihe

ao—l—a1x+a2x2+....
Die Berechtigung dieser Sprechweise zeigt
4.1 Theorem. Gegeben sei eine Potenzreihe
a0+a1x+a2x2+...

mit dem Konvergenzradius r. Dann konvergiert die Reihe absolut fir |z| < r;
sie konvergiert nicht fir |x| > r (falls r < 00).

Ist § eine beliebige Zahl zwischen 0 und r (also 0 < 6 < r), so konvergiert die
Reihe in dem Intervall [—4, 5] gleichmdf3ig.
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Beweis. 1) Sei |z| > r. Dann ist die Folge (a,,z™) unbeschrinkt. Wenn aber die
Reihe ) anx™ konvergiert, so ist (a,x™) eine Nullfolge und somit insbesondere
beschréinkt.

2) Sei nun ¢ gegeben:
0<d<r.

Wir zeigen die absolute und gleichméfige Konvergenz in dem Bereich [—4, d].
Damit ist dann insbesondere die absolute Konvergenz fiir alle z mit |z| < r
bewiesen, denn jedes solche x ist in einem Intervall [—¢, ] enthalten, wenn
man nur 0 nahe genug bei r wahlt.

Sei nun
O+
o = o
Dann gilt jedenfalls
0 <xg <.

Nach Voraussetzung ist die Folge (a,,z{) beschrinkt, etwa durch die Konstante
C. Dann hat man die Abschétzungen

|z] < 6 = |anz"™| < |anld™ < C (i) .
Zo

damit hat man auf [—d, 4] eine von x unabhéngige Majorante gefunden (wegen
(6/xp) < 1) und somit sowohl absolute, als auch gleichméfiige Konvergenz
nachgewiesen. O

4.2 Folgerung. FEine Potenzreihe stellt im Inneren ithres Konvergenzintervalls
eine stetige Funktion dar.

Beweis. Die Reihe konvergiert in einer e-Umgebung jedes Punktes  mit |z| < r
gleichméfBig. a

Uber die Randpunkte des Konvergenzintervalls macht 4.2 keine Aussage. Es
gibt hier auch keine allgemeingiiltigen Aussagen, wie die folgenden Beispiele
illustrieren mogen.

1) Die geometrische Reihe
o0
>
n=0

Wir wissen aus fritheren Untersuchungen, dal der Konvergenzradius 1 ist.
Immerhin ist die Folge (z™) in den Endpunkten noch beschrénkt; sie ist jedoch
keine Nullfolge, so dafl die Reihe weder fiir x = 1 noch fiir z = —1 konvergiert.

2) Die Reihe

z".

S|

o>
n=1
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Es wird sich zeigen, dafl der Konvergenzradius dieser Reihe ebenfalls 1 ist und
daB fir |z| < 1 gilt:

oo

1
—log(1l —x) = Z —z".
n
n=1
Das allgemeine Reihenglied %x” ist sowohl fiir z = 1 als auch fiir z = —1 eine

Nullfolge (insbesondere also beschréinkt). Nach 1.5.6 konvergiert die Reihe fiir
r=-1

[oe) _1 n
Z (-1) (LEiBNizZsche Reihe),

sie konvergiert nicht fiir x = 1:
1
g — (harmonische Reihe).
n
n=1

Da man auch keine gleichméflige Konvergenz in dem Bereich
[—1,—1+d] (a > 0 geeignet)

zur Verfiigung hat, ist auch gar nicht klar, daf§ gilt:

oo _17L
—logZZZ( ) .
n
n=1

Dies wird sich erst aus dem Abelschen Grenzwertsatz (s. IV.2.1) ergeben.

4.3 Hilfssatz. Die Potenzreihe
o0
> e
n=0

hat dann und nur dann einen positiven (d.h. von Null verschiedenen) Konver-
genzradius, wenn die Folge
(V/lan])

beschrankt ist.

Beweis.

1) Wenn der Konvergenzradius positiv ist, dann existiert eine Zahl zy # 0, so
dafl die Folge (anx{) beschrankt ist, d.h.

lanzg| < C fiir alle n € N. (C' geeignet)
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Aus dieser Ungleichung folgt

Die Folge (/C) ist konvergent (gegen 1) und damit beschrénkt.
2) Die Folge {/|a,| sei beschriankt, etwa durch C' > 0. Es gilt

Y)an| < C = (a,C") ist beschrénkt.

Also ist

1
> = >0, O
"7

Wir wollen noch eine Formel ableiten, mit der man den Konvergenzradius r
aus der Folge {/|a,| bestimmen kann. Dazu eine Vorbereitung.

Sei
ai, asz, asz, ...

eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Eine Zahl a € R heif3t Haufungspunkt der
Folge, wenn es eine gegen a konvergente Teilfolge gibt. Aufgrund des Satzes von
BoOLZANO-WEIERSTRASS existiert mindestens ein Haufungspunkt. Die Menge
M aller Haufungspunkte ist — wie die Folge selbst — beschrinkt. Wir kénnen
daher

sup M und inf M

betrachten. Man kann leicht zeigen, dafl sup M selbst ein Hiufungspukt ist, es
gilt also sup M = max M.

Bezeichnunyg.
lim sup a,, := sup M (Limes superior)
n—oo
liminf a,, := inf M (Limes inferior)
n—oo

Wenn die Folge (a,) konvergiert, so stimmen Limes superior und Limes
inferior mit dem Grenzwert der Folge iiberein (1.4.3). (Umgekehrt folgt aus der
Ubereinstimmung von lim inf und lim sup die Konvergenz der Folge). Lediglich
fiir die Zwecke des folgenden Satzes definieren wir fiir eine Folge (a,) nicht
negativer reeller Zahlen

limsup,, ., @, falls (a,) beschrinkt,

Limsup,, . an = {
o0 sonst.

Auflerdem vereinbaren wir

Ol =
—_

=oound — =0

g

Dann gilt:
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4.4 Satz. Der Konvergenzradius v der Potenzreihe

o
E anx"
n=0

ergibt sich zu
1

 Limsup,,_,.. /]an|

Beispiel. Der Konvergenzradius der Reihe

o
g nx"
n=0

r

ist 1, denn es ist
limsup {/n = lim ¢/n = 1.

101

Wir verzichten auf den Beweis von Satz 4.4, da man in der Praxis den Konver-

genzradius auch durch 4.1 bestimmen kann.

Beispiel. Die Folge nz™ ist genau dann beschrénkt, wenn |z| < 1 gilt. Daher

ist r=1.

5. Winkelfunktionen

An dieser Stelle ist es niitzlich, komplexe Zahlen zur Verfiigung zu haben, und
wir wollen diese axiomatisch einfithren. Einen Existenzbeweis geben wir nicht.

0) Die komplexen Zahlen sind die Elemente einer Menge C.

1) Jede reelle Zahl ist auch eine komplexe Zahl, also

R cC.

2) Auf C sind zwei Kompositionen definiert, eine Addition und eine Multi-

plikation, so daf gilt:

a) Fir reelle Zahlen ist dies die gewohnte Addition und Multiplikation

reeller Zahlen.

Man bezeichnet daher die Addition wieder mit ,+“ und die Multiplika-

tion wieder mit - “.
b) Fir C sind die Kérperaxiome erfillt.

3) In C ezistiert ein Element i mit

i2=—1.
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Jede komplexe Zahl z € C besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung
z=x+1y, x,yreell.
Man nennt x den Realteil und y den Imagindrteil Imagindrteil von z

xr=Rez, y=Imz.

Man kann 3) auch so ausdriicken: Die Abbildung
RZ=R xR = C, (z,y) —z+1iy

ist bijektiv; jede komplexe Zahl entspricht also umkehrbar eindeutig einem
Punkt der reellen Ebene R2.

Der Addition von komplexen Zahlen entspricht hierbei die vektorielle Addition
z+z2 = (v +iy) + @ +iy) = (z+2) +i(y + ).

Etwas komplizierter ist das Multiplizieren und Invertieren geometrisch zu
veranschaulichen. Es gilt

22 = (x+iy) (@' +1iy) = (z2’ —yy') +i(ay +2y).

Niitzlich fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen ist der Ubergang zum konju-
giert komplexen
Z=x—1iy,wenn z =x +1y.

Ubungsaufgabe. Fiir alle komplexen Zahlen z, 2’ gilt

I
r=z.Zz.

Z-Z

Offenbar ist eine komplexe Zahl dann und nur dann reell, wenn gilt

zZ=2Z.
Wichtig ist auch die Bildung

27 = x° +y2.

Offenbar ist diese Zahl nie negativ und verschwindet dann und nur dann, wenn
z verschwindet.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist durch

2] = Vzz = /a2 + 2
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definiert. (In der Ebene ist das der euklidische Abstand vom Nullpunkt).
Es gelten die Rechenregeln:

|z2'| = |2||7/], |z +2'| < |z| +1]7'| (Dreiecksungleichung).

Vereinbarung. Sei
ai, az, asz, ...

eine Folge komplexer Zahlen. Die Reihe
ar+az+az+---
konvergiert, wenn die beiden Reihen
R =Rea; +Reas + Reasz + - --
S=Ima; +Imas +Imag + ---
konvergieren und wir setzen in diesem Falle
R+iS=a1+ay+as+---.

Offenbar gilt immer
|Real < a| und |Ima| < |al.

Hieraus folgt:
Sei

ai, Gz, 4z, ...
eine Folge komplexer Zahlen. Wenn die Reihe
|a1| + [az| + fas| + ...
konvergiert, dann konvergiert auch
a;+az+asz+---.

Wie im Reellen folgt also auch im Komplexen aus der absoluten Konvergenz
die (einfache) Konvergenz.

Beispiele
1) Die Reihe
1+2z+22+...
konvergiert fiir |z] < 1.
2) Die Exponentialreihe
o Zn
exp(z) := Z )
n=0
konvergiert fiir beliebige komplexe z, denn es gilt
o) el
nll !

und die Konvergenz fiir reelle Zahlen haben wir bewiesen.
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5.1 Satz. Die Reihe
Zn
exp(z) = Z )
n=0

konvergiert fiir beliebige komplexe z. Es qilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Es bleibt nur noch die Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z) - exp(w)

zu beweisen. Diese folgt — wie im Reellen — aus dem CAUCHYschen Multipli-

kationssatz
n=0 n=0

n=0v+pu=n

welcher fiir absolut konvergente Reihen giiltig ist. Diesen Multiplikationssatz
kann man wie im Reellen beweisen, man kann ihn aber auch aufs Reelle zu-
riickfiihren:

Seien )
an, = a, +ia, und b, = b, +1ib,

die Zerlegungen von a,, bzw. b,, in Real- und Imaginérteil. Es gilt
(D an) (3obn) = (Can+i Y an) (o bn+i > b)
= a > =D b i (Do Y b= D an > ).

Man wende nun viermal den reellen Multiplikationssatz an und erhilt dann
den gewiinschten komplexen Multiplikationssatz, wenn man die Formel

ayb, = (alybL — ELVBM) +1 (a’VZN)M + ELVb;L)

benutzt.
Schreibweise. e” = exp(2).

Sei z = x + iy die Zerlegung von z in Real- und Imaginérteil. Aus der Funkti-
onalgleichung folgt

e =e" 'Y,

Wir erhalten

Re(e?) = e” Re(e'?) sowie Im(e”) = e® Im(e¥).
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Wir bestimmen nun den Real- und Imaginérteil von

e fiir y € R.
Wir schreiben wieder = anstelle von y, also untersuchen wir

o .
iz A
e’ = g )
n!

n=0

Wir berechnen die ersten Potenzen von i:

=1, it=1 2=-1,¥=—1, i* =1, =1, ...

Hieraus liest man ab (und beweist es durch vollstdndige Induktion):

Re(i") = 0, wenn n ungerade,

Im(i") = 0, wenn n gerade.

Wir erhalten

oo .
12n 2n

Re(e'?) = Z ’

' )
— (2n)!

o0 .
2n+1,2n+1

i Tm(e™®) = Z )

n=0
Nun ist
" = (i%)" = (=1)" und i*"*T! = (®)" i = (-1)" i

Somit ergeben sich als endgiiltige Formeln:

; (=1
Re(e®) = 3 0
n=0

o o (1)t
Im(e )—nz:% 2n+ 1)

und diese Reihen konvergieren fiir alle x.

5.2 Definition.

cosz := Re(e'”) = i (=) (Cosinus)
—=  (2n) ’

_iny N (D)t :
sinz ;= Im(e'”) = nz_:o Gnt 1] (Sinus),
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Es gilt also

e’ =cosz+isinx

Die Funktionen cos und sin sind (auf R) stetig (4.2)!

Wir schreiben nun die Bedingung
ol@+y) _ iz iy
auf cos und sin um:
cos(z +y) +1isin(x +y) = [cosx + 1 sin x| [cosy + i siny].

Durch Ausmultiplizieren und Vergleich von Real- und Imaginérteil erhédlt man
die sogenannten Additionstheoreme

cos(x + y) = cosx cosy — sinzsiny

sin(x + y) = sinx cosy + cos rsiny

Auf den Additionstheoremen und den Reihenentwicklungen aufbauend wollen
wir nun die {iblichen Eigenschaften des Sinus und Cosinus ableiten; die bis-
herigen Uberlegungen spielen dabei keine Rolle mehr, sie dienen nur zur
Motivierung.

Setzt man im Additionstheorem x = y und beachtet man noch
cos(—zx) = cosx und sin(—z) = —sinx,
so folgt o
cos? z + sin? z = e%el(™?) =0 = 1.

Wir stellen nun die Eigenschaften zusammen, die wir benétigen, um die beiden
Funktionen genauer zu untersuchen. Diese sind

a) Die Additionstheoreme

b)  sin(—z) = —sinz und cos(—x) = cosz.

c¢) sin0=0und cos0 = 1.

AuBerdem bendttigen wir noch eine Abschétzung:
d) cos2<0.

e) Es gibt eine positive Zahl § > 0, so dafl

sinz >0fir0 <z <é.
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Beweis von d) und e).

d) Es gilt
22 24 26 98
0082:1—§+E—a+§+R

mit dem Restglied

Re -2 4+ &, ..
0 1 T

Wir schéitzen dieses Restglied ab. Offenbar gilt

2 (1"
n=\z) U=

o0

und daher

R<> 2 < 3 (%)n: (%)9

n=10 n=10

Wir erhalten also

denn das Restglied ist dem Betrage nach kleiner als %
e) Sei x # 0. Dann gilt

sinx x2 xt

— = —§+53F~---

Hieraus folgt (Potenzreihen sind stetig!)

sinx
=1

lim
x—0 I

und deshalb

sin &

Fiir positive z, 0 < z < 9, erhélt man nun

sinx > 0.

Behauptung. Es gibt eine positive Zahl xo > 0, so daf gilt
cosxg =0, aber cosx >0 fir0 <z < xg.

Mit anderen Worten: g ist die kleinste positive Nullstelle von cos.

> 0 fiir |z| <6 (0 geniigend klein).

107
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Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist die Menge N aller positiven Nullstellen
von cos nicht leer, denn

cos(0 > 0 und cos2 < 0.

Wir definieren
o := inf N.

Es ist klar, daf§ auch z( eine Nullstelle von cos ist (d.h. es gilt sogar =y =
min N). Wire dies ndmlich nicht der Fall, so konnte man zumindest eine Folge
a, € N konstruieren, die gegen xy konvergiert. Aus Stetigkeitsgriinden gilt
dann

coszg = lim cosa, = 0. O
n—oo

Bezeichnung.

T = 2xg.
Wir wissen also

O<m<4
und

. s s
cosac>0fur0<x<§, COS§:0.

Wir erhalten dann aus der Beziehung
cos? +sin? =1,

daf3
LT
sin — = +1
2

sein muf. Wir miissen uns nun iiberlegen, dafl tatséchlich das +-Zeichen gilt.
Dazu benutzen wir das Additionstheorem

cos(% — x) = —sin % sin(—z) = +sinz.

Fiir kleine positive # (0 < = < ) im Intervall (0, %) ist sowohl cos(§ — x)

(wegen der Behauptung), als auch (wegen e)) sin z positiv. In obiger Gleichung
muf also das +-Zeichen gelten.

Wir erhalten also
T
0T

sin )

und
(3-) =+
cos|{ — —x) =sinz.
2
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Man beweist nun leicht

cos(x +m) = —cosx
cos(x +2m) = cosx
sin(z + 27) = sinz

Die Funktionen cos und sin sind also periodische Funktionen, die durch die
einfache Transformation

T
T — —
2

ineinander {ibergefiihrt werden kénnen. Wir zeigen noch, dafl cos z im Intervall

[0, 5] streng monoton fillt. Dazu bendtigen wir folgende Formel, die leicht aus

dem Additionstheorem abzuleiten ist (Ubungsaufgabe!):
cos(x —y) — cos(z + y) = 2sinzsiny.

Hierin setzen wir
u:=x+yund v:=zx —y,

so daf3 wir erhalten

Cu+v . o u—v
COSV — cosu = 2sin sin
2 2
Es sei nun -
—>u>v>0.
2
Dann ist

u+v u—v ( 0 7r]
2 72 20
Da mit 2 auch 7 —x in diesem Intervall enthalten ist, ist dort also cos(
sin x positiv und wir erhalten

T _

5 —T) =

COSV > COS U,

und somit ist tatsdchlich cos streng fallend.

Wir fithren nun eine neue Funktion ein, den Tangens:

sin x

t ( T ”) R, t
an: ([——. =) — anx := )
272 ’ CoS T

Es gilt offenbar
tan(—x) = — tan(x),
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also insbesondere
tan0 = 0.

Auflerdem ist -
tanz > 0 fiir z € (0, 5)

tan ist offensichtlich streng monoton wachsend. Wir wollen zeigen, dafl der
Wertevorrat von tan die gesamte reelle Zahlengerade R ist. Nach dem Zwi-
schenwertsatz geniigt es zu zeigen, dafl tan beliebig grole Werte annimmt. das
ist aber klar, denn es gilt

lim sinz =1 und lim cosz = 0.

Wir kénnen nun die Umkehrfunktion von tan, den sogenannten Arcus-Tangens
einfithren. Sein Definitionsbereich ist der Wertevorrat von tan.

arctan : R — R,

arctanr = y <= y = tanx.

Der Wertevorrat von arctan ist (=%, 5).

Abschlieflend noch eine kritische Bemerkung zu den bisherigen Methoden.
Die Rolle von 7 konnte bisher noch nicht klar herausgearbeitet werden, insbe-
sondere konnen 7 zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht , berechnen®. Weiterhin
ist es mit den bisherigen Methoden kaum mdglich, fiir arctan, dhnlich wie fiir
sin oder cos, eine Reihenentwicklung anzugeben.

Durch Integral- und Differentialrechnung bekommen wir ein sehr wirksames
Instrument in die Hand, Funktionen zu untersuchen.



Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

1. Integralrechnung (Regelfunktionen)

Der Ausgangspunkt der Integralrechnung ist die Frage nach einer Fléiche, die
zwischen einer gegebenen Funktion —genauer ihrem Graphen— und der -
Achse liegt.

Ist also beispielsweise

f:la,b] — R, f(z) >0 fiir x € [a, b

/ F(x) da

a

gegeben, so soll

ein Maf fiir die Punktmenge
{(@y) eR* a<z<bh 0<y< f(2)}
sein. Dabei sollen gewisse Eigenschaften erfiillt sein, die von der Anschauung

her motiviert werden. Wir diskutieren nun diese Eigenschaften und gelangen
dann zu einer strengen Definition des Integrals.

Natiirlich soll, wenn die Funktion
filab] — R
konstant ist, also wenn
f(z)=cfirallea <z <b

gilt, folgendes gelten:
b
/f(x)dx: (b—a)-c.

Etwas allgemeiner als die konstanten Funktionen sind die Treppenfunktionen.
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1.1 Definition. FEine Funktion
f:la,b] — R
heifst Treppenfunktion, wenn es ,Stiitzstellen
a=ap<ar<ax<...<a,==»b
gibt, so dafl f in den offenen Intervallen
(ay,ap41) fir0<v<n
konstant ist.

In den Stiitzstellen selbst wird nichts gefordert; dort kann die Funktion beliebige
Werte annehmen. Sie sind die einzigen moglichen Unstetigkeitsstellen. Aller-
dings ist auch zugelassen, daf {iberfliissige Stiitzstellen auftreten, d.h. die Funk-
tion kann unter Umsténden in einem Intervall

(a,,, au+2)

konstant sein. Die Stiitzstelle a, 41 wére dann iiberfliissig.

1.2 Bemerkung. Wenn
fila,b] — R

eine Treppenfunktion ist, so sind auch
cf fir jedes ¢ € R und |f]
Treppenfunktionen.
Die Stiitzstellen einer Treppenfunktion definieren eine sogenannte Unterteilung
a=aqp<ar<ax<...<a,=2»b
des Intervalls [a, b]. Eine weitere Unterteilung
a=ay<a)<ay<...<a,=b
heifit Verfeinerung der ersten, wenn jedes a, unter den a, vorkommt, wenn
also gilt
{ag, ... ,an} C {ay,ay,...,a,}.
Es ist evident, dal zu zwei Unterteilungen

a=ayp<ar<ax<...<a,=2»b

und
a=ay<a)<ay<...<a,, =b

stets eine gemeinsame Verfeinerung
a=ap<ag <as <...<ap==~b

existiert.

Auf dieser einfachen Beobachtung beruht
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1.3 Bemerkung. Seien
f,g:]a, 0] — R

zwei Treppenfunktionen. Dann sind die Funktionen

fHrgundf-g

auch Treppenfunktionen.

Wir fithren nun das Integral fiir Treppenfunktionen ein:

Sei
f:la,b] — R

eine Treppenfunktion mit den Stiitzstellen
a=ay<ar<ax<...<a,=>b

Die Funktion ist also in den Intervallen (a,_1,a,) konstant und nimmt dort
einen gewissen Wert ¢, an (0 < v < n). Es liegt nun nahe, das Integral fiir eine
solche Treppenfunktion durch den Ausdruck

b n

[ H@yde =30 - e,

a v=1

zu definieren.

Dabei ist allerdings eine gewisse Vorsicht am Platze. Da wir {iberfliissige
Stiitzstellen zugelassen haben, ist es nicht von vorneherein klar (wenn auch
evident), dafl dieses Integral unabhéngig von der Wahl der Stiitzstellen ist.
Wir sprechen daher von wesentlichen Stiitzstellen, wenn samtliche Stiitzstellen
im Inneren von [a,b] (d.h. a1,...,a,—1) auch tatséichlich Unstetigkeitsstellen
sind. Diese wesentlichen Stiitzstellen sind dann durch die Funktion f eindeutig
bestimmt und die folgende ,vorsichtige® Definition enthélt keinerlei Zweideu-
tigkeiten mehr:

Sei
f:la,b] — R

eine Treppenfunktion mit den wesentlichen Stiitzstellen
a=ayp<a1<ay<...<a,=n~ot.

Dann sei
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Jetzt iiberlegt man sich jedoch nachtréglich: Wenn
a=ay<a)<ay<...<a, =b

eine weitere Unterteilung ist, so da§ f in den Intervallen (a],_,al,) einen kon-
stanten Wert ¢/, annimmt, so gilt

n n
Z(au - au—l)cu = Z(O/V - a’;/—l)c/u' (*)
v=1 v=1

Erst diese Tatsache (die natiirlich sehr evident ist), rechtfertigt die urspriingli-
che Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen.

Wir wollen den Beweis fiir die Formel (%) wenigstens skizzieren. Zunéchst
beachte man, dafl die Unterteilung

a=ajy<a;<a,<...<a, =b
eine Verfeinerung von
a=ap<ar<ax<...<a,=2»b

ist, da in der letzteren nur die wesentlichen Stiitzstellen von f auftreten.

Mittels Induktion nach n kann man die Behauptung auf den Fall n = 1
reduzieren. Die Funktion f ist dann konstant in (a,b), der Wert sei ¢. Dann
gilt

dg=...=c

n — C.

Die behauptete Formel lautet dann

/
n

(b—a)c:cZ(aﬁ, —al,_4). O

v=1

Es erscheint nun naheliegend, das Integral fiir eine beliebige Funktion f :
[a,b] — R durch einen Grenzprozel zu definieren, also eine Folge von Trep-
penfunktionen

f17 f27 f37---

zu konstruieren, die gegen f punktweise konvergiert und

b b

/f(x) de = lim [ fo(z)dz

n—oo
a a

zu definieren.
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Daf3 dies nicht so ohne weiteres moglich ist, zeigt folgendes Beispiel. Wir defi-
nieren eine Folge von Treppenfunktionen auf dem Intervall [0, 1] durch
0 fir x = 0,
falx) =< n fir0 <z < %,
0 fiir % <z<l.

Die wesentlichen Stiitzstellen sind
1
0< —<1.
n
In den Stiitzstellen selbst ist die Funktion Null. Es gilt

1

/fn(x) dx =1 fiir alle n € N,
0

also auch
1

lim [ fn(x)dx=1.
n—oo
0
Andererseits konvergiert (f,,) punktweise gegen 0. Es gilt daher

1

/ lim f,(z)dz = 0.

Schon bei Treppenfunktionen bekommt man also Schwierigkeiten bei der
Vertauschung von Grenziibergéngen!

Die Folge (f,) des Beipiels konvergiert allerdings nicht gleichmdjfig gegen f,
so dafl man immer noch hoffen kann, dafl solche Pathologien nicht auftreten,
wenn man sich auf gleichmdiflig konvergente Funktionenfolgen beschrankt.
Erfreulicherweise ist dies tatséchlich der Fall und man hat einen weiteren
Hinweis auf die grofle Bedeutung der gleichméfligen Konvergenz.

Wir werden jetzt also versuchen, zu einem verniinftigen Integralbegriff zu
gelangen, indem wir eine gegebene Funktion f : [a,b] — R gleichméBig durch
Treppenfunktionen approximieren. Dies ist allerdings nicht fiir alle Funktionen
moglich, aber doch fiir eine ausreichend grofie Klasse von Funktionen und nur
fiir solche definieren wir ein Integral.

1.4 Definition. FEine Funktion
f : [a7b] — R
heifst Regelfunktion, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen

fla f27 f37"' : [a7b] — R
gibt, die gleichmdfSig gegen f konvergiert.
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Wir wollen nun
b b
/f(x) dx = lim /fn(a:) dx

definieren. Dazu ist zweierlei zu beweisen:

1) Die Zahlfolge
b

/fn(ac) dx
konvergiert iiberhaupt.
2) Wenn
g1, 92, g3, - - - ¢ [a,b] — R

eine weitere Folge von Treppenfunktionen ist, die gleichméfig gegen f kon-
vergiert, so gilt

b b
lim | fu(x)dzr = lim | g,(x)dz.
1.5 Hilfssatz. Sei
fla f27 f37"' : [a7b] — R

eine gleichmdf$ig konvergente Folge von Treppenfunktionen. Dann konvergiert

auch die Zahlfolge

b
/fn(:zz) dx :
a neN

Beweis. Wir benétigen die fiir Treppenfunktionen g und A trivialen Formeln

b b

/(g:l: h)(z) da = /g(az) dz + /bh(:v) dz.

a a

sowie die (ebenfalls triviale) Abschitzung

[ s ds] < gl 6~ .

Wir zeigen nun die Konvergenz von

/bfn(ac) dz
a neN



§1. Integralrechnung (Regelfunktionen) 117
mit Hilfe des CAUCHY-KTriteriums. Sei
f= lim f,.
n—oo

Es gilt die Abschitzung

)/bfn(x) dx — /bfm(x) dx‘ = ‘/b[fn(a:) — fin(2)] dz

< (b=a)|lfo = fll < 0 =a) ([[fa = FI + IIf = Full) <2(b—a)e,
sofern nur n,m > N (e). O

1.6 Hilfssatz. Seien
(fn)v (gn) : [a7b] — R

zwei gleichmdflig konvergente Folgen wvon Treppenfunktionen, die gegen die
gemeinsame Grenzfunktion

f= lim f, = lim g,
konvergieren. Dann gilt
b b
lim [ fu(x)dx = lim [ g,(z)dz.

n—oo n—oo
a a

Beweis. Die Folge
f17917f27g27f3vg37 s

konvergiert ebenfalls gleichméfig gegen f. Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz
1.5 konvergiert dann die Folge

b b b b
/fl(x) dx, /gl(:zz)da:, /fg(:c)d:v, /92($)d.%’,...

gegen einen gewissen Grenzwert a. Die beiden Teilfolgen

b

/b Fo(x) da und / g () dz
a neN

a neN

miissen dann gegen denselben Grenzwert a konvergieren. O

Die Hilfssétze 1.5 und 1.6 geben die Rechtfertigung fiir folgende



118 Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

1.7 Definition. Sei

f:la,b] — R
eine Regelfunktion. Dann definieren wir
b b
/f(x) dx = nlLIr;o fn(x)dx,

wobei (f,) irgendeine Folge von Treppenfunktionen ist, die gegen f gleichmdfig
konvergiert.

Wir untersuchen als néchstes die Permanenzeigenschaften des ,,Regelintegrals®
und widmen uns dann der Frage, wie umfangreich die Klasse der Regelfunkti-
onen eigentlich ist.

1.8 Bemerkung. Fine Regelfunktion ist stets beschrdnkt.

Beweis. Da eine Treppenfunktion (trivialerweise) beschriankt ist, mufl man sich
lediglich klarmachen, dafl ein gleichméfliger Limes beschrankter Funktionen
wieder beschrankt ist:

If = fall <e = |f(z) — fu(z)| < ¢ fiir alle ©
= |f(@)] < |fulz)|+e < |full +e. O

1.9 Bemerkung. Seien
fig:ila,b) — R

Regelfunktionen und ¢ € R. Dann sind auch

Regelfunktionen und es gilt

/b(f+g)($) dr = /bf(flf) dx+/bg(fﬂ) d,

b

/(cf)(ac) dz = c/bf(@ dz.

a

Beweis. Sind (f,) und (g,) Folgen von Funktionen, die gleichméBig gegen f
und g konvergieren, so konvergieren die Folgen (f,, + g,) und (f,, - g») ebenfalls
gleichméfig und zwar

fat+tgn — f+gund fr,-gn — f-g.

Der Beweis dieser Tatsache erfolgt wortlich wie im analogen Fall gewohnlicher
Folgen. Man braucht nur | - | durch ||-|| zu ersetzen. O
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1.10 Hilfssatz. Se:
f:la,b] — R

eine Regelfunktion und sei
f(z) >0 fir alle x € [a,b].

Dann ist auch

/b f(z)da > 0.

Folgerung. Sind f und g Regelfunktionen auf [a,b] und gilt
f(x) < g(z) fir alle x € [a, b

/bf(x) dxg/bg(x) dx.

Beweis von Hilfssatz 1.10. Wir wahlen eine Folge von Treppenfunktionen, die
gleichméfig gegen f konvergiert. Die Funktionen

[l + la,b] — R

so folgt

sind offenbar ebenfalls Treppenfunktionen und konvergieren gleichméfig gegen
|f| = f. Fiir Treppenfunktionen ist der Hilfssatz aber trivial. Es gilt daher

b
/\fn(x)| dx > 0 fiir allen € N

und deshalb auch
b

b
i [ [fu(a)] de = /f@) da >0, o

a

1.11 Hilfssatz. Seien a < b < ¢ und sei
f:la,d — R

eine Funktion. Dann gilt:

f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn die Einschrinkungen von f auf |a, b]
und [b, c| Regelfunktionen sind. In diesem Fall ist

/Cf(a:)da::/bf(x)dx+/cf(x)dx.
a a b
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Beweis. Man muf$ nur beachten, dafl diese Formel fiir Treppenfunktionen trivial
ist. O
In Anbetracht dieses Hilfssatzes erweist es sich als niitzlich, folgende zusétzliche
Definitionen zu treffen:

a b a
fx)dz :=— | f(x)dx fir a < bsowie [ f(x)dx:=0.
o] /

Man kann dann namlich die Formel aus Hilfssatz 1.11 auch so schreiben:

/bf(x)dx—i—/cf(sc)d:c—l—/af(x)dx:0,

wobei man auf die Voraussetzung a < b < ¢ sogar verzichten kann.

Man sollte stets beachten, dafl man eine Regelfunktion in endlich vielen Punkten
beliebig abdndern kann, ohne daf die Figenschaft ,,Regelfunktion zerstort wird
und ohne daff der Wert des Integrals sich dndert.

Fiir Treppenfunktionen ist das klar und es folgt daher auch fiir beliebige Re-
gelfunktionen.

Wir beweisen nun das wichtige

1.12 Theorem. Sei fi, fo, f3,... eine Folge von Regelfunktionen auf [a,b],
die gleichmdf$ig gegen die Funktion f konvergiert. Dann ist auch f eine Regel-

funktion und es gilt
b

b
/ flx)dz = nlLr{:o fn(z) dx.

a

Wenn die f,, Treppenfunktionen sind, so ist dies genau die Definition. Man
driickt das Theorem manchmal auch einfach so aus:

Das Regelintegral ist stabil gegeniiber gleichmdfsiger Approximation.

Vor dem Beweis geben wir eine sehr einfache Charakterisierung von Regel-
funktionen an. Dabei handelt es sich lediglich um eine Umformulierung der
Definition.

Anmerkung. Eine Funktion

filab] —R
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ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es zu jedem € > 0 eine Treppenfunk-
tion g : [a,b] — R gibt, so daf} gilt:

If —gll <e

Beweis von 1.12. 1. Teil: Wir zeigen, dal f eine Regelfunktion ist. Sei ¢ > 0.
Nach Voraussetzung ist

[fn = fll <

falls n hinreichend grof3 ist. Wir halten ein solches n fest und wéhlen dann eine
Treppenfunktion g, so dafl

Ifn—gll <e
gilt. Hieraus folgt dann

If =gl = I(f = fu) + (Fn = DI < = Full + [ — gll < 2e.

Die Funktion f kann also durch Treppenfunktionen gleichméfig approximiert
werden.

2. Teil. Es gilt fiir hinreichend grofle n:

b b

[ t@ydo = [ fuo)ds - /b (f(2) = fula)) da

a a

Da e > 0 beliebig war, folgt hieraus

b

b
/f(:c) dx = lim [ f,(z)dz. O

n—oo
a

Nun, da wir gezeigt haben, dafl das Regelintegral ein , verniinftiges“ Verhalten
(wie von der Anschauung gefordert) zeigt, kénnen wir untersuchen, welche
Funktionen eigentlich Regelfunktionen sind.

1.13 Theorem. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

Hieraus folgt dann natiirlich, daf eine Funktion bereits dann eine Regelfunktion
ist, wenn es eine Einteilung

a=qp<ar<ax<...<a,=2»b

gibt, so dafl f nur in den offenen Intervallen (a,,a,;1) monoton ist (wegen
1.11).
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Eine Funktion, die keine Regelfunktion ist, mufl demnach wild oszillieren. Wir
werden am Schlufl dieses Paragraphen Beispiele fiir derart pathologische Funk-
tionen geben.

Beweis von 1.13.

1. Teil. f sei monoton wachsend. Dann ist der Wertevorrat von f in dem
Intervall [f(a), f(b)] enthalten. Wir teilen dieses intervall in n gleiche Teile
ein.

fla)=co<ec1 <...<cp=f(b)
v

mit ¢, := f(a) + ﬁ(f(b) — f(a)) fir 0 <v <n.

Auflerdem setzen wir
B, :=lcy—1,¢,] fir 1 <v <mnund

A, = 4B, = {w € la,b]; 1 < f(x) <ey }

Aus der Monotonie von f folgert man leicht, daf§ A, ein (moglicherweise leeres)
Intervall ist. Wir interessieren hierbei uns nur fiir die ,,echten® Intervalle, also
fiir solche, die mehr als einen Punkt enthalten. Diese bezeichnen wir mit

Ap Avyy oo Ay (1< <...<y,<n).
Offenbar stoflen diese Intervalle aneinander an, d.h. es gibt eine Unterteilung
a=ay<a<a—2<...<ap=2>,

so daf3
(aj—lvaj) - AVj - [aj—laaj] (1 SJ < k)

gilt. Ob einer oder beide Randpunkte zu A, gehdren oder nicht, kann man
nicht sagen. Das ist von Funktion zu Funktion verschieden; es spielt jedoch fiir
den Beweis auch keine Rolle.

Wir wihlen nun noch irgendeinen Punkt
zj € (aj-1,a;5),
(etwa den Mittelpunkt) und definieren nun

L f(:L’]) flie z € (aj,l,aj) (] = 1, .. ,k‘)
fn(@) '_{f(aj) firz=a; (j=0,1,...,k)

Dies ist eine Treppenfunktion. Wir schéitzen f(z)— f,,(x) ab. Nach Konstruktion
ist das Bild eines Intervalls A, enthalten in einem Intervall der Lénge

Fb) = 1)

n
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Hieraus folgt

) —
If(z) — fu(x)] < w fiir alle x € [a, b]
und daher .
IF ~ £ull < 200) — (@)
Damit ist gezeigt, dal die Folge (f,,) gleichméfig gegen f konvergiert. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl jede stetige Funktion eine Regelfunktion
ist. Als Vorbereitung dient der Satz von der gleichmdfsigen Stetigkeit.

Sei
f: D — R stetig, D C R ein Intervall.

Zu jedem Punkt a € D und zu jedem € > 0 existiert dann definitionsgemif ein
0 > 0 mit der Eigenschaft

re€D, |zr—a|l <d=|f(x)— fla)| <e.
Gemaéf dieser Definition ist damit zu rechnen, dafl 6 sowohl von ¢ als auch von

a abhidngt. Man kann sich nun fragen, ob die Abhéngigkeit von a tatséchlich
besteht oder ob man nicht § so wihlen kann, dafl es nur noch von £ abhéngt.

Ubungsaufgabe. Dies ist nicht moglich fiir die Funktion
1
f(z):=—= auf D:={xeR; x>0}
x

Umso bemerkenswerter ist:

1.14 Satz von der gleichmifligen Stetigkeit.
Sei D = [a,b], a < b ein abgeschlossenes Intervall und f: D — R eine stetige
Funktion auf D. Dann ezistiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit der Figenschaft

|f(z)— f(y)| <e fir|z—y| <0, x,y € D.

Beweis (indirekt). Es existiere also ein €y > 0, so dafl obige Aussage falsch ist.
Dann findet man zu jedem § > 0 ein Punktepaar

r,y €D, |z —y| <éaber [f(z) — f(y)| > eo.

Wir nutzen dies speziell aus fiir

1
= — =1,2,...
5 n (n )= )
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und finden so Folgen (z,) und (y,,) in D mit

1
"Tn - ynl < ﬁ aber |f<xn) - f(yn)| > €0

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS existiert eine konvergente Teil-
folge (z,,) von z,. Nochmalige Anwendung dieses Satzes ergibt die Existenz
einer konvergenten Teilfolge von (yy,, ).

Auf diesem Wege finden wir zwei konvergente Folgen —wir bezeichnen sie mit
(an), (bp)— in D mit

lan, — b,| — 0 aber |f(a,) — f(bn)| > eo.
Da D ein abgeschlossenes Intervall ist, mufl der gemeinsame Grenzwert

a= lim a, = lim b,
n—oo n—oo

in D enthalten sein. Aus der Stetigkeit von f folgt dann
0=f(a) ~ f(a)l = lim_|f(an) — F(ba)| > 0.
Dies ist ein Widerspruch. O

1.15 Theorem. Jede stetige Funktion
f:la,b) — R, a<b,
ist eine Regelfunktion.

Beweis. Wir unterteilen das Intervall [a, b] in n gleiche Teile
v
a=ayp<a; <ay<...<a,=>"b, a,,:a—{—g(b—a),

und definieren die Treppenfunktion f,(x) so, da sie in [a,_1,a,) den kon-
stanten Wert f(a,—_1) annimmt. In dem Eckpunkt a,, soll sie den Wert f(a,,)
annehmen. Wir werden zeigen, dafl (f,,) gleichméfig gegen f konvergiert.

Dazu benutzen wir den Satz von der gleichmdjf$igen Stetigkeit:
Zu jedem e > 0 existiert eine Zahl 6 = §(g) > 0, so dafB fiir alle z,y € [a, b] gilt

[z —yl <0 = |f(z) - fy)| <e.

Wir bestimmen nun (bei gegebenem ¢ > 0) die natiirliche Zahl N so grof}, dafl
gilt
b—a

d.
N <

Fiir n > N gilt dann
[f (@) = fu()] = [f(z) = flay-1)| < e fiir z € [ay 1, a0),

denn in diesem Intervall gilt ja |x — a,_1| < §. Wir erhalten

|f — foll <efirn > N. O

Funktionen, die keine Regelfunktionen sind.

Die Konstruktion der folgenden Beispiele beruht auf folgendem
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1.16 Kriterium. Se:
f:a,b) — R (a < b)

eine Regelfunktion und sei xg € [a,b] ein beliebiger Punkt. Dann existieren die
einseitigen Grenzwerte

lim+ f(x) (falls xg #b) und lim f(z) (falls xo # a).

CC‘—>$O $—>.’L‘0

(Schrankt man die Funktion f auf [a, x| ein und setzt man

fi= f|[a,m0],

so ist definitionsgeméaf

lim f(z)= lim fi(z).

T—Ty T—To

Man darf also xy nur von links her approximieren. Analog definiert man

lim f(z) = Jim f2(z) mit fo = f[zo,b].)

IE—)JZO

Beweis des Kriteriums. Fiir Treppenfunktionen ist es klar; man beachte dann
11.3.6. O

Tatséchlich ist dieses Kriterium auch hinreichend dafiir, da} f eine Regelfunk-
tion ist (siehe DIEUDONNE, Foundations of Analysis).

1. Beispiel. (DIRICHLET)

f:0,1] — R, f(z)= {0 fiir x rational

1 fiir x irrational.

Hier existieren die einseitigen Grenzwerte nicht (Q liegt dicht in R!), die Funk-
tion f ist daher keine Regelfunktion.

2. Beispiel.
sin % fir x #£ 0

Fiba— R, f) = {0 Mrero

Diese Funktion ist stetig mit Ausnahme im Nullpunkt; sie 1&8t sich aber nicht
in endlich viele Monotoniestiicke einteilen und ist in der Tat auch keine Regel-
funktion. Man iiberlegt sich n&dmlich leicht, dafl

lim f(x)

rz—07F
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nicht existiert™).

Berechnung einiger Integrale.

Sei « eine beliebige reelle Zahl. Wir betrachten die Funktion

fz) = =

auf einem Intervall [a,b], 0 < a < b. Wir versuchen

b
/ f(x)dx

mittels einer geschickte Approximation durch Treppenfunktionen zu berechnen.
Man wahlt hierbei zweckméfligerweise eine Unterteilung

a=ay< a1 <ax<...<a,=0>o,

so dafl die Quotienten

Ay

1<v<n
ay—1 (_ o )

konstant (etwa = ¢) sind. Man ermittelt hierzu
nlb
a

a, =a-q" fir0<v<n.

und setzt

Wir betrachten nun die Treppenfunktionen

flay,—1) fir x € [a,—1,a,) (1 <v<n),

fn i ]a,b] — R, f(x):{f(b) fiir x = 0.

*) Diese Funktion ist allerdings noch integrierbar im Riemannschen Sinne Dies
wird manchmal als Nachteil des Regelintegrals empfunden. Es ist jedoch kein echter
Nachteil, da das Integral auch im Rahmen des Regelintegrals als uneigentliches
Integral existiert.
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Offenbar konvergiert (f,,) gleichméfig gegen f. Es gilt

/fn(x) dr = (a, — ay_1)f(ay—1) = Y (ay —ay_1)al_,
a v=1 v=1
_ Z a(qu _ qu—l)aaqa(u—l) — Z ao‘+1(q . 1)q(v—1)(o¢+1)
v=1 v=1
n(a+l) _
(*_) a+1 q 1 .
=a""(q — )W (geometrische Summe)

a+1
_ a1 41 b n_ b
=qQ m ((a) — 1) (beaChte q = 5)

a—i—l) q_]-

a+1l
(b T

a

Dabei wurde in der mit (%) bezeichneten Gleichung o # —1 vorausgesetzt, so
daf also die Formel auch nur fiir a # —1 Giiltigkeit besitzt.

Setzt man jetzt voraus, dafl « sogar eine natiirliche Zahl ist, so gilt
qg—1 1
@t —1  14qg+q>+...+q*

Wir nehmen nun den Grenziibergang n — oo vor. Wie wir wissen geht dann

Hieraus folgt

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion
sin : [a,b] — R
und versuchen

b
/sinxd:z: (a <)

zu berechnen. Wir legen eine dquidistante Teilung in n Intervalle der Linge
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und den Teilpunkten
a,=a+vAfir0<v<n

zugrunde und versuchen, f(x) = sinz durch eine Folge von Treppenfunktionen
(fn) 71 approximieren.

Dazu definieren wir

sina,_1 fira, 1 <z <a, (1<v<n)

h%ﬂ%&h@:{

sinb fir x = a, = b.

Offensichtlich konvergiert (f,,) gleichméfig gegen f = sin.

Wir erhalten weiterhin

b . .
/fn(x) da::AZSina,,_l = AZSin(a—k(u—l)A).
p n=1 n=1

Die rechte Seite schreiben wir in der Form

A ~ Z 2sin % sin(a + (v — 1)A).

2sin 33

Auf den unter dem Summenzeichen stehenden Ausdruck wenden wir die
folgende sich leicht aus den Additionstheoremen ergebende Formel an:

2sin acsin § = [cos(a — ) — cos(a + )]

Unter Beachtung von

a+<n—%>A:b—g

folgt dann durch Addition (sogenannte Teleskopsumme)

2si?1é zn:2sin§sin(a+ (v—1)A) = ﬁ[cos(a— %) —cos(b— %)}
2 y=1 2

Durch Grenziibergang n — oo folgt dann, wenn man noch

. sin x
lim =1
n—oo I

beachtet, daf} gilt

b b
/sin:c de = lim | f,(x)dr =cosa — cosb.

n—oo
a
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Jetzt berechnen wir das Integral von sin noch mit einer vollig anderen Methode
und benutzen hierbei 1.12, d.h. die Stabilitdt des Regelintegrals gegeniiber
gleichméfliger Konvergenz.

Diesen Satz formulieren wir zunéchst auf Reihen um. Gegeben sei also eine
Reihe

fi+fot fa+---

von Regelfunktionen auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b], die gleichméBig
gegen F' konvergiere, also

F, — Fglm. mit F, = f1 + fo+ -+ fa.

Nach 1.12 gilt dann

b

b b b
/F(x)d.r: lim [ F,(z)dr= lim /fl(:c)d:c—i—...—l—/fn(x)dx

n—oo n—oo
a

(Nach 1.9 darf man Integration mit endlicher Summation vertauschen!) Man
erhélt also

/bF(x) dz = i/bfn(:z;) dz.

Man darf also auch ,unendliche Summation mit Integration vertauschen,
sofern gleichméflige Konvergenz vorliegt.

Sei beispielsweise eine Potenzreihe

flx) = Z anx”
n=0

mit dem Konvergenzradius r gegeben. Seien weiterhin a < b zwei reelle Zahlen,
welche in (—r, r) enthalten seien. Dann gilt (man vergleiche das obige Beispiel!)

bn+1 - an—i—l

b oo
/f(ac) dr = ;ann——kl'

Wendet man dies auf die Sinusreihe an, so erhélt man einen neuen Beweis fiir
die Formel

b
/sinxd:z: = cosa — cosb.
a
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Integration bei variabler oberer Grenze.

Sei
fila, ] — R, a<b

eine Regelfunktion. Sei = € [a,b]. Dann ist auch die Einschrankung von f auf
[a, x] eine Regelfunktion. Das Integral dieser eingeschrénkten Funktion bezeich-

nen wir mit
/ (1) dt.

Dann iiberlegt man sich leicht den folgenden

1.17 Hilfssatz. Sei
fila,b] — R

eine Regelfunktion. Die Funktion
F:la,b] — R, F(x) = /f(t)dt

15t stetig.

Uneigentliche Integrale.

Es sei D = [a,b) ein (nicht leeres) halboffenes Intervall und
f:D—R

eine Funktion auf D, die in b nicht definiert zu sein braucht. Man kann dann

versuchen, ein Integral
b
[ f@ys

durch einen Grenziibergang zu definieren

b x
/f(x)da;:ii_)mb/f(t)dt (t € [a,b).

Wir wollen dabei den Fall b = oo nicht ausschlieffen und miissen daher kurz den
Grenzproze3 lim;_, ., der bisher fiir Funktionen noch nicht behandelt wurde,
erldutern.
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1.18 Definition. Sei D ein nach oben unbeschrinktes Intervall (also eine
rechte Halbgerade) und
F:D—R

eine Funktion. Sei b eine Zahl. Wir sagen, der Grenzwert von F(x) fir

r — oo existiert und ist gleich b

(lim F(z)=1b),

r—00

wenn es zu jedem € > 0 eine (hinreichend grofie) Zahl C' gibt, so daf gilt

|F(z) —b] < e firx>C.

Diese scheinbare Verallgemeinerung des Grenzwertbegriffs fiir Funktionen sub-
sumiert sich dem alten:

Betrachtet man auf dem Intervall
1
DO::{x>O; ;ED}

die Funktion

G:Dy— R, G(x):F<l>7

T

so gilt offensichtlich

lim F(z) =b<= lim G(z) =b.

T—00 z—0

Insbesondere gelten fiir den soeben eingefiihrten Grenzwertbegriff die iiblichen
Rechenregeln. Es eriibrigt sich, sie einzeln aufzuzéhlen oder gar zu beweisen.

Wenn der Definitionsbereich D ein nach unten unbeschrdnktes Intervall ist, so
kann man in entsprechender Weise einen Grenziibergang r — —oo vornehmen.

lim F(x)=b<= |F(z)—b| <efirez<-C

r——00

mit einem hinreichend grofien C' = C(¢).

Kehren wir nun wieder zu unserem Integrationsproblem zuriick.

1.19 Definition. Se:
f:la,b) — R
eine Funktion, die folgenden Bedingungen gentigt:

a) Die FEinschrinkung von f auf jedes abgeschlossene Teilintervall von [a,b)
ist eine Regelfunktion.
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b) Der Grenzwert

lim / fdt (zelab)
existiert.

Dann definiert man das uneigentliche Integral
/f dr=lim [ f0)dt (v € 0.0).

Es ist niitzlich zu wissen, dafl das gewohnliche Regelintegral als Spezialfall des
uneigentlichen Integrals aufgefa3t werden kann. Ist nédmlich

fila,b] — R

eine Regelfunktion, so gilt

b x
/f(x)dx:iig})/f(t) it (xclab)).

Dies folgt aus 1.17.

Wenn eine Funktion f auf einem Intervall (a, b] definiert ist, das links offen ist,
so definiert man in volliger Analogie zu oben das uneigentliche Integral

b

b
/f(:r;)d:z;:: im [ ft)dt (x € [a,b)).

rT—a
X

Die Voraussetzung fiir die Existenz dieses uneigentlichen Integrals sind

a) f|[z,b] ist Regelfunktion fiir alle x € (a, b].
b) Obiger Grenzwert existiert.

Interessant ist auch der Fall, das dafl Integral nach beiden Seiten uneigentlich
ist, d.h. f ist eine Funktion auf einem offenen Intervall (a,b) # (). Man geht
dann einfach so vor:

Man wihlt eine beliebige Stiitzstelle £ € (a,b) und definiert
3 a’

b
/ Fyde = tm [ j(oyde+ vim [ pe)ar

r—a
z 3
d.h. man fithrt die zweiseitige uneigentliche Integration auf die einseitige
uneigentliche Integration zuriick. Zu fordern ist, dafy die beiden uneigentlichen

Integrale auf der rechten Seite existieren. Dies héngt nicht von der Wahl von
¢ ab.
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Absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale

1.20 Definition. FEine Funktion f : D — R auf einem (nicht notwendig abge-
schlossenen) Intervall heifit absolut integrierbar, falls ihre Einschrinkung auf
jedes abgeschlossen Teilintervall eine Regelfunktion ist und falls | f| uneigentlich
integrierbar ist.

Wie im Fall unendlicher Reihen gilt:
1.21 Satz. Sei f : D — R eine Funktion auf einem nicht notwendig abge-
schlossenen Intervall, deren Einschrdinkung auf jedes abgeschlossene Intervall

eine Regelfunktion ist. Genau dann ist f absolut integrierbar, wenn es eine
gemeinsame obere Schranke fiir die Integrale

b
/|f(ac)|dx, a<b, a,be D,

gibt.

Beweis. Wenn die Funktion f nirgends negativ ist, so ist dies leicht zu beweisen.
Das uneigentliche Integral ist dann gleich

b
sup /f(x)dx; a<b, a,be D

Allgemein betrachten wir die Zerlegung

1 ) 1
fr = §(|f| + f) sowie f_ := §(|f\ — )
Diese Funktionen sind nirgends negativ und es gilt

f=r—-r- 0

Eine einfache Anwendung ist folgendes Majorantenkriterium fiir uneigentliche
Integrale:

1.22 Satz. Sei
f:D— R, D=(a,b), a<b,

eine Funktion, deren FEinschrinkung auf ein beliebiges abgeschlossenes Teilin-
tervall von D Regelfunktion sei. Weiterhin existiere eine uneigentlich integrier-
bare Funktion

g:D—R

mit der Eigenschaft
|f(z)] < g(x) fir alle x € D.

Dann ist auch f uneigentlich integrierbar.
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Beispiel. .
f(z) = ST auf D= (0, 00).
x
Ubungsaufgabe.
/sma:dx
x
0

ist konvergent, aber das Integral konvergiert nicht absolut.

Beispiele fiir uneigentliche Integrale.

Wir versuchen, das uneigentliche Integral

x

[ a

1

fiir beliebige reelle x zu berechnen.

Dabei benutzen wir die folgende Formel, die wir bisher nur fiir ganze o > 0
bewiesen haben, die wir aber noch fiir beliebige reelle o beweisen werden (mit
den Methoden der Differentialrechnung).

b

ba+1_aa+1 ..
/l’adl‘:{a—ﬂ fura;é—l
logb — loga fiira = —1

a

(dabei sei 0 < a < b). Wir erhalten insbesondere

x

a+1_ ..
/tadt:{waiﬂl fura;é—l
1

log x fir a = —1.

Wir wollen einen Grenziibergang x — oo vornehmen. Dazu miissen diese
Integralfunktionen {iberhaupt beschrinkt sein. Der Grenzwert existiert daher
im Falle @« = —1 nicht und im Falle @ # —1 nur dann, wenn o + 1 < 0 gilt.
Wir erhalten in diesem Falle

oo

1
/xadx:——, falls « + 1 < 0.
a—+1
1

Beispielsweise ist
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Ebenso erhélt man (vgl. oben)

1
1
/.ro‘d.r: , falls a4+1 >0,
a+1
0

beispielsweise

ElE

1d

[ =2
x

0

Anwendung uneigentlicher Integrale auf Konvergenzuntersuchungen
unendlicher Reihen.

Es gibt zwei wichtige Verfahren, die Konvergenz von unendlichen Reihen zu
untersuchen:

1) das Majorantenkriterium, speziell mit der geometrischen Reihe.
Damit konnten wir zum Beispiel die Potenzreihen in den Griff bekommen.

2) Vergleich unendlicher Reihen mit uneigentlichen Integralen.

Diese 2. Methode erldutern wir an dem Beispiel

(e @]
E n_°.
n=1

Dabei sei s eine beliebige reele Zahl.

Behauptung. Die obige Reihe konvergiert fiir s > 1. Sie konvergiert nicht fiir
s < 1.

Beweis. Man kann die Partialsummen dieser Reihe auffassen als Integrale iiber
eine gewisse Treppenfunktion

fl@)y=n" firn<z<n+1.

Dabei ist f in [1,00) definiert. Genauer gilt

N N+1
= flo)da
;n 1/ r)dr

Man hat offenbar die Abschéitzung

(x—=1)"° > f(z) > ¢ fir alle z > 2.
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(Wir setzen stets s > 0 voraus, fiir s < 0 konvergiert die Reihe natiirlich nicht.)
Es folgt dann

N+1

N+1 N+1
/@-1)8@2 Q/f(x)dacz 2/95%@.

2

Offenbar gilt

d.h. wir erhalten
N+1

N N
/x_s dz > Zn_s > / % dx.
1 2

2
Der Wert dieser Integrale ist

log N und  log(N + 1) —log2 im Falle s =1

—s+1__ N4+1 —s+1_2—s+1 .
NTHl und (N+ )_S+1 im Falle s # 1

Wie man weif}, konvergiert die Reihe Y n~® genau dann (alle Glieder sind
positiv), wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt bleibt. Nach obiger
Abschéitzung ist das genau dann der Fall, wenn —s + 1 < 0 ist, also wenn
s> 1.

Wir wollen jetzt die Funktion
C(s);= Z n-° (Riemannsche (-Funktion),
n=1

welche nun fiir s > 1 definiert ist, in der Ndhe von s = 1 genauer untersuchen.
Aus unseren Abschétzungen kann man nédmlich leicht folgern:

lim (s —1){(s) = 1.

s—1+

Ein ziemlich schwer zu beweisendes Resultat von RIEMANN besagt:
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Die Funktion
(s = 1)¢(s)

besitzt eine Entwicklung in eine Potenzreihe
14+ Cis+Cys®+ ...

welche in ganz C konvergiert.

Die berihmte Riemannsche Vermutung besagt, dafS diese
Funktion fir alle komplexen s mit Res > 1/2 von Null
verschieden ist.

(Bekannt ist, dafl unendlich verschieden Nullstellen mit Res = 1/2 existieren
und daf keine Nullstelle fiir Re s > 1 vorliegt.)

Die Séatze fiir absolut konvergente Integrale dhneln denen {iber absolut konver-
gente Reihen. Dies ist kein Zufall, denn es gilt offensichtlich:

Eine unendliche Reihe .- | a, konvergiert genau dann absolut, wenn die
Funktion

f:[l,o0) — R, f(z)=ay, firn<z<n+1
absolut integrierbar ist.

Aus 1.22 ergibt sich:

1.23 Integralvergleichskriterium.
Sei a1 + as + az + --- eine unendliche Rethe von Zahlen. Es existiere eine
Funktion

fila,00) — R, f(z) >0 fir alle x

auf einer rechten Halbgeraden, so daf$ das uneigentliche Integral

7f(x) dz

lan| < f(z) firn<xz<n+1

existiert. Wenn

mit Ausnahme von hiochstens endlich vielen natiirlichen Zahlen n gilt, so kon-
vergiert die gegebene Reihe absolut.

Umgekehrt konvergiert die Reihe ) a,, nicht absolut, wenn eine Funktion

fila,00) — R, f(z) >0 fir alle x
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existiert, so dafS gilt
a) lan| > f(x) firn <z <n+1

(endlich viele Ausnahmen sind zugelassen).

b) f(z) ist eine Regelfunktion in [a,t] (t > a beliebig), aber

/tf(:c) dx

st micht beschrinkt firt — oo, d.h. das uneigentliche Integral

7f(:1:) dx

existiert nicht.

2. Grundlegende Rechenregeln der Differentialrechnung

Die Differentialrechnung entstand aus dem Problem, die Steigung einer Funk-
tion zu messen.

Sei f eine Funktion auf dem Definitionsbereich D und xy € D ein Punkt in D.
Ist x ein weiterer Punkt in D, so kann die Steigung

() = f(zo)

r — Xo

der Sekante als eine Néherung fiir die Steigung der Kurve in xy betrachtet
werden. Es ist nun naheliegend, den Punkt x in den Punkt xy hineinlaufen zu
lassen, also einen Grenziibergang x — x( zu versuchen.

Im folgenden setzen wir von allen Intervallen voraus, —ohne es immer aus-
driicklich neu zu sagen— daf} sie nicht ausgeartet sind, daf§ sie also mehr als
einen Punkt enthalten.

2.1 Definition. FEine Funktion

f:D— R, DCR ein Intervall,
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heifst in einem Punkt xo € D ableitbar (differenzierbar), wenn der Grenz-

wert
f(x) = f(=o)

T—2T0 T — X

existiert. Man nennt diesen Grenzwert dann die Ableitung von f an der
Stelle xg.

Ist f in jedem Punkt von D ableitbar, so heifit f ableitbar (differenzierbar)
schlechthin. Die Ableitung [ kann dann wieder als Funktion

fl:D—R
betrachtet werden.
Schreibwesise.
@,
dx .
Anmerkung. Der sogenannte Differenzenquotient
f(x) — f(wo)
Tr — X

kann als Funktion aufgefa8t werden, die auf D — {xo} definiert ist.

Eine wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen ist, dafl sie stets stetig sind.
2.2 Hilfssatz. Die Funktion f sei differenzierbar in xo. Dann ist f auch stetig
m xg.

Beweis. Es gilt
f(@) — f(xo)

f(z) — f(zo) = (z — x0) pra— fir x € D — {x0}.

Vollzieht man dann den Grenziibergang x — xg, so erhélt man
f(z) = f(zo) — 0 fiir © — xo. O

Wir untersuchen nun die grundlegenden Rechenregeln der Differentialrechnung.

2.3 Bemerkung. Secien f,g zwei Funktionen, die in einem Punkt xo des
Definitionsbereiches ableitbar seien. Dann sind auch die Funktionen

f+g, ¢f (ceR)

ableitbar in xo und es gilt
(f +9) (o) = f'(z0) + ¢ (x0), (cf) (x0) = cf'(x0)-

Der Beweis dieser Bemerkung ist trivial. O

Etwas komplizierter ist das Verhalten der Ableitung beim Multiplizieren und
Dividieren von Funktionen.
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2.4 Satz. Seien f,g zwei Funktionen, die in einem Punkt xo € D ableitbar
seten. Dann sind auch die Funktionen

f-g, / (unter der Voraussetzung g(x) # 0 fir alle x € D)
g

ableitbar in xo und es gilt

(f 9)/(300) = f(wo) - g/(l’o) + f/(%) - g(o)

und gegebenenfalls

(f)’ (o) = f(zo) - g'(x0) + f'(20) - g(wO).

g 9%(z0)

Beweis. 1) Zum Beweis der Produktregel bilden wir den Differenzenquotienten

fiir die Funktion f - g:
f(@)g(x) — f(zo)g(@o)

T — To '

Eine kleine Umformung ergibt

f(flfo)M + g(;p)M.

Tr — X T — X

Hierin kann man den Grenziibergang x — x( vollziehen und erhélt die Behaup-
tung.

2) Mit einer &hnlichen Umformung beweist man die Quotientenregel:

flz)  f(=zo)

9@ 9o _ f(x)g(x0) — g()f(x0)
T — o 9(x)g(@o)(x — o)
_ 1 oy f @) = flzo) 0 9(2) —g(z0)
 g(x)g(zo) (o) T — g f{o) T — -

Wir betrachten nun einige Beispiele.

1)  f(xz) =c¢ (konstante Funktion).
Der Differenzenquotient ist identisch 0 und wir erhalten

f(x)=0.
2 f) =

Der Differenzenquotient ist identisch 1; es folgt

f(x) =1.
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3) o) =an

Sei zunéchst n eine natirliche Zahl. Dann zeigen wir folgende
Behauptunyg. f/(x) = na™ L.

Beweis durch Induktion nach n.

1. Induktionsbeginn: Das ist gerade das zweite Beispiel.

2. Induktionsschritt: Sei n > 1. Nach der Produktregel und der Induktionsvor-
aussetzung gilt

sogar fiir beliebige ganze n gilt.

Wir werden noch sehen, dafl dies auch fiir beliebige reelle n richtig ist, konnen
es aber momentan noch nicht beweisen. Allerdings kénnen wir mit Hilfe unserer
bisherigen Rechenregeln bereits Polynome

P(z) = apz™ + an_12" '+ ... +arz +ag

ableiten und ebenso rationale Funktionen

P(x)
Q(x)

also Quotienten von Polynomen.

R(z) =

P, Q) Polynome,

4) Als weiteres Beispiel behandeln wir die Exponentialfunktion. Es liegt nahe,
von der Reihenentwicklung

o0 n

exp(x) = Y | %

n=0

auszugehen und die Ableitung von exp(z) gliedweise auszufithren:

S " ! o ?’L(L’n_l
ew(e) = Y- () =2
ne0 n. 1 n:
0 n—1 0 n
xr X
= i = 2 o = @),
—~ (n—1)! = nl

Das gliedweise Ableiten bedarf jedoch einer Rechtfertigung. Wir werden zwar
noch zeigen, dafl man Potenzreihen gliedweise ableiten darf, haben dies aber
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zur Zeit noch nicht zur Verfiigung. Wir gehen daher anders vor und rechnen
direkt mit dem Differenzenquotienten

— —1
exp(z) — exp(zo) _ exp(xo)% mit § :=  — .
R )
Nun ist (6)—1 5 5
exp(6) —1 o 0
T—1+2!+3!—|—....
Der Grenziibergang § — 0 liefert
fim SPO 1
6—0 )

Hierbei ist zu beachten, dafl Potenzreihen stetig sind und man den Grenziiber-
gang daher gliedweise vollziehen durfte.

Damit ergibt sich nun tatséchlich:
Die Exponentialfunktion ist (iberall) ableitbar und es gilt

(exp(x))" = exp().

Wir wollen nun den Logarithmus ableiten und dabei ausnutzen, dafl der
Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist. Dazu dient der
folgende

2.5 Satz (Kettenregel).
Seien
f:D—Rundg: D — R

zwei Funktionen auf den Intervallen D und D'. Es gelte f(D) C D', so daf
man die Funktionen zusammensetzen kann

gof:D—R, (go f)(z) = g(f(x)).

Die Funktion f sei in einem Punkt xo € D wund die Funktion g in f(xo)
ableitbar. Dann ist auch g o f im Punkt x¢ ableitbar und es gilt

(go f)(z0) =g (f(xo)) - f'(w0).

Beweis. Wir bilden den Differenzenquotienten

9(f(x)) = 9(f(w0)) _ 9(f(z)) = g(f(z0)) flx)— flwo)

T — T f(z) = f(xo) T — o
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Strebt nun z — xg, so geht f(z) — f(zo) und daher geht obiger Ausdruck
gegen
g'(f(z0)) - f' (o).

Dieser Beweis ist insofern nicht exakt, als ja f(z) — f(xg) verschwinden kénnte
und dann die vorgenommene Umformung gar nicht erlaubt ware. Man muf
daher etwas anders argumentieren

Wir betrachten die Funktion

Aly) = 9) — 9(yo)

mit yo = f(zo).
Y—Yo

Diese ist fiir y € D' — {yo} definiert, aber noch in yq stetig fortsetzbar, wenn
man

Ayo) = gl(yo)

setzt. Es gilt
A(y)(y —vo) = 9(y) — 9(%0)

auch im Falle y = yo (auf beiden Seiten steht dann Null). Ersetzt man y durch
f(x), so resultiert

A(f(@)(f(x) = f(zo)) = g(f(2)) — g(f(20))-
Nach Division durch x — x¢ erhélt man

(g2 N)@) = (g2 f)@o) _ f@) = F@o) \ 5y,

r — Xo r — Xo

Vollzieht man nun den Grenziibergang r — x¢, so folgt die Behauptung. Wegen
der Stetigkeit von A gilt ndmlich

lim A(f(z0)) = ¢'(f(x0).) U

T—XT0

Wir wollen nun die Kettenregel einmal in dem Spezialfall anwenden, dafl g die
Umkehrfunktion von f ist, d.h. D’ ist der Wertevorrat von f und es gilt

y=[f(z) = g(y) ==

Aus der Gleichung
9(f(z)) ==
Folgt mittels der Kettenregel



144 Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

also ist f’(x) von Null verschieden, und es gilt

1
- (@)

Man hat damit eine Formel gefunden, um die Ableitung der Umkehrfunktion
zu finden.

g'(f(x))

Beisprel.
f(x) =logz, g(x)=exp(x).
Man erhalt
9'(f(z)) = exp(logz) = z
und daher . .
loga) z bzw. (logz)’ = =

Man muf} allerdings noch nachweisen, dafl log iiberhaupt ableitbar ist, denn
das miissen wir ja wissen, um die Kettenregel anwenden zu kénnen.

Man wird sich generell fragen, ob die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion
f~! aus der Ableitbarkeit von f folgt.

2.6 Satz fiir umkehrbare Funktionen.
Sei
f:D — R, (D ein Intervall)

eine streng monotone Funktion, deren Ableitung existiert und tberall von Null
verschieden ist. Dann ist auch die Umkehrfunktion g ableitbar und es gilt
1
/
9(x) = 57—
f'(g9(@))

fiir alle x aus dem Wertevorrat von f (= Definitionsbereich von g.)

Beweis. Sei yg = f(x¢) ein beliebiger Punkt aus dem Wertevorrat von f. Wir
bilden den Differenzenquotienten

Dieser ist gleich
9(f(x)) —g(f(x0)) _  z—m0
f(x) = f(zo) f(x) = f(zo)
Wenn y gegen yq strebt, so konvergiert x gegen xg (die Umkehrfunktion einer
stetigen Funktion ist stetig) und daher

T — X 1

f@) = fwo)  fl(wo)
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Die Voraussetzung, dafl die Ableitung von f von Null verschieden ist, ist
tatséchlich notwendig.

Beisprel.
f(z) =25

Diese Funktion ist streng monoton und ableitbar; die Ableitung im Nullpunkt
ist Null. Die Umkehrfunktion

ist aber im Nullpunkt nicht ableitbar. (Sie hat dort eine senkrechte Tangente.)

Wir weisen abschlieend darauf hin, dafl die Formel

1
logz)' = ~
(log z)’ = -

nun voll bewiesen ist.

Als weiteres Beispiel leiten wir die Funktion
f(z) = z“ (Definitionsbereich: x > 0)

fiir beliebige reelle e ab. Es gilt

% = exp(alogx)

und somit nach der Kettenregel

(z*) = exp(alogz) - (alogz) = 2% a— = az* !,
x

eine Formel, die wir fiir ganze o schon bewiesen haben.

Kurvendiskussion mit Hilfe der Differentialrechnung.

Man sagt: Eine Funktion
f:D — R, D ein Intervall,

besitzt in a € D ein lokales Mazimum, wenn es eine e-Umgebung U = (a —
g,a+¢) (e > 0 geniigend klein) gibt, so daf} gilt

f(x) < f(a) fur alle z € UN D.

Entsprechend definiert man den Begriff des lokalen Minimums.

Die lokalen Maxima und Minima der Funktion f nennt man auch ihre lokalen
Extrempunkte.
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2.7 Satz. Sei
f: D — R, Dein Intervall

eine Funktion, welche in dem Punkt a € D ableitbar ist. Der Punkt a sei kein
Randpunkt von D. Wenn a ein lokaler Extrempunkt von f ist, so gilt

f'(a) =0.

Beweis. Wir nehmen an, dal f in a ein lokales Maximum besitzt. Dann gilt

M{SO firz > a

r—a >0 firx <a

Der Grenzwert fiir x — a mufl daher Null sein.

Beispiel fiir eine Kurvendiskussion.

Es gilt
f'(z) = (exp(zlogz))’

= exp(zlogz)(zlogz) = (1 + log x).
Die Ableitung ist genau dann Null, wenn gilt

1
r=—.
e
Fiir z < 1/e ist die Ableitung negativ, fiir > 1/e positiv. Die Funktion wéchst
also streng monoton fiir x > 1/e und fillt streng monoton fiir x < 1/e. Die
Funktion nimmt also in x = % ihr absolutes Minimum an, und dieses hat den
Wert (%)(%). Fiir x — oo wichst z* natiirlich iiber alle Grenzen. Unklar ist

allerdings noch das Verhalten fiir x+ — 0. Fiir x — 0 konvergiert zlogx — 0
(wie wir gleich zeigen werden), also gilt

lim z* = 1.
z—0
Einige wichtige Grenzwerte.
1) Sei a eine reelle Zahl. Es ist
a
lim — =0,

r—oo el

Also: Die Ezxponentialfunktion wdichst stirker als jede Potenz von x.

Beweis. Als Ubungsaufgabe.
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2) Wir folgern aus 1), dafl der Logarithmus fir © — oo schwdicher als jede
Potenz von x wdchst. Sei a > 0. Dann gilt

1
Ogm—>0fﬁrx—>oo.

xa

Beweis. Es geniigt log x < % fiir hinreichend grofie # zu beweisen oder, wegen
der strengen Monotonie der Exponentialfunktion:

z < exp(z?).
Diese Ungleichung folgt leicht aus 1). ad
3) Benutzt man

1
log — = —logx,
x
so erhélt man aus 2) fiir jedes a > 0
x%logz — 0 fiir £ — 0 (x > 0),

insbesondere also
xloger — 0 fir z — 0.

3. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Es sei zunéichst an den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen erinnert.

FEine stetige Funktion f auf einem Intervall, die die Werte y, und yo annimmdt,
nimmt auch jeden Wert zwischen y; und ys an.

Ein dhnliches Prinzip gilt in der Differentialrechnung:

3.1 Theorem (Satz von Rolle).
Sei
f:la,b) — R, a<b,

eine stetige Funktion, die im Inneren (a,b) ableitbar ist. Dann existiert ein
Punkt
Emita <& <b,

so daf die Ableitung von f an der Stelle & mit der Steigung der Sekanten durch
A = (a, f(a)) und B = (b, f(b))

tbereinstimmdt, d.h.
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Beweis.
1. Teil. Reduktion auf den Fall f(a) = f(b) = 0.

Man betrachte hierfiir die Differenz der Funktion f und der Geraden durch A
und B, d.h. die Funktion

Es gilt offenbar
F(a) = F(b) = 0.

Hat man dann eine Stelle £ € (a, b) gefunden mit der Eigenschaft

F/(S) = 07
so ist man fertig, denn es gilt ja
2. Teil. Es sei nun
fa) = f(b) =0.

Es ist eine Zwischenstelle £ mit f'(£) = 0 zu konstruieren. Dabei kann man an-
nehmen, daf§ f nicht identisch Null ist (sonst kann man jede Zwischenstelle
nehmen). Wir kénnen sogar annehmen, dafl das Maximum von f positiv
ist (sonst ersetzt man einfach f durch —f). Dieses Maximum wird an einer
Zwischenstelle

§ € (a,b)
angenommen (die Randpunkte scheiden aus, da f dort verschwindet). Dann
muf} aber in diesem Punkt ¢ die Ableitung verschwinden (nach 2.7). O

Eine Anwendung des Satzes von ROLLE ist die

3.2 Bemerkung. Sei f eine differenzierbare Funktion, definiert auf einem

Intervall D und sei
f(x) =0 fiir allex € D.

Dann ist die Funktion f konstant.

Beweis. Seien a < b zwei beliebige Punkte im Definitionsbereich. Nach dem
Satz von ROLLE existiert ein £ € (a,b) mit

Daraus folgt aber
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3.3 Folgerung. Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen auf einem
Intervall. Wenn die Ableitungen von f und g tbereinstimmen, so unterscheidet
sich f von g hdchstens um eine additive Konstante

f =g+ const.

Eine Anwendung von 3.3.

Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall, so daf} gilt
f'=r

(Dies ist ein einfaches Beispiel fiir eine gewéhnliche Differentialgleichung.) Es
existiert dann eine Konstante C' mit der Eigenschaft

f(z) = Cexp(a).
Beweis. Aus der Quotientenregel folgt, dafl die Ableitung der Funktion
f@) _ f(z)exp(z) — f(z) exp(z)

exp(z) exp(2x)

identisch verschwindet. O

Es gibt eine Verallgemeinerung des Satzes von ROLLE, die interessante Anwen-
dungen hat.

3.4 Verallgemeinerter Satz von Rolle.
Seien f und g zwei stetige Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b],
die im Inneren (a,b) differenzierbar sind. Es existiert dann eine Zwischenstelle

Emita <& <b,

an der qilt

Dabei ist g(a) # g(b) vorauszusetzen.

(Im Fall g(z) = « ist dies offenbar genau der gewthnliche Satz von ROLLE.)
Beweis (analog zum Satz von ROLLE).

Man muf} die Funktion

benutzen. O

Eine Anwendung des verallgemeinerten Satzes von ROLLE:
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3.5 Theorem (Regel von Bernoulli-de L’Hospital).

Es seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall D und a € D ein Punkt
von D. Die Funktionen f und g seien zumindest in allen Punkten x € D, x # a
differenzierbar. AufSerdem sei

f(a) =g(a) =0.
Die Ableitung g’ habe keine Nullstelle fiir x # a. Der Grenzwert

tim L)
7—a g'(z)

moge existieren. Dann existiert auch der Grenzwert von

@)
o) fir x a
und es qilt /
lim J@) = lim f(z)

o glz)  eva glz)

Beweis. Aus dem Satz von ROLLE folgt zunéchst, dafi g(x) # 0 ist fiir alle
x # a. (Zwischen jedem z # a und a existiert ndmlich eine Zwischenstelle &
mit

9) _ (e £0)

r—a
Nach dem verallgemeinerten Satz von ROLLE existiert zwischen jedem z # a
und x eine Stelle £ mit der Eigenschaft

flz) _ f(x)—fla) _ f'(€)
g(x)  g(x)—gla) g'(&)

Die Stelle ¢ hangt natiirlich von z ab; wir schreiben daher

§=¢(x).
Es gilt
lim {(z) = a
und infolgedessen
/ /
i £EE) _ 1@
a—a g'(§(z))  e—ag'(z)
Damit ist alles gezeigt. O
Die iibliche Rechenregel
o @) f(@)
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kann man nicht anwenden, weil g(a) = 0 ist.

Moglicherweise ist aber ¢’ stetig in ganz D und ¢'(a) # 0. dann besagt die
Regel von BERNOULLI-DE L’HOSPITAL

i 10 _10)
e—ag(z)  g'(a)
Man kann auflerdem dieses Prinzip wiederholt anwenden, d.h. wenn die Vor-
aussetzungen von 3.5 auch fiir die Funktionen f’ ung ¢’ anstelle von f und g
erfiillt sind, so folgt .
GO N (),

v—ag(z)  w—a g'(z)
und entsprechend mit hoheren Ableitungen.

Schliefllich sei noch darauf hingewiesen, daf} es auch analoge Rechenregeln gibt,
wenn f(x) und g(z) tiber alle Grenzen wachsen wenn z — a strebt.

4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir untersuchen folgendes Problem:
Gegeben sei eine Funktion

f: D — R, D ein Intervall.

Gesucht ist eine sogenannte Stammfunktion F : D — R. Das ist definitions-
geméf eine differenzierbare Funktion mit Ableitung f:

F' = f.
Wir wissen bereits, daf3 die Funktion F', so sie denn iiberhaupt existiert, bis
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist.

In dieser Allgemeinheit ist das Problem jedoch sehr kompliziert. Es kann
ndmlich eintreten, dafl f eine Stammfunktion besitzt ohne stetig zu sein.

Das Problem wird einfacher, wenn man sich auf stetige Funktionen f be-
schriankt. Eine solche hat ndmlich immer eine Stammfunktion.

Als Vorbereitung hierzu beweisen wir

4.1 Hilfssatz (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
Sei f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a,b] (a < b). Es gibt eine
Zwischenstelle

§ mita<g<b,

so dafs gilt
b

[ f@de =0

a
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Beweis. Sei M der groBite und m der kleinste Wert, den f in [a,b] annimmt.

Dann gilt
b

m(b—a) g/f(x)dng(b—a).

a

| o

zwischen m und M. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen wird
auch jeder Wert zwischen m und M als Funktionswert f(£) angenommen.

Daher liegt

O

4.2 Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei
f:D—R (D ein Intervall)

eine stetige Funktion und a € D ein beliebiger Punkt. Die Funktion

F@y:/ﬂﬂﬁ (z € D)

st eine Stammfunktion von f.

Beweis. Wir bilden den Differenzenquotienten an irgendeiner Stelle xy € D:

ﬂ?:fww:xjx/j@ﬁ.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt

/f@d#=®—xwﬂ®,

wobei & = £(x) zwischen xg und z liegt. Daraus folgt
F(z) - F(x
r — Xo
Strebt x gegen xq, so konvergiert £ ebenfalls gegen xy und daher (aufgrund der
Stetigkeit von f) f(&) gegen f(zp). Also ist
F'(z0) = f(wo)- O

4.3 Folgerung. Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall D
mit stetiger Ableitung f'. Dann gilt

b
[F@i=f0)- 5@  @beD)
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Beweis. Wir wissen, dafl
F(zx):= /f(t) dt

eine Stammfunktion von f’ ist. Da f ebenfalls eine Stammfunktion ist, mufl
gelten
F(z) = f(z) + C.

Setzt man speziell x = a ein, so folgt
0=f(a) = fla) +C = C=—f(a).

Setzt man nun x = b ein, so erhélt man

b
F) = [ £t dt=(0) - fla). :

Aus der Produktregel
(uwv) = u'v +uv’

der Differentiation und der Kettenregel ergeben sich in Verbindung mit dem
Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung folgende Regeln fiir Integra-
tion:

1. Partielle Integration.

Seien
u,v: [a,b] — R, a < b,

stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b

/u'(x)v(x) dr = uv|® — /bu(x)v'(a:) dx.

a

Hierbei verwenden wir die Bezeichnung

fla = f(b) = f(a).

2. Substitutionsregel.
Gegeben seien

a) eine stetige Funktion
f:D—R (D ein Intervall)
b) eine stetig differenzierbare Funktion

g:la,b] — R, a>b,
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so daf3 gilt
g(la,b]) C D.
Dann ist
b g(b)
/f(g(w))g’(w) dx = / fy)dy.
a g(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

9(x) == F(g(z))

eine Stammfunktion von f(g(x))¢’(z) und die Behauptung folgt aus 4.3.

Die Leibnizschen Schreibweise

macht die Substitutionsregel besonders suggestiv.

Wir fassen nun die wichtigsten Funktionen, die wir ableiten kénnen, in einer
Tabelle zusammen.

f(x) f(x) Definitionsbereich
¢ axr® ! R firae N

R, firae R—-N

exp T exp T R

sinx COS ¥ R

Ccos T —sinx R

log i R,

arctan x H—% R

Die Ableitungen von sin und cos erhilt man iiber den Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung, nachdem wir die Integrale dieser Funktionen ja
bereits kennen. Es bleibt daher nur noch arctan z zu diskutieren. Dieser ist die
Umkehrfunktion von

sin x T s
tanx = (——<x<—>.
CcCosS T 2 2
Es gilt
2 .2
Ccos“ x + sin“ x 1
(tanz) = = =1+ tan®z.

cos? x cos? x
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Nach dem Satz fiir implizite Funktionen folgt

1 1
/ prm— prm—
1 +tan?(arctanx) 1+ 22’

(arctan )

denn es ist
tan(arctan ) = .

,Pathologische‘ Beispiele differenzierbarer Funktionen.

1) Eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung zwar stetig, aber nicht
differenzierbar ist.

fz) =

fir x > 1.

N[

%xQ fir z <1,
x

Der einzig kritische Punkt ist x = 1; dort ist f sicher stetig, denn sowohl %:1:2,
als auch x — % haben dort den Wert % Aber man hat auch ,differenzierbaren
Anschluff“, denn die beiden Funktionen haben dort auch dieselbe Steigung,
némlich 1. Die Ableitung von f ist offenbar

T fir x <1,
1 fir x > 1.

ra)={

Diese ist zwar stetig, aber in 1 nicht differenzierbar.

2) Eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung nicht stetig ist.

T

0 firx=0

(auf D = R).

f(x):{a:Qsinl fiir x # 0,

Der einzig kritische Punkt ist z = 0. Dort ist die Funktion tatséchlich ableitbar:

M:xsm——ﬂ)fﬁra@—ﬂ)-
z—0 x

Es ist also f/(0) = 0.

Eine einfache Rechnung zeigt
f'(x) = 2z sin = — cos — fiir x # 0.
x x
Der Grenzwert von f'(z) fiir x — 0 existiert nicht. Zwar ist
lim x sin — = 0,
z—0 €T

aber cos % hat keinen Grenzwert fiir x — O.
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3) WEIERSTRASS hat ein Beispiel einer Funktion angegeben, die zwar stetig,
aber in keinem einzigen Punkt differenzierbar ist.

4) Die , typischen® Stellen, in denen eine stetige Funktion f nicht differenzierbar
ist, sind die Knickstellen. Das sind definitionsgeméfl Stellen xy, wo zwar die
einseitigen Ableitungen

lim M sowie lim M

:U—m:o+ T — X9 T—T T — X

existieren, aber voneinander verschieden sind. Es gibt aber auch stetige Funk-
tionen, wo nicht einmal die einseitigen Grenzwerte existieren, wie zum Beispiel

x

2 sin fir z 40
f(@) = { e
0 fir x = 0.

Diese Funktion ist stetig (auch in x = 0!), aber der Differenzenquotient in 0

hat dort nicht einmal einseitige Grenzwerte.

5. Vertriglichkeit der Differentiation mit Grenzprozessen

Es sei eine konvergente Folge (f,,) von differenzierbaren Funktionen gegeben.
Problem. Unter welchen Voraussetzungen ist

S = lim f,

n—oo

auch differenzierbar? Zusétzlich hétte man natiirlich auch gerne

f= lim f].
Analoge Fragestellungen traten bereits bei der Untersucheng von stetigen und
integrierbaren Funktionen auf. Damals war die gleichmdflige Konvergenz eine
hinreichende Bedingung dafiir, daf die betreffende Eigenschaft (Stetigkeit bzw.
Integrierbarkeit) bei dem Grenziibergang erhalten blieb.

Man konnte vermuten, dafl dies bei der Differenzierbarkeit genauso ist. Leider
ist dies jedoch nicht der Fall.
Skizze eines Gegenbeispiels.

Sei
f(x) = |z| auf R.
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Die Funktion ist zwar stetig, aber in 0 nicht differenzierbar.

Wir definieren nun

|| fir |x| >
fn(z) =

Dp? + o fir |z| <

3= 3=

Die Funktionen f,, sind sichtlich differenzierbar. Die einzigen kritischen Punkte
sind % und —% und dort haben sowohl |z| als auch %xQ + % die Steigungen 1
bzw. —1.

Offenbar konvergiert f, gleichmésig gegen f, denn es ist
1
— <
17— 1all < 5

Noch drastischer zeigt folgender Satz ( Weierstrafischer Approximationssatz),
daf} die Differenzierbarkeit im allgemeinen nicht stabil gegeniiber gleichméfiger
Approximation ist.

Jede stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] kann durch
eine Folge von Polynomen P, gleichmdf$ig approximiert werden.

(Wir werden diesen Satz spiter beweisen.)

Es idt daher nicht weiter verwunderlich, dafl die Konvergenzbedingungen, unter
denen die Differenzierbarkeit erhalten bleibt, nicht ganz einfach aussehen.

Man kommt dennoch sehr einfach zu brauchbaren Resultaten, wenn man sich
daran erinnert, dafl Differentiation und Integration verquickt sind, und zwar
erhalten wir folgendes

5.1 Theorem. Gegeben sei eine Folge (f,) von differenzierbaren Funktionen
auf einem Intervall D. Wir machen folgende Voraussetzungen:

a) Die Folge f,(a) konvergiert in wenigstens einem Punkt a € D.
b) Die Funktionen f] sind stetig.
c¢) Die Folge f! konvergiert gleichmdfSig.

Dann konvergiert auch die Folge (f,) gegen eine differenzierbare Funktion f
und es qilt

f= lim f].

n—oo

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

h@Z/ﬂ®ﬁ+h@~
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Nun weifl man, daf die Folge (f,) gleichméBig konvergiert (Voraussetzung c)).
Da aber Integration mit gleichméfliger Konvergenz vertauschbar ist, folgt, dafl
fn(x) fir alle x € D konvergiert. Setzt man

f: lim fn7

so gilt auflerdem

xT

o) = / lim_fL(#)dt + C mit C = lim_f,(a).

a

Die Funktion unter dem Integral ist stetig (Stetigkeit ist stabil gegeniiber
gleichméfiger Konvergenz!). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung ist daher f differenzierbar und es gilt

f= lim f]. a

n—oo

Zusatz zu 5.1. Ist D ein endliches Intervall, so konvergiert (f,) gleichmdfig
gegen f.
Die fiir uns wichtigste Anwendung dieses Theorems ist

5.2 Folgerung. Fine Potenzreihe
p(z) = ag + arx + asx® + ...

stellt im Innern des Konvergenzintervalls (—r,r) (wir setzen r > 0 voraus) eine
differenzierbare Funktion dar und es gilt

p'(x) = a1 + 2asx + 3azx® + . . ..

d.h. wie bei Polynomen ist gliedweise Differentiation erlaubt.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dafl die abgeleitete Potenzreihe den gleichen Kon-
vergenzradius wie die Ausgangsreihe hat. Dann kann man namlich 5.1 auf

pn(x) i =ap+ a1z +...+apz” auf D=[—p,pmit 0 < p<r

anwenden.

Die Konvergenzradien der Ausgangsreihe bzw. der abgeleiteten Reihe sind

r=sup{C >0; (|a,|C") beschrénkt }
r' =sup{C > 0; (lan|nC™) beschrénkt }.
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Hieraus ergibt sich unmittelbar
r <.
Wir zeigen nun ' > r. d.h.
(|an| n C™) ist beschrénkt fiir jedes C < r.
Wir wiihlen hierzu ein C' mit
C<C<r (etwaC = (C+r)/2).
Es ist dann (|a, | C™) beschréinkt und daher auch

anlnCm = ranré"'”<g) ,
C

(&) ()

eine Nullfolge. Man beachte hierzu, dafi {/n gegen 1 konvergiert und dafl
zwischen 0 und 1 liegt. Es gilt somit

C
Vn = <8<1
Vin 5

denn offenbar ist

¢
C

bis auf endlich viele Ausnahmen n, wobei ¢ irgend eine feste Zahl zwischen
C/C und 1 bezeichne. Die Folge (§™) konvergiert aber bekanntlich gegen Null.
O

Eine Anwendung. Wir erhalten einen neuen Beweis fiir die Differentialgleichung
der Exponentialfunktion
(expz)’ = expz.
Es ist interessant, diesen Beweis (gliedweise Ableitung der Reihe) zu vergleichen
mit dem alten Beweis (der wesentlich vom Additionstheorem
exp(a +b) =expa-expb
Gebrauch machte.)

Man kann ndmlich umgekehrt das Additionstheorem wieder aus der Differen-
tialgleichung ableiten. Man betrachte hierzu die Funktion

exp(z + a)
exp x
bei festem, aber beliebigem a und leite diese nach der Quotientenregel ab

exp(z +a)’ 0 exp(x + a)
exp x exp x

= (' = const.

Setzt man speziell x = 0 ein, so folgt
C =expa.

Man erhéalt also
exp(r + a) = expx - exp a.

Da a beliebig war, ist das Additionstheorem bewiesen.
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6. Die Taylorsche Formel

Gegeben sei eine Funktion
f: D — R, D ein Intervall,

und ein Punkt a € D.

Unter welchen Voraussetzungen existiert eine Potenzreihe, welche in einem
Intervall (a —r,a+ ) (r > 0) von a konvergiert und die Funktion f darstellt?

f(x)=ap+ai(zx—a)+as(x—a)*+... firzec DN(a—ra+r).

Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzintervalls differenzierbar, die
Ableitung erhélt man durch gliedweise Differentiation. f(x) ist also insbeson-
dere differenzierbar, und man kann die zweite, dritte,...usw. Ableitung von f

bilden.

Sprechweise. Die Funktion f heifit n-mal differenzierbar, falls man f n-mal
hintereinander ableiten kann.

Bezeichnunyg.

O =g (0-te Ableitung)
fO = f" (l-te Ableitung)

F = (f=1) " (n-te Ableitung)
Ist die n-te Ableitung noch stetig, so heiflt f n-mal stetig differenzierbar.

Ubungsaufgabe. Sind f und g zwei auf dem Intervall D n-mal (stetig) differen-
zierbare Funktionen, so gilt die Leitbnizsche Regel:

@ = 5 (™) ) )
(f9) go (V>f g,
6.1 Bemerkung. Sei
f:la—rja+r)— R, r>0,
eine Funktion, welche sich in eine konvergente Potenzreihe entwickeln ldjst
flx) = Z an(z —a)"™ fir |z —a| <r.
n=0

Dann gilt

_ ()

' firn=0,1,2,....
n!

an
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Folgerung (Identititssatz fiir Potenzreihen).
Wenn die beiden Potenzreihen

i an(x —a)" und i bp(z —a)”
n=0 n=0

in einer r-Umgebung (a —r,a+r) (r > 0) von a konvergieren und dort dieselbe
Funktion darstellen, so gilt

an = by fiir alle n.

Bezeichnung. Sei
f:D— R, D ein Intervall, a € D,

eine (mindestens) n-mal differenzierbare Funktion. Dann nennt man

") (g
Rula) = () - Y L1

v=0

( —a)

das Restglied (n-ter Ordnung) von f an der Stelle a.

Problem. Die Funktion f sei beliebig oft differenzierbar. Unter welchen Voraus-
setzungen gilt
lim R,(x) =07
6.2 Theorem (Taylorsche Formel mit Integralrestglied).
Gegeben sie eine Funktion

f:D— R, D ein Intervall,

und ein Punkt a € D. Die Funktion f sei (n + 1)-mal stetig ableitbar. Dann
gilt

") (g
fa) =3 D e 0y 1 R,
v=0 )

wobei R, die folgende Darstellung besitzt:

x

Ra(a) = / (2 — )" £ (1) .

a

Dabei ist auch x < a zugelassen.
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Beweis. Induktion nach n.

Induktionsanfang. Fiir n = 0 lautet die Formel

f(x) = f(a) + Ro(x /f

Diese ist nach dem Hauptsatz der Differential- Integralrechnung richtig.

Induktionsschritt. Durch partielle Integration beweist man

x

ﬁ / (@ ="t () dt = (w—a)" - / (2!(“) + % / (z —t)" F V(1) dt.

Damit ist die TAYLORsche Formel bereits bewiesen. O

Die Funktion f ist in einer r-Umgebung von a dann und nur dann in eine
Potenzreihe entwickelbar

flz) = Zan(az—a)” firx € D, |z —al| <,
n=0

wenn gilt
lim R,(z)=0firxz e D, |z —a| <r.

n—oo

Man nennt die Reihe -

Z a:—a

auch die Taylorrethe von f in a.
Fiir konkrete Rechnungen ist folgende triviale Abschétzung des Restgliedes in
der TAYLORschen Formel niitzlich:

|l' . |n+1

— max | [ (1)),
n.

[ R (2)] <

wobei t zwischen a und x variiere.
Beispiele fiir Taylorreihen.

Die Funktionen exp z, sinz, cosx wurden durch ihre TAYLORreihen (um a = 0)
definiert.

Die geometrische Reihe

1

. =1+ax+2?+23+. .. fir 2] <1.
-z

Wir wollen die Funktion
(1+2)% x> —1,
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fiir beliebige reelle @ um den Nullpunkt entwickeln. Die n-te Ableitung dieser
Funktion ist
ala—1)---(a—n+1)(1+x)* "™

Wir definieren fiir beliebiges reelles o und natiirliche n

(70;) _ a(a —11.)5...‘(‘0.4 .—nn+ 1) e ((O)é) .

Die TAYLORreihe um x = 0 von (1 + z)® lautet dann

> (3)en

n=0

Fiir welche = konvergiert diese Reihe und stellt die gegebene Funktion dar?

Ist x nicht negativ, so gilt

|Ro_1(z)] < |2|"- ‘n (“)] .M mit M = max |1+t
n 0<t<z

Wir wéhlen n so grof3, dafl
a—n<0

gilt. Dann ist M = 1 und wir erhalten

Ubungsaufgabe. Sei |z| < 1. Dann gilt

lim x”-n(a> =0 fir o € R.

n—o0 n
Wir erhalten somit
R,(z) — 0 firn — o0, 0 <z < 1.
Dies ist auch im Falle —1 < z < 0 richtig. Die Abschidtzung von R, (x) ist

jedoch etwas komplizierter. Wir verzichten auf die Durchfiihrung und geben
stattdessen einen anderen Beweis fiir die Giiltigkeit der Formel

(14+2)* = Z (g):ﬁ" fir |z| < 1.

n=0




164 Kapitel III. Differential- und Integralrechnung

Die Potenzreihe auf der rechten Seite — wir bezeichnen sie mit P(z) — kon-
vergiert fiir |x| < 1. (Dies kann man direkt, etwa mit Hilfe des Quotienten-
kriteriums, beweisen; es folgt jedoch auch aus der Tatsache, dal das Restglied
R, (z) fiir 0 < x < 1 gegen 0 konvergiert.)

Durch gliedweises Ableiten von P(x) beweist man

P(z) =«

(ce) -

Px)=c-(1+2)* (ceR).

und folgert daraus

also

Vergleicht man beide Seiten fiir z = 0, so folgt ¢ = 1.

In vielen Féllen ist es zweckméflig, die TAYLORreihe nicht durch Ableiten der
Funktion, sondern durch Riickfithrung auf bekannte Funktionen zu bestimmen.

Ersetzt man in der geometrischen Reihe z durch —z?, so ergibt sich

1

—_ 2 4 6
1522 =l—-2"4+2" -2 £---.

Der Konvergenzradius auf der rechten Seite ist 1. Auf der linken Seite steht

jedoch eine Funktion, welche auf der vollen reellen Geraden definiert und

beliebig oft differenzierbar ist!

5) Durch Integration der Reihenentwicklungen fiir 1/(1 — x) und 1/(1 + 22)
erhilt man

oo n oo $2n+1

T n
log(1—z)=— Z 0 arctan x = Z(—l) T 1 (Jz| < 1).

n=1 n=0
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1. Fouriersche Reihen

Bei der sogenannten Fourieranalyse von Schwingungsvorgéingen wird man auf
folgendes Problem gefiihrt:

Gegeben sei eine Superposition von elementaren Sinus- und Cosinus-Schwing-
ungen, d.h. eine Funktion f : R — R, die sich in der Form

flx) = 540 + (a1 sinx 4 by cosx) + ... + (ay, sinnz + b, cosnzx)

mit gewissen Konstanten a,, b, schreiben 148t.

Problem. Sind die Konstanten a,, b, eindeutig bestimmt und wie berechnen sie
sich gegebenenfalls aus der Funktion f(x)?

Charakteristisch fiir die Funktion f(z) ist offenbar die Periodizitit
f(z) = f(z + 2nm) (neZ).
Man kann daher noch allgemeiner fragen: Gegeben sei eine periodische Funktion
f:R — R mit f(z+2nm) = f(z) firn € Z.
L&t sich f in eine Reihe
Ly
f(x) = 540 + Z(an sin nz + by, cos nx)

n=1

entwickeln und wie berechnen sich gegebenenfalls die Koeffizienten a,,,b,?

Die Erfahrung zeigt, dal Berechnungen, in denen Sinus- und Cosinus-Funktio-
nen auftreten, hiaufig einfacher werden, wenn man mit der komplexen Expo-
nentialfunktion arbeitet. Diese ist definiert durch

exp(iz) = ' = cosz + isinz.
das liegt daran, dal das komplizierte Additionstheorem fiir Kosinus und Sinus

einfach die Gestalt
ei(x—‘,—y) — eix . eiy
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annimmt, wovon sich der Leser an dieser Stelle noch einmal {iberzeugen moge.

Insbesondere gilt
einw — ei(n—l)w . eix.

Durch vollstdandige Induktion nach n beweist man leicht
einx _ ( eix)n

fiir natiirliche Zahlen n und dann auch fiir ganze Zahlen n, wobei man die
Rechenregel . .
e 1T — (ell‘)fl

beriicksichtigt.
(Wie im Reellen definiert man a” fiir n € Z und a € C durch

0

a =1,
n—mal
a® =a-...-a fiir natiirliche n,
a® = (a™)"! fiir negative ganze n (a # 0).

Nicht definiert ist i.a. a™ fiir beliebige reelle oder gar komplexe n.)

Es gilt offenbar

e?™ = cos 27 +isin 27 = 1.

Die Funktion e'* ist also periodisch:
! (@H20m) — o fiir € 7.
Wir stellen nun zunéchst das Problem etwas anders. Gegeben sei eine Funktion
f:R — C mit f(x+ 2nm) = f(x) fiir n € Z.

Existiert dann eine Entwicklung

f(x) = lim Z c e

vVv=—n

und wie berechnen sich die Koeflizienten?

Wir lassen also auch komplexwertige Funktionen zu, was einfach naheliegend
ist, weil ja auch e™* komplexwertig ist. Am Ende dieses Paragraphen werden
wir aus diesen komplexen Fourierreihen die oben erwiahnten reellen Sinus- und
Kosinus-Reihen zuriickgewinnen.

Zunichst jedoch ist einiges zur Konvergenz etc. fiir komplexe Funktionen und
Reihen zu sagen (Komplexe Zahlen wurden Kapitel 11, §5 eingefiihrt):
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Eine Funktion
f:D — C, D ein Intervall,

ist definitionsgeméfl genau dann stetig, wenn

Ref:D— R  (Ref)(z)=Re(f(z))
Imf:D—R  (Imf)(z)=In(f(z))

stetige Funktionen sind.

Entsprechend definieren wir fiir eine Funktion f : D—{a} — C oder f : D — C

lim f(x) = b <= lim Re f(z) = Reb und lim Im f(z) = Imb.

r—a r—a r—a

und fiir Folgen

lim z, =z <= lim Rez, =Rezund lim Imz, =Imz.

Offenbar sind diese Definitionen gleichwertig mit
lim |f(z) —b] =0 bzw. lim |z, — 2| =0.
rT—a n—oo

Eine Funktion

f:D— C, D ein Intervall,

heiflt ableitbar in einem Punkt a € D, wenn Re f und Im f ableitbar sind und
man definiert dann

f'(a) = (Re f)'(a) + (Im f)"(a).

Insbesondere ist damit auch klar, was eine Stammfunktion einer komplexwer-
tigen Funktion ist.

Beispiel.

e = cosx +isinx
ist ableitbar in allen Punkten und man erhélt
(eiaz)/ — ieim

Entsprechend wird der Begriftf der Integrierbarkeit auf den Fall reeller Funkti-
onen zuriickgefiihrt.
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Eine Funktion
f:la,b) — C (a < b)

heifit (komplexe) Regelfunktion, wenn Re f und Im f Regelfunktionen sind und
man definiert dann
b b

/bf(x) dz = /(Ref)(m)dx—H/(Imf)(x)dx.

a a

Diese Definitionen sind so gebaut, dafl die aus dem Reellen bekannten Rechen-
regeln auch im Komplexen Giiltigkeit haben. Wir werden das im folgenden
nicht in jedem einzelnen Fall erwédhnen und verifizieren, sondern wollen nur
einen Fall als Beispiel behandeln.

Die Produktregel.

Seien
f,9: D — C, D ein Intervall,

zwei ableitbare Funktionen. Dann gilt
(f-9)=f-9+f4.

Man kann dies auf zweierlei Arten beweisen:

a) Man zerlege alles in Real- und Imaginérteil und fiihre so die Behauptung
aufs Reelle zuriick. Diese Rechnung ist etwas umstéandlich.

b) Wie im Reellen gilt ja auch im Komplexen

F) — tim TO @ ) i 90— 9(0)

und man kann den reellen Beweis fiir die Produktregel wortlich abschreiben.

Ubungsaufgabe. Auch fiir komplexwertige Regelfunktionen gilt

| /b fla)de| < /b 7@ d.

Es seien zwei 2m-periodische Funktionen
f,g:R—C

gegeben. Diese seien iiber jedes abgeschlossene Intervall [a, b] integrierbar (Re-
gelfunktionen). Dann kann man definieren:

27

(f.g) == / f(2)g(@) da.

0
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Man rechnet dann leicht nach:

(fi + f2,9) = (f1,9) + (f2,9), (af,g) = a(f,9),

<fag>:<gvf>7 <f;f>20furallef

Es sind also alle Eigenschaften eines Skalarprodukts gegeben bis auf Definitheit.
Im allgemeinen folgt ndmlich aus

(£, 1) =0

nicht, da3 f verschwindet. Fiir stetige Funktionen ist dies allerdings doch der
Fall. Fundamental fiir die Theorie der FOURIERreihen ist die folgende

1.1 Bemerkung. FEs gilt

0 fiir n # m,
2m fiir n =m.

<einx7eimx> — {

(Man konnte also analog zum gewohnlichen Skalarprodukt im R"™ sagen: Die
Funktionen e™* stehen paarweise aufeinander senkrecht.)

Beweis.
2m 2m 2m 2m
/e‘meimm dx = /el("_m)w = /cos(n —m)x dx + i/sin(n —m)zxdx
0 0 0 0

:{277 fir n —m =0,
0 sonst. O

Fiir die Berechnung des Skalarprodukts (f, g) ist es iibrigens gleichgiiltig, ob
man von 0 bis 27 oder irgend ein anderes Intervall der Léinge 27 integriert,
denn es gilt

1.2 Hilfssatz. Sei f : R — C 2xw-periodisch und diber jedes abgeschlossene
Intervall integrierbar. Dann ist

27 a-+2m

/f(a:)dx: / f(z)dz fir jedes a € R.

0 a

Beweis. Es ist

a+2m 27 a+2m a
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Fiithrt man im 2. Integral rechts y = x — 27 als neue Integrationsvariable ein,
so folgt

a-+2m 27

[ r@an= [ sway

27 0
und daraus die Behauptung. O
Insbesondere ist also fiir a = —7m

] f(z)dx = 7f(m) dz.

Wir kommen nun auf das gestellte Problem zuriick und nehmen an, dafl die
»Reihe®

f(z) = lim Z c e’”

v=—n

in [0, 27] gleichmdfig konvergiert. Wir bilden dann

27 2T 0o 2
/f(:v)e_i”w da:':/ Z ¢, VT — Z c,,/ei(”_“)w = 2mc¢,,
0 0 v=—00 v=—00 0
oder also )
1 .
¢y = %/f(x)e_”"r dzx.

0

Sei umgekehrt f : R — C iiber jedes kompakte Teilintervall integrierbar (Re-
gelfunktion) und
f(x 4+ 27b) = f(x) fir alle b € Z.

Definiert man ¢, durch obige Formel, so kann man fragen, ob
. BT ive
Jim Sn(@) = lim, 3 cve

existiert und ob méglicherweise gilt

lim S, (z) = f(z).

n—oo

Man nennt

27
1 .
= — /f(ac)e_“”C dr, veZ
2
0




§1. Fouriersche Reihen 171

den v-ten Fourierkoeffizienten von f und S, (x) das n-te Fourierpolynom zu f.

Die Reihe -
co + Z(Cneinm + Cinefinm)

n=1
heiflt die Fourierreithe von f.

Um die gestellte Frage beantworten zu konnen, leiten wir eine Integraldarstel-
lung fiir S, (x) ab. Es ist ja

_ Xn: CV Z 2ﬂ_/f —ll/tdtelllli: _/f Z ell/(l} t)dt

v=—n v=—n

Nun ist aber (y # 2nk, k € Z)

1 — ei(@n+1)y
vy __ i( n) —in iy _ —in
V_X_:ne Zep‘ yzeu =€ S 1_ely
Durch Erweitern mit e'%/2 erhilt man
S~ gy S+ 3]
= sin §
also
1 f s+ De-0] 1 f in[(n + 1)1
sin[(n + 3)(x — sin[(n + =
Sulw) = 5 [#O™ T2 e — o [ e ™ 2
27 sin 1’7 2 sin 5
0 0

:%/f(m—i—t)sm[( + 5 dt+—/f jsalle £ 304

sin 5

Ersetzt man im zweiten Integral ¢ — —t und dann noch in beiden t — 2t, so
folgt

dt.

2 / x + 2t) + f(x — 2t) sin[(2n + 1)t]
o sint
0

Damit haben wir ein Kriterium fiir die Konvergenz der FOURIERreihe von f
an der Stelle x erhalten.
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Kriterium. Die Fourierrethe von f an der Stelle x konvergiert genau dann,
wenn die Folge der S, (x) fiir n — oo konvergiert. Der Grenzwert dieser Folge
ist der Wert der Fourierreihe an der Stelle x.

Integrale wie in dieser Formel oder &hnliche heiflen Dirichlet-Integrale. Im
Spezialfall f(x) = 1 erhalten wir

sint

2 [(2n + 1)t
—/ @n+ 1t 5y
T

0

Nun folgt:

1.3 Satz. Die Fourierreithe von f konvergiert genau dann an der Stelle x
gegen f(xq), wenn die Folge von Integralen

S, (1) — B %/( xo + 2t) + ! + flzo —2t) f(x0)> sin[(2n + 1)¢] gt
0

sint

eine Nullfolge ist.

Wir benoétigen folgenden einfachen aber wichtigen

1.4 Hilfssatz. Se:
f:la,b] — C, a < b,

eine Regelfunktion. Die beiden Folgen
b

b
/f(as)ei”“d:v und /f(x)e_imdx

a
konvergieren gegen Null fiir n — oo.

Beweis. 1. f(z) = const.

Man kann die Integrale ausrechnen und erhélt Werte A/n mit gewissen Kon-
stanten A.

2. f(x) = Treppenfunktion.
Dieser Fall 148t sich sofort auf den ersten Fall zuriickfiihren.
3. f(x) ist eine beliebige Regelfunktion.

Sei € > 0 vorgegeben. Da f gleichméfig durch Treppenfunktionen approximiert
werden kann, existiert eine Treppenfunktion g mit

o< = o] <=
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Hierbei ist zu beachten, daf |e!¥| = 1 fiir reelle y gilt und man gemif dem
zweiten Fall n so grofl wihlen kann, daf gilt

b

‘/g(m)eim d:z:’ <e. 0

a

1.5 Zusatz zu 1.4. Auch die Folge der Integrale

b
/f(x) sinnxdr, n=1,23,...

a

konvergiert gegen Null.
Man muf hierfiir lediglich beachten:

Man kénnte versuchen, dieses Resultat auf das DIRICHLET-Integral anzuwenden
und zwar mit der Funktion

(f (wo + 2t — f(o — 2t)) — 2f (x0)

2sint

g(t) =

anstelle von f(t). Dabei ist jedoch zu beachten, daf diese Funktion in t = 0
gar nicht definiert ist und beim Grenziibergang ¢ — oo sogar iiber alle Grenzen
wachsen kann.

Die Funktion g kann man durch eine etwas einfachere ersetzen. Dazu bemerken

wir, daf§ die Funktion
1 1 sint — ¢

t sint  tsint

Y

welche a priori in (0,7/2] definiert und stetig ist, in den Punkt ¢ = 0
hinein stetig fortgesetzt werden kann. Dies zeigt man leicht mit Hilfe der
Potenzreihenentwicklung von sin ¢ oder mit der Regel von Bernoulli-I’'Hospital.
Die Funktion

(f(xo +2t) + f(wo —2t) f(m)) (1 _ L)

2 t sint

definiert somit eine Regelfunktion auf [0, 7/2] und wir kénnen auf diese Funk-
tion 1.5 anwenden. Daher kann man das bisherige Ergebnis auch so zusammen-
fassen:



174 Kapitel IV. Einige spezielle Funktionen

1.6 Satz. Sei f : R — C eine tber jedes kompakte Intervall integrierbare
Funktion (d.h. Regelfunktion) mit der Periode 27. Dann sind folgende Aussagen
gleichbedeutend:

n—oo
v=—n

2
: - ive : 1 —iv
a) f(zo) = lim Z c, €™ mit ¢, = %/f(t)e bdt.
0

b) Die Folge der Dirichlet-Integrale (n € N)

s

- / (f(xg + 2t) —;— f(zo —2t) f(xo)) sin[(27”;+ 1)t] gt

1st eine Nullfolge.

Es ist naheliegende, 1.5 auf die Funktion

f(xo +2t) + f(xo — 2t) — 2f(x0)
t

F(t) :=

anzuwenden. Der Haken ist der, dafl diese Funktion in der Néhe von ¢ = 0 gar
nicht beschrénkt zu sein braucht. Nehmen wir jedoch an, dafl f differenzierbar
ist, so kann man F' stetig in ¢ = 0 hinein fortsetzen, denn der Limes lim;_,o F'(t)
ist dann eine Ableitung. Insbesondere definiert dann F' eie Regelfunktion auf
[0,7/2] und wir kénnen 1.5 anwenden.

1.7 Theorem. Sei f : R — C periodisch mit Periode 2w und dber jedes
kompakte Teilintervall von R integrierbar. Sei xog € R fest gewdhlt.

Annahme. Die auf (0,7/2] definierte Funktion

f(xo +2t) + f(xo — 2t) — 2f(x0)
t

F(t) :=

sei Einschrdankung einer Regelfunktion auf [0,7/2].

Behauptung. Dann gilt

27
f(l‘o) = lim i c eil/wo mit ¢, = i/f(x)e—iwc dr
e v=—n ) v 27T '
B 0

Wir haben bereits erwéihnt, daf§ die Annahme beispielsweise dann erfiillt ist,
wenn die Funktion f in zq differenzierbar ist.
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Anmerkung. 1) Aus der Annahme in 1.7 folgt, dafl I’ beschrénkt ist. Hieraus
wiederum folgt
f@o +2t) — f(zo — 21)
5 :
Wir erinnern daran, daf fiir Regelfunktionen f die einseitigen Grenzwerte

fan) = iy

Jim flazo +), lim f(zo +¢)

existieren. Aus der Annahme folgt also zwingend, dafl das arithmetische Mittel
dieser einseitigen Grenzwerte mit f(z() tibereinstimmt,

_limy g+ f(wo + 1) +limy_o- f(z0 + 1)

f(zo) = 5 :

Die Annahme in 1.7 ist fiir eine viel groflere Klasse von Funktionen als nur die
differenzierbaren Funktion erfiillt.

Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stickweise glatt, falls es eine Partition
a=ap<...<a,=>gibt und falls es glatte Funktionen f, : [a,_1,a,] — R
gibt, so da f(z) = f,(z) fir x € (ay—1,a,) gilt (1 < v < n). Allgemeiner heifle
eine Funktion auf einem nicht notwendig offenen Intervall stiickweise glatt,
wenn ihre Einschrinkung auf jedes abgeschlossene Teilintervall stiickweise glatt
ist. Ein Spezialfall von 1.7 besagt somit:

1.8 Theorem. Fiir stiickweise glatte Funktionen f konvergiert die Fourierrei-
he in jedem Punkt. Die Fourierreihe stellt die Funktion in allen Punkten dar,
in denen die Funktion stetig ist. In den Sprungstellen (=Unstetigkeitsstellen)
stellt sie das arithmetische Mittel aus den einseitigen Grenzwerten dar.

Es sei angemerkt, dafl es stetige Funktionen gibt, fiir die die FOURIERreihe nicht
in allen Punkten konvergiert. Die Stetigkeit allein ist also nicht hinreichend
fiir die Darstellbarkeit durch eine FOURIERreihe. Konvergenzbetrachtungen
fiir Fourierreihen konnen sehr subtil sein und miissen der Spezialliteratur
iiberlassen bleiben. Wir wollen hier lediglich auf einige grundsétzliche Probleme
hinweisen.

Als erstes bemerken wir, dafl Fourierreihen i.a. nicht gleichméfig konvergieren
konnen, auch nicht auf abgeschlossenen Teilintervallen, wie das bei den Po-
tenzreihen der Fall war. Sonst kénnten Fourierreihen keine Funktionen mit
Sprungstellen darstellen.

Ein weiterer Punkt ist: Aus der Existenz des Grenzwerts
n
I
Jim, 2 o
v=—n

folgt zwar die Konvergenz der unendlichen Reihe

oo

> (ay +ay),

v=1
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nicht jedoch die Konvergenz der Reihen
Yo S
v=0 v=1

getrennt. Dies zeigt Beispiel a,, = v. Die Konvergenz beider Reihen erst erlaubt
die Schreibweise (s. 1.7.2 und das anschlieBende Beispiel S = 7Z)

o0
g ay.

vV=—0o0

Erst unter geeigneten Voraussetzungen an f erhélt man Abschiatzungen fiir die
FourieRkoeffizienten, aus denen man die absolute und gleichméflige Konver-

genz der Reihe
oo
E ayewa:

V=—00

schlieflen kann.

1.9 Hilfssatz. Die 2mw-periodische Funktion f : R — C sei n-mal stetig
differenzierbar, c, sei der v-te Fourierkoeffizient von f. Dann existiert ein C
mit o

ley| < T fir v #0.

Beweis. Durch partielle Integration beweist man

27 27
/f(.:c)e_i”x de = — /f’(:z;)e_i”m dx fiir v # 0,
v
0 0
und die Behauptung ergibt sich durch Induktion nach n. O

Da die Reihe > 1/n? konvergiert, erhalten wir:

1.10 Satz. Ist f : R — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mat
Periode 2, so gilt mit ¢, wie in 1.7

oo

flx) = Z Cne™.

V=—00

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdfsig.
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Verschiedene Schreibweisen der Fourierreihen

Setzen wir in der Darstellung

27
n
. 1 .
: wx : _ —ivt
nhj{.lo Z c,e”? mit ¢, = 5 /f(t)e dt
v=—n 0
gemaf der EULERschen Formel

e"? = cosvr + isinvz

und weiterhin
ap ..
co 1= 5 ¢y +c_y =:a, sowie i(c, +c_,) =: b,,

dann erhalten wir die Darstellung
a oo
70 + Z:l(ay cos vz + by, sinvx)

mit

2
1
aV:—/f(ac)cosvxdx firv >0
T
0

27
1
b,,:—/f(:p)sinuxda: fir v > 1.
s
0

Fiir eine gerade Funktion (d.h. f(z) = f(—=x)) reduziert sich die FOURIERreihe
offensichtlich auf eine reine Kosinus-Reihe:

s

oo
a 2
=4 g a, cos vr mit a, = — /f(:n) cos v dx;
2 — us

V= 0

fiir ungerade Funktionen (f(—z) = —f(z)) verschwinden hingegen alle a, und
die FOURIERreihe reduziert sich auf eine reine Sinus-Reihe:

v=1

oo 2 n
Zby sinva mit b, = — /f(m) sin v dx.
7r
0
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Oft ist nicht eine 27-periodische Funktion in eine FOURIERreihe zu entwickeln,
sondern vielmehr eine Funktion mit Periode p > 0. Setzt man dann

T = %y und f(z) = f(%y) = o(v),

so durchlduft y das Intervall [0, 27, wenn x das Intervall [0, p] durchlduft. Die
FouRriERreihe von ¢(y) sei

n 27
. wx : _ —1ivt
nh_)rglo E c, e’ mit ¢, = o /(p(t)e dt.
rvr=—n 0

Damit ergibt sich wegen y = 27a/p fiir die FOURIERreihe von f(x)

n

. /1 . /
lim E c, e mit ¢, =
n—oo

v=—n

SR

p .
/ F(€)e 5 de.
0

Fiir den Fall p = 27 erhalten wir die bekannten Formeln zuriick.

Sei f : R — C eine differenzierbare Funktion. Man kann dann aus f eine
Funktion F' mit Periode 27 konstruieren. Dies soll so geschehen, dal F' in
(0,27) mit f iibereinstimmt und dafl F(0) = (f(0) + f(27))/2 gilt. Dann ist F
stiickweise glatt und wir kénnen 1.8 anwenden.

Beispiel. Die Funktion
f(@) =2
soll in [—m, 7] in eine FOURIERreihe entwickelt werden. Es gilt

e

2 272
aoz—/alz'deZi
T 3
0
und

T
2 [, 4
a, = ;/az cosvrdr = (—1)”;,
0

wie man durch zweimalige partielle Integration erhélt. Also gilt:

w2 = , COS VT
z? = 3 +4 E (—1) 3 (x € [—m,7]).
v=1

Fiir z = 0 ergibt sich
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Setzt man
=1 > 1
Zﬁzs und Zm::Sh
v=1 v=1
so wird offenbar ) 3
SZSl+ZS:>S1:ZS
und wir erhalten
> 1 2
)l =8, -8 =-8="
;( ) 1/2 1 2 127
also
=1 2 > 1 2
— = — und —_— = —.
;nQ 6 ;1(271—1)2 8

2. Der Abelsche Grenzwertsatz

2.1 Satz. Se:
P(z) = ag + ayx + asz® + ...

eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r. Unter der Annahme, dafs
die Rethe auch fir x = r konvergiert gilt dann

P(r) = lim P(z).

r—r

Ersetzt man = durch —x, so erhélt man einen entsprechenden Satz fiir den
linken Randpunkt.

Man kann den Abelschen Grenzwertsatz auch folgendermaflen aussprechen.

FEine Potenzreihe definiert auf der Menge aller Punkte, in denen sie konvergiert,
eine stetige Funktion.

Fiir die inneren Punkte des Konvergenzintervalls wissen wir dies bereits, die
Randpunkte werden durch 2.1 mit eingeschlossen.

Vorsicht! Die Konvergenz in den Randpunkten braucht nicht absolut zu sein!

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. » = 1 annehmen (man kann némlich x = ry
substituieren und erhélt dann eine Potenzreihe in y mit Konvergenzradius 1).
Wir setzen fiir n = —1,0,1,2, ...

Sn ::an+1—|—an+2+....
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Diese Folge ist eine Nullfolge, da nach Voraussetzung die Reihe
ap+a;+ag+---

konvergiert. Also ist (5,,) insbesondere beschrénkt, d.h. es gilt
|Sn| < C fiir alle n

mit einem geeigneten C' > 0. Daher konvergiert die Reihe

ZSnx” fir |z| < 1.

n=0

Eine einfache Rechnung ergibt

P(1)— P(z)= (1 —x) ZSn:L’” fir |z < 1.

n=0

Sei nun £ > 0 vorgegeben. Wir wahlen n so grof3, daf gilt
|Sp| < e fir n > N.

Wir erhalten

N—-1 o)
|P(1) = P(z)] = (L—2) Y |Splz" + (1 —2)e Y 2" fir 0 <z < L.
n=0

n=N

Wir benutzen nun

(1—x)2x”§1fi’1r0§x<1
n=N

und erhalten fiir alle

£
1) mit 1 — 0:=—=—
xz € (0,1) mi x < oN

die Abschétzung
|P(1) — P(z)] < (1 —x)CN 4 ¢ < 2e.

O

Als Anwendung des ABELschen Grenzwertsatzes erhalten wir den Wert der

alternierenden harmonischen Reihe:

oo

1 1 1
—tl o =1 -2 — =
(—1) - 1 2+3:F... log 2.

n=1
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3. Integration rationaler Funktionen

Grundlegend fiir die Integration rationaler Funktionen sind die Formeln

l.n—i—l /
1) :c":(n+1) firneZ, n# —1,

wobei man natiirlich fiir n < 0 voraussetzen mufl : = # 0.

1 { (log x)’ fir z > 0

2) T (log(—x))’ fiir x < 0.

Diese Formeln kann man auch einheitlich schreiben:
1 /o
— = (log |x|)" fiir x # 0.
T

Ferner gilt

1

3 -
) 1+ 22

= (arctanz)’.

Dies sind die Grundintegrale fiir die Integration rationaler Funktionen. Man
gewinnt aus diesen weitere Integrale, beispielsweise

2ax +b a
1 24 e t b)) = ——M—.
(og aa® b +cf) = 20— (arctan(ar +)' =
Benutzt man noch die Formel
1 I 2a
x+a wz—a  x2—a2’

so hat man einen Formelapparat, der es gestattet jede Funktion der Form

ar +b
cx? +dr+e

zu integrieren.

Um die Integration beliebiger rationaler Funktionen zu ermoglichen, ist es
niitzlich, zunéchst einmal Stammfunktionen fiir

(x—a)", nez,

zu bestimmen. Die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen erlaubt den
Aufbau beliebiger rationaler Funktionen aus diesen elementaren Ausdriicken,
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wobei man allerdings zulassen muf};, daf§ a eine komplexe Zahl ist. Genauer
stellt sich also folgendes

Problem. Gegeben seien

a) eine komplexe Zahl a,

b) eine ganze Zahl n,

c¢) ein Intervall D C R, auf dem die Funktion f(z) := (z — a)™ definiert ist
(d.h. z —a #0 fir x € D im Falle n < 0).

Gesucht ist eine Stammfunktion F', also
F:D— Cmit F' = f.

Wir erinnern daran, dafl eine komplexwertige Funktion genau dann ableitbar
ist, wenn ihr Real- und Imaginérteil es sind und dafl dann gilt

F'=ReF) +i(ImF)'.
Fiir n # —1 kann man sofort eine Stammfunktion angeben, namlich

(x —a)"t!

Fle) = n+1

Es bleibt der Fall n = —1 zu behandeln, also

1

Tr—a

flz) =

1. Fall. a ist reell. Dann ist
F(x) =log|z — a

eine Stammfunktion.
2. Fuall. a ist komplex, nicht reell.

Der naheliegende Weg, einen komplexen Logarithmus zu benutzen, scheidet
aus, da wir den komplexen Logarithmus nicht definiert haben. Dies ist auch
nicht so ohne weiteres moglich, da die komplexe Exponentialfunktion perio-
disch, also keineswegs eineindeutig ist.

Wir zerlegen daher in Real- und Imaginirteil:
a:=a+if, a,f € R, B#0.
Eine einfache Umformung ergibt

1 Tr—a r— . 15
r—a (z—a)(zr—a) (m—a)2+ﬁ2+l(m—a)2+ﬂ2'
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Man erhilt als Stammfunktion

F(x) = %log[(w —a)? 4 %+ % arctan — 3

Wir wollen nun beliebige rationale Funktionen integrieren.

Sprechweise. Eine Funktion
f:D— C, D C R ein Intervall,
heilt ein Polynom, wenn sie eine Darstellung der Form
f(z)=ag+ar1x+ ...+ apx"

mit komplexen Koeffizienten a,, 1 < v < n, besitzt.

Eine Funktion
f:D— C, D CR ein Intervall,

heilt rational, wenn es Polynome P, () gibt mit den Eigenschaften
a) Q(z) # 0 fiir alle x € D,

P(x)
Q(z)

Es ist unser Ziel, Stammfunktionen fiir beliebige rationale Funktionen zu
konstruieren. Fiir gewisse rationale Funktionen haben wir dies bereits durch-
gefiihrt.

fiir alle x € D.

b) flz) =

Sprechweise. Eine rationale Funktion
f:D— C, D CR ein Intervall,

heiflt einfach, wenn sie sich in der Form

P(x)
(x —a)"

flz) =

schreiben 148t. Dabei seien

a) a€C,a¢ D;neN,
b) P ein Polynom.

Entwickelt man P(z) nach Potenzen von (z — a), also
Px)=as+ai(x—a)+ ...+ ap(z—a)™,

so erhélt man eine Darstellung von f der Art

flz) = Zay(x —a)’™ "

Die Integration einfacher rationaler Funktionen ist nach unseren Vorbereitun-
gen damit bereits erledigt.



184 Kapitel IV. Einige spezielle Funktionen

3.1 Satz. Jede rationale Funktion
f:D— C, DCR ein Intervall,
lafit sich als endliche Summe einfacher rationaler Funktionen
fu:D—C,v=1,...,n,

schreiben:

f=h+fot+fu

Damit ist die Integration beliebiger rationaler Funktionen auf die eingangs
angegebenen Grundintegrale zuriickgefiithrt. Im folgenden Anhang erbringen
wir eine konstruktiven Beweis fiir Satz 3.1.

Vorsicht. Selbst wenn die Funktion f reell sein sollte (d.h. f(z) € R fiir x € D),
so sind im allgemeinen die in 3.1 auftretenden einfachen Funktionen komplex
und die mit Hilfe von 3.1 und den Grundintegralen konstruierte Stammfunktion
F von f ist eine komplexe Funktion.

Aber es gilt ja (f reell vorausgesetzt)
F'=f= (ReF) = fund (ImF) =0,

so dafl wir in Wahrheit eine reelle Stammfunktion erhalten miissen, (von einer
belanglosen imagindren Konstanten, die man weglassen kann, abgesehen).

Anhang zu 3. Partialbruchzerlegung

In diesem Anhang verstehen wir unter einem Polynom P eine Abbildung
P:C—C,
welche sich in der Form
P(z)=ag+a1x+ ...+ apz"

mit gewissen komplexen Zahlen a,, 0 < v < n, schreiben lafit. Wenn P nicht
identisch 0 ist, so kénnen wir a,, # 0 annehmen. Die Koeffizienten ag,...,a,
(unter der Nebenbedingung a,, # 0, falls P # 0) sind durch die Abbildung P, ja
sogar durch deren Einschrankung auf ein reelles Intervall (a, b), a < b, eindeutig
bestimmt, wie beispielsweise aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen folgt.
Wir nennen

n = Grad P
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den Grad des Polynoms P. Dieser ist nur definiert, wenn P nicht identisch
verschwindet. Offensichtlich gilt

Grad(P - Q) = Grad P + Grad Q,

wenn P - () nicht identisch verschwindet.
Wir benutzen im folgenden (ohne Beweis) den

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht konstante Polynom P besitzt
eine Darstellung der Form

Plx)=C-(x—ay) ... (z —ayp)

mit gewissen komplexen Zahlen C; aq,...,an,.

Zusatz. Die Zahlen aq,...,a, sind abgesehen von der Rethenfolge eindeutig
bestimmt. Es gilt
n = Grad P.

(Natiirlich ist damit auch C' eindeutig bestimmt.)

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt insbesondere, dafl jedes nicht
konstante Polynom eine Nullstelle besitzt:

Ist a eine Nullstelle von P, so gilt
(a—ay)-...-(a—ay) =0,

also
a = a, fur mindestens ein v.

Ein Polynom vom Grade n hat also héchstens n verschiedene Nullstellen.

Ist a eine Nullstelle von P, so gibt es insbesondere ein Polynom ) mit der
Eigenschaft

P(z) = (2 - 0)Q(a).

Dies ergibt ein praktisches Verfahren zur Aufspaltung von P in sogenannte
Linearfaktoren (d.h. Faktoren der Form (z —a)). Wenn man eine Nullstelle von
P gefunden hat (dafiir gibt es leider kein Patentrezept), so betimme man @
aus obiger Gleichung und suche dann eine Nullstelle von ) usw.

Das Polynom P sei nicht identisch 0. Ist a eine Nullstelle von P, so existiert
eine grdfste natiirliche Zahl k, so daf sich P in der Form

P(z) = (z - a)*Q(x)

mit einem Polynom @ schreiben 148t. Es gilt Q(a) # 0. Man nennt k die
Nullstellenordnung von P in a oder auch die Vielfachhheit der Nullstelle a.
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Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen.

3.2 Satz. Seien P, Polynome, Q # 0. Wir bezeichnen mit
A1y .oy O

die m wverschiedenen Nullstellen von @Q und mit
ki,... km

deren Vielfachheiten (k1 + ko + -+ - + k;, = Grad Q).
Dann gilt die folgende Behauptung: Es existieren

1) ein Polynom A,
2) komplexe Zahlen Cop, 0 < < ky, 1 <v<m mit der Eigenschaft

LCIPTRTE o) S i
Q(z) = A( )+;;($_%)M (Q(z) #£0).

Beweis und praktische Durchfiihrung. Wir kénnen von vornherein annehmen,
da3 P und @ keine gemeinsame Nullstelle haben, da man gemeinsame Linear-
faktoren kiirzen kann. Auflerdem kénnen wir annehmen, daf3 () nicht konstant
ist. Sei daher

a:=ay; k:=kq.

Wir schreiben

Q(z) = (z —a)* - Qo()

mit einem gewissen Polynom )y und betrachten

P(x) C _ P(x) — CQo(x)
Q) (r—a)* Q(z) '

Wegen Qp(a) # 0 kénnen wir die Konstante C' so bestimmen, dafl das Polynom
P(z) = CQo(x)
in x = a verschwindet, d.h.
P(z) — CQy(z) = (x — a)Pi(x) und sowieso Q(x) =(x —a)Q1(x)

mit Polynomen Pj, Q1. Wir erhalten nun
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Es gilt
Grad Q1 (z) < Grad Q.

Dasselbe Verfahren wende man auf P;/@Q; an. Nach endlich vielen Schritten
bricht dieses Verfahren ab, ndmlich dann, wenn im Nenner ein Polynom ohne
Nullstelle, d.h. eine Konstante auftritt. (Der Beweis ergibt sich also durch In-
duktion nach n = Grad ), mit dem Beginn fiir n = 0, also konstantem @ und
dem oben ausgefiihrten Schritt.) 0

Abschlielend heben wir den besonders einfachen Fall hervor, wo () nur einfache
Nullstellen hat,

Ch

Q(x) T —ay '”+x—an'

Sei @, (z) das durch
Qz) = (z — ay)Qu ()

definierte Polynom. Es gilt

Dies ist leicht einzusehen, indem man obige Formel mit (z — a,) multipliziert
und (nach Kiirzen) z = a, setzt.

Wenn () mehrfache Nullstellen besitzt, so empfiehlt es sich, den beim Beweis
der Partialbruchzerlegung vorgezeichneten Weg zu beschreiten.

4. Die Stirlingsche Formel und das Wallissche Produkt

Es soll das asymptotische Verhalten von n! untersucht werden.

4.1 Theorem (Stirlingsche Formel). Es gilt

|
n
1§—<eﬁ firm=1,2,....

V2rnnte™™
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Insbesondere existiert also der Grenzwert der Folge

n!

n"he="\/n

Ay =

und ist gleich v/27.

Wir werden Beweis der Einfachheit halber mit der etwas schwécheren Abschét-
sung < ez (2 anstelle 12) durchfithren: Zuniichst wird bewiesen, daB (a,)
iiberhaupt konvergiert, und zwar kann man zeigen, dal (a,) monoton fillt.

Also
Behauptung. an >1(n=12,...).

Ap+1
Bewezs.
1\"+3 1 1
In_ _ o1 <1 + —) * oder log In_ _ (n -+ —) log<1 + —) — 1.
An+1 n An+1 2 n

Es ist zu zeigen, dafl dieser Ausdruck fiir alle n € N nicht negativ ist. Dazu
braucht man eine genaue Abschétzung fiir log(1 + 1). Diese erhilt man mit
Hilfe der TAYLORschen Formel. Die ersten drei Ableitungen von x — log(1+x)
sind 1 1 5

1+2" (1+4+x)2" (1+2)3

Aus der TAYLORschen Formel mit explizitem Restglied (II1.6.2) folgert man

1

1 1
log(1+ —) >
n

1

T .
2 3

no2n 3(14—%) n3

Es gilt offenbar
1
3(1+ =)® <4 fiirn > 10
n

und daher
] <1+1)>1 Lo en>10
- - - 4+ — fiir .
o8 n/ —n 2n? 4n3un_

Mit dieser Abschétzung ist es sehr leicht, die Ungleichung

1 1
(n—i— 5)10,9;(1—1——) > 1 fir n > 10
n

zu beweisen. Fiir die Zahlen n = 1,2,...,9 kann man sie direkt verifizieren.
Damit wissen wir also, daf} die Folge (a,,) monoton fllt. Da alle Glieder positiv
sind, muf die Folge (a,,) gegen einen Grenzwert a > 0 konvergieren:

a:= lim a, > 0.
n—oo
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Wir wollen nun zeigen, dafl a > 0 ist. Dazu dient

Ay, 1

1
< @6n3  12n2

Behauptung.
an—‘rl

Beweis. Diese Ungleichung ist richtig, falls

1

1 1
)1 (1 —)_1<__—.
(n—l— 2) og\ 1+ n — 6n3  12n2

Aus der TAYLORschen Formel, die wir oben aufgestellt haben, erhalten wir

1 1 1 1
log<1+—> < — -
n n

Hieraus ist die obige Ungleichung leicht abzuleiten.

Wir betrachten nun die Folge

b, == a,e 2n.

2 T3

1

189

Alle Glieder dieser Folge sind positiv, die Folge konvergiert ebenfalls gegen a,

denn

. 1
lim e " 2» =1.
n—oo

Behauptung. Die Folge (b,,) wéichst monoton.

Beweis. Wir zeigen

Qn 1

n < eon3  12n2
An41
gilt, so daf} es geniigt
1 1 1 1
< _

6n3 1202 ~ 2n  2(n+1)

zu beweisen. Dies ist einfache Ubungsaufgabe.

Fassen wir zusammen

(ay) fallt monoton gegen den Grenzwert a.

(b,,) wéchst monoton gegen den Grenzwert a.

1
< e2n 2(n+1D)
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Insbesondere gilt
b, <a<a, fir alle n € N

und daher erst recht a > 0.
Tragt man die Definitionen von a,, und b,, ein, so ergibt sich
1

e znn! < n!
——<a< ———.
T nte"/n

n"e="\/n

Eine einfache Umschreibung dieser Ungleichungen ergibt

n!

1< — <
~ an™e "\/n

Das ist genau die STIRLINGsche Formel, nur dafl der Wert der Konstanten a
noch nicht bestimmt ist. Diese ermitteln wir durch einen Kunstgriff.

Wir betrachten das Integral
/smx (n=0,1,2,...).
0

] gilt 0 <sinz < 1, so da man sofort erhélt

Fiir alle z € [0, §

S0 > 81 >8> ...

Zur Berechnung des Integrals fithrt man partielle Integration durch mit
f(z) := —cosz, g(x):= (sinz)" .

Es folgt
~2cosxdr (n>2)

sy
;g +(n—-1) /cosx sinx)"
0

/ sina)" i = f(x)g(x)

oder
(n—1) /cos z(sinz)" "2 dz.
0

Beriicksichtigt man die Formel
cos’x =1—sin’z,
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so ergibt sich

(n—1) /Slnx" Qd:v— n—1) /Smx
0 0

bzw.

Sn=Mm=1D)sp_o0—(n—1)s, = s, = Sp—9 (n>2).

Fiir n = 2k folgt damit

1-3-5-...-(2k—1) = (2k)! 7
S — - _ = — i
2k 2:4-6-...-2k 2 22k(k1)2 2
Fiir n = 2k + 1 hingegen findet man
2:4-6-...-2k  2%F(k!)?

St T 3 s T (2k+1)  (2R)(2k+ 1)

Diese beiden Formeln ermdglichen eine Bestimmung von 5. Fiir die natiirlichen
Zahlen k > 1 gilt nun

Sok4+1 < Sop < Sop—1-

Sei
A, — S2k+1 . (k!)424k 2
T s 2R)IQk+ 1) o
dann folgt
S2k+2 < S2k+1 — A, <1
S2k S2k
und damit
1
hmwzhm@— >_1<hmAk<1
k—oo a9k k—o0 2k + 2 —00
Also ist
lim Ak = 1.
k—o0
Damit gilt
E1)404k
lim L — E (%)

Hiermit gleichbedeutend ist die Wallissche Produktformel

™ L (2v)? o AP
2o =1
2 T neee 1;[ Qv —D2v+1)  nooo VH:1 42— 1
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Konstante a in der STIRLING-
schen Formel bestimmen. Nach dieser gilt ja

5 ; n!
m a, = aiur Gy, = —————.
n—oo " n"e_"\/ﬁ

Es ergibt sich

n?

)Qne—Qn /2na2n
+ 1) et o+ Tagngs.

<n|)4 — n4n—|—26—4na4

(2n)!

(2n
und 2n+ 1) =(2n

Trégt man dies in (x) ein, so folgt

24nn4n+2e—4ne2n+ 1 eZnai

T
— = lim
2 n—oo (2n)27/2n(2n + 1)27t1/2n + lag,azn i1
a? e a?
= — lim = —

(M)
=~

A mzee (14 55)20 (1 + 55)

und damit
a=V2r (STIRLINGsche Konstante).
Damit ist auch Theorem 4.1 bewiesen. O

Fiir hinreichend grofie n ist als

ein Ndherungswert fiir n!. Etwa fiir n = 100 ist hierbei der Fehler kleiner als
ein Promille; es gilt ungefihr

100! ~ 0,93 - 10*°8.
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5. Die Gammafunktion

Nach EULER definiert man die I'-Funktion durch das uneigentliche Integral

oo

[(z) := /e_tt‘r_l dt.

0

Das Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich, weshalb wir zur Konvergenz-
untersuchung die folgende Zerlegung betrachten:

-1

1) Fir ¢t € (0,1] gilt

1 r—1 —tyx—1
g t é e 't S tl—:r'

1
0

konvergiert also fiir > 0 und divergiert fiir z < 0.
2) Wegen

Das Integral

lim e %* Tl =0
t—oo

existiert ein tg, so dafl
o1 Lo
e 't gt—zfuralletZto.

gilt. Das Integral

oo

1
existiert daher fiir alle x.
Die I'-Funktion ist also fiir x > 0 definiert.

5.1 Bemerkung. Fiirxz >0 gilt

Mz+1) =al'(x) (Funktionalgleichung der T'-Funktion)

Fiir natiirliche n gilt
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Beweis. Durch partielle Integration ergibt sich

R R R
t=

/e_ttx dt = —e H® + :L’/e_tt"”_l dt.
t=¢

g g

Durch die Grenziibergéinge ¢ — 0 und anschliefend R — oo folgt die Funktio-
nalgleichung.

Trivial ist

(1) = /e_t dt = 1.
0

Durch vollsténdige Induktion erhélt man I'(n) = (n — 1)\ O
5.2 Definition. FEine Funktion
f:D— R, D ein Intervall,

heifst konvex, falls fiir je zwei Punkte a,b € D und alle t € [0,1] gilt:

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

Diese Konvexitétsbedingung bedeutet, dafl der Graph (d.h. das Schaubild) von

f im Intervall [a,b] (fiir a < b) unterhalb der die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))
verbindenden Strecke verlauft.

Ubungsaufgabe. Eine zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann konvex,
wenn gilt:
f"(z) > 0 fiir alle z € R.

5.3 Definition. FEine Funktion
f:D — R, Dein Intervall,

heifit logarithmisch konvex, falls folgende beiden Bedingungen erfillt sind:
a) f(z) >0 fir alle x € D;

b) die Funktion
logof: D — R, z+—log(f(x)),

ist konvex.
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Dies bedeutet konkret fiir a,b € D, t € [0, 1]:

f(ta+ (1-1)b) < fla) f(0)'".

Wir wollen zeigen, daf3 die I'-Funktion logarithmisch konvex ist und benotigen
hierzu die einfach zu beweisende Héldersche Ungleichung:

p b4 1 1
ab< = fiir ab>0,pg>1-+- =1
p q P q

Bezeichnung. Sei
fila,b] — R, a <b,

eine Regelfunktion, p > 1. Dann setzt man

1
P

b
T / @) da (p-Norm).

Sei g eine weitere Regelfunktion auf [a,b]. Wendet man die HOLDERsche Un-
gleichung auf

[f(@)]  Jg(=)]
[V P

an (wobei natiirlich || f[|, und [|g[|, beide nicht Null seien) und integriert von a
bis b, so erhélt man die

Hoéldersche Ungleichung fir Integrale. Seien
frg:la,b) — R, a < b,
Regelfunktionen. Dann gilt

1 -glly < WA, + llgllg -

Der Beweis ist noch nicht vollstindig, wir haben ndmlich vorausgesetzt, dafl
| f]l, und [|g]|, beide von 0 verschieden sind. Den allgemeinen Fall fiihrt man
hierauf zuriick, indem man f(z) und analog g(z) durch

fula) 1= 1)+ =

ersetzt und in der HOLDERschen Ungleichung den Grenziibergang n — oo
vollzieht.
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5.4 Satz. Die I'-Funktion ist logarithmisch konvex.

Beweis. Seien
z,y >0und « € (0,1).

Wir setzen )

11—«

1
p:=—und q :=
«

und wenden die HOLDERsche Ungleichung auf die Funktionen
f(t) = % e % und g(t) :== t e

an und erhalten

r(§+%) < T(2)7I(y)7. 0

5.5 Satz. Sei
f:R, —R

eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) f(1) =1,
b) f(x+1)=xzf(z) firxz >0,
c) f ist logarithmisch konvez.

Dann gilt f(z) =T(x).

Beweis. Da die I'-Funktion die angegebenen Eigenschaften besitzt, geniigt es
zu zeigen, dafl f(x) durch a)—c) eindeutig bestimmt ist. Aus der Funktional-
gleichung folgt

fle4+n)=f(x)z(z+1)...(x+n—-1)

fiir £ > 0 und alle natiirlichen Zahlen n. Es geniigt daher zu beweisen, daf}
f(z) fiir x € (0,1) eindeutig bestimmt ist.

Wegen
n+z=(1—-x)n+z(n+1)

folgt aus der logarithmischen Konvexitét
fn+z) < f)"“fn+1)*=n—-1!'n" 0<2z<1.
Andererseits gilt auch
n+l=zn+z)+(1—2z)(n+1+2x)
und daher ergibt sich wiederum aus der logarithmischen Konvexitét

nl=fn+1) < flnta)"fn+1+2)"" = fln+z)(nt+z) "



§5. Die Gammafunktion 197

Beide Ungleichungen zusammen ergeben
nl(n+z)* ' < f(n+x) < (n—1)n"

oder
nl(n + x)*~1 (n—1)n”

< < .
z(x+1)...(x+n—-1) < fla) = z(x+1)...(x+n—-1)
Der Quotient der beiden in dieser Abschétzung auftretenden Briiche konvergiert
offensichtlich gegen 1.

Wir erhalten also

nin®
= li fii 1.
/(@) nin;ox(x+1)(x+n) rf<w<

Damit ist die Eindeutigkeit von f und damit Satz 5.5 bewiesen. ad

Die obige Darstellung von f gilt offensichtlich auch fiir x = 1. Wir behaupten
sogar

5.6 Satz. Fiir alle x > 0 gilt

xT

n!n
I(z)= 1
(z) nl—{%oa:(m+1)(x+n)

Beweis. Fiir 0 < x < 1 haben wir die behauptete Identitit bewiesen. Es geniigt
also zu zeigen: Wenn die Formel aus 5.6 fiir « richtig ist, so gilt sie auch fiir
x + 1. Sei

x

n!'n
' (z) = .
(z) z(x+1)...(x+n)
Dann gilt
n
r, 1) = —— [, ().
(z+1) x+1+n$ (z)

Wenn der Grenzwert von I'y, (z) existiert, so konvergiert also auch I';, 41 (z) und
es gilt
lim I'),(z+1) = lim ['y(x). O

n—oo n—oo

Ein spezieller Wert.

T (1) = lim nivn

n—oo L1+ )2+ 3)...(n+ 1)

Benutzt man

so erhalt man
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Multipliziert man die beiden Darstellungen, so folgt

2 n
1 . k2
I (§> = aninéog 2T

1
4

Fiir n = 500 erhéalt man auf der rechten Seite den Wert 3,14.. .; es liegt daher
die Vermutung nahe:
1
o(g) =7

Diese Formel ergibt sich aus der WALLISschen Produktentwicklung

6. Analytische Funktionen und das Rechnen mit Potenz-
reihen

6.1 Definition. FEine Funktion
f: D — R, Dein Intervall,

heifit analytisch, wenn es zu jedem a € D eine Potenzreihe
>
P,(z) = Z an(x—a)”
n=0

gibt, welche in einer e-Umgebung U = (a —e,a +€), € > 0, um a konvergiert
und die Funktion f darstellt,

f(x) = P,(x) fir alle x € UN D.

Beispiel. Sei « eine beliebige reelle Zahl. Die Funktion
f(x) :=z% fir x >0

ist analytisch. Dazu mufl man zeigen, daf} sich die Funktion (z+xz¢)® fiir o > 0
in einer Umgebung (—e¢,€) in eine Potenzreihe entwickeln 1a8t. Im Falle 2o = 1
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haben wir dies explizit geleistet (Binomialreihe, Kapitel I11, §7). Der allgemeine

Fall folgt hieraus dank der banalen Umformung
(z + 20)® = 25 <£ + 1) .
Zo

6.2 Satz. FEine Potenzreihe

oo

E: m——a

mit von Null verschiedenem Konvergenzradius r stellt in (a — r,a + r) eine
analytische Funktion dar.

Beweis. Sei b € (a —r,a+r). Es gilt

n
14

oy =@t b-a)' = Y (

v4+p=n

) (b —a)”(z —b)*.
Durch Umordnen erhalt man

:ian 3 (Z)(b—a)”(m—b)“

n=0 v+pu=n

_ 2 (2 <a,,+n (” '; ”) (b— a)”)) (z — b)".

Fiir welche = ist dieses Umordnen erlaubt? Aufgrund der Ergidnzung zum
groflen Umordnungssatz ist dies dann der Fall, wenn die Reihe

oo
S lonl 3 ()l = Z aul (1ol + [z — b))
n=0 v4pu=n
konvergiert. Die Konvergenz dieser Reihe ist gesichert fiir
| — bl <r—|b—al. O

6.3 Satz. Die Summe f + g und das Produkt f - g analytischer Funktionen f
und g sind wieder analytisch.

Beweis. Es gilt

Z an(z —a)™ + Z bp(z —a)" = Z(an +by)(z—a)"
n=0 n=0 n=0

2(1”@—(1 Zb z—a)" Z(Z )(:c—a)”

v4+p=n
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in allen Punkten, in denen die beiden Potenzreihen auf der linken Seite absolut
konvergieren. ad

Erginzung. Aus dem Multiplikationssatz erhélt man durch vollsténdige Induk-
tion nach m

oo

<gan($—a)n>m22( Z ayl...a,,m>(x—a)”.

n=0 “vit+vo+---Fvm=n
v12>0,..., Vim >0

Spezialfall. Wir bezeichnen mit A, (m) die Anzahl aller m-Tupel (vq, ..., V)
nicht negativer ganzer Zahlen mit

nm+uve+---+ v, =n.

Aus dem Multiplikationssatz folgt

( 1 ) :(1+x+m2+...)m:ZAn(m):c”fiir|:c]<1.
n=0

11—z
Andererseits erhélt man durch (m — 1)-fache Differentiation der geometrischen
Reihe
-1 &
((mi) = ZBn(m)a:” firm=1,2,3, ...
n=0

1—ax)m
mit
B,(m)=Mn+m—-1)(n+m—2)...(n+1).

Durch Vergleich der beiden Entwicklungen bekommt man

A, (m) = (n—n:nizl) _ (n—i—:—l)

6.4 Satz. Seien
f:D—R, g: D — R, D,D Intervalle,

zusammensetzbare Funktionen, f(D) C D'. Wenn f und g analytisch sind, so
st es auch ihre Zusammensetzung.

Beweis. Sei
a€ D, b= f(a).

Wir entwickeln f bzw. g in kleinen Umgebungen von a bzw. b in Potenzreihen:

f@) = an(z—a)" firx € (a—6,a+6)ND, >0,

n=0

g(:p):an(x—a)“ firze (b—e,b+e)ND’, e>0.
n=0
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Es gilt
ap = f(a) =b.

Wir kénnen ¢ so klein wahlen, dafl gilt
‘ Z|an\|x—a|n ’ < ¢ fiir |z — a| < 0.
n=1

In dieser -Umgebung von a sind die nun folgenden Umformungen erlaubt:

g(f@) = b (z am(z — ayn) |

n=0 m=1
Man kann mit Hilfe des Multiplikationssatzes zunéchst
%) n
(Z am (x — a)m>
m=1

in eine Potenzreihe entwickeln und erhélt dann durch Umordnen in der ange-
gebenen §-Umgebung eine Potenzreihenentwicklung von g(f(x)). O

Praktische Durchfiihrung.

Wir berechnen die ersten vier Entwicklungskoeffizienten von ¢(f(z)). Mit
demselben Verfahren kann man beliebig viele bestimmen.

g9 (f(z)) = bo
+ biar(z — a) + az(x — a)® + az(z —a)® + .. ]
+ bylay(z — a) + ag(z —a)* 4 .. ]2
+ bslar(z —a) +...]?
+ ...
Die durch Piinktchen angedeuteten Summanden liefern in der Entwicklung von

g(f(x)) nur Terme (z —a)™ mit n > 3. Durch Ausmultiplizieren und Umordnen
ergibt sich

g(f(x)) =by+ brai(z —a)+
(bla2 -+ bga%)(l' — CL)2 + (b1a3 + 2b2a1a2 + b3a?)(l’ — CL)3 + ...

Die Funktion f(z) = 1/z ist analytisch. Aus 6.4 erhalten wir
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6.5 Satz. Se:
f:D — R, Dein Intervall,

eine analytische Funktion ohne Nullstelle. Dann ist auch

1
(x):m

eine analytische Funktion.

Praktisches Verfahren zur Bestimmung der Entwicklung von 1 /f.

Seien

flx) = Zan(x —a)" und ﬁ = an(l‘ —a)"
n=0 n=0

die Entwicklungen in einer geeigneten e-Umgebung von a. Dann gilt

jz: ab — { 1 fﬁr n/::O,
vy —
0

ipen fir n > 0.
Also ist (induktiv)
bp = —
ao
a1b0 al
bj=———=—-—
arby + asbg a% as
bp=-—"T——="73-"7

(beachte: ag = f(a) # 0).

6.6 Satz. Se:
f:D — R, Dein Intervall,

eine analytische Funktion, deren Ableitung keine Nullstelle besitzt:
f'(x) #0 firzeD.

Dann besitzt f eine analytische Umkehrfunktion.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist f streng monoton, besitzt also eine Umkehr-
funktion

g9:f(D) —R.

Sei
a€ D, b= f(a).

Wir zeigen, dal g in einer e-Umgebung von b in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann. Es ist sicherlich keine wesentliche Beschrankung der Allgemein-
heit, wenn wir

a=b=0 sowie f'(a)=1

annehmen. Es ist unser Ziel, in einer kleinen e-Umgebung von 0 eine Entwick-
lung
g(x) = bix + bpx® 4 ...

zu finden. Nach Voraussetzung existiert fiir f eine solche Entwicklung
f(x) = a1z + asx® + . ..

und es gilt a; = 1. Aus der Beziehung

flg(x)) ==

folgert man notwendige Bedingungen fiir die zu bestimmenden Koeffizienten

by:
[e’e) o0 n
> (S twer) =
n=1 m=1
also .
1 fii =1
dan Y byl...byn:{ urm =1,
n=1 vi+vot-4uv, 0 fur m > 1

Durch dieses Gleichungssystem sind die Koeffizienten b,, festgelegt.

by =1,

(*) bm:—ian S by by, ms L

n=2 vitva+-tvn

Auf der echten Seite kommen nur Koeffizienten b, mit v < m vor. Die
Koeffizienten b,, konnen also induktiv bestimmt werden.
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis. Wir definieren die Koeffizienten
bo, b1, ba, ... induktiv durch obige Gleichungen und beweisen dann:
Die Reihe

bo+b1£l)+b2£l}2—|—...
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hat positiven Konvergenzradius.

Da wir obige Rechnungen umkehren kénnen, mufl diese Reihe dann ,;in der
Néhe von 0¢ mit der Umkehrfunktion von f, also mit g tibereinstimmen. Unser
Problem ist also ein Konvergenzproblem.

Vo]

Behauptung. Die Folge

ist beschrankt.

Nach Voraussetzung ist die Folge {/|a,| beschrinkt. Es existiert eine Zahl C
mit
lan| < O™t firn=1,2,3,....

Folgender Kunstgriff geht auf CAUCHY zuriick.
Die Koeffizientenfolge By, Bs, Bs, ... sei induktiv durch

By =1,

* m
) Bu=-Y0"" Y By B m>L
n=2 vitvet-tvp

definiert. Dann folgt durch Induktion
b | < By, fiir alle m.

Damit ist der Beweis zuriickgefiihrt auf die spezielle Folge

1 fiir n =0,
Ay =
—ont fiir n > 0,

denn genau fiir diese Folge gilt b, = B,,.

Wir drehen nun den Spiefl wieder um und zeigen direkt — ohne die Koeffizienten
B,, zu benutzen:

Die durch die Reihe
x— Cz?— C%3 — ...

definierte Funktion besitzt in einer Umgebung von x = 0 eine analytische Um-
kehrfunktion.

Man kann diese Reihe mit Hilfe der geometrischen Reihe aufsummieren. Man

erhélt
1 1
2 — fii —.
w( 1—C’:c> ur\w|<C

Die Ableitung dieser Funktion im Nullpunkt ist 1. Dann ist diese Funk-
tion in einer e-Umgebung von = = 0 streng wachsend, also umkehrbar. Wir
miissen zeigen, daf§ die Umkehrfunktion (in einer geeigneten Umgebung des




86. Analytische Funktionen und das Rechnen mit Potenzreihen 205

Nullpunktes) analytisch ist. Dazu berechnen wir sie explizit, indem wir die
Gleichung

nach x auflésen.Eine einfache Rechnung ergibt fiir die Umkehrfunktion

1+ Cz—/(1+Cx)?-8Cx
- 0 :

(Der Ausdruck unter der Wurzel ist in einer kleinen Umgebung um 0 positiv!)

G(z)

Diese Funktion ist aber analytisch! Wir haben ja gezeigt, daf§ die Funktion /x
fiir z > 0 analytisch ist und dafl die Eigenschaft ,,analytisch“ beim Addieren,
Multiplizieren und Ineinandersetzen erhalten bleibt! O

6.7 Satz. Seien
fyg: D — R, Dein Intervall,

analytische Funktionen. Es existiere ein Teilintervall Dy C D, welches mehr
als nur einen Punkt enthdlt. Dann gilt

flDo =g|Dy = f =g,

oder in Worten: Stimmen f und g auf dem Teilintervall Dy tiberein, so tun sie
dies sogar auf ganz D.

Beweis. Es ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen,
dafl die gegebenen Intervalle von der Form

D:[a,b], Doz[a,bo), a < by <b,
sind. Wir kénnen sogar annehmen, daf} es kein £ € (bg, b) mit der Eigenschaft

f’[a’vg) :g|[a,£)

gibt. Anderenfalls ersetze man by durch die kleinste obere Schranke der Menge
aller £. Wir entwickeln f und g in Potenzreihen um bg.

f@) =3 anle—bo)" und g(e) = 3 a —bo)"

Die Koeffizienten a,, und a] hingen nur von den Ableitungen von f und g
im Punkt by ab. Diese Ableitungen sind schon durch das Verhalten dieser
Funktionen links von by festgelegt, wie man sich leicht durch Induktion nach
der Ordnung der Ableitung tiberlegt. Da die beiden Funktionen links von bg
iibereinstimmen, folgt

a, = a,, fir alle n.

Daraus ergibt sich aber, dafl f und ¢ in einer vollen e-Umgebung von bg
iibereinstimmen. Wegen der angenommenen Maximalitit von by erhélt man
bp = b. Die Funktionen f und g stimmen daher in [a,b), also auch in [a,b]
iiberein. O



