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Séminaire Henri CARTAN 21-01
=4 (o]
13e année, 1960/61, n° 21 19 juin 1961

GEQMETRIE ANAIYTIQUE LOCAIE, IV

par Christian HOUZEL

A, Algébres analytiques intégres

PROPOSITION 1 (GROTHENDIECK). - Soit A une algébre analytique intégre de
dimension n , sur un corps k algébriquement clos. Considérons un _idéal pre-
mier p de A . Pour que le localisé A_ = soit régulier, il faut et il suffit
qu'il existe une sous-algébre réguliere B M k{t, , ..., t,} de 4, telle que

A soit finie sur B et étale sur B en p .

La condition est évidemment suffisante, car si B est réguliére et si
q=B np, le localisé B_ est un anneau local régulier ; il en est donc de
méme de pr gi celui-ci est étale sur Bq .

Réeiproquement, la condition est trivialement nécessaire si n =0, car on a
alors L =k .

Examinons le cas oi A est de dimension n =1 . Les seuls idéaux premiers
de A sont (0) et son idéal maximal m . Le cas de Am[U“ A est triviale. Quant
au localisé de A en (0) , c'est son corps des fractions K qui est régulier ;

on va s'appuyer sur le lemme suivant.

IEMME 1. = 51 A est une algébre analytique intégre de dimension 1l , sa cl6-

ture intégrale K est finie sur A .

On verra plus loin, grfce a la propesition 1, que cet énoncé reste valable sans

restriction sur la dimension de 4

Le choix d'un paramétre de L détermine un homomorphisme inject¥ ktl-4a tel que
L soit fini sur k{t} 3 le corps des fractions K de /L est alors une extension
finie du corps des fractions L de k{t} . On est ramené & prouver que la ferme-
ture intégrale de k{t} dans une extension finie de son corps des fractions est
finie sur k{t} . Comme ce résultat est conru pour une extension séparable, on
peut se ramener au cas d'une extension purement inséparable, puis au cas d'une
extension obtemue par adjonction d'une racine p-~ieme, ci p est 1l'exposant
caractéristique du corps de base k ; en effet une zlgébre intégre finie sur
k{t} est une algdbre analytique, d'aprés la propriété hensélienne (exposé 19,
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n°® 3, corcllaire 2z de la proposition 6) ; si elle est intégralement close, elle

est réguliére (dimension 1), donc isomerphe 3 k{t} . Les extensions considérées
sont de la forme L(tr Py avec r< p , et on vérifie que la fermeture intégra-
le de k{t} dans L(tr/p) est engendrée sur k{t} par 1 , tr/p yooey ép-si;b

ce qui prouve le lemme.

De ce lemme, il résulte que K est une algdbre analytique (propriété hensé-

lienne) réguliére (dimension 1), c'est-a-dire que P v k{t} .

Soit s une uniformisante de A . Il existe un dénominateur commmn ge A ,
g #0 aux éléments de A ; on peut suppeser g de la forme g = 8% , de sorte
que 2 hca y et on peut choisir q premier & la caractéristique p de Xk .
Considérons alors l'hom~morphisme ¢ : k{t} - A défini par o(t) = s 5 11
est injectif, et A est fini suwr k{t} , puisque A lui-m8me est fini sur
k{t} . De plus le corpe des fractions K de A est obtenu & partir du corps
des fractions L de k{t} par 1ltadjonction de s = tl 4 s c'est donc une ex-
tension séparable de L , ce qui signifie que A est étale sur k{t} en
1'idéal premier (0) .

Supposons maintenant l'anneau £ de dimension n >2 , et supposons la pro-
position établie pour les algébres analytiques de dimension < n . Nous allons
d'abord montrer que la propriété est vraie pour un idéal premier P # O de 4 ,
tel que .AP soit régulier. Soient t, , ».s , t, des éléments de P dont les
images dans Ap forment un systéme régulier de parameétres de cet anneau ; on a

aim(A/(5, , eve - £)) =ain(A/p) =n-7 .

D'apres 1l'hypothese de récurrence, il existe des éléments tr+l y soe 5 b de
A dont les images dens A/p forment un systéme de paramétres tel que le corps
des fractions Ap/b A de 4/p soit une extension séparable de celui de

P
y coe 5 b))

k{tr+l y vce - tn} . Cn vérifie alors que (tl I I N > by

est un systéme de paremetres de A .etfers clair que 4 est non ramifié sur

B = k{tl ; see tn} e1 17idéal premier P ., donc il est étale (puisque B est
normal et contenu daans & ).

la cas ou 1'idéal premier de A considéré est nul se raméne au précédent,
car il existe un idéal premier p # O t2l que 4 soit régulier (corollaire 2
du théoréme d’Lbhyankar, cxposé 20, D). I existeﬂalors une sous-zlgébre znaly-—
tique réguliére B de £ telle cue A ocit findie sur B et étale sur B en

p » ce qui entraine que le corps des fractions de 4 (localisé de & en (0) )

est une extension séparable de celui de R .
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COROLIAIRE 1, ~ 5i A est une algébre analytique intégre sur un corps algébri-
quement clos, il existe une sous-~algébre analytique réguliére B de A telle
que A soit finie sur B et que le corps des fractions de A soit une exten-

sion séparable de celui de B .

COROLIAIRE 2. - Soit A wune algébre analytique réduite. Sa cl®ture intégrale
K est finie sur A .

L est par définition la fermeture intégrale de A dans son annesu total des
fractions, isomorphe au produit des corps des fractions des anneaux integres
A/ba ( (Ru) famille des idéaux premiers minimaux de A ). On peut donc se ramener
au cas ou A est intégre. On applique alors le corollaire 1 et le fait que la
fermeture intégrale d'une algébre analytique réguliére B dans une extension
finie et séparable de son corps des fractions est finie sur B , puisque B est
intégralement close.

B, Théoréemes de Cartan-Oka.

l. Conditions de régularité.

Soient £ wun ammeau local noethérien et n un entier positif ; nous considé-

rerons les conditions de régulerité suivantes pour A @

(R_) Pour tout idéal premier p de 4L de hauteur < n , le localisé A_ est
n P
régulier.

(Sn) Pour tout idéal premier p de A , on a prof(Ap) > inf(n , ht(p)) -

SERRE a établi les critéres suivants (d'ailleurs élémentaires) :

Pour que A soit réduit, il faut et il suffit qu'il satisfasse aux conditions
(Ro).EE (Sl)°

Pour que /. soit normal (i. e. intégre et intégralement clos), il faut et il

suffit qu'il satisfasse aux conditions (Rl) et (82).

Nous dllons en déduire les théorémes de cohérence de Cartan-Oka, selon une idée

de SERRE. Le corps de btase k est supposé algébricuement clos.

PROPOSITION 2. ~ Soient X wun espace analytique et n un entier positif. Pour
que l'anneau local & _ d'un paint x € X satisfasse 3 la conditicn (Rn), il
b4 —
faut et il suffit que codimx(S(X) » X) >n (oi S(X) désigne le lieu singulier
de X )o
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Car en utilisant le théoréme d'Abhyankar (exposé 20, D, théoréme 3), on voit
que la condition (Rn) signifie que S(X)x se compose d'idéaux premiers de hau-
teur > n , c'est-a-dire que

codim (S(X) ; X) = codim(S(X), ; SPGC(GX,X)) >n

(cf. exposé 20, 4).

COROLLAIRE. -~ L'ensemble des points x d'un espace analytigue X ob OX
satisfait & la condition (R ) est le complémentaire d'un ensemble analythpe

farmé.

Car, avec la notation dec 1l'exposé 20, A, les points x , tels que % . ne
satisfasse pas a (Rn), sont ceux de l'ensemble analytique fermé Dn(S(XS) .

2+ Profondeur et coprofondeure

La notion de profondeur d'un module de type fini sur un anncau local noethérien
a été introduite par SERRE et AUSIANDER. Elle est appelée codimension homologique
dans l'article de SEREE [3] ; nous remvoyons & ce mémoire, ou au cours d'hAlgébre
locale [5], notes rédigées par GABRIEL ; on pourra encore consulter le Séminaire
de Géométrie algébrique de GROTHENDIECK [1] ou ses Eléments de Géométrie algé-
brique [2]. Rappelons seulement cue la profondcur d'un module de type fini M ,
sur un anneau local noethérien 4 de corps résiduel k , est par définition la
borne inférieure de l'ensemble des entiers n tels que Exp?(k y M) #0 ; clest
dancore la borne supérieure de l'ensemble des loncueurs des M~suites (unc M-suite
est une suite (f; , ese , £ ) d'é1léments de 1'idéal maximal de A , telle que

fi soit non diviseur de O dans le module quotient M/(f, , see , £, )M, pour

i=l
i=1, e , n) ou aussi bien la longueur d'une M-suite maximale. On pose

coprof (M) = dim(M) - prof(M)

( dim(M) est 1la dimension au sens de KRULL) ; ce nombre, appelé coprofondeur

de M , est un entier positif. Si 4 est un anneau local régulier, on a
pref (M) + dhA(M) = gldh(A) = dim(d)

en notant dhA(M) la dimension homologique de M et gldh(d) 1la dimension
homologicue globale de 4 o Liinsi
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coprof (M) = dh, (M) - @in(A) - dim()) = ah, (M) - codim(Supp(M) ; Spec(h))

Considérons un espace annclé X qui est un espace analytique, ou bien le
spectre premier d'une zlgébre analytique. Si $ est un faisceau cohérent sur
X , pour tout entier n > O , nous désignerons par Zn(ﬁ) 1'ensemble des points
x € X tels que coprof(ﬁx) >n .

PROPOSTITION 3. - Soient X wun espace analytique, § un faisceau cohérent sur
X et n un entier positif. L'ensemble Zn(ﬁ) ={xeX | coprof(‘&x) > n} est

un ensemble analytique fermé., Pour tout x €X , ona Zn(S_)x = Zn(%'x) dans

Spec (% )

La question étant locale, on peut se ramener au cas ol les anneaux locaux Oy ,x
sont réguliers, en tenant compte du fait que si un anneau local A est quotient
d'un anneau local B et si M est un A-module de type fini, sa dimension est

la méme comme A-module ou comme B-module ; de m&me pour sa profondeur, donc pour
sa coprofondeur

coprofy (M) = coprof B (M) .

En supposant donc Ox «

régulier pour tout x € X , la condition coprof(ﬁx) >n
)X

équivaut a
dh(3.) < n + codim(Supp(3)) ; SpeC(OX,X)) = n + codim (Supp(8) ; X)

en utilisant les résultats de l'exposé 20, B et As Or cette condition revient 2
l'existence d'un entier r > n + codim (Supp(ﬁ) X) tel que

EXtO (?5 OX) OX X(SX ’ OX,X) # 0 ’

en vertu du lemme suivant.

IEMME 2. - Soient A un anneau local rigulier et M un L-mcdule de type fini,

Pour tout entier p =0 , les ccnditions suivantes scnt équivalertes

ae dh,(¥) <p;

be Pour tout r>p, on a Exti(i-i sy L) =0 &
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(cfe SERRE [4], chapitre III, § 5, p. 269 ; on raisonne par récurrence descen

dante sur p ).

Nous introduirons donc, pour tout entier r > O , le faisceau cohérent

&8 =2 (5, 9

et pcur p > 0 1l'ensemble analytique

T (3) = U Supp(&r(S)) o
p rp

Avec ces notations et celles de 1l'exposé 20, A, on voit que

(1) z (%) = sL;lo (T,.s(® n D (Supp(%))) 5

clest un ensemble analytique fermé, comme Tn

+s ot Ds o De plus, si x€X ,

onapour p=>0

_ T _ r _ b o _ P
T,(8), = rgp Supp(&” (%)), = rgp Supp(&7(%) ) = rgp Supp(&™(5,)) =T (5)

car

gr(:s)x = Ext’ (3, %)y = Extox X(s , Gk,x)

a pour faisceau associé

~ o r ~ -~
Sr(sx) = P___ng (5 ’ O)(,x)
X,x

sur Spec(Ck’x) (formule de localisation des Ext )« On sait d'autre part que

D, (Supp(5)), = D (Supp(5),) =D (Sup=(3)) (exposé 20, A) 3
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z (3) = (T, 5(3) n D (Supn(8)),) = U (3)nD < (Supp(s,)))

U
&0 s;O Thes'®%

et ce dernier ensemble est précisément Zn(§;) (le raisonnement qui conduit i
la formule (1) s'=pplique aussi bien au cas s@ X est le spectre premier d'une
algébre analytique)e Pour &tre complet, on reppelle que la forrmle Zn(ﬁ)x= Zn(%'x)
signifie que pour tout idéal premier p de OX < ? les conditions suivantes sont

H
équivalentes 3

(0 WE) < (2 6) , 0 ;
(i1) coprof((ﬁx%} >n e

PROPOSITION 4, -~ Soient X wun espace analytique et g un entier positif. L'en-

semble des points x e X ou Ox < satisfait & la condition (S ) est le complé-

(z_(8,)) «

b4
mentaire de l'ensemble analytique fermé

q+n

Ceci repose sur le lerme suivant.

IEMME 3. = Pour qu'un anneau local noethérien A satisfasse & la condition (S )

il faut et il suffit que, pour tout entier n > 0, on ait

codim(Zn(A) ; Spec(A)) > g + n ’

clest-d-dire que si p est un idéal premier de A ,

coprof(AP) > n entraine ht(p) = dim(AP) >qg+n .

Car (Sq) signifie que pour tout idéal premier p de A ona

coprof(A ) < (nt(p) - @) ;

le lecteur en déduira la démonstration.

.

Appliquant ce leme 2 G 5 » OB voit que l'ensemble des x € X ol (Sq) est
’

r'd - 4 . s [ ’
vérifié est caractérisé par

codimx(zn(q() X) = codin(Z, (%), ; Spec( )

= codin(z,(§ ) 3 Spec(gy )) >q+n
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pour tout n >0 . D'ou la proposition.

Ne Bs - Dans les démonstrations précédentes, le lecteur aurz remarqué de lui-
méme cgue les réunions d'ensembles analytiques qui interviennent sont toujours

localement finies de sorte que les raisonnement temus sont correctse.

3. Espages analytiques réduits.

THEOREME 1o - Soit X un espace analytiquee. L'ensemble des points x €X tels

que OX soit réduit est le complémentaire d'un ensemble analytique fermé.
-— x
2
En effet, d'aprés le critére de SERRE, dire que Q 4 Dn'est pas réduit, c'est

Dy
dire qu'il ne vérifie pas l'une des conditions (RO) ou (Sl) 3 ceci signifie,que

X € DO(S(X)) U ngo D .1 (Zn(ﬂx)) (corollaire de la prop. 2 et prop. 4) .

COROLIAIRE l, -~ L'ensemble des points x € X ou OX 5 est réduit est ouvert.
- b

COROLIAIRE 2. - Ie Nilradical 7, de G est cohérent et l'espace annelé
réduit X
— Tre

a est un espace analytique.

Rappelons que le Hilradical 4'un faisceau d'anneaux Ck est le faisceau asso=

cié au préfaisceau qui & un ouvert U fait correspondre le nilradical de

r(u ’ fk) 3 c'est done 1'Idéal de fk dont les sections sont les sections loca-
lement nilpotentes de %{ o L'espace annelé Xre d est par définition le sous-
espace annelé de X défini per le fzisceau d'idéaux 7 5 11 a méme espace topo-
logique sous-jacent que X et son faisceau structural est \‘%(/TS( 3 c'est évidem~-
ment un espace réduite

IO est clair que les deux assertions du corollaire 2 sont équivalentess Nous
allons prouver la cohérence de 7y & partir du corcllaire 1o La question étant
locale, on se place au voisinage d'un point x € X ; il existe un voisinage ou~
vert U de x et une QU-Algébre finie @ telle que CIX.Q q(’xﬁs(’x;comne
OX z —»G.X est surjectif, on peut supposer que d est quotient de QU , soit
a OUF.S ol 3 est un Idéal de type fini, dont la fibre en x 3 0N nX,x est
nilpotente. Il existe un voisinage ouvert V €U de x tel que 3|V soit
nilpctent , ce qui entraine alv c T%IV « Imversement, considérons Xo = Specan(ﬂ);
c'est le sous—espace analytique fermé de U d<fini par 1'Idéal 3 . L'anneau
local OKQ,XIE q(,x/rk,x est réduit, donc X = reste réduit en tout point d'un
voisinage W ¢V de x , d'aprés le corollzire lo Si y <€ W , 1l'anneau local
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o Mo st réduit, donec 3 i W=3W.
X,y X,yﬂy est réduit, don y:)TCK,y ce qul prouve que TLXI |
D'ol la cohérence de ﬂx .

COROLIAIRE 3 (CARTAN-OKA). = Soit U un ouvert d'un espace analytique X et
soit Y unsus-emsemble analytique fermé de U « Considérons 1'Idéal 3y de

OU dont les sections sont les sections f de §; qui s'anmulent sur Y , c'est-

a-dire telles que f(y) =0 pour y € Y « C'est un faisceeu cohérent.

Car, d'aprés le iullstellensatz (exposé 19, n® 4), le Nilradical de @ est
1'Idéal de @Y dont les sections sont celles de QI qui s'anmilent en tout point

de Y 3 on en déduit que 1l'énoncé du corollaire 3 est équivalent 3 celui du corod—
lajre 2.

4. Espaces analytiques normauxe.

THEOREME 2. - Soit X un espace analytique. L'ensemble des points x € X , tels

que (& < soit normal, est le complémentaire d'un ensemble malytique fermé.
- ’

En effet, d'aprés le critére de SERRE, dire que Oy , B'est pas normal, c'est

’
dire qu'il ne vérifie pes 1l'une des conditions (Rl) ou (82) ; ceci signifie que

x €D, (8(X)) v ngb sz(zn(ox)) (corollaire de la prop. 2 et prope 4) .

COROLIAIRE L., L'ensemble des points x € X ou Qx % est normal est ouvert.

>

COROLIAIRE 2 (CARTAN-OKA), - Soit X un espace analytique réduit. Il existe
unc Q-Algdbre finie @, telle que pour tout x € X , la fibre Oy . sSoit

OX,X-lsomorphe a4 la cloture intégrale ¢o QX,x

par ces condbions & un G(-isomorphisme unique preés.
&£ -

. Le faisceau Og est déterminé

Rappelons que la cldture intécrzle dfun anneau réduit oX,x est sz fermeture
intégrale dans son enneau totel des fractions qui est isomorshe av produit des
corps des fractions des anneaux integres QX,x/pi , O1 (Pi) est la famille des
idéaux preniers minimaux de QX,X e Par suite 12 clbture intégrale de oX,x est
isororphe zu produit de cclles des OX’X/"pi 3 c'est donc une Ox’x—algébre finie
(A, corollaire 2 de la proposition 1).

L'assertion c'unicité est immédiate (en tenant compte du f=it que EX,X n'a pas
a OX’Xrautomorphismc distinct de 1'identité). On en déduit que la question est
locale. Plagons-nous donc au voisinage d'un point x € X ; il existe un voisinage
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ouvert U de x et une OU—Algébre finie d dont la fibre ax est Oy =
b4

isomorphe & la cldture intégrale de % «

(puisque celle—ci est finie sur & .3
’ ,X

exposé 19, lemme 1), soit
ax_r\:’ Q (OX,X/Pi) ¢

Introduisons le spectre analytique X' = Specan(d) ; comme les composants locaux
de d_ sont les algébres analytiques normales (OX,x/Pi)~ , la fibre de X'
ausdessus de x est en correspondance bijective avec l'ensemble {pi} des idéaux
premiers minimsux de OX % ? et X' est normal en tout point x{ de cette fibre :

’

QX',x! 8 (OX,x/Pi) (exposé 19, n® 3, proposition 6) .
i

Il ré sultec alors du corollaire 1 qu'il existe un voisinage de la fibre en ques-
tion en tout point duguel X' reste normal ; un tel voisinage peut &tre choisi
de la forme p-l (V) , o0 V est un voisinage ouvert de x contemu dans U

(p désigne le morphisme structural de X' dans U j; c'est une application

fermée)s En un point y€ V on a

a NI
y jox',Y3 ’

composé d'anneaux normaux GX' v ( y‘_'i = points de 1la fibre de X' au~dessus
’

J
de ¥y ) 3 donc fly est intégralement clos.

I1 existe un élément £ de & _ , non diviseur de O dans a5 tel que
b4
fx axc...—q( - Donc on peut trouver un voisinage WV de x et une section
’
£ de q( dans W , de germe fx en x , tels que 1l'on ait un homomorphisme

injectif
£ AW g 3

on peut de plus supposer l'homomorphisme : q - aw injectif (il 1l'est en x ).
En composant la mltiplication par f

ald 5 o,
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avec la miltiplication par L/f :
1
% - Szl ’
on obtient alors un homomorphisme injectif de Q'J-Algébres

1
a - Q\![-f] ’

qui donne en un point y € W un homomorphisme
6 - O y[._l_]
¥ X, fy

injectife Du fait que dy est intégralement clos et fini sur Oy g s o0 déduit
b

alors qu'il est Oy y—isomorphe 4 la cldture intégrale de & _ , ce qui établit
’
le résultate

COROLIAIRE 3. - Soit X un espace analytique réduit. Il existe un espace
——— ~
analytique normal X , un morphisme p : X - X fini et surjectif, et un sous-

’, -l . -
ensemble analytique fermé rare Y de X tel que p (Y) soit rare dans X et

~ —T_
que la restriction de p 9_ X ~-p (Y) soit un isomorphisme sur X ~ Y o L'es~

jd 4 3 ~ . . \ . -
pace X est déterminé & un X-isomorphisme prés par ces conditionse

Démontrons 1l'existence de X s Py X3 on prend pour Y 1'ensemble des points
x€X o GX,X n'est pas normal. Cet ensemble est analytique fermé d'aprés le
théoréme 2, et il est rare, car il est contemu dans le lieu singulier S(X) qui
est lui-mfme rare puisque X est réduit (conséquence immédiate du théoréme
d'Abhyankar, exposé 2C, D, théoréme 3, puisque les localisés d'un anneau réduit
en ses idéaux preniers minimaux sont des corps). On pose d'cutre part
X = Specan(gx) s €t on désigne per p son morphisme structural, en utilisant
le faisceau cohérent OX du corollaire 2 3 p est un mnrphisme fini, et il est
surjectif car OX GX est injectif. Pour montrer que P (Y) est rare, plagons~
nous au voisinage du point x5 de la fibre de X au~dessus d'un point xeX ,
qui correspond & un idéal premier minimal Py de OX,x 3 l'anneau lccel 0; _
)

est isomorphe & la clbture intégrale de & x/pi , et le morphisme 1
~ »

x, xi) » (X , x) sc factorise 2 travers la composante irréductibl'fa (Xi s X)
de (X, x) dont l'anneau local est &, x/pi s d'ol un morphisme &, xi) - (Xi y X)
R4
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qui est fini etsumjectif (car €  /p > O,  est injectif). Si o (Y)  était
X,xi
un voisirage de x, , on en déduirait que Y est un voisinage de x dans X, ,
ce qui est absurde, car Y est rare dans X et 1'intérieur de Xi s par rapport
& X , est dense dans Xi .

Reste & prouver 1l'unicité de (X', p) soumis aux conditions de 1'énoncé. Il

suffit pour cela d'établir que p*(O,\,) est nécessairement isomorphe au faisceau
X

~

’61{ du corollaire précédent, car p ébant fini, on sait que X est isomorphe

au spectre analytique de p*( 9) o Ia question est locale sur X ; on se place

au voisinage d'un point x e x*, Comme p"1 (Y) est rare, il existe une section
f de § dens un voisimage U de x , telle que f(y) = 0 pour tout

Yyl nU, ettelle que fx € q{,x soit non diviseur de O dans p*(oi’)x 3 on

peut choisir U assez petit pour que fx' € O <! soit encore non diviseur de
b
O dans p_(Q )., pour tout x' €U .
* oy X

~ _l I -
Du fait que X = p (Y) est isomorphe & X - Y , on deduit que

pg%na-z>zﬁux-n 3

alors on a un homomorphisme injectif f.p*(Q)lU - OU s puisque £ s'anmile sur
X

YNnU . Comme dans l= démonstration du corollaire 2, on construit & partir de 1a

un homomorphisme injectif

p, 001U - o]

qui donne, en un point 2z € U , un homomorphisme

“s

1
p,(0.), o [+]
* Y2 0X.,z t,
¢ onme p*(t).\,)z est intégralement clos, on en déduit qu'il est O ,~isomorphe &
X ’
la cloture intégrale de O o Done
N
i o~
pJ%MUa%W

(grfce 3 1l'assertion d'unicité du corollaire 2).
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Définitione = On dit que 1l'espace ¢ , muni de son morphisme structural p 4

est le normalisé de X o

Cn a déja noté que la fibre en un point x € X du normalisé X est en corres—

pondance bijective avec l'ensemble des composantes irréductibles de X en X .

C, Complétés des algébres analytiques.

THEOREME 3, - Soit A une algebre analytigue sur un corps valué complet non

discret et algébriquementclos k , et soit A 1e complété de A .

a. Pour que A soit réduit, il faut et il suffit que A 1le soit.

be Pour que L soit intégre, il faut et il suffit que £ 1e soit.

ce Pour que A soit normal, il faut et 11 suffit que £ 1e soit.

Notons d'abord que l'assertion (b) résulte de (c). En effet, supposons (c)
établi, et considérons une algébre analytique intégre A ; i1 faut prouver que
£ st intégre. Or la cl®ture intégrale A' de A est intégre et finie sur A ;
clest done une algebre inalytique normale (propriété hensélienne de A ) et d'a-
prés (c) son complété A' est encore normal, et en particulier intégre ; comme
Ecir , on en déduit que L est intdgre.

Ia démonstration de (a) et (b) repose sur les critéres de SERRE rappelés plus
haut et sur deux lemmes.

IEMME 4, - Soient A un annezu local noethérien, quotient d'un anneau local

régulief et n un entier. Pour que A vérifie la condition (8 J), il feut et

il suffit que son complétd & 1la vérifie.

o ’
IEME 5. - Soit A une algébre analytique et soit A son complétés Considérons

un idéal premier q de Z s €t posons p= g nd o Pour que Aq soit régulier,
il faut et il suffit que kp coit régulicr.

Autrement dit, le lieu singulier S(&.) de Spec(h) est 1l'image réciproque de

~
celui de Spec(l.) par le morphisme cznonique f : Spec(h) - Spec(d) .

Supposons B :.Aq régulier. Il est plat, donc fifelerment plat sur G =‘lp .

Il en résulte que C est aussi régulier, car on a

c -
Tor; (i , ko) 9 B Tors (B & kg , B 0 k)
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en vertu de la platitude (on a désigné par k; le corps résiduel de C ). Si
i > dim(B) , le second membre est nul (théortme des syzygies), et comme B est
fidelement plat, on en déduit

C
Tori(ko . kC) =0
dfou
gldh(C) < dim(B) < + = ,

ce qui prouve que C est régulier ([3], théorime 3).

Réciproquement,supposons A_ régulier. Alors il existe une sovs-algebre anae
lytique réguliére B de A telle que A soit finie sur B et étale sur B
en p (proposition 1). On voit alors que A st finie sur B et étale sur B
en q (par extens1on de la basge) 3 comme B est régulidre, il en est de mBme de

son localisé en g n B y et par suite Aq est réguliére.

COROLIATRE., ~ Pour qu'une algebre analytique A vérifie la condition (Rn), il

faut et il suffit que son complété A 1la vérifie.

Avec le lemme 4 et les criteéres de SERRE, ce corollaire donne la démonstration

du théoréne 3.

hpplication aux produits d'espaces analytigues.

THEOREME 4. - Soient X et Y deux espaces analytiques (x algébriquement

clos). Considérons leur produit X x Y .

ae le lieu singulier S(X x ¥) de X xY est (SE) x¥) u (X x S(Y)) »

be 3i X est réduit (respe integre, normal) en un point x et Y réduit

(resp. intigre, normal) en un point y , le produit Z x Y est réduit (resp.

intégre, nermal) =n (x , ¥) .

Le raisonnement est amalogue & celui duv théoréme Z. Il repose sur deux lcomes

LEMME 6. -S5i A et B sont des algebres analytigues vérifiant la condition
(s ), A Ek vérifie la conditicen (S ).

IEMME 7. -~ Soient 4 et B des algébres analytiques, et soit p un idéal
premier de C.:AékB,posonu q=pnA et T =pnB . Pour que Cp scit
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régulier, il faut et il suffit que Aq et By soient réguliers,

La condition est nécessaire diaprés un lerme géndral sur les ammeaux locaix
noethériens. Réciproguement, si A_ et B sont réguliers, il existe des sous-
algébres analytiques réguliéres AO chA et B cB telles que A (resp. B )
soit finie sur & ﬁresp. B ) et étale sur A (resp- B, ) en q (resp. 1 )e
On en déduit que A g B est finie sur AO ® B, et étalf dessus en P f{en

faisant l'extension de la base wn deux temps, j comme > B est régulier
psS, $§ c Zo g 3

le lemme en *ésulte.

RN
(2]

(3]

(4]
(5]
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