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Séminaire Henri CARTAIL 20-01
A o
13e année, 1960/61, n® 20 12 juin 1961

CEQMETRIE ANALYTIQUE LOCAIE, III

par Christian HOUZEL

A. Dimension d'un espace analytique.

Rappelons que 1l'on appelle dimension d'un germe analytique (X , x) la dimen-
sion 2u sens de KRULL de son anneau local OX - 3 on dit aussi que c'est la dimen-
sion de 1l'espace X au point x « On dit qu'un germe analytique (X , x) est
équidimensionnel de dimension n si son anneau local l'est, c'est-a-dire si,
pour tout idéal premier minimal p de oX,x , on a dinKOX’XAD) =n ; ceci signi-
fie que toutes les composantes irréductibles du germe X , x) (c'est-a-dire
les germes de parties analyticues irréductibles maximaux) ont toutes la méme
dimension n « Si (X , x) est équidimensionnel de dimension n , on dit que l'es-

pace analytigue X est équidimensionnel de dimension n en X e«

THEOREME lo = Soit X wnm espace analyticue sur un corps k , valué complet et

non discrets Si X est équidimensionnel de dimension n en un point x , il existe

un voisinage de x en tout point duguel X est équidimensionnel de dimension n e

Soit (pi) la famille des idéaux premiers ninimaux de O, 3 N p; est nil-
potente I1 existe un voisinage W de x dans lecquel on peut construire des
Idéaux de type fini 3, tels que (Si)X =p; etque N 3, soit nilpotent. Pour
tout i , soit Wi le sous-espace analytique fermé de W défini per 1'Idéal Si.
On a

lwl = Ulwil

’

et si ye W,

dim(X ’ Y) = dim(W ’ Y) = Sup(dim(wi ’ Y)) »

car N (ai)y est nilpotent, donc tout idéal premier de Oy contient 1'un des
b4

(ai)y « On voit ainsi que l'on peut se remener au cas ou X est intégre en x ,

en remplagant X par 1l'un des Wi .

Supposons donc X intéegre de dimension n en x . On szit gu'il existe un

X he - fad "‘!n 3
voisinage V de x dans X , un voisinage S5 de O dzas & , un ncrphisme
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f de V dans S tel que f(x) =0 et une Og-Algdbre finie d telle que V

soit S-isomorphe & Specan(®) (exposé 19, proposition 6, corollaire 1) ; de plus

1thomomorphisme O = - & _n Oy _ est injectif (exposé 18, théoreéme 1, corollaire
E7, ’

3(b)) ; il en résulte que @ est sans torsicn sur Og puisqu'il est intégre.

2
Cette propriété va subsister dons un voisinage ce O o En effet :

IEME l. - Soit S un espace annelé dont le faisceau structural est cohérent

et & fibres QS s intégres. Le faisceau de torsion d'un es—Module cohérent est
—_— >

cohérent.
T ——————

Car si M est un C)S—Module de &ype fini, son faisceau de torsion est le noyau
de l'homomorphisme canonique M - ﬁ, (bidual) . Ceci se démontre sur les fibres,
et on est ramené au cas dcun module de type fini sur un anneau intégre. Si X

et Og sont cohérents, M 1lest aussi, d'ol la propriété.

En tenant compte de la proposition 6 de l'exposé 19, le théoréme résulte alors
du

IEMME 2, =~ Soit A une algébre analytique intégre et soit B une A-algébre
finie et sans torsion. Pour tout idéal maximal n de B, l'anneau local Bn

est équidimensiomnel de dimension dim(A) .

Comme on sait que pour tout ideéal maximal n de B , le localisé B e:" encore
fini et sans torsion sur A (exposé 19, proposition 6, ccrollzire 2), on peut suppo-
ser que B est lccal (en le rermplzgant par 1l'un des Bn e Soit 7 wun idéal
premier minimal de B j posons q =p n A ; c'est un idéal premier de A . L'an-
neau local Aq est in%egre et son I .33l maximal est qhA 3 B_ est fini et sans

torsion sur A_ , et PB_n Aq =qA_, donc pBD est maximal ?%héoréne de Cohen-

q q .
Seidenberg) © corme il ecst aussi minimel, ceci prouve que dim(B ) =0 , et par
suite dim(Aq) =0 .Donc A_  estuncorpset q=pnd =0.dlers B/p est
fini sur A et l'homomorphisme A - B/p est injectif, ce qui entraine

dim(B/p) = dim(A) -

COROLIAIRE 1, - Soit X wun espace analytique. Pour tout entier n , désignons

par Xn 1l'ensemble des points x € X tels que dim(X , x) > n ; c'est un sous-

ensemble analytique fermé de X . Pour gu'un point x soit intérieur a Xn , 11

fzut et il suffit que pour tout idéesl premier =inimal p de 9% x on ait
= y X ————
dlm(@x,x/?)ia n .

la question stant locale, plagons-nous au voisinage d'un peint x € X et
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daignms par (pi) la famille des idésux premiers minimaux de Oy . o Pour tout
’
i, soit

n; = din(6y . /p;) .

Comme zu début de la démonstration du théoréme, on utilise un voisinage W de

x tel que
W] = U |w,|
et

dim(X , y) = sup(din(, , y)) pour tout yeW ’
ou W 3 est rour chaque 1 wun sous-espace analytique fermé de W 12l que
([wil y X) =W(pi) ; de plus on peut, d'aprés le théoréme, choisir W assexz
petit pour que di.m(wi ’ y) = n, quel que soit y € Wi » On voit donc que pour
tout yeW , ona

dim(X , y) = sup n,

i
yeu,
et par suite
£ n W] = nU>n lwi] 3
i/

cecl prouve le corollaire.

COROLLAIRE 2. - Supposons le corps de base k algébriquement clos. Pour tout
entier n et pour tout point x € X, le fermé (Xn)x de Spec (Ox,x) qui corres-~
pond a Xn est la réunion des composantes irréductibles de Spec (OX,X) dont la
dimension est > n .

On emploie ici les notations de l'exposé 19, n° 4.

Codimension. - Soient (X , x) un germe analytique, et (¥ , x) un sous-germe
analytique irréductible (c'est-a-dire tel que (Y , %) = Ker(flx,x - OY,X) soit
un idéal primaire ; si k est 2lgébriquement clos, ceci signifie cue (lll , X)
est un germe de partie anzlytique irréductible (ef. exposé 19, n® 4). On appelle
codimension de (¥ , x) dans (¥ , x) 1= hsuteur de 1'idéal prenier
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p=2(J(¥ , x)) correspondant, c¢'egt-2~dire la dimension du localisé (OX x)P
) , ’
(si k est elgébriquement clos, p est dsfini par W(p) = (|¥| , %) ).

Cette codimension vaut

ht(p) = s?p(dim(ﬂx’x/?i) - dim(ex’x/b)) ’

c'est-a~-dire
Slflp(dj_m(xi y X) = dim(Y ’ x)) ’
i
ob les p, sont les idéaux premiers minimaux de Gy 5 contenus dans p , et les
~9

(Xi , X) les sous-germes analytiques de (X , x) correspondants (si k est
algébriquement ¢los, les ([Xil , X) sont les composantes irréductibles de

(X , x) qui contiennent (1¥] , %) )e En effet OX,X est quotient d'un anneau
régulier, donc il satisfait & la condition des chaines d'idéaux premiers de
NAGATA qui dit que la longueur commune des chaines saturéos d'idésux prcemiers
joignant P 2 un idéal premier p' € p est iim(OX,X/p') - dim(OX’ x/p) (cf.
[4], proposition 6).

Considérons maintenant un sous-germe analytique quelconque (Y , x) de (X , X
Sa codimension dans (X , x) est per définition la borne inféricurc des codi-
mensions des sous-germes analytiques irréductibles dc (X , x) contenus dans
(Y, x) «81 (X, x) cst équidinensionnel, on voit quc la codimension dc
Y,x) dans (X , x) est dim(X , x) - dim(¥Y , x) ; mais si (X , x) n'est
pas équidimensionnel, la codimension de (Y , x) peut 8tre strictcment inférieure
4 ce nombree.

Soit Y wun sous-espacc anzlytiquc d'un espace analytique X 3 si x €Y, on
désigne par codimx(Y 3 X) 1a codimension de (Y , x) dans (X , x) ; c'est
la codimension de Y au point x . Si le corps du base k est algébriquenent
clos, la codimension de¢ Y ne dépend que de l'enserble znalytique sous-jaccnt
in $ on pose @ codimx(lYl 3 X) = codimx('i’ 3 X) ;3 pour tout sous—ensemble
enalytique T de X et pour tout noint x €T , on s

codim (T 5 X) = inf aim(Q

)
x'p
=T ’

(exposé 19, théoréme 1, corollaire 1), c'est-a-dire

codim (T 3 X) = coaim(T, 5 Spec(fy ) .
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IEMME 3. - Soit X un espace analytique, et soit Y un sous-espace amalytique

de X, irréductible en un point x € Y . Il existe un voisinage ouvert de x

dans Y dans lequel la ccdimension de Y dans X est constentee

On peut évidemment supposer Y intégre en x ; soit (X! , x) une composante
irréductible de (X , x) contenant (Y , x) et telle que

codim (¥ ; X) = dim(X* , %) - dim(Y , x) .

I1 existe un voisinage U de x dans X en tout point y duquel les propriétés

suivantes sont vraies :
- (X' , y) est équidimensionnel de dimension n = dim(X' , y) (théoréme 1) ;

- (X', y) est réunion de composantes irréductibles de (X , y) (grfice 3 1la
propriété précédente) ;

- T,y)cE ,y) ,et dim(Y , y) =din(¥ , x) si ye Y nU.
Alors, pour y €Y nU, ona

codimy(Y 3 X) = codimy(Y 3 X1) = dim(X' , y) - dim(Y , y)

qui est constant.

COROLIAIRE 1, = Soient X wun espace analytique, Y un scus-—espace analytique

fermé et s un entier positif. L'ensemble DS(Y) des points y € Y +tels que

codimy(Y $ X) < s est un sous~ensemble analytique fermé.

La question est locale ; on se place au voisinage d'un noint x de Y o Consi-
dérons les sous-germes inté&zres (Yi , X) de (X, x) dérinis par les idéaux
premiers ninimaux de GX,x parmi ceux qui contimmment J(Y , x) ("composantes
irréductibles” de (¥ , x) )e Il existe un voisinage U de x tel que, pour tout
yeYnU , 1'idéal N J(Yi , 7) soit nilpotent, et tel que 1'om =it

coc'l:l.my(Yi s X) = codlmx(Yi s L) = cy

pour Y € Yi NU oquel cue soit i (d'sprés le lemme l). On constete alors sans

peine que

oY) ,x) = J ¥
c.<s

“

i
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ee qui prouve le résultat.

Si le corps de base k est algébriquement clos, 1l'ensemble DS(Y) ne dépend
que de l'ensemble analyticue |Y| sous-jacent 3 Y o On pose Ds(lYl) = DS(Y) .
Si S est un préschémz, par exemple le spectre premier dfune algébre amalytique,
et si T est une partie fermée de S , nous désignerons encore, pour tout entier
s , par DS(T) 1l'ensemble des points x € T tels que codimx(T 3 S) £ 5 .« Avec
ces notations et celles de 1l'exposé 19, n® 4, on a le

COROLIAIRE 2, - Soient X un espace analytique, T une partie analytique fermée
de X et s un eatier positif. Si le corps de base k est algébriquement clos,
pour tout point x €T on a Ds(‘I‘)X = Ds(Tx) s C'est-d-dire que pour tout idéal
premier p de Qx’x les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) w(p) < (O (T) , x) ;

(ii) codimp('l‘x s Spec(@X’X)) <s.

Be Propriétés des fzisceaux cohérents.

1, Support d'un faisceau cohérent.

PROPOSITION 1. - Soit X wun espace annelés Considérons un O-lfodule & de pré-

sentation finie 3 son support est l'ensemble sous-jacent 21 sous-espace annelé
fermé défini par 1'Idéal Ann(&) anmilateur de & :

Supp (&) = Supp(Q /Ann(8)) .

Si & est cohérent , Ann(&) est de type fini et le sous-espace annclé corres—
pondant est de présentation finie.

En effet Amn(&) est per définition le noyau de l'homonmorrhisme canonique
QX ~ Homg (& , &) 3
X
donc si & est cde présentation finie,

(Ann(S))x = Ann(gx) pour tout point x € X ’

car

. nN
Hcmq((& ’ S)x —-)Homex’x(&x R E—Sx) .
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les points x du support de & sont ceux en lesquels Ex # 0 c'est-a-dire
An.n(&)X = Lnn(Sx) # Q < * De plus, si & est cohérent, Hom, (& , &) est aussi
b4

%

cohérent (cf. [3], chapttre 1, § 2, proposition 6), donc Ann(&) est de type
fini.

COROLIAIRE. = Soit X un espace annelé. Considérons un homomorphisme
u: M-9N de @Q-Modules cohérents. Désignons par S(u) (resp. S'(u) , S"(u))

le complémenteire du plus grand ouvert U tel que ulU soit uvn isomorphisme

(resps injectif, surjectif) ; c'est l'ensemble sous-jacent & un sous-espece annelé

fermé de présentation finic.

Car

S(u) =5*(u) v st (u)

et

S*(u) = Supp(Ker(u)) , S"(u) = Supp(Coker(u)) ;

comme J et T sont cohdrents, il en est de mBme de Ker(u) et Coker(u) ([31,
théoréme 2).

PROPOSITION 24 = Soit X wun espace analytique sur un corps Lk valué complet
non discret et algébriquement close. Considérons un OX-Module cohérent & et
un point x €X 3 on a Supp('éfl)x = Supp(&x) dans  Spec(& x) o Autrement dit,
un polns 2n = S2ne ,
pour tout idéal premier p de %  » les propriétés suiventes sont dquivalentes :

- b

(1) W(p) < (supp(s) , %) 3

(ii) (SX)P £0 .

(Pour les notations Supp(&»)X et W(p) , on renvoie & 1l'exposé 19, n® 4.)

Dtaprés la proposition 1, on a
(Supp(&) , x) =W(Ann(&),) = W(Am(&))) ’
done
Supp(8), = V(Aun(&)) = Supp(&)

grfce au corollaire L du théoréme 1, exposé 19 (iullstellensatz).

Nous allons donner des variantes de cet énoncé.
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PROPOSITION 2', - Soit X un espece analytique ( k algébrigquement clos).
Considérons un Og-Module cohérent & « Pour tout OX-Idéal J 1les conditions
suivantes sont équivalentes s

(1) Supp(®) c Supp(9/7) ;

(ii) Pour tout point x € X , il existe un voisinage U de =x ¢t un entier
n tels que g’né’lU =C .

Ceci résulte de la rroposition L et du corollaire 3 du théoréme 1, exposé 19,

FROPOSITION 2", = Avec les mémes notations, pour toute secticn f de @ , les
conditions suivantes sont équivalentes s

(1) Supp(g) cW(f) = Supp(OX/(f)) , ensenble des points x tels cve f(x) =0

°
3

(i1) Pour tout x € X , il existe un entier n_ tel que fi; Sx =0 dés que

n>/nX.

COROLLAIRE. - Soit X un espice analyticue ( X algdébriquement clos). Consi-

dérons un homomorphisme u : M - 7 de OX-Modules cohér_gﬁx_ts et un point x € X 3

—— i ——

on a alors, evec les notations du corollaire de la pronosition 1 ct celles de 1'ew-
3 o 2
posé¢ 19, n® 4,

5w, =8@) , S, =s'@), W =s"G)

~ ~~ -~
u désignant 1'homomorphisme JF.X - W’x de friscesux cohérents sur Spec (OX x)

_ T ’
induit par u . Autrement dit, pour tout idéal premier p de GX X ? les proprie-
—_— —_ , Bt el St
tés suivantes sont équivalentes s

(1) W(p) £ (Sw) , x) (zespe W(P) £ (S'(w) , %) , resp. 7(p £ (S"(w) , x) );

.. . - { som . . inieoti ..
(i1) (‘L?.X)P : (JRX)P - (ﬂ’x)p cst un isomorphisme (resp. est injectif, resp. est
surjectif) .

2. Ensemble singulier d'un faisceau cohérent.

PROPOSITION 3. = Soient X un espace znnelé en anneaux locrux, & un 0=

tiodule de type fini et n un entier >1 . Pour que & soit localement libre

s

de rang n , il faut et il suffit que A® & soit inversible (c'est-a-dire loca-
lement libre de rang 1)

Il est évident que si & est localement libre ée rang =n , A" & est inver-

. n n . . N 13
sible, car A O;( est canoniquerment isomorphe & 3? e Prouvons l= réciproque
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si A& est inversible, pour tout x € X , la fibre réduite

&x) = & mo & =& @ »#(x)
est de rang n sur le corps résiduel sx) = x/‘"x puisque A &(x) est de
rang 1. Il existe un voisinege U de =x et des sections f,...,1 € rw, &
0 3 ; (X N1 €
telles que les classes ,.1odﬁnx SX de leurs germes fl X ? ’ fn,x 8}: au

point x forment une base de &(x) sur (x) ; d'aprses le lemme de Nekeyama,

fl,x s s fn,x engendrent &  sur C}(,x , et comme & est dentype fini, il

existe un voisinage V €U de x tel que 1l'homomorphisme £ : OV -+ &|V  défini

par £ , eee , £ s0it surjectif ([3]1, proposition L). On va montrer que f est

aussi injectif j pour cela, il suifit de voir gue, pour tout y € V , 1'homomor-
n

hisme f @ 8 est injectif. Soit u unélément du noyau de f
P v %,y J oya. _

AR
come la puissance exterleure AR f : G}

>

est un homomorphisme
surjectif de mecdules libres de méme rang (= 15, clest Ln isomorphisme, et on a

donc, pour 1 <ign,

~
uAelA...Aei/\.../\en:O ’

en désignant par (e; , .o , en) la base ceanonique de 0)12 v puisque 1'image
v )
par A" £ de cet élément est nulle. Il en résulte gue u est nul ; ainsi

Ker(fy) =0, et f estun isomorphisme.

PROPOSITION 4. - Soient X un espace annelé en annezux locaux, et £ un OX-

Module de type fini. Pour que £ soit inversible, il fzut et il suffit gue 1'ho=~

s . v 3 - .
momorphisme canonique : £ aox £ - OX solt un isomorphisme.

Pour voir que la condition est nécesszire, on peuvt supposer que £ = et la
q ’ I pp q
démonstreation est iumdédizte. Inversement, on va uontrer que s'il existe un fais-
ceau $ et un isoorphisme T « £ N OX s, le faisceau £ (supposu de trpe fini)
est inversibles En effet, on voit d'abord cue, pour tout x € X , la fibre réduite
£(x} estderangl sur le corps résiduel x(x) ; psr le raisonnement de 1z pro-
J g P 5 P
position 3, cn en daduit l'existence d’un voisinage V de x et d'un homor.orphisme
surjectif f : @ - £V . e nopau & de f znmle 5 & £V N Q; » puisque
ElV NAQ/3;done 3=0 et f estun isomorphisre, ce qui $teblit la vroposi-
H P s q Lurop
tion.

PROPOSITION 5. - Scient X un espace annelé en annesux loczx dont le fzisceau

Structural & est cohérent, et & un Q -todule conérente Pour tocut n 20,
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désignons par Sn(SD (resp. S(8) ) le complémentaire du plus grand ouvert dans
lequel & est localement libre de rang n (resp. localement libre). C'est l'en-

semble sous=jacent & un sous-espace annelé fermé de présentation finie.

Pour n = 0 , dire que &|U est localement libre de rang O , c'est dire que
EU = 0 3 donc So(g) = Supp(&) ; on applique la proposition 1.

Soit n >1 ; posons En =A" & . D'apres la proposition 3, pour que &|U soit
localement libre de rang n , il faut et il suffit que ﬁnlU soit inversible,
ctest-a-dire que vunlU soit un isomorphisme, en désignant par wu_  1'homomorphisme

canonique u_ ¢ ﬁn En - QK (proposition 4). Ainsi sn(a) = S(un) avec la
notation du corollaire de la proposition 1 qui donne la dcmonstration puisque O
v
g «E S Se
et B, %y sont cohérant

Enfin

S(&) = N s (& .
® = 05,0

Pour tout x € X , posons

e

n_ = [8(x) : %(x)]

d'aprés le raisommement de la -proposition 3, il existe un voisinage V de x

n
et un homomorphisme surjectif ﬂvx > &|V 5 donc Sn(&;) >V dsque n>n_, et

SEnV= N 58

N
<n
ngn
est sous=jacent & un sous-espace annelé fermé de prédsentation finie.

PROPOSITION 6. Soit X un espace analytique sur un corps k vzlué complet non

discret et algébriquement clos. Considérons un Oy =diodule cohérent & ct un point
(2 3 g
- H 3 = E’ ) = [ T e
x€X 3 pour tout n >0 ona ;an(Eé)x Sn( X) et S(éa)X S(&x) Auirercnt

dit, pour tout idéal premier p de OX < les eonditions suiventes cont équiva-
- - b

lentes

(1) wW(p) & (S (&) , x) (resp. W(p) & (S(8) , %) ) ;

(i1) (Ex)p est libre de rang n (resp. libre) sur (GX,X)P
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Si n =0, c'est 1la proposition 2. Supposons n > 1 ; ona alors (ef. proposi-
tion 5)

Sn(g) = S(U-n) ’

S (8), =8(w) =5((w)) =5_(&)

en utilisant le corollaire de la proposition 2, et en remarquant que (un); défi-

nit l'homomorphisme canonique

)y s (BB a0 8) ¢

(faisceau structural de Spec((‘k x) )
b4

Enfin

s, = N s (&), = N s
Ny ¥y

(pour n >n_, ona Sn(gx) - Spec(q(,x) )

Ce Compléments sur les différentielles.

1, Ramifications. Différente.

Rappelons (cf. exposé 14) qu'a tout morphisme f : X - Y d'espaces analytiques,
on essocie un Q~dodule (l}]i/Y appelé faisceau des L-différentielles relatives ;

2
c'est un faisceau cohérent.

Si xeX et si y=f(x), les propriétés suivantes scnt équivalentes
(i) f est une immersion locale en x ;

53 N ' BN . m 1242 N .
(i) OXy,x Nk, c'estd~dire que po, est 1'idéal meximal de OX,x si

s 0 -
my est celui de Y,y

l rd
(1i1) fzx/x,x = 0 (cf. exposé 14, proposition 3.1).

On en déduit le résultat suivant :
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PROPOSITION 7 = Soit f : X -» Y un morphisme d'espaces analytiques. L'en~
semble des points x € X en lesquels f est une immersion loccle est le complé-
mentaire de 1l'ensemble cnalytique fermé Supp(f& /Y) , Aéfini por 1'Idénl by /A
cnmulateur de g(/Y (que 1'on ~ppelle Idé~1 différente de X onu~dessus de Y ).

Si le corps de base k est algébricuement clos, on obtient, en tenont compte

du corollaire 2 du théoréme 1, exposé 12 :

COROLIAIREs = Soit £ : X - Y un morphisme surjectif d'espaces cnalyticues sur

1n corps clgébriquement clos. Si Y est riédvit, l'ensemble des points x e X

ou f est un isomorphisme locol est le complément-ire du support de %1( N
ensemble analytique fermé défini par 1'Idéal différente bX /e

2. Différentielles relatives d'un spectre analytigque.

PROPOSITION &, = Son.ent Y un espace onolytique, & une @Y-Algebre finie et
X = Specan(®) « On a QX/‘Y N 9&/0 avec 1o notation de 1'expoaé 19, n® 1 (et

notant f}la/% le feoisceou des GY-dlfférentielles de 1'Algébre o ),

En effet X xy X est le spectre cnalytique de @ OOY & (exposé 19, n® 2, pro-

position 2(ii)) et le morphisme diagonal diagy a : X » X x; X est une izmersion
fermée, tronsformée par le foncteur Specan de la multiplication d e, & -» & .

%

En désignent par 3 le noyoun de cette multiplication, on voit alors que X
stidentifie par dJ.,gX au sous-esp ce ~nolytique fermé de X Xy X 4défini por
1'I3éal ESOXXYX ([3]). Done Q. % py est 1'image inverse por diagy 4 du faisceau

aﬂXxYX/(aOXxYX)Z = (a/sz)oXxYx (exposé 14, n® 1) .

’
[

. . i
irautre port, on a, par définition, 9‘@@ = e
-

4

e Il reste i1 veritier Qque

lorsque 1l'on considére GX“ Yx comre une OX—Algébre au moyen de la premiere pro-
jection X xy XX ,et & ®OY d comme une d-~Algébre au moven de la premiére

injection canonique d - ®®Y A , on 2 un isomorphisme de Oy-Algébres

diag;(}.f (%, Y @ ®o, @~ .
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Ceci provient du fait que @ est finie, cor

oXxXX,(x,x) & %%,x 20

N
@x,x— eX,x eoY ay& OX,x @ (*.1y aoY ay)
o5

Y,y Y

(exposé 19, proposition 6, n® 3, et corolleire 2), si x est un point de X
au=dessus de y € Y o

COROLIAIRE, - Sous les hypothéseu de la proposition 8, pour tout x € X QU=
dessus de y €Y, ona N (module des O, ~différenticlles

de K#hler de oX.,x ) .
Car ([3])

1 1 ,
QX/Y,XL\‘] Qﬂ/ﬂy,y "‘aoY’y 25 y/@Y’y ey’y ,x"‘ o /@ .

PROPOSITION 9¢ = Soit £ ¢ X - Y un morphisme fini d'espaces cnalytiques

sur un corps nlgdébriquement close. Désignons pnr Z 1'ensemble des points de X

ou f n'est pas une irmersion locnle, ct coasidérons un point x € X j; posons

£(x) =y « le fermé Zx de Spec(ﬁx x) correspondent & 7 est identique & 1'en-
—_— — y - :
semble des p e Spec(q(,x) ou OX,X est romifié sur OY,y . Aut:rement dit, pour
tout idéal premier p de OX w les conditions suivantes sont équivelentes :
I

(1) wip) £ (2, =) ;

(11) (OX X)P est non remifié sur ((‘]Y Yu (avee q = image réciproque de p
, avee
dans o
- OY’Y 5

Comme le corps de base est algébriquement clos, et comme f est fini, on peut,

d'aprés le théoréme 2 de l'exposé 19, n° 5, appliquer les résultcts préeédents

1

1
g E Q L4
S/ SOy Py
D'zutre part
Z = Supp(&,l./Y) (proposition 7)

donc

- 1 ~ 1 o s
z_ = DuprX/Y)x = Supp&/x’x) (n® L, proposition 2) »
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ce qui donne
Zz_=SuppQy s )
x Qx,x/ Y,y

qui est précisément 1l'ensemble des points de Spec(QX x) o QK . est ramifié
sur G&,y (cfs [2], chapltre I, n° 3). ?

Nous dirons que Z est 1l'ensemble de ramificztion de f .

CORCLIAIRE. = Soit f : X 5 Y un morphisme fini et surjectif d'espaces analy-

tigues sur un corps algébriquement close. Supposons Y normal et désignons par 2

l'ensemble des points de X ou f n'est pas un isomorphisme locale. Pour tout

point x € X , le fermé Z de Spec(Ck ) correspondant & Z est identique
3 1'ensemble des € Spec ou n'est pas étale sur avec
pe Sp (Ox ) Ox D %,y

?
¥y = £(x) « Autrement dit, pour tout idéel prenier p de & . , les conditions
_— »
suivantes sont équivalentes @

(1) Ww(p) £ (2, x) 3

(ii; (ﬁk,x)p est dtale sur (G&’y)q (avec ¢ = image réciproque de p dans
6&,y *

Raisonnement analogue, en remplagant la proposition 2 du n° 1 par son corollaire,
et en utilisant le corollaire 9.12 de loco citato.

Exemple. - A titre d'exemple, utile dans la suite, nous allons étudier les dif-
férentielles reletives et la différente de X = Specan(d) lorscue @ = OY[t]/(P),
ou Pel(Y, GY)[t] est un polyn8me unitaire. Llors X s'identifie au sous-
espace anaglytique fermé de Y x E défini par 1'Idé=1 PQ o ; soit 1 : X 5 ¥xE

le morphisme d'irmersion. D'aprés l'exposé L4, corollzaire 4.2, on a une suite
exacte :

Po!xE/I;OYXE'é"i*(Q;ﬂ:‘,/Y) ———»9\3&/1-———)0 ,

qui montre que Ei/Y s'identifie au quotient de Q;gE/Y per 1'Idéal

. 1 . .
On sait que SYxE/Y est libre sur G%xE et admet pour base dt , en désignant
par t la section de @ o qui correspond & la projection ¥ x E +E (exposé

14 itions 2.1 et 2.8). En identifiant & n
, propositions 2.1 et )+ En identifiant I & Q o &u noyen de cette
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base, et en désignant par u 1la section de QX image réciprfque de t (ucor-
respond &u morphisme composé X - Y x E > E ), on voit que S&/V stidentifie a
QK/P'(u) O 5 01 Ple r(, QY)[t] est le polynBme dérivé de P .

On en déduit irmédiatement que 1'Idéal différente de X ou-dessus de Y est
engendré par P'(u) , c'est-a-dire que bX/Y = P'(u) Oy « Par suite 1'ensemble
de ramification Z2 de f : X 5 Y est l'ensemble des points xe X ou s'anmile
la section P!'(u) de & » c'est-a-dire ou P'(u)(x) =0 « Dans X = Z , le mor—
phisme f induit un isomorphisme local (ou est étale), d'aprés la proposition
6 de l'exposé 19, n° 3, la projection sur Y de l'ensemble de ramification 2Z
est contenue dans le support du faisceau cohérent O/P!'(u) = C&[t]/(P , P')  (dci
u désigne 1l'image de t dans @ ) 3 si @ est & extensions résiduelles tri-
viales (en particulier si le corps de base est algébriquement clos), la projec-

tion de Z est méne identique & cc support.

3. Différentielles en caraé¢téristique p >0 ; morphisme de Frobenius.

Plagons-nous sur un corps k valué complet non discret et parfait ; nous dési-
gnerons par p l'exposant caractéristique de k . Pour tout espace analytiaqe
X sur k , considérons l'espace k-annelé X(p) ainsi défini : l'espace annelé
sous=jacent 2 X(p) est le mdme que parr X , soit (X, Ck) ; la structure de
k-Algebre sur éx(p) (identique a Ck en tant que faisceau 4'anneaux) est dé-

. duite de celle de Ck par restriction des scalaires, au moyen de 1l'automorphisme
¢t k -k qui trensforme A€ k en ¢(A) = AL/p .

Il est clair que X(p) est encore un espace analytique sur k « Le morphisme
Fs¢s X oHX p) @'espaces annelés, dont 1l'zpplicztion continue sous-jecente est
1'application identique de X , et dont 1l'spplication sur les faisceaux

© (o Oy trensforme une section f de © (p) en fP est évidemment k-lindaire
X X

1
(car (X /p.f)p = A.fP ), donc c'est un morphisme d'espaces snalytiques.

On dit que F : X a-X(p) est le morphisme de Frobenius de X ., C'est un mor-

phisme fini (1'application continue sous-jacente est 1'application identique de
X 3 cf. exposé 19, n® 5). Il est clair que F dépend fonctoriellement de X ,
c'est-d~dire que tout morphisme f : X - ¥ d'espaces -—nalyticues définit un mor-
phisme f(p) : X(p) > Y(p) tel que le diagramme

X - F > X(p)

£ . ¢(P)
1,

b
W
RS
I
o
N

~r
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soit commitatif.
Supposons maintenant le corps de base k algébriquement clos. D'aprés les
résultats de 1l'expos¢ 19, n® 5, on voit que O est une ©O (p)-ﬁlgébre finie,
X
dont X est le spectre analytique au-dessus de X p

On en déduit la

PROPCSITION 10, = Soit X un espace analytique sur un corps k algdbrique-

ment clos de caractéristique p> O « L'ensemble des points x € X tels que

Oy 5 Soit réduit est le complémentaire d'un ensemble analytique fermé.
’

On va voir en effet que l'ensenble des x €X , ol O est réduit, est

b4
identigue au complémenteire du support du noyau & de ©

X
) (p)-Idéal cohérent d'zprés les remerques précédentes.
X

(p) a»qx qui est un

Car dire que x ¢ Supp(3) , c'est dire que 1'élévation & la puissance p-ilme,

s e C >0 i équivaut & di e
QX,X - Gk,x s est injective. Comme p » cecl équivaut a dire que QK,X st
réduit.

On démontrera plus loin ce résultct sans faire d'hypothése sur la caractéris-
ticue de k (théoréme de Cartan-Oka).

PROPOSITION 11, = Soit X un espace analytique sur un corps parfait de carac-

& 3 (3 3 > l . .
téristique p > 0 « L'homomorphisme canonique O est un isomorphisme.

T
">y x ()

En effet, dans la suite exacte

1 1 1
F*(%(p)) & ~x x )~ 0

de l'exposé 14, corcllaire 4.5, on voit irmédiatement que 1'homonorphisme
1 1 1 . \
FRQ
ﬁ~x(p)) -;ik est nul ( E;(p) est engendre sur C;(P) ﬁar les df , a4 f
> 1
est une section variable de © 3 donc l'imege de F*(Q )) dans Qi est
X(p) ““x(p

engendré par les d(fP) qui sont muls).

COROLIAIREs = Soit X un espzce analytique sur un corps zlgébriquement clos

de caractéristique p >0 . Pour tocut roint x € X on 2 un isomerrhisme

1l. N oL

; Q
T,x ” P
ex,x/bx,x
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(module des Q}F{”x-differentielles de KMhler de QK,x ).

On epplique le proposition 11 et le corollcire de 1la proposition &.

De. Points simples et points singuliers.

Rappelons qu'un point x d'un espece analytique X est dit simple si son annctu

local OX < est régulier, ce qui revient & dire que le morphisme canonique

X ->§ est simple en x , ou encore que X posséde un voisinage ouvert isomorphe
3 un ouvert d'un espace En (avec n = dim & x )« les points simples de X
forment donc un ocuvert qui est une variété nnaZ’Lv‘t:icp:te. Si un peint x n'est pes

simple, on dit qu'il est singulier. L'ensemble S(X) des m;ﬁxgugiers de X,
ou lieu singulier de X , est fermé. /&/ 7 \\’0

RN
THEOREME 24 =~ Le lieu singulier S(X) d'un cspace a Qy"t}té}ue' X\ve \1; ensem-
ble analytique fermé. R

Si

est une décomposition primaire 76 O dans OX x ? il existe un voisinage ouvert
U de x dans X et des Gp-ldéaux 3, (Lgigr) tels que

(ai)xzqi pour i=l,ooo,r
et
r
n a. :O [ ]
i=1

Désignons per X, le sous-espace enalytique fermé de U défini par 1'Idéal CI

’
on a

et X, est irréductible en x , donc équidimensionnel eau point x . D'apres le
théoreme 1, il existe un voisinzge ouvert V ¢ U de x dons lequel tous les

Xi ont une dimension constente. Etudions S(X) n U =3(U) ;3 si un point y € U
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est simple, Oy v est résulier, donc intécre. De O = ﬂ@i)y' , on déduit que
b
1'un des (Z:Si)y , Soit (aj)y , est mul, et ensuite on voit que

q{j,y - Ox’}'/(gj)y - OX’Y

est régulier. Inverserent, s'il existe un indice j tel que (aj)y =0 et que
vy gfs(Xj) s ¥ est sinple sur X § cer Xj en est un voisinage ocuvert dans X .
Ceci prouve que

r
s(u) = 121 (Supn(3,) v 8(X,)) .

On sait que Supp(ai) est un ensemble cnelytique fermé (proposition 1) 5 si 1'on
prouve que S(X i) nvV = S(Xi n V) est cussi un ensemble enalytique fermé, on
démontre que S(V) = S(X) nV ost analytique fermd.

On est aimsi ramené & étoblir le théoréme pour un espace analytique de dimen-
sion constente Xi NV . Dans la suite de lo démonstration, nous considérons un
espace anclytique X de dimension constante n o Nous utilisons le critére joco-

bien de simplicité (exposé 14, corollasire 3.3) :

Pour que l'espace anslytique X soit simple en x , il faut et 41 suffit que

1 . . .
g(,x soit libre de rang n (avec n = dim %Z,x ).

On en déduit que SX) = Sn(gl{) avec ls notation de B , n® 2, proposition 5.
Cette proposition domne le résultat.

PROPOSITION 12, «~ Soit X wun espace nnalytique sur un corps algébriquement

clos k . Si X est intégre en un point x , ona (S(X) , x) Z (|¥] , x) c'est-

d-dire que x n'est pas intérieur & SX) .

Lo démonstrotion de cette proposition est différente suivant 1o carcctéristique

du corps de bzse k .

1© k cst de cornctéristique O o ~ Choisissons un systéme de parzmétres de

« 27 4 . . . . o O e 0
GX,x $ il lui correspond un homomorphisme injectif n - X,x tel qu X%
o |
soit fini sur O _ (n =din Cy ) , et un morphisme fini ¢, ¢ U -V, d'un
£, 0 L% L

-~

voisinage U de x dans X sur un voisineze V; de O dans En s tel que

¢, (x) =0 ; le faiscean @ = ¢, (65 ) estune @, -Algébre finie telle que
1 1 -

o =a (exposé 19, n® 3, proposition 6, corollaire 1).
) o
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le corps des fractions K de OX < est une cxtension finie et séparcble
’

(caractéristique O ) du corps des frections L de © , 3 c'est done une

EY,0
extension monogéne, et on peut choisir un genérateur & de K sur L apparte-
nant & 1l'anneau QX < * I1 existe un voisincge V2 €V, de O et une section
’
f de 4 dens V, telle cue f_ = & ; clors 8 = sz[f] est une sous-@vz—

Algébre finie de aivz o La fibre en O du noyau de 1'homomorphisme
QV [t] »® qui tronsforme t en f est engendrée por le polynfme minimal
2

P €O [t] de & sur L . Il existe un voisinoge V CV, de O tel que le
E",0

o~

noyau de Qv[t] - 8|V soit engendré par un polynfme uniteire Pe T'(V , OV)[t] ,
de degré d =[K : L] , dont le germe en O est P ; cinsi

glv M o[ t1/(p) .
Posons
U=F0) ot p=elu .

Corme la fibre en O du quotient (&|V)/(8]V) est
a/m = /O
/7o GX,X E?!O

qui est un O n -module de torsion, le support T de ce quotiernt induit un
E7,0
2

fermé

T, = Supp(ao/ﬁo) # Spec (0O n ) dzns Spec(9 n )
E',0 E7o0

- -~

(cfe B, proposition 2). Donc
(T, 0 # &, 0

per le Mullstellensatz (exposd 19, n°® 4, théoréme 1, corollzire 1)e 5i ye V =T,
ona 4 =8 , ce qui zontre que U -({*(T) est isomorphe 2u spectre anzlytique

de 8|V - T¥ « Dlautre port Pé(i) # 0 ruisque & est sépareble ; il en résulte
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que W(P'(£)) # (|X] , x) , o £ daésigne (por 2bus) la section de & qui cor-
respond cu généreteur f de @ (exposé 19, n® 4, théoréme 1). Désignons par 2
le support de OU/P'(f) Qy » ensemble analytique défini per 1'onruleticn de

P1(f) . D'oprés 1l'exerple de C, n® 2, Z n (U = ¢"1T)) est 1'ensemble de ranifi-
cation de U = qfl@) au~dessus de V - T , et ¢ est un isomorvhisme loccl en

tout point x' € U -~ ¢'&T) - Z ; per conséquent
SE)nUc ¢~XD u 2 ,
ce qui donne
(SE) , x) ¢ (g1) , %) v (Z,x) #(x] , %

puisque (|X] , x) est irréductible et que (¢-103 , X) £ (JX] , x) (& ceuse
de (T, 0) # (K", 0) et de la surjectivité de ¢ ) et

(2 , x) =W(P(£)) #£ (Ix] , x) .

29 k est de carnctéristique p >0 (d'aprés A. GROTHENDIECK). = Le. propriété

4 démontrer (S(X) , x) # (|X]| , x) est Squivalente 2 S(X)x # Spec(QX x)
’
(exposé 19, n°® 4)., Il s'cgit donc de prouver que le point générique p = (0) de
1 ~1
tapparti 2.8 & ) = = = di s

SpeC(OX,x) n'zppartient pas & S(X)_ =8 (@), SnQEX,x) (n=dim QX,X ; on
utilise le critére jacobien, cf. théoréme 2, grfice au foit que X est équidimen~

siomnel en x , donc ce dimension constente n ou voisinage ; lo notation est

celle de B, n® 2, et on =2pplique la prorositicn 6 de ce peragraphe) . D'autre part

1

b4 ‘ ’x

O, = @

Oh est donc ramené & prouver que

Cll ® K

P
OX,X/OX,X %,x

est libre de rang n sur le localisé K de oy x e 1'idéal premier (0) ,
v
c'est-d~dire son corps des fractions.
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Comme

ol

1 8 A
Qox’x/e}g,x ex,xKN R/xP

le résultat cherché provient du

IEME 4. = Soit L un corps de caractéristique p > 0 , admettant une p-bese

2 n Zléments. Si K est une extension finie de L , il posséde une p=base &

n 4lérments.

Si 1'extension est scperable, c'est évident car

Sinon, on se raméne immédiatement au cas o K est radiciel sur L , puis 2u
cas o K est engendré par une racine peiémec K = L(E) avec EPe L, &4 L.
Posons a =E @ 1L° 3 ona da #0 (l'ensemble des éléments anmuiés psr d
étant k(IP) ) 3 donc il existe des éléments 8y 5 ses y8 €L tels que
(a , 8y 5 ece an) soit une p-base de L, ce qui équivaut & dire que les

a a
n .
monbmes & = &, e« a = avec 0 <L a, <p pour i=1, «eo , n forment une

base de L sur k(IP) (= LP puisque k est parfait). Comme 1 sy € 5 eee Ep-l
est une base de K sur L et que a :E‘,p e KP , on voit que les monbmes

§ 8y eeed -, avec OSai<p pour i =1, eee , n , forment une base de
K sur KP, ctest-a—dire que (& , By y see s an) est une p-base de K .

Pour appliquer ce lemme au corps des fractions X d'une algébre analyticue
intégre Oy x » Oon choisit un systéme de paramétres de 9%  » auquel correspond
4 4

un homomorphisme injectif © - OX
E70 4

~

Corme le corps des frections L de © , N k{tl s see tn} a visiblerent
E-,o

(b, 5 eoe s tn) pour p-base, il résulte du lemme que K admet une p-baze 2

tel que OX,x soit fini sur GFn .
= °

n éléments, donc cue (ot 2 K] =n, ce qui établit la propriété.
R/XP
THEOREME 3 (ABHYLNKAR)e = Soit X un espsce analytigue sur k un corps algé-

briquement clos. Soit S(X) le lieu singulierde X 3 si xeX , cna

5(£),, = S(Spec(ey )
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(Lieu singulier dc Spe\,(q( ) )» En d'sutres termes, pour tout idéel premier =

de f,k’x s les propriétés suﬂ_v_knues sont équivalentes ¢

(1) wW(p) & (85X} , x) 5

(i1) (OX,x)p est régulier

(efe [1] 3 la démonstreticn qui suit est due a A, GROTHEND IECK) «

Considérons un idéal premier p de OX % 3 il existe un voisinage ouvert U
de x et un faisceau cohérent d'idéaux J dans U tel que 3, = p 3 nous dési-
gnerons par Y le sous-espace analytique fermé de U défini par 3 . Il existe
un voisinage ouvert V¢ U de =x tel que

codimy(Y 3 X) = ht(p) =p

pour y€ Y nV (&, iemme 3).

Comme le germe (Y , x) est irréductible, si Z est un sous-ensemble analy-
tique de Y tel que (2 , x) # (lx] , x) , les conditions suivantes sont équi-
valentes 3

(1) wip) = (¥} ;2 ¢ & , 0 ;
(1Y) (l¥] -2, %) £ (5%) , %)
En effet, de (|¥]| -2, x) c (S(X) , x) on deduit

(] , 2 =¥l os@ , x) v (@, x ’
d'tol
(el , = = (|¥] asE) , x) ,
crest-a-dire
(¥} . x} ¢ (SE) ; %) .

Nous spnliquerons c:’ tte —ernrque avec 2 = S(Y) u S ,(3/32) , o p' estle
rarg de p(q( _{)P/p (e, ) p ST (O. ) /'O(Dk ) (dimension de 1l'espace tan-
gent de Zariski). L 'enserble 2 est *naljthue et (z, x) # (3] , ¥, car

»

¥ . x) est irréductible, et on a sépsrément

o
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s , x) £ (7] , %) (proposition 7 ;3 (Y , x) est imtégre)

et
2 .
(sp,(a/a ) » x) # (Y] , x) d'aprés le Mullsteliensatz ’
car
2
e S, (/) =5 (p/8") :
(En effet

(P/F), = PG N Oy )

est libre de rang p' )

Si y e (]¥] .-z) nV , c'est un point simple de Y et codm (Y;X)=p;
d'autre part ES/e‘S est libre de rang p' au voisinage de y . Cecl va nous
permettre d'achever la démonstation grice au

IEME 5o = Soit A un anneau local noethériens Si q est un idéal de A tel

que A/q soit régulier, les propriétés suivantes sont équivalente:

a. A est régulier.

be q/q2 est libre sur A/q , de rang p = ht(q) .

. ; . . 2

Puisque A/q est régulier, donc intégre, 1'idéal ¢ est premier. Si g/q
admet un systéme de generateurs sur A/q ayant p = ht(q) = dim Aq éléments,
il en est de néme de (q/q ) qA /q sur A fA , ce qui montre que A

q q
est régulier et que q/q est lJ.bre sur A/q e« Ainsi la condition (b) est équi~

by

valente &
bt. q/q2 est engendré sur A/q par p = ht(q) éléments.

Soit q = dim(4/q) , et soient £y 5 ese fq des éléments de 1'idéal maximel
m de A qui reldvent ceux d'un systéme régulier de paramétres de A/q . Si
(g 5 <oe gp,) est un systéme minimal de générsteurs de q, m admet

(£, 5 ooe s T, 5 8 5 soey gp,) comme systéme minimel de générateurs. Si A

-

est régulier, on a donc

q+p’:dimfx=q+p R
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dtou

p' = p = ht(q)

1)

ainsi (a) entratne (bt).

Réciproquenent, si (b) est vrai, on 2 p' =p et m est engendr< par
g+p= dim(Aq) + dim(A/q) < dim(A) élements, ce qui prouve que A est régulier.

Nous appliquons le lemwe 53 A =6 g ot d =3y pour ye (|Y] =2) nV .
’
Alors A/fq = O - est bien régulier 3 Y est irréductible en y , donc
’

p = codimy(Y 5 X) = nt(q)

“e

q/q2 = (a/az)y est libre de rang p' sur % _ Par suite, pour que y soit
’ .
simple sur X , il faut et il suffit que p = p' , c'est-d~dire que (OX x)p
’
soit réguliere. On a donc prouvé que la condition
(i1) (%’X)P est régulier
entraine
(1M (Y =2) ns@E)nv=g;
et que (|Y]| =2) nV ¢S(X) entratne (ii).
le théoréme est établi.
COROLIAIRE le = Le lieu singulier S(q( x) de Spec(oX x) est fermé, c'est-d-
’ - ’

dire qu'il existe un idéal a C Oy , tel que les idéaux premierz P qul donnent
’

un localisé (@x X)P régulier soient coractérisés par p7Z «.

— T ,

COROLIAIRE 2, = Soit A une algtbre analyticue intégre de dimension >2 . ey
existe un idéal premier p# O de A tel que AP soit régulier.

Puisque A est intégre, 1'idéal a du coroilaire 1 n'est pas mul ; on utilise
alors le fait que 1'intersection des idésux premiers # O de L est mlie (si
felA estdifférent de O, il existe un systéme de paremétres (f; , «.. , f)
de A tel que f =f#f ,car n=dimA >2 ; il existe alors un idéal pre-
mier p associé a A/fl L (donc non mul) tel que £ ¢ pe.



20=25

BIBLIOGRAPHIE

[1] ABHYLNK'R (S.)e - Concepts of order and rank on a complex space and & condi-
tion for normality, Math. innalen, t. 141, 1960, p. 171-l92,

(2] GROTHENDIECK (8lexander). - Séminaire de Géonétrie algébrique, 1960/6l. -
Paris, Institut des hautes Ltudes scientifiques, 196l.

[3] SERRE (Jean-Pierre). - Paisceaux algébriques cohérents, Lnnals of Math.,
Series 2, t. 6L, 1955, p. 197278,

[4] SERRE (Jean~Pierre). = Sur le dimension homologique des anneaux et des modu-
les noethériens, Proceedings of the internetional symposium on algebraic
number theory [1955. Tokyo and Nikko] ; pe 175=18S, - Tokyo, Science
Council of Japan, 195%.




