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Séminaire Henrdi CARTAN

19-01
13e année, 1960/61, n® 19

5 juin 1961

GEOMETRIE AMALYTIQUE LOCAIE, II.
THEORIE DES MORPHISMES FINIS

par Christian BOUZEL

1, Spectre analytique d'une Algebre de présentation finie.

DEFINITION 1o - Soit S un espace annelés On dit qu'une Oy=hlgbre & est de
orésentation finie si tout s € S admet un voisinage U tel que QU sit isow
morphe & un faiscesu de 1= forme : (%|U)[t; , «eo , tn]/(fl s o0 o fig avec

£, 5 eee s £ € (U, ) 45 eee y £ 1)

Clest-a~dire que & est localement engendrée sur f% par un nombre fini de
sections soumises & un nombre fini de relations.

Nous nous intéressons au cas ot S est un espace analytique, sur un corps de
base k valué complet et non discret. Pour tout espzce analytique T au=dessus
de S, considérons le faisceau @&, = & xq T , image réciproque de & sur T,
et 1l'ensenble : EJ(T) = HomT%(qT , G&) (homomorphismes d'Algébres) 3 on voit

tout de suite que T ~~- Fa(T) définit un foncteur contravariant
Fa H (Aﬂ)o/s - (Ens) .

PROPOSITION l. = Soit @ wune Algébre de présentation finie sur un espacc cna-
lytique 8 ; le fomcteur F, est représentable dans la catégorie (An)/s y par
un espace analytique séparé sur S .

Remarquons d'abord que le foncteur Ea est de nature locale (cf. exposé 11,
définition 544), car si T est un espace anzlytique au-dessus de S , le pré=
faisceau U ~~o Ea(U) ( U parcourant les ouverts de T ) n'est autre que le
faisceau des germes d'homomorphismes d'algébres EEEOTaiT , GT) .

Airsi, d'aprés le eorollaire 5.7 de l'exposé ll, il suffit, pour montrer cue
Fq est représentable, de trouver un recouvrement ouvert (Si) de S tel que
pour tout indice i 1le foncteur Ea/Si soit représentable dans (An)/s .

i

En utilisant la définition 1, on voit donc qu'il suffit de considérer le cas

o @ est de la forme : Oglt; , eee tn]/(fl s ove f&) o Alors 1a suite
exacte
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i
O-—)j—)@s[tl y see tn]—;a—)O

(ot J = (fl g sev fm) ) donne par extension de la base une suite exacte :

g

gT — OT[tl 9 vee tn] —)aT - 0
pour tout espace analytique T au-dessus de S o Ceci pormet d'identifier

Fa(T) = HomOT(aT , oT) 2 l'ensemble des homomorphismes de OT[tl y soe tn]

dans ©Op qui s'anmulent sur iT(gT) .
Or le foncteur Fes[tl’“"’tn] : T ~~ domoT(GT[tl g ses tn] ’ OT) est

isomorphe & T ~~ (T'(T , OT))n 3 en utilisant le théoréme 1.l de 1l'exposé 10 et
la proposition 3.1 de l'exposé 11, on voit que F S
a prop 3 Xp ’ qu GS[tl"")tn] est repré

senté dans (An) /s Per le couple (S x En s M) o4 n est l'homomorphisme
tAlge H see V) Sfind 1 = .
d'Algebres n Osﬂn[tl , , tn] = 5 50 défini par n(ti) q*(zl)

(1=1, ees , n) , en désignant par q la projection de S x En sur En o I
en résulte immédiatement que le sous-foncteur Fy est représente par le sous-

espace fermé X c S x En défini par 1'Iddal d=n o i n(g n) co
SxE SxE SxE
(cfe exposé 11, lemme 346).

= n(gostn[tl 9 ses 'tn]) .

o~

Dans le cas envisagé, X est évidemment séparé sur S . Comme la propriété
pour un objet de (An)/S d'8tre séperdé sur S est locele sur S , la derniére
assertion de 1l'énoncé est prouvée die aussi (cf. exposé L1, proposition 5.6 3

on obtient l'espace qui représente Fg en recollant ceux qui représentent les
E e
a

53

DEFINITION 2, = Pour toute OS-Algébre de présentation finie & , cn zppelle

‘spectre analytique de & et on désigng par Specan(d) 1l'objet de (An) /s
(défini 3 vn S-isomorphisme pris) qui représente le foncteur
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Specan(f) est donc un espace analytique séparé au-dessus de S .

Exemple. = Considérons un Og=Module & de présentation finie ; son Algébre

symétrique S(&) est une Og-Algtore de présentation finie, et Specan(S(E))
représente le foncteur : T ~~o HomOT-Alg. (8(8),1, ’ OT) = HomQI.-Alg. (S(ST) , QT)

N HomGT—Mod. (& , Gp) « C'est le fibré vectoriel défini par & (cf. exposé 12,

n® 1).
PROTZS1TION 2.

(1) & ~~ Specan(d) définit un foncteur contravarient de le catégorie des

0g-Algebres de présentation finie dans (An) /s

(ii) Quelles gue soient les Og-Algibres de présentction finie 4 et 8,
% oy @ est de présentation finie, et Specan( Ry 8) M Specan(d) xg Specan(B) .
S S

(iii) Soit h : @ - @ wun honmomorphisme surjectif d'une Algétre @ de présen~
tation finie dans une autre B . Le morphisme Specan(h) : Specan(®) - Specan(d)
correspondant est une immersion fermée.

(iv) Pour toute L‘)S-Algébre de présentation finie d et pour tout espace ana=-

lytique T au-dessus de S , Specan(d) Xg T Specan(GT) (compatibilité avec le
changement de base).

(i) est iumédiat, car Fa(T) est un foncteur contravariant en @ 3 (ii) résulte
de la formule :

H o ;
omOT(aT ®0p By 5 Op) HomoT(aT s Op) x HomoT((BT > Or) ;

(1ii) se déduit facilement de la démonstration de la rrovosition 1, et (iv) se

prouve par le corollaire 3.2 de 1l'exposé 11,

Considerons le counle (X , &) qui représente le foncteur Fq défini par une
OS-Algébre 4 de présentation finie. X = Specan(d) est un espace analytique

£
au-dessus de S : X —8 , et £ eFa(X) = Homﬂx(flx R OX) est un homomorphisme

%
de Oy =f£7(®) dens @ «En d'autres termes, & ddfinit une foctorisation s

X—== (|s| , @) + S du morphisme structural f de X & travers l'espace amnelé
(Is] &) (ov [s| aésigne l'cspace togologique sous=jacent 3 S ), muni du
morphisme canonique (|S]| , &) 35S (constitué per 1'aprlication identique de |S|

et l'homomorphisme : Oq » & )e

S
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Pour tout @&Module M , posons :

M=) = ¢ .
( (m @f*(a) &

On d4finit ainsi un foncteur : % ~~s N de la catégorie des @-Modules dans celle
des Q-dodules (X =3pecan(d) )« Si M et N sont deux Giiodules, on a

(Mgy W™ =Ne

o 4 .
Considérons un espace analytique T au-dessus de S et l'espace

Xp = Specan(&r) =X xg T

au~dessus de T (proposition 2, (iv)) ; le morphisme structural de X, dans
T se factorise encore en

N

Lip
Xp— (7] , ap) » T .
et on obtient un diagramme Comzmtatif

X ———— X

T

f fT

(s, @ (1l , &) :

Soit M un d-dodule ; 1'imsge réciprogue Ty :mxs T de & sur T estun

~

%I,-Ifiodule. On voit alors que SWT = %;(J&I.) s'identifie & 1'image réciproque de

L par le morphisme : XT +X (commatibilité du foncteur WM a~- N avec le chan-

gement de hase).

2+ Fibre du spectre analytigue 2u--essus d'un point dec la base.

Considérons une Cb-Algébre & Jde présentation finie et son spectre analytique
X = Specan(@) « Si s € S , rappelons (exposé 10, n° 2) que la fibre de X en s
est le produit fidbré X =X xg {s}, ob {s} est l'espece amalytique réduit au

v

point s , runi du corps O /m O =K(s) M x ( m, désignent 1'ideal meximal de
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1'annean local O )e Ainsi s
X, =X xg {s} ﬁSpecan(ﬂ.{S }) = Specan(a(s)) (proposition 2 (iv))

avec d(s) = Cls/mS ag = 4 QOS k = d{s} $ si dans un voisinage U de s ona

A ¥ glt; , eoe v 1/(8, 5 eee s £) ’

alors ¢

a(s) .“ik[tl s ses tn]/(fl(s) s oo o fm(s)) .

X, = Specan(d(s)) est le sous-csvace ferné de {s} x BN N E® défini par les
néquations™

fi(S)(Zl 9 oo Zn) =0 (i =1 ) 2 9 oee m) .

D'une maniére plus précise, si le foncteur Fq est représenté dens (An) q
par le couple (X, & , le foncteur Fﬂ.(s) = Fa/{s} est représenté dens (An)/{s}

par le couple (Xs , Es) s OU XS est 1la fibre de X en s et ol Es :sta OXS
est obtenu & partir de & : O‘X - Oy per réduction mod m_ » En particulier,

1'apnlication de Hom{s}({s} ’ XS) dans Homk(d(s) s k) qui fait correspondre 2
touto section f de XS/{s} 1'homomorphisme composé f£¥ e Eé £(s) (avec
’

;"s,f(s) s+ A(s) - Oxs,f(s) déduit du germe de &, en f£(s) ) est bijective. Comme

Hom({s} , XS) stidentifie & l'ensemble des points de X  en associent & tout

. 3 - ; ; X — "
£ {s} -)XS le point f(s) =x (de sorte cue f£* = e ¢ %(q,x -+ k , homomor-

phisme d'augmentation), on obtient une bijection de l'ensemble des points de XS
sur 1'enserble des idéaux de 9% (s) qui donnent k pour guotient, en appliquant

A(s) » O Jx de 1'idéal maxi-
S

= 2 o =
mel de oXs,x « Or, OXS,X = OX,x/ms OX,:: (exposé 10, n® 2), d(s) = G.s/mS a

chaque x € XS sur l'image réciproque par Eé %
b4

t ? i = s > a — . t . ” K
et Es,x s'obtient par réduction mod m, & partir de &} : (18 -> Ox’x (aéduit
du germe de & en X ). On peut done énoncer
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PROPOSITION 2 = On obtient une bijection de l'ensenble des points de XS sur

e

l'ensemble des idéaux meximevx n de ﬂs tels que ¢ n > m ﬂ.s et ﬂs/n <k ’

en associant & chaque x € XS 1'image réqiproque par 1l'homomorphisne

Ea'c N S Ox,x de 1'idéal maximal de OX,X .

Si n est 1'idéal meximal de as qui correspond au point x € XB s on a donc
. s aotd t. ¢ X
vne factorisation de & : & - (ﬂ's)n — G)C,x .

PROPOSITION 4+ - L'homomorphisme <$ < (as)n -)@X % déduit de ¢, on passant
’

aux complétés des enneaux locaux en question est un isomorphisme.

Reprenoins les notations utilisfes dans la preuve de la proposition le On peut
éerire

ty M 0Lty 5 eee y £ 1/, (35 = (fl,s y ese s fn,s))

et alors :

=0 /g avec o =q(g V) [t ,...,t])
oX,x ngn,x X x X 98 SxEn,x 1 n

o~

we

ne est le germe de l'homomorphisme n : O n[tl s aee 'bn] -0  aéfini
SXE SxE

par q(ti) = q*(zi) (1i=1,2, ¢eo yn) , et g, est déduit de Ny, en passant
aux quotients, de sorte que l'on 2z un diagramme commutatif 2vec des lignes hori-

zontales exmctes

03, >0ty 5 evny t ] -0, — 0

j’ nl l gl (n. aéduit de n_ ) .
0 - Z-IX —_— —— OX <~ 0
ngn,x ?
Désignons par p 1'imzge réciprogue ner q;c de 1'idéal meximal de O :
' SxB,x
p est 1'idéal engendré per my e:; T =K g oeee s b =%, ol x; €k désigne
lza valeur en x de la section @ (zi) de ©  (i=1,2, . ,mn) . 0npeut

SiE

écrire un diagramme commutatif 3 lignes horizontales exactes @
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0 -)(38)P -)((“)S[‘tl s sve 1 o (a)

n-p

% x

Y
0+d — 50 a0 .

x ngn,x O}"x

Complétons ce diagramme
~ - A
(ﬁs[tl 9y ese tn])'P -’os[[vl 9 see vn]] ’

cet isomorphisme étant défini en appliquant by sor x4 vy (1=1,2, ¢eayn);

dlautre part :

/\ NN /\ ~
(V) Ny N V) [[V YY) v ]:I
19 ’ ’
Sxﬁn,x s % 9 ‘_,(xl,...,x) 8 n

»
isomorphisme deéfini en aphliquant q"‘(zi)X sur X, + vy s on voit donc que tl)x

est un isomorphisme. Comme & =n_(J_ © [t, 5 eee 5, t 1) est engendré per
x X 8 SxEn, 1 n
(gs)P , On a encore un isomorphisme (3 ) e La proposition en résultes

COROLIAIRE, - le morphisme d'espsces annelds £ ¢ X - (|S| ,®) (défini au
moyen de & ) est plat, c'est-d-dire que le foncteur M ~— = %*('f) de la caté-
gorie des UmModules dans celle des Q -fodules, est exact.

3. Spectrc enalytique d'une Algébre finie.

DEFINITION 3. = Soit S un espace analytique sar % (corps valud complet non

discret). On dit qu'une OS-Algébre d est finie si c'est un faisceau cohérent
de Geodules.

PROPOSITION 54 ~ Toute %—Algébre finie & ecst de présentetion finie (comme
Algdbre).

Soit 8 €S 3 la fibre G.S est un O, ~tiodule de type fini, engendré per des

élérents % s (l<£ign) qui sont emb:Le >s sur O ; pour chaque i , scit
s(ci,s) 0 une écuation de dépendance _nteﬁrale : Fi,s € Os[ti_j est un

polynbme unitaire (i =1 , «es , ) « Dans un voisinage U assez petit de s ,

il existe des sections a. € I'(U ) , de cernes respechifs ¢ en s
3 b4 b4 =) mc i s
’
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(lgigmn), qui engendrent @|U , ainsi que des polynbmes unitaires

F, € r(u, Os[ti]) » de germes respectifs Fi,s en s (Lgign) , et tels
que F‘i(cyi) =0 pour i=1, ¢os , n . Le faisceau :

8 =0,lt; 5 ove s th/(Fl y see Fn) est cohdérent, et on a un homomorphisme
surjectif ® - a|u, puisque les o; engendrent A|U ; le noyau 3 de cet
homomorphisme est de type fini ; on peut trouver un voisinage V cU de s tel

que 3|V soit engendré par des sections Gy , ... , G, - S5i

Gy p eoe s GmGP(V s Oglt; 5 eeey 'bn]) relévent El y soo ’Em , ona

aleoV[tl y vee s 8 /(P oo ) F Gy 5 eee 5 G ) .

n? m
Conséquence : toute OS-Algébre finie & définit un espace anelytique
X = Specan(®) au~dessus de S .

PROPOSITION 6. = Soit @ wune OS-Algébre finie. 5i X = Specan(d) et se€Ss

le fibre XS a un nombre fini de points, en correspondznce bijective zvec les

’

idéaux maximeux n de & tels que : as/nf\.' koSi 1 est 1'idéal maximel

. by . e X ¥ L . } L) 1 : ~
qui correspond a un point x g » Oneun isomorphisne Py (as)n = oX,x .

On reprend les énoncés des propositions 3 et 4, en remarquant que & s est un
ammeau semi-local {car &(s) = L‘ls/m 0, est de rang fini sur k , donc artinien ;
de plus tout ideéal maximal de o contlent m a , d'aprés le théoreme de
Cohen-Seidenberg) D'autre part ng : () et (as)n étant séparé,

9 est injectif ; corme OX,x est qauSJ.-fll’ll sur O (puisque (ﬂ-s),ﬂ 1l'est),
il résulte du théoréme de préparation que OX ,X est f:Lnl sur 6 3 on en conclut
par le lemme de Nakayama (01. par le théoréne do Krull) que P est aussi surjece

tif.

COROLIAIRE l. = Soit (X , x) un germe analytique, et soient £, , eee 5 £
des générateurs d'un idésl de définition de Q 5 ¢ Considérons X , x) comme
, zonsiaerons comme
germe su~dessus de (En , 0) smumoyen du morphisme (X , x) - (En , 0) défini
par (fl s ove fn) o Il cxiste un voisinage ouvert U de C dans En et une
-~ . . n . t -
Ophlgéore finie @ telle que & N & x le spectre X Specan(d) a un

seul point x' z2u-dessus de O, et (X , X) est (En y O)=isomorphe & (X' ,x") .

Ceci résvlte de l= preposition & en utilisant le corollaire 1.4 (ii) de 1'exposé

13, le théoréme de prépsration et le lemme suivant.

IEME 1, = Soient S un espace cnelyticue et s € 3 3 considércns une GS s
— H4
algébre finie A j il existe un voisinage ouvert U de s d2as S et une
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c)nnﬁlgébre finie A telle que ﬂ.s NaA,
On construit d'abord un voisinage V de s et un OV-Module cohérent § tel
que 33 N A s pour cela on utilise une rrésentztion finie Og S 1, Og s -4 -0
4 b
de A si (uij) est la metrice de u , il existe un voisinage V de s et

des sections f,. de O, dans V  telles ~ue (f‘ij)S =u;; pour tout couple

(1, 3) ; 12 matrice (fij) definit un homomorphisme 68 - O& dont le coneyau

est le faisceau $ cherché..

Comme & eov % est cohlrent, il existe un voisinege W cV de s ct un hono=
morphisme & QOV W »> S|W dont le germe en s s'identifie 2 la multiplication
A ®g A 5 A de 1l'algébre A 3 on peut alors trouver un voisinage U c¢W de s

s

dans lequel cet homomorphisme munit & = SlU d'une structure at GU—Algébre.

COROLIAIRE 2, = Toute algeébre analyticue est un anmeau locel henséliens

Pour la définition et les ceract érisations équivalentes des anneaux locaux

henséliens, nous renvoyons & l'appendice. Nous utiliserons ici la ceractérisation

suivante @

Pour qu'uvn anneau local A soit hensélien, il faut et il suffit que pour toute

A-glgébre finie B et pour tout idéal maximal n de B, le localisé B, soit

fini sur Ao

Lorsque & est une 2lgébre analytique, le lemme 1 et¢ la proposition 6 montrent
que Bﬂ est un algebre znolytique finie sur A , pour tout idizl meximel n  de
B tel que B/n =k . Considérons un idésl meximal quelconque n de B, et
posons K = B/n ; c'est une extension finie de k » Nous introduisons les zlgébres
A = A Qk K et BY =B 3 K; A' est une algébre esnalytique sur le corps K ,
et B' est finie sur A' . A 1'idéal n de B correspond un ideal maximal n!
de B! , noyau de l'homomorphisme de B' sur K qui prolonge B - K ; de
B'/n' =K , on déduit que Bl, est fini sur A' , donc sur A ( A* est finie
sur A ). I1 en résulte cue B, est fini sur A , car 1'homonorphisme canonique
Bn - B‘;, est visiblement injectif (et A est noethérien). Ceci dénontre le
corollaire 2,

PROPOSITION 7. = Soit @& une %—Algébre finie. Le morpiisme structurel

f :+ Specan(d) - S de son spectre snalyticue cst vne cpplicetion ferméc.

Comme le propriété est loczle sur S , on se ramsnc immédiatement zu cas ou

est cngendrée par des sections g , see , o sSowrises 2 des rclations Fi('i) =0,
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F, polynfme unitaire appartenant a r(os)[ti] (1=1, oo o n) et
Gj(cl y see ‘n) =0 (=1, eea , m) , de sorte que A" /3 avec

6 = Os[tl g ooe 'bn]/(Fl s ose Fn) (cf. lo démonstretion dc l= proposition 5).
On 2 elors une irmersion fermée Specan(®) - Specan(®) , et il suffit évidemment
de prouver l: propriété pour lc morphisme structural de Specan(B) ; elle résulte

de 1'énoncé suivent, plus précis :

Soit (xp) une suite de points de Specan(® telle que 8, = f(x_) converge

vers un point s € S « Il existe une sous-suite de (xp) gui convergee

En remerquant que Specan(® Specan(Os[t]/(Fl)) xg ees Xg Specan(@s[t]/(Fn))
d'aprés la proposition 2 (ii), on voit qu'il suffit de prouver cet énoncé dans

le cas o n =1 « Pour Specan(@s[t]/(F)) G S x E , le résultat provient du

IEME 2 (continuité des racines). = Soit (Fp) une suite de polynBmes unitaires

de méme degré d >1 , 3 coefficients dens k ; supposons que les coefficients de
Fp convergent respectivement (pour p infini) vers ceux d'un polyn®ic F e k[t] .

Si pour tovt p, x € k ect une racine de Fp ,» 11 existe vne sous-suite de la

suite (xp) qui converge (sa limite est alors une recine de F ).

Comme k est couplet, cela signifie que (xp) contient une sous=-suite de Cauchys
Supposons le contraire 3 on peut alors trouver & >C tel que pour tout entier
N il existe des indices p; , ees , Pger =N possédant le propriété suivante :
si 1#£) (l<i, j<d+1),oma |x = | >e.
i Pj

Dlaprés le formule d'interpolation de Lagrange

0 =3 Vewslimr Jowaloie, ) /(e x Yuua ) Flx_ )

F(x) = ((x=x_ Yeso(x=x_ )eoss(x=x X =X Jese(x =x F(x
j=l Py Py Pags1 Py Py P Pasl Py

pour tout x e k , les x étant choisis commne on vient de 1l'indicuer, avec

: . i
p; >N entier assez grand pour que q 2N entraine |F(x) - Fq(:x:)l <n (n>o0
fixé arbitreirement) quel cue scit x dens une boule cul contient toutes les
recines des polyndmes Fp e Unc telle boule existe bien, cor les polynbBmes en
question étant unitaires, une mejoration de leurs coefficients entraine une ncjo=-

ration des racinese

Si x appartient &2 la bouvle lxi$ P qui a servi & déterminer I , on a

FGI| € @p/a% PG )l < (@ D@,
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lF(xpi)l = lF(xpi) —lei(xpi)l <n .

Comme 1 est arbitraire, il en résulte que F(x) = O pour tout =x tel que
les p , donc que F=0 (k nlest pas discret), ce gui est absurde.

COROLIAIRE. ~ f : Specan(d) - S est une application propre.

Car f est fermée et ses fibres sont finies, donc quasi-compactes (cf. [1],
Chapitre 1, § 10, théoréme 1).

PROPOSITION 8, - Soit @ une OS-Algébre finie & extensions résidvelles tri-

vialess Pour touvt ﬂ-Modulg i , 1'homcmorphisme ccnonicue M - f*Om est un
isomorphisme. En particulier, ﬂ.g'f*(qx) ( X = Specan(®) ).

L'hypothése sur @ (extensions résiduelles triviales) signifie que pour tout
se S et pour tout idéal maximal n de I, &S/n!E.k 3 elle est autematique-

ment vérifide si k est algébriquement clos.

Par définition

£ (M _ = Lin 07 (V) , M) 5
% S s
Uss

el . -
comme f est fermée, les f (U) forment un systéme fondamental de voisinages
’ » » . -.L
de 1a fibre X ; domc, f étant séparée, pour U assez petit f N Ll v,
S
(réunion disjointe), et Vi parcourt un systéme fondamentel de voisinages de
X; e Alors

-l ~ ~,
r(e= (U , B o T, ,m ’
d'os & la limite
F@ NN W NTT e N M) ~Mm
s xﬁ?xs xi s as QK,xi s Qas sxxi s

puisque @ est isomorphe a ﬂ(as)ni (pronriété hensélienne de €b,s , cfe

corollaire 2 de la propasition 6, jointe au f2it que tous les idéaux meximaux de
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a s figurent parmi les oy 4 cause de 1l'hypothése des extensions résiduelles
triviales).

PROPOSITION 96 - Soit & une OS—Algébre finie & extensions résiduelles tri=-
viales. Posons X = Specan(®) . Pour tout Ox-iiodule S 1'homomorphisme canoni-
que f *( $) » § est un isomorphisme.

En effet, pour tout s € S, on a comme dans la démonstration précédente

f*(S)S = . Qx sxi ,
i s
d'ol
NS ﬂ
N
f(%)xi_f,,‘(S)SsafJL G ¥ G 9 @), ) .
S 1 X& S A
J S
Or
$ @) N3 e (@) o @) )=0 si i#]
xj 6(‘1.3 sy X (ﬂs)n‘ s'n CIS s'ng
et
ﬁgx si i=73j

i
(on 1le voit tout de suite en utilisent o, N ﬂ(as)n )e Ainsi
i
N

f*(g)X N s,

i i

ce qui démontre la proposition, car cet isomorphisice est tien induit par 1'homo-

morphisme canonique

-’
f*(s) -5 .

COROLIAIRE 1. = Sous les conditions de la proposition 9, les foncteurs cova-
riants additifs p* $ oA~ J«ﬁ' (de 12 catégorie des @=tiodules dzns celle des
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eK-Mochles)“ et f 2 F f*(s) (de la catégor® des O =tirdules dans colls
des O-tlodules) sont quasi-inverses 1l'un de l'autre 3 ils définissext ainsi une

équivalence entre les deux catégories considérées.

COROLIAIRE 2. - Pour tout Op~tiodule cohérent §, f *(3) est un Og-Module
cohérent.

$ admet une présentation finie

?—)O%-—)S—)O .

Comme, d'eprés le corollaire 1, le foncteur imege directe f, est exect, il

transforme cette suite exacte en une suite exacte :
af a5 £,(8) -0

qui montre que f,(5) est un O-iodule de présentation finie ; comme @ est

un Og-todule cohérent, il en résulte que £,(8) est zussi un Oq=Module cohérent

PROPOSITION 1C, =~ Soient d et ® des OS-Algébres de présentation finie.

Posons

X = Specan(q) £ ¥ = Specan(®) .

51 @ est finie et & extensions résiduelles triviales, on & une bijection cano-

nique Hom%((B , @) 5 Homg (X Y) .

L'application canonique Hom(® , @) = Hom(X , ¥) donnée par le proposition

2 (i) (czractére fonctoriel du spectre -nalytique) se factorise en effet en

Hom_ (® » &) - Hom

%

( £ = morphisme structural de X ; (BX = f*((B) Jo Lz premiére fldche est bijec-

tive d'spres 1'hypothése sur @ et la proposition 8, la deuxiime par définition

os(as y £ () - Hom-OX(aaX > Q) = Homg (X , ¥)

de @y , et le troisiéme par définition de Y = Specan(®) .

COROLIAIRE. - Le foncteur contravsriant Specen @ ~~»Specan{d) de la caté-

zorie des OS-A].gébres finies & extensions résiduelles trivialess dans celle des

espaces anclytiques au-dessus de S , est pleinement fideéle.
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4, Cas ou le corps de base k est algébriquemnent clos (thillstellensatz analytique)e

Nous aurons besoin de quelcues préliminaires sur les germes. A& cBté des germes
analytiques (cf. exposé 13), on introduit de fagon znalogue lo catégorie des germes
d'espaces topologiques, ou germes bopologiquese Si (X , x) est un germe analy-
tique, le germe topologicue (|X| , x) , ou |X]| Qaésigne l'espace topologique
sous-jacent & X , est dit sous-jacent & (X , x) ; on & ainsi un foncteur "germe
topologique sous-jacent" de le catégorie des germes analytiques dens celle des

germes topologiques.

Soit (X , x) un germe analytique. Si Y est un sous-espace analytique de X
contenent x , on dit que le germe (Y , x) mni du morphisme d!inclusion
(f,x) » (X, x), est un sous-germe analytique de (X , X) « On définit d'une
maniére analogue la notion de sous-germe d'un germe topologique. Si (X s x) est
un germe analytique, on dit qu'un sous-germe de (]X} , X) est un germe de partie
enalytique s'il est sous-jacent 2 un sous-germe analyticue de (X , x) , c'est-d-
dire de lz forme (|Yl , X) o Y est un sous-espace analytique de X contenznt

X o

Dans la suite, nous ferons constamment 1'abus de langage qui consiste & identi-
fier deux sous-germes analytiques isomorphes de (X , x) ; de méme pour les sous-
germes d'un germe topologique. Nous dirons, par exemple, que deux sous-germes
sont distincts, au lieu de dire qu'ils ne sont pas isomorphes, et quand nous par-
lerons de l'ensemble des sous-germes, il faudra comprendre l'ensemble des classes
de sous-germes & un isomorphisme prése fLinsi 1l'application qui, & un sous-germe
analytique (Y , x) de (X , x) associe le noyau de 1'homomorphisme C%Qx - Q < ?
est une bijection décroissente J de l'ensemble des sous-germes analytiques de’

(X , x) sur l'ensemble des idéaux de % 3 si & estunidéal de O _, la
bijection wéciproque de J le transforme,en (Y, x) , o8 Y estle so&s-espace
analytique d'un voisinage ouvert U de x défini par un OU—Idéal 3 tel que

3X = & « Dans cette correspondance bijective, aux idéaux preriers de QX corres-
pondent les sous-germes intégres de (X ,x) (un gerre est dit intégre si son
anneau local l'est). Porr tout idéal & de @ , » nous designerons por W)

le germe topologique sous-jacent zu sous-germe analytique de (X , X) qui corres-

e

pond & & o Avec les notations précédertes,

W(a) :(Supp((‘lﬂ/a) ,y X) .

W cct une application surjective et décroissante de l'ensenble des idéaux de

Ck x Sur 1l'ensemble des germes de perties anzlytiques ¢e (X , x) .
’ .



19-15

L'ensemble des sous-germes snalytiques de (X , x) est réticulée Si (Y , x)
et (Z , x) sont deux sous-germes analytiques, leur borne inférieure, appelée
aussi intersection, est le sous-germe (Y , x) n (2 , x) défini par 1'idéal
J(Y , x) + J(2 , x) ; de m@me leur borne supérieure ou réunion (Y , x) u (2 , x)
est définie par 1'idéal J(Y , x) n J(Z , x) ; on a visiblerent

Y,x)n(2Z,x)=Fn2,x) et ¥,x)uvZ,x)=Fuvz, x .
On emploiera les mémes notations de reunion et intersection pour les sous-germes
d'un germe topologique ‘qui forment aussi un ensemble rdticulés Si (Y , x) et
(z , x) sont deux sous-germes analytiques d'un germe aralytique (X , x) , le

germe de partie anslytique sous-jacentda (Y , x) n (2, x) (resp. {,x) u(Z,%))

est
(1t nz| , x) = (Y] nlz] , x) = (l¥] , x) n (2] , %)
(resp. (Y| , x) u (2] , x) ).

On dit qu'un germé de partie analytique de (X , x) est irréductible s'il n'est

pas réunion de deux germes de parties analytiques distincts de lui.

THEOREME 1 (Mullstellensatz). - Supposons le corps de base k algébriquement

clos. Soit (X , x) un germe analyticue inlégres Pour qu'un sous-germe (Y , x)

soit distinet de (X , x) , il faut et il suffit cue le germe topologique sous-

jacent (|Y| , x) soit distinet de KIX] » X) o Autrenent dit, si 1l'espace analy-

tigue X est integre en un point x , et si un sous-espace e2nalyticue Y est un

voisinage de x , il est localement isomorphe & X en X .

La condition est éviderment suffisante. Pour prouver qu'elle est nécessaire, con-
sidérons un sous-germe (¥ , x) # (X , x) . L'idéal J(¥ , x) est non mul. Soit
f un élément non nul de J(Y , x) » Désignons par (¥' , x) le sous-germe ena-—
lytique de (X , x) d'anneau local O x/(i‘) ; on &
s
(¥, x)c (Y*, x ’

donc il suffit de montrer cue

(‘Y'l :X)f(lxl ,X) .
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On remplacera done (Y , x) par (¥', x) , ce qui revient & se placer dans le
cas ot J(Y , x) = (f) est un idéal principal.

Comme f #0 et corme @ < est intégre,
2

dim(Ox’x/(f)) = dimq(,x -1 .

Soit (fy » eee s ¥ ;) un systéme de paramdtres de Ck’x/(f) , aue nous rele-
vons en (f]. y eee fn-l) dans q;,x; (£) 5 ooey £.1 s f) est alors un
systéme de paramétres de %(,x « Soit ¢ (resp. V) le morphisme de (X , x)
dans (g:ln, 0) (resp.de (Y, x) dans (En_l y 0) ) défini par

(fl y eee s £ s £) (resp. (£ 5 «eey fn..l) ) ; on ve démontrer le théoréme
en prouvant que ¢ est surjectif (au sens des germes d'espaces topologiques) ;
en effet le diagramme

(Y,X) C“-)(X ’X)

Y 4

4

E™, o) (B*, 0)

est commtatif, et

(™M, o) # (IEP] , 0) .

D'aprés le corollaire de la proposition 6, on peut supposer cue X = Specan(d) ,

o @& est une Algebre finie sur un voisinage U de O dans ED | a, Qox -
L) ’A

et 1'homomorphisme k{tl y see 4 t } =0 - & est injectif puisque O
n En,o o} X,yx

~

est de dimension n (corollaire 2 (b) du théorime 1, exposc 18).

IEMME 1, - Soient S un espace analytique sur le corps clgébtriquenent clos k,

et & une OS-Algébre finies L'image de X = Specan(d) par son morphisme struc-

turel ¢ : X -+ S est le support du faisceau d ,

En effet la fibre XS de X enun point s € S est an corrssgondance bijece
tive avec l'ensemble des idéaux maximaux de 0.8 , Puiscue Xk  est alzébriquement
clos, donc G.S/n Nk pour tout idézl meximal n (proposition 6)e Pour cve s

appartienne & ¢ x) » 11 fart et il suffit cque (I.S posséde su moins un idécl
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maximal, c'est-a-dire que ds £0 .

IEME 2, - Soient @ une Llgébre finie sur un espsce anmalytique S et sed;

si 1'homomorphisme O , - @  est injectif, Supp{®) est un voisinage de s .
?

En effet le noyau de @ » @ est ml en s, donc nul dans un voisinage de 8

puisque c'est un faisceau cohérent.

Ces deux lemmes terminent la démonstratione

COROLIAIRE l. = Soit (X , x) un germe analytique (sur un corps algébriquement

e
clos k )e S INS
) (NS S
e S1 @ et b gsont des idéaux de O - 1e;§é965;;;;;;?§g§g
te _-— - ISR
valentes @ :ﬁ|$§\%iﬁe't£u }.
\ Ty YR e
(1) W(a) cW (D) ; AN
r)‘\/e\,.,
(i11) b c z(c) (racine de « ) 3 GRENC

(111) () c r(a) ;

o\ s . . n
(iv) il existe un entier n > 1 tel que b cc s

be Pour que W(&) =W(b) , il faut et il suffit que =(a) = v(b) .

ce W induit une bijection : p ~~ W(p) de Spec(@X x) sur l'ensemble des

?
germes de parties analytiques irréductibles de (X , x) .

Les assertions (b) et (c) se déduisent immédiatement de (a)e L'dquivelence de
(ii), (i1i) et (iv) est connue ; (iv) entraine (i) cer si U cst un voisinage
owvert de x dans X , et si 3 et J sont des Qp-Idéaux de type fini,

T ¢ 3 entraine Supp(Ch/S) c Supp(OU/S) . Réciproquement, pour prouver que (i)
entraine (ii), il suffit de montrer que pour tout idéel ;remier P Cce C%,x ,
la condition ¢ W(p) ¢ W(b) entratne p > b (puisque 7=(a) est l'intersection
des idésux premicrs contenant @ ) . Désignons par (Y , x) le sous-germe anzly=-
tique intégre deéfini par 1'idé-1 premier p , et per (2 , x) le sous-germe anae-
lytique défini par P ; 1'interescticn (Y , x) N (2 , x) est un sous-germe ana-

lytique de (Y , x) dont le germe topologicue sous-jacent est
Ayl » =) n (2] , ) =W(p) nW(b) =W(p) si W(p) cu(b) .

Comme (Y , x) est intégre, on peut z:cpliquer le théoréme 1 cui montre cve
¥,x)n(Z2,x) =, x) clestda~dire (¥, x) c (Z, x) ov encore p>d>b .
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Pour toute partie T de l'espace X , nous désignerons par Tx 1'ensemble
des idéaux premiers p & Spec(ox’x) tels que W(p) < (T , x) « Le corollaire L
peut encore s'exprimer en disant que l'zpplication (T, x) ~ Tx induit une
bijection croissante l'ensemble des sermes de parties irréductibles de (X , x)

sur l'ensemble des parties fermées de Spec(%( e
,.1.

COROLLAIRE 2. - Soient (X , x) un germe enmalytique et (¥ , x) un sovs-

germe. Four que (|Y| , x) = (IX| , x) , i1 faut et il suffit que J(Y , %)
= Ker(q{,x - OY,x) soit nilpotent.

Si dim(OI,X) < di_m(OX,X) , 2lors (Y| , x) # (IX] , %) .

Nous allons traduire les résultats précédents, relstifs & ces germes d'espaces

apalytiques, en des énoncés portant sur les espaces analytiques eux-mémes.

COROLIAIRE 3¢ = Soit X un espace analyticue. Considérons un sous-espace ana—

lyticue fermé Y d<fini par un Idéal 3 . Pour que Y] = IX| , i1 feut et il

suffit que & soit localement nilpotent.

Si 3 et J sont deux feisceaux d'idéaux de type fini ce Oy , pour que
Supp(&xfé) c Supp(ox/g) , il feut et il suffit cue pour tout point x de X

il existe un voisinage U de x et un entier n >1 tels que gnlU c3lu.

CORCLIAIRE 4. - Soit X wun espzce analytique. Considérons une section

fer , OX) de son faisceau structural. Four que f s'anrule en chaque point

de X , c'est-t-dire que f(x) = 0 pour tout xe X , il favt et il suffit que

f soit localement nilpotente.

COROLIAIRE 5. = Soient X et Y deux espaces analyticues. Supposons X

reduit, et considéron: deux morphismes f et f' de X dens Y . Pour que

f=f, il faut et il suffit que f et f' aient méme apvlication continue

sous-jacente.

la condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu'elle est suflisante,
b . ’ . A) n » 3
on se ramene immédistement cu cas o Y = E- 3 cela résulte slors du corollaire 5

et de Hom(X , ") NT(X , 6,)" (théoréme 1.1 de l'exposé 10).

COROLIAIRE €. - Pour qu'un point x d'un espoce amalyticque X soit isolé, il

feut et i1 suffit que son anneau local OX . Soit artinier (i. e. de dimension
,A
0).

Car dire que x est isolé, c'est dire cue (|X| , %) = ({x}, x) + Cn applique
le corollaire 2.
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COROLIAIRE 7+ - Soit f : X - Y un morphisme d'espcces cnalytiquess Pour qi'un

, . A=l . . e
point x de X soit isolé dans sa fibre £~ (f(x)) , il feut et il suffit que

f soit quasi-fini en x , c'est-a-dire que QK,X soit quaei~fini, donc fini sur
0Y,f(x) *
Posons y = f(x) . D'aprés le corollaire 6, pour gue x soit isolé dans
-1 . A . . _ . -
= (y) = [z(yl » il faut et il suffit que ¢ . = Qj:’ x/my G}i,x soit artinien

( m, est 1'idéal maximal de %,y ) clest=t~dire de rang fini sur k ; ceci

signifie que & %
3

est quasi-fini sur O g s ce qui équivaut & fini sur O
; ’ » \
grice au théoréme de préparation (exposé 18, théoreme 1).

Y,y

5. Morphismes finis.

DEFINITION, - On dit gu'un morphisme fs X = S d'espaces cnalytiques est {ini

s'il est séparé et fermé, et si ses fibres sont finies.

Remarquons gune ces conditions sont de nature purement topologique ; elles sont

équivaelentes aux suivantes : f est séparé et propre et ses fibres sont discretes
(cfe [1!, chapitre 1, § LO, théoréme 1),

Si £ : X -5 est un morphisme fini, on dit que (X , f) est un espace ana-
lytique fini au~-dessus de S .

Exemple : Pour toute qgmAlgébre finie @, Specan(d) est un espace anzlytique
fini av~dessus de S (propositions 1, 5 et 7).

THEOREME 2. - Soit S wun espace analytigue sur un corps k valué complet

non discret et algébriquement clos. Le foncteur OSpecan : @& ~~s Specan(Q)

by

définit une équivalence de la catégorie opposdée & celle des 5B-Algébres finies

avec la catégoriz des espaces analytiques finis au-dessus de S .

En effet, ce foncleur est pleinement fidele : comme le corps de base algébrique-
nment clos, les extensions résiduelles d'une Algébre finiec sont automatiquement

triviales. Cn applique le corollaire de la nroposition 1C.

I1 reste & prouver que si (X , f£) est un esprce analjtigue fini au-dessus de
S, il existe une Qy-Alzébre finie @ tellle que X soit S-isomorphe 2
Specan(@) « Remarquons que s'il en c¢st ainsi, on = nécessiirement ﬁ‘!.ﬁ*(ﬁk)
(proposition 8). Il en résulte que la question est locale sur S ¢ si (Ui)
est un recouvrement ouvert de S tel que pour tout i il existe une Gh.—Algébre
finie qi avec KUigi Specan@ii) , Ona *
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o (elu), (o )= £,.(00) |y ,
i

ee qui montre gue & = f*(OX) est finie et que X N Specan(d) .

On peutv donc remplacer S par un voisinage U d'un point s € S tel que

-l "
TNy v
xeXS

ou Vx est un voisinage du po:Lnt x de la fibre X en s (f est fermée,
donc pour U essez petit £~ (U) est un voisineage arbitrairement petit de
-l(s) ;3 comnme f est séparée et f—l(s) finie, les voisinages assez petits
de f—l(s) sont de la forme indicuée). Supposons établi que pour tout x e X,
VX est U~isomorphe au spectre d'une Algébre finie aX 3 alors

N e
;N Specan(l] U.X) .

En effet il résulte immédiatement des propositions 2 et 6 que si & et ® sont

deux Algébres finies sur un espace analytique S on a
Specan(d x ®) N Specan(d®) L. Specan(®) .

En remplagant S par U et X psr 1'un des V , On se raméne ainsi zu cas
on f (s) = {x} en un point s choisi dans S . Le corollaire 7 du théoréme
Ll montre alors que OX,X est fini sur OS’S ; done il existe un voisinage W
de s et une qd-Algébre finie @ telle que ‘518 N QX,x (lemme 1). Posons
X' = Specan(d) ; la fibre Xé est réduite 2 vn point x' et le germe (X' , x')
est (5 , s)~isomorphe & (X , X) ; comme les morphismes structurzux de X et
de X' sont fermés, on en déduit qu'il cxiste un voisinage Vc W dec s tel
que Xy soit V-isomorphe a X = Specan(d|V) . Ceci achéve la preuve.

COROLIAIRE, = Soit f ¢ X - S un morphisme fini d‘'espaces =snalytiquese le

foncteur image directe f, est exact dans la cctégoris des @X—L‘;odules. L'image

directe f£,(%) d'un Oy-todule cohérent est un Gy-dodule cohérent.

(Dtaprés le théoréme précédent et les corollaires de la proposition 9.)
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Appendice : Anneaux locaux henséliens (cfe. [2], chapitre 3, § 4, exercices 2, 3,
4).

Soient A& un anneau local, m son idécl meximel, k = A/m son corps rési-
dvel, et £ ¢ L4 - k 1'homomorphisme cenonique. Si P =2 ay Xi. est un poly-
néme dens A[X] , on Qégignera par F(P) 1le polyntme 2 f(ai) X* dans KX] ;
si P est unitaire, f£(P) est unitaire et de méme degré cve P . L'application :
P ~ f(P) est un homornorphisme de A[X] dons X[X] qui prolonge f et appliqe

X sur X .

THEOREME. - Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout polyndme unitaire P e A[X] , et toute décomposition de
T(P) € k[X] en produit F(P) = Q.Q' de polynfmes étrangers uniteires, il existe
deux polynSmes unitaires Q , Q' dans A[X] tels que Q) =Q , f@Q') =7Q
et P = QIQ' .

(ii) Toute algébre commutative sur A , qui est un A-module de type fini, est

composée directe de A~-algébres qui sont des anneaux locauxe

(iii) Pour toute algdbre commutative B sur A qui est un A~module de type

fini, et pour tout idéal maximal n de B , le localisé Bn est un d-module

de type fini.

Notons d'abord quelques résultots faciles ou connus. Toute A-zlgébre finie
B est un annecu semi-local et ses idérux maximeux contiennent mB  (théoréme de

Cohen-Seidenberg) «

Si un anneau B est composé direct d'une femille finie d'ammecux locaux, c'est
un anneau semi-locel, ¢t les ammeavx locaux de 1o décomposition de B sont les

loczlisds B, par repport ~ux différents idsaux meximoux n de B .

Si B est un anne=u, l'homomorphisme cznonicuc B - Il B ( n décrivent 1'en~-
n

semble des idérux moxinaux de B ) est injectif. Si B est un enneau semi-local

séparé et complet (pour la filtration définie par lcs ruissznces de son radical),

cet honomorphisme est un isomorphisme.

On en déduit immédictement que (ii) entrafne (iii), car sz 3 est une A-algébre
finie composée directe de A-algébres qui sont des onnesux loctux, ces composants
locaux sont les locclisés Bn de B par rapport & ses differents idéeux mexi-
meux 3 los Bn sont donc isomorphes & des quotients de B et sont par suite

finis sur &L .



1922

On en déduit aussi qu'un anneau local séparé et complet satisfait & la condition
(i1) « Pour prouver que (iii) entraine (ii), considérons une A-clgdbre finie E
telle que Bn soit finie sur A pour tout idézl meximel n de B ; alors
B! =;g B~ est finie sur L et on 2 une injection canonique : B -»B' . Par
passage aux complétés (pour les filtrations m-adicues qui sont équivalentes auvx
filtrations d'anneaux semi-loeaux de B et B' ), cet homomorphisme devient un
isomorphisme 3 38 3 coome B' est fini sur A , on en dcduit per le lemme

de Nakayama que 3B 3B,

Pour 1'équivalence de (i) et (ii) (que nous n'utiliserons pas dans 1o suite),

nous remvoyons aux exercices 2 et 3 de Bourbaki [2], chapitre 3, § 4.

On dit qu'un enneau local A est hensélien s'il satisfait aux conditions équi-

valentes (i), (ii), (iii) du théoreme.
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