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Séminsire Henri CARTAN 8-0L
13¢ .année, 1960/61, n° 18 15 mi 1961

GEOMETRIE ANAIYTIQUE LOCAIE, I

par Christian HOUZEL

i« Le théoréme de préparation.

Le théoréme que nous avons en vue exprime la propriété fondamentale (annoncée
dans 1'exposé 9, introduction) des annesux locaux sur un espace analytique, ou
nglgébres analytiques". Rappelons (exposé 13) qu'une zlgébre snalytique sur un
corps valué complet et non discret k est par définition une ke-algébre A
isomorphe 2 un guotient non nul k{ K{ 9 seoe s xn}/a d'une algébre de séries

convergentes & coefficients dans k par un idéal a de type fini (on verra par

la suite que k{xl g oo o xn} est noethérien, de sorte que n'inporte quel idéal
est de type fini).

4

THEOREME 1. - Soient A et B deux algeébres analytiques sur un corps k valué

complet, non discret. Considérons un homomorphisme ¢ ¢ A-B de ke-algébres qui

E] .

définit B comme algeébre sur A ; les conditions suivantes sont éguivalentes

(i) B est quasi-finie sur A 3

(1) B est finie sur A (c'est-i-dire est un A-mcdule de type fini)e

On sait qu'un module M sur un anneau local A d'idéal meximzl m et de corps
résiduel A/m =k est dit quesi-fini si ¢« M/MM =M

By k est vn espace vectoriel
de rang fini sur k : [MAM : k] < + ® . En particulier une A-slgébre B est
quasi-finie sur 4 si c'est un A-module guasi-fini. Le plus souvent, B est
aussi un anneau local, dont nous désignerons 1'idéal meximal per ™ , et 1'homo=-
morphisme ¢ : L - B qui définit la structure de A-zlgébre de B est local
(¢p(m) c n) , donc difinit par passage aux quotients un hosomorphisme k =AM 5 B/
qui fait du corps résiduel B/n de B une extension de k (extension résiduelle)s

51 B est quasi-fini sur . , on dira gue l'homomorvphisme ¢ est quasi-fini ;
alors

(1) mB est un idéal de définition de B

3

() B/n est une extension finie de k =L/m .

Réciproquement, les conditions (1) et (2) entrainent que B est quasi-fini sur
A si 1'idéel meximel n de B est de trpe fini (c'est le cas des algeébres ana-
lyticues).
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Dans le cas o A _ et B sont des anneaux locaux noethériens, on démontre que

les conditions @
- B est quasi-fini sur A ;

A
- B est fini sur 4,
A A
(L, B désignant les complétés pour les structures uniformes d'anneaux lccaux)
sont équivalentes ; elles sont aussi équivalentes 3 la conjonction des conditions
(1) et ()« Ia condition (1) montre que, si B est quasi-firni sur & ,

dim B < dim A (dimension au sens de KRULL j; cf. SERRE (l)).

Nous considérons ici des algébres analytiques 4 et B sur un corps k ; elles
ont le méme corps résiduel k ; tout k-homomorphisme ¢ : i - B est automati-
quement local, et 1l'extension résiduelle correspondante est triviale : la condi-
tion (2) est donc vérifide. Nous voulons montrer que si (L) est satisfaite, B

est un A-module de type fini.

Démonstration (d'apres J.~P. SERRE).

l, - Montrons d'abord qu'il suffit d'établir le résultat dens le cas ou L et
B sont des slgébres de séries conversgentes. Voyons-le pour {4 « En 2énéral
AN k{tl y see tq}/a 3 B est aussi une algébre sur k{t; , ..., tq} , et pour
que B soit cuasi-finie (resp. finie) sur A , il faut et il suffit qu'elle soit
quesi-finie (resp. finie) sur k{tl y eoe tq} ; on peut donc remplacer A pir
klt, , oev tq} .

D'autre part B Qlk{xi y ses o xh}/E y avee b= (£ , ..., fp) , idéal de type
fini. Supposons B quasi-finie sur A =k{t; , ..., tq} 3 les images uj, e, Uy
de by 5 eer tq dans B engendrent un idéal de définition de cet anneau.

Soient v, 5 ees , vy des élements de kix; , +eo, x,} qui relévent uj,eee,u ;

on définit un homomorphisme ¢' : kit; , «eo , t Y s vee s yp} -»k{xl,...,xn}

q b
par @'(ti) =5, i=1, ceey,q,et ¢(y,) fj
pessant aux cuotients suivant (y; , «e. , yp) et b= (f] 4, een fp) s o

I

,j:l,...,p.En

donne 1l'homomorphisme quasi-fini ¢ ¢ 4L - 3B ; donc ' est lvi-méme quosi-fini.

Supposons gu'on sache en déduire que k{x, , «.. , xp} est fini sur

k{tl gy see 4 © Vi s oo s yp} $ on trouve zlors, en passant sux quotients gue

q >

0) SERRE (Jean-Pierre). —= Llgébre locale et multiplicités. Cours zu Collége de
France, 1957/58 (rmltigraphié).
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B est fini sur A .

2+ - On peut donc supposer pour la démonstration que &L = k{tl y vve o tm} et
B = k{x1 y ses xn} o Désignons par m 1'idézl naximel (tl y eee tm) de A
et pear n = (xl g soe xn) celui de B j soient Up s eve sy Uy les images de
t, y eee y, bt ~par l'homomorphisme ¢ : L +»B qui définit dans B une sitructure
de fLe-algebre, svpposée quasi-finie. Il existe un entier r tel que

ﬂrC (ul 9 oo o um) = mB - PaI‘ Sui-tre,

m
(1) x] = i ug Ay (L £ign)
j=

a a
s s 1 n
avec des coefficients Kji € B « On va montrer que les monfnes Xp o eee X d'ex~-

posants a, < r engendrent B comme A-module.
- a a
Soit f =2 a xll cee X7 un élément de B . On peut 1l'écrire
al..'an n

n a a
n 1
(2) £=plf) + 2 % o(f) avec p(f) = 2 sy q Xp eee xnn
o 11 O <r poee®
et
o.(f) = D a X e .t e x (LLignn) .
l a <TI al..'an l n
al’.", i—l ——
aor
Dans (2), on remplace les xz par leurs expressions (1)
3 5 (£)
3 f=o(f) + u. s.(f) avec s,(f) = A, o,(f .
G) P P j g 91

Lppliquons lz formule (3) aux 85 (f) e B

“e

m
S (£) = PS; (£) + iZ:-.]. u; 83 8y (£)

en substituant ces expressions dans la décomposition 3) de £ , on obtient
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m m
f = p(f 2 u. ps.(f .U, s, s.(F .
p(f) + & us PSJ( ) + i,%:l Uy U 8y sJ(L)

En iteérant ce procédé, on trouve :

f=p(f) + % u; psj(f) + eee + )

. U; eee U, PS. e 8, (£)
j=t 1531"°',jp§m J1 3P I1 JP
+ 2 U, eee U, S. ees 5. () .
1 Jpsel 1 Ip+l
le "reste" R_ =2 u, ...u, S: eee S, (f) appartient a mp+l B o+ les
I ']p+l J1 ']p+1 a o
autres termes se réordomment en mettant en facteurs les mondmes xll ees xnn

(ai <r) qui figurent dans les ps, ... 8 (£) (qui sont des polynBmes en les
ul q
x; o de degrés < r par rapport & chaque X ) s

a (04
1
£ —u® (f) k" eee x4 R .
Osa,<r “1°"m n P

les coefficients uép)

Loee (f) sont des polynBmes de degré p on Wy oy eee 5 Uy
n

(p)

. . +1
images par ¢ dc polymBues val”.an(f) e Ly véf“).an(f) - vo(cp)...a (£f) est

1 n
A
homogéne de desré p + L « Donc, dans 1l'annesu A = k[[tl s see o tm]] s les

suites v(p)

o ... (f)) convergent,
1 n P

. (p)
Vg, (f) =1lin v ' (£)
l...Oln p al an

est une série formelle. Pzr un calcul de majorantes, on v& prouver cue

v (f) € A ; on aura alors

an..an

D S (£) %! eee P

o\<ai<r al o.oan

-e
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car du fait que mB est un idéal de définition de B on déduit 1im R =0
Do P
(B est séparé).

3. Calcul de majorantese. — Notations : pour toute série formelle g , on désigne
par gl 1a série 3 coefficients réels obtenue en remplogant les coefficients de
g par leurs valeurs azbsolues. L'ensemble des séries i coefficients réels est or-

donné par l'ordre produit.

Pour qu'une série formelle g € k[[yl s sos 3 ¥ 1] soit convergente, il faut
et il suffit qu'il existe des constantes C , N € ‘IL_ telles que

_ al+..-+<1 a a
lgl < 2 on Ty e vt ;

on dira alors que g admet une majoration du type (C , N)
g <(C, N) .
On peut se ramener zu cas ou les )"ji € B introduits dans la formule (1) ont
une majoration du type (L ,1) » En effet, on peut d'abord écrire : in < (¢, N
avec C , N entiers premiers & la caractéristicue de k « On définit un automor-

phisme Y de B (resp. X de A ) par

— r""]‘ - Ar
\p(xi) =N x, (resp. X(tj) = CN tj)

et on remplace l'homomorphisme ¢ : A » B par Y e ¢ o X ; op vérifie alors que

1'on a
r x—ll
— 1 t T _ .
xi_jil.uj in avec uj_q,oq,ox(tj) et >\j1<(1,1) .

n
De s,(f) = 2 A,. o.(f déduit
J() S M ol() on ui

ls; ()] < El P REAC) ’
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dfol
noo_y Y B B.=r
1
sy @l s 2 Cxtweex® T ey ot et e D) L
i=l BroeseyBs 1< "1°7Tn n
Byzx
On a, pour f € kix ... xn} , une majoration £ < (D , M) Ia.[3 B | < DM“3l
1... n
(en posant |g| = By + eee + B ) qui permet d'obtenir une majoration du coeffi-
a
n

cient de X, ... X = dans lsj(f)l par

S T e

|

i=l rsﬁi\<ai+r ]31.-.f3n
0<B <a i
\<pq\ q"q#

\<nD(Mla|+r + anOL|+r-l + oeee + nlml M)

- wloe el afet .
M~n

Si M>n+ 1, celo_xxle 1'on peut toujours supposer, cette derniére expression est
r+l+ia

majorée par DnM o Liinsi la majoration f < (D , M) entrzine

r+l

sj(f) < (DmM , M) s
puis per récurrence sur p
5. ees s, () < (O@F)P , M) .
J1 J
p
; 2 . .. r+l
MAlors 1= série val a (f) € A admet une mejorztion du type (Dnl l ’ nMr+ )
h
ce qui prouve qu'elle est convergente. Le théoréme est établi.
Remarque. = On peut donner du théoréme 1'énoncé plus précis suivant s
Solent x , ees , X des générateurs de 1'idéal meximal n de B, et soit

1 a

1
r un entier tel que : nf ¢ mB . Les monbmes K eee xnn de degré totzl < r
engendrent B comme A~module.

En effet si B, (resp. B' ) est le k—espace vectoriel (resps. le AL-module)
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engendré par ces mondmes, on a : B = B, + n" , donc B =B' + mB . Comme, par
le théoréme, B est un A-nodule de type fini, le lemne de Nakayame permet de

conclure que B = B' .

COROLIAIRE 1 (théoréme de préparation de Weierstrass). = Scit une série

gekix; , eeu xn} telle que g(0, «es , O, xn) # 0 ; désignons par p l'or-

dre de g(0 , vee , O, xn) « Pour tout f e kix , ..., xn} il existe des sé-

ries g, r € k{xl 9 see xn} s T ne contenznt que des puissances de X de

degré <p, telles cue £f=gq+r 34 g et r sont déterminés d'une maniére

unique par ces conditions. En d'autres termes, B =k{x , ..., xn}/(g) est un

module libre sur l'anneau 4 = k{xl g oo Xn—l} et admet pour base

(L, %

n b

cee o }.cﬁ"l) ; en désignant par ;{n la classe de X, wod g e

Désignons par m 1'idéal maximal de A et par 1N celui de B 3 soit de plus
B' =K%, , ees , x, }, et soit n' son idéal maximel. L'hypothése sur g s'ex-
prime par g ¢ mB' , donc sa classe g € B'/mB' N k{xn} n'est pas nulle ; on a
désigné par p l'ordre de g « Si ¥ est 1'idéal meximel de k{xn} , on a alors
P ¢ (¥) , donc nP ¢ (g) + mBt et per suite nP c mB . Il en résulte que B
est engendré comme A-module par les ;ci , 8<p . Plus préciscment, ces éléments
forment une base de B/mB sur k , donc une sase de B sur 4 , gréce au lemme
de Nakayema et en notant que B est libre sur /L (& cause dc lc suite exacte

0-gB! >B! B >0 qui donne Torf(k , B) =0).
En appliquant le corollaire ! & f 2 xE , on obtient, avec les r@mes notations @

Il existe un polynlme unitaire en X et un seul, de deg_z;é P, h= xﬁ -r a

coefficients dans kix, , «.. , xn_l} ("polyndne de Weierstrass") qui est divisible

par g dans k{xl s oo o xn} . Cec polyntrie est distingué (c'esi~i-dire que

h(0 y eee , O, xn) = xg) et le guotient q = h/g est inversible.

COROLIAIRE 2, -~ Les algébres analyticues sont des anneaux ncethiriense

I1 suffit de le démontrer pour les algébres de séries convergentes, ce que 1l'on
fajt par récurrence sur le nombre d'indé¢terminédes. la propriété cst triviele pour
0 indéterminée : k{@} =k . Soit n>1 ; supposons que kix , ..., xn_l} soit
un anneau noethérien, et considérons un idéal a« £ 0 de k{xl y eee xn} . Soit
g € @ un éliment non nul § en appliquant au besoin un sutcmorphisme de
k{x1 y oo o xn} , on neut se ramener au cas o g(0 , «e. , O, xn) #Z 0 (le corps
k étant infini, car il est évalué et non discret, on peut définir cet automorphisme

par des forrmles lindaires). J[:lors l'annesu B = k{xl y e s X 1}/(g) est fini
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sur 1l'annezu noethérien 4 = k{x1 s soe xh_l}’ dcne il est lui-méme noethérien,

et son idéal a' = a/(g) a un nombre fini de générateurs ; il en résulte bien

que a est de type fini.

Comme conséquence du corollaire 2, notons qu'une algebre analytique A mmnie
de sa topologie mM-préadique ( M = idéal maximal de A ) est un annesu de Zariski;
en particulicr, A est séparé (théoréme de Krull).

Considérons une algébre anzlyticue A = k{x1 y e xh}/a , ¢t soient
Yy s eee 5 ¥y des éléments de son idéal maximale L'homonorphisme ¢ de
Kt 5 eee th] dans A ,défini par w(ti) =y, admet un srolongement
g 3 k{tl,... ,th} -» A , car on peut prolonger a k{t1 g see th} un homomorphisme
dans k{x1 y see xn} qui reléve Y (substitution de séries convergentes dans
une série converzente). Comme ¢ est local, donc contimu (pour les topologies
d'anneaux locaux), et comme A est séparé et k[t , «.o , th] dense dans
k{t; , oes, th} , ce prolongement ¢ est unique. Si f € k{tl y vee th} , On
pose

£(yy 5 een 5 ¥p) = 0(F) ;

(p(k{tl y see th}) est la sous-algébre analytique de A engendrie per
yl 3 e yh .
En tenant compte du corollaire 2, on peut énoncer le théorérme sous la forme

Soit ¢ ¢ L » B un homomorphisme d'algébres analytiques 3 pour cue B soit

A
fini sur A , il faut et i1l suffit que B soit fini sur L . Notons encore les

résultats suivants :

. N A . . ’ s
-S81 ¢ 4 N injectif, il en est de méme de ¢ (on ignore si la réci-

proque est 7raie).

- Pour que ¢ scoit surjectif, il faut et il suffit que @ le scit.

- Pour que ¢ soit un isomorphisme, il faut et il suffit que @ on soit un.

Pour la surjectivité, on observe que si ¢ ou @ gct surjectif, B est fini
A
sur L , et B est fini sur 4 (grfice cu théoréne) ; on peut donc appliquer le
lemme ce Naksyama.

Comme les algébres snalytiques sont des znneaux loczux nozthériens, la théorie
de la dimension (au sens de KRULL) leur cst :ppliczble. En perticulier, on voit

immédiatement que dim(k{bl 9 see o th}) = h ;3 les cnnezux de séries convergentcs
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sont donc des anneaux locaux réguliers (cf. note (l) ci-dessus)e la réciproque
est donnée dans le corollaire suivant.

COROLLLIRE 3. = Soient x; , «.. , x, des élénments engendrent un idésl de défi-
nition d'une algebre enalytique 4 , et soit ¢ 1'homomorphisme de k{tl, ase ,th}
dans 4 défini par ¢(t;) =x; (1 =1, ..., h) .

(2) Pour que ¢ soit surjectif, il faut et il suffit que x , «.0 , ¥, engen-
drent 1'idéal maximel m de 4L o

(b) Pour que ¢ soit injectif, il faut et il suffit que dimA =h .

(¢) Pour que ¢ soit bijectif, il faut et il suffit que A soit un anneau

local régulier et que (xl y sse xh) soit un systéme régulier de paramétres.

L'assertion (¢) s'obtient en combinant (a) et (b) , que nous allons démontrer.

Si ¢ est surjectif, Xp s eee s X engendrent évidemment m o Réciproquement,
81 X 5 eee y X engendrent 1'idéal meximal de 4, @ est surjectif modulo
1'idéal maximal de kit, , «oo , t } . Come A est quasi-fini sur kY , eee, th}
ctest un module de type fini, et lc lemme de Nakayama montre que ¢ est surjec-
tif.

Démontrons (b). L'annecau L est quasi-fini sur k{tl y vee th} , done fini
et par suitc entier dessus. L'assertion rdsulte alors du lemme d'algébre 3 Soit

¢ ¢+ A' 5 A un homomorphisme d'annesux j supposons A' intégre et A entier

Sur A' . Pour que ¢ soit injectif, il faut et il sr?fit que dim A =dim &' .

Car, d'aprés le théoréme de Cohen-Seidenberg, dim A = dim ¢(A') < dim AY

comme A' est intégre, dim A7 = dim @(A!') équiveut & Ker(o) =0 .

2, Cohérence du faisceau structurzl sur un espace analytiques

THEOREME 2 (OKL), = Soit S un espace anclytioue sur un corps vziué complet

non discret k o le faisceau structural OS est cohérent.

D'aprés la définition d'un espace =nalytique (exposé 9) et

4 cause du caracteére
’ . Apne By , . 4 n ~ . -
local de la cohérence, il suffit 2'établir ce théorémc pour S =E~ . On feit la

preuve par récurrence sur la dimension n .

o . . oy st
Pour n=0, E = {0} muni du fzisceau C)O = k 3 la propriété est triviale.
- E

o~

Seit n 31 ; supposons établi que O est cohérent et eonsidérons un
B En—l
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wisingge U de O dans En et un homomorphisme Opn[U + 0 n]U 3 il faut montrer
E E

que le noyeu de cet homomorphisme est de type fini.

Un tel homomorphisme est défini per la donnée de p sections

-e

f oce f er(u, o
1 ? * Ip (,En)

~—

on peut supposer qu'mucune d'elles n'est mulle (quitte 2 passer au cuotient en
supprimant les facteurs de Og qui sont contenus dans le noyau de 1'homomorphisme
considéré). Comme le corps k est infini, il existe zlors une droite 4 c kn

sur laquelle aucune des restrictions fi|d n'est nulles On rmnit 1l'espace vecto-
riel quotient k"/d d'une structure analytique qui 1'identifie a En-l , et on

a une projection p : En *En-l correspondante. De m8me d < gn a une struc-
ture analytique ; on 1l'identifie 2 L , et on désigne par zZ le morphisme

En »E défini en projetant k¥ sur 4 parallelement & un supplémentaire de
cette droite. On prolonge 1'homomorphisne p-l (o n—l) - OEn qui correspond & p

~ ~

en un homomorphisme ¢ s p-l (¢ ,[t]) » O  défini en posant ¢(t)=2 eT(0 );
ph- gl n n

1]

~ -~

p est injectif.

n =
>
) E7,o0

~~

fi o ©st le germe de fi en O ). Llors, gréce au théoréme de préparation de
’

Soit m 1'idéal maximal de ©  , ; par hypothése f. ¢ m9 (Lgigp;
o=

Weisrstrass (corollaire 1 du théoréme L), il existe des "polynfmes distingués"

-1 N
Bl,07 *** 2 By o€ P (OEn-l)o["] =9 ne1

[t] ot des éléments inversibles
o
~ b

U o5 ses 5 U e O tels que ¢+ f. =u. _g (L
b4

5 o < i< p) o Il existe
Py E",0

i,o i,o ®i,o S~

donc un voisinage de O V c U =zssez petit pour que 1l'on puisse trouver des poly-
AN -1

nfmes uniteires g; , eee g, < rev,op (oEn_l[t Mecr(v, oEn) et des sec-

o~

tions inversibles wu; , «s. , u, € rv,o n) tels que : f; =u, g4 (l<igp) e

=

e}

En se restreignant & V et en zoppliquant

3

: Ovp 1'2utomorphisme

& 3 idé au 5% de l'horonorphisme :
(ai)]-SiSP - (ui ai) , on se raméne & considérer le noyau % rp

OIVJ") Qv défini par gl g oo gp .
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Soit W = p(V) , voisinage de O dans gh-t , et soient
Y]_ 9 *° > YP € F(W ’ OEn-l[t])

des polynfmes unitaires correspondant & g, , se. , g_ 3 ils définissent un horo-

morphisme ¢ (Ch[t])P - qd[t] de noyau T , Considérons le diagramme comrmtatif
dont les lignes horizontales sont exactes

0 ———> 7 > eg >

N
| e t
-1 -1 P -1

0sp M|V -p (eEn_l[t] )V 5 p (GEn..

-~ ~

l[t]) IV .

On va voir que % est engendré par p—l(ﬁOlV « Soit x€Vy; y=p(x) « Ona

un diagramme commutatif & lignes horizonteles exactes
(=}

x
p
G L N
2 ’ = Y
Soient n_ 1'idézl meximel de O s m_ celui de © et p 1'idéal
X ED y =1
2 eX L sy
de O _ [t] engendré par m_ et t - z_(x) . On peut compléter lz premiére
Bl oy y n

ligne du disgramme précédent pour la topologie Qx—adique, et la seconde pour l-
topologie p-adique. iprés ceite opéreiion, les fleches verticales P et ¢§
deviennent des isomorphismes ; on a donc aussi : ﬁk!y m& , ce qui donne le résul-

tat (puisqu'il s'agit d'ammeaux de Zariski, cf. corollaire 2 du théoréme 1).

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de prouver que Ti est de type fini :
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on a des polynfmes unitaires y, , seo , Yp € rw, o n 1[t]) et on doit voir
0=

~

que le faisceau des relations entre les Y3 est de type fini. Supposons

deg Y =r = sup (deg Y) e Soit g = (ol s see o)e (W, M une relation
p kg

entre les Y5 3 on peut diviser o, par Yp qui est unitaire

(1) T Y, 9yt Py deg p, LT -1 (1 <£igp) .

Considérons les a; = (o), € TW , © ,[+]))P définis por

aij O pour j#i,op

ii s} ip i

On a évidemment o, € W, M , et on peut écrire :

pL
(2) o=T+ 2 q, &
s 101

o T= (T, eee s 'cp) e I(W , M) est défini par 7, =p; por 1 Ligp-1

et T =g + . P
P P i/—=l 9 Y3
De la relation T, y; + eee + T Yy =0, on déduit immédiatement deg 'cp Lr-1

P r
(car deg 7, =deg p; ST - 1 pour i <p =1 ). Désignons par @ le sous-Module

de M engendré par les a, (l1<igfp-~-1) et par R le sous-iocdule de
9 n—l[t] formé des polyn8mes de degré < r ; on voit que MNP + (R n 1) et
Y 5 eee Y € R . Comme ¢ e.gt de type f1n1$ il restc 2 montrer que K n M

est de type :Ln:.. Or RN oE -1 3 ozpm og(rﬂ-

~

s si 1'on identifie pzr ces iso-

1 s
zorphismes Yy 5 ees Yp a4 des sections de Or;_l , ®P A M s'identifie au

E

-~

faisceau des rclstions entre ces sections ; il est bien de type fini uisque
5 'Y o b4

0 el @St cohérent par hypothése de récurrence.
E




