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Cliffordalgebren, Spingruppen und
Spindarstellungen
VORLESUNG UNITARE DARSTELLUNGEN DER POINCAREGRUPPE

Diese Ausarbeitung ist im Rahmen der Vorlesung Unitdre Darstellungen der Poincaré-
gruppe im Wintersemester 2020/2021 an der Universitdt Heidelberg entstanden.

In dieser Ausarbeitung untersuchen wir Cliffordalgebren und ihre Eigenschaften und
geben erste Beispiele. Ferner werden wir die Pin- und die Spingruppe konstruieren und
die Definition der Vorlesung aus den Eigenschaften dieser herleiten. Abschlieflend erwéah-
nen wir den Begriff der Dirac-Spinordarstellung.

Es bezeichne im Folgenden K stets den Kérper der komplexen oder reellen Zahlen und
V einen Vektorraum iiber dem Koérper K. Wir folgen in dieser Ausarbeitung eng der
Darstellung in [3] und ergénzen einige Aussagen aus [5] und [6].

1. Quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen

In diesem Abschnitt wiederholen wir die aus der linearen Algebra bekannte Korrespon-
denz zwischen quadratischen und symmetrischen Bilinearformen. In Abschnitt [2] werden
wir die Cliffordalgebra fiir einen Vektorraum V' mit (nicht-ausgearteter) symmetrischer
Bilinearform B definieren. Es ist in der Literatur auch verbreitet eine dquivalente Defi-
nition mithilfe quadratischer Formen zu geben. Dieser Abschnitt soll die beiden dquiva-
lenten Betrachtungsweisen erklaren.

Definition 1.1. (Symmetrische Bilinearform)

Eine symmetrische Bilinearform ist eine Abbildung B : V' xV — K welche symmetrisch
und K-linear ist. Die Form B heifit nicht-ausgeartet, falls fiir jeden Vektor v € V' \ {0}
ein Vektor w € V existiert, sodass B(v,w) # 0 gilt.

Fiir unserer Betrachtungen zentral sind die symmetrischen Standardbilinearformen, wel-
che im folgenden Beispiel eingefiihrt werden.

Beispiel 1.2. (Symmetrische Standardbilinearformen)

(i) Wir bezeichnen mit R*! den Vektorraum R*** mit Standardbasis e, ..., es1¢ und
der symmetrischen Standardbilinearform 7 gegeben durch

+1 1<i<s,

, ei,e;) =0 Vi#j.
1 s+1<i<s+t n(eises) 7

n(e,e;) = {



Die Bilinearform n hat Signatur (s,t), d.h. Signatur

und ist nicht-ausgeartet. R®® = R® ist dabei der euklidische Raum und R*!
bzw. R sind die zwei Versionen des Minkowski-Raums. 1 wird in der physikali-
schen Literatur auch als Pseudoskalarprodukt bezeichnet. Eine Menge von Vektoren
V1, .., Vg und wy, ..., wy in R%? bezeichnen wir als Orthonormalbasis, wenn

n(vi,vj) = 6ij,  n(wi,wy) = =05, (v, w;) =0
gilt, wobei ¢;; das Kronecker-Delta ist.

(ii) Auf dem Vektorraum C? betrachten wir die nicht-ausgeartete symmetrische kom-
plexe Bilinearform ¢, welche auf der Standardbasis e, ..., eq gegeben ist durch

qlei,e;)) = +1 V1 <i<d, q(ei,ej) =0 Vi#j.

Es ist hierbei zu beachten, dass wir fiir eine symmetrischen Bilinearform auf einem
komplexen Vektorraum keine Signatur haben. In der Tat, wir kénnen einen Vektor
v eines C-Vektorraums stets mit der komplexen Einheit ¢ multiplizieren und da
die symmetrische Bilinearform B komplex bilinear ist, konnen wir B(v,v) = +1
zu B(iv,iv) = —1 tauschen.

In dieser Arbeit arbeiten wir stets iiber dem Korper der komplexen oder reellen Zah-
len. Die Wichtigkeit der in Beispiel eingefithrten Bilinearformen ergibt sich aus der
folgenden Proposition.

Proposition 1.3.

Jede nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform B auf einem reellen oder komplexen
Vektorraum V' ist isomorph zu genau einem der Beispiele in[1.9 Insbesondere hat jede
symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V' eine wohldefinierte Signa-
tur.

Beweis. Siehe zum Beispiel Kapitel 7 in [I]. O

Wir werden daher im Folgenden stets mit nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinearfor-
men arbeiten. Es ist hierbei wichtig zu erwédhnen, dass es in der Literatur verbreitet ist
eine dquivalente Form auf dem K-Vektorraum V zu verwenden, die quadratische Form.

Definition 1.4. (Quadratische Form)
Eine quadratische Form iiber K ist eine Abbildung @ : V' — K von einem endlichdimen-
sionalen K-Vektorraum V nach K, sodass die folgenden beiden Eigenschaften gelten:

(i) Q(\v) = \2Q(v) fiir alle A € K und v € V.

(ii) Die Funktion Q(u+ v) — Q(u) — Q(v), u,v € V, ist bilinear.



Wir bezeichnen das Paar (V, Q) im Folgenden auch als quadratischen Raum.

Bemerkung 1.5. Ist dimg(V) = n, so ist eine quadratische Form tiber K eine homo-
genes Polynom vom Grad 2 in n Variablen und Koeffizienten in K:

n n
q(x1y .y xy) = Z aijTiT;, ai; € K
i=1j=1
oder dquivalent
q(z) = T Az, r=(21,....%n), A= (aij)ij=1,.n-

Ist nun (V, B) ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform B, dann kénnen wir
eine dazu assoziierte quadratische Form definieren

Q:V—-oK v QW) :=B(v,v).

Ist andererseits (V, Q) ein quadratischer Raum, so ist nach Definition

B:VxV =K, B(vyv):= %(Q(vl +v2) — Q(v1) — Q(v2))

eine symmetrische Bilinearform. Wir schlieffen, dass wir eine FEins-zu-FEins-Korrespondenz
haben:

{symmetriche Bilinearformen B : V' x V' — K} +— {quadratische Formen @ : V — K}.

2. Cliffordalgebren

Wir sind nun bereit den Begriff der Cliffordalgebra zu definieren. In diesem Abschnitt un-
tersuchen wir zudem Figenschaften der Cliffordalgebra und erkliren einen Vektorraum-
Isomorphismus mit der dufleren Algebra.

2.1. Definition und Eigenschaften
Definition 2.1. (Clifford-Algebra)

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K und B eine nicht-ausgeartete symmetrische
Bilinearform auf V. Eine Cliffordalgebra des Paares (V,B) ist ein Paar (Cl(V,B),~)
bestehend aus:

1. CI(V, B) ist eine assoziative K-Algebra mit Einselement 1.
2. Clifford-Relation: v : V. — Cl(V, B) ist eine K-lineare Abbildung mit

{7(),v(w)} = v()y(w) +y(w)y(v) = —2B(v,w) -1 Vov,weV.



3. Universelle Figenschaft: Es sei A eine weitere K-Algebra mit Einselement 1 und
0 : V — A eine K-lineare Abbildung, welche

{6(v),d(w)} = —2B(v,w) - 1 VoweV

erfiillt. Dann existiert ein eindeutiger Algebrenhomomorphismus ¢ : CI(V, B) — A
sodass das folgende Diagramm kommutiert

V—>C1VB

\J

Bemerkung 2.2. In der Definition geniigt es fiir die Clifford-Relation
y()? = -B(v,v)-1 WYweV

zu fordern. Dies folgt unmittelbar aus der Definition von B, der K-Linearitdt von ~y
sowie dem Anwenden der obigen Cliffordrelation auf v, w und v+ w. Diese Beobachtung
ermaglicht es uns insbesondere die Clifford-Relation in

W) =-Qw)-1 YweV

umzuschreiben, wobei nun @ die zu B assoziierte quadratische Form bezeichnet. Dies ist
eine in der Literatur hdufig anzutreffende Beschreibung der Clifford-Relation (cf. [6]).

Nachdem wir die Cliffordalgebra definiert haben miissen wir nun die Existenz und Ein-
deutigkeit untersuchen. Der Existenzbeweis erfolgt mithilfe einer Standardkonstruktion
der Tensoralgebra. Fiir mehr Informationen zur Tensoralgebra verweisen wir auf Kapitel
A in [4].

Satz 2.3. (Existenz)
Fiir jeden endlichdimensionalen K- Vektorraum V' mit symmetrischer nicht-ausgearteter
Bilinearform B existiert eine Cliffordalgebra (CI(V, B),~).

Bewets. Wir betrachten die Tensoralgebra von V
o)
V)=PT1V, THV):=VEF

mit 7°(V) := K. Die Multiplikation auf T'(V') ist eindeutig bestimmt durch den kanoni-
schen Isomorphismus

T*(V) @ THV) — T*(V), k.1 e N.

Dies macht T'(V') zu einer Ny-graduierten, unitiren, assoziativen Algebra. In T'(V') be-
trachten wir das zweiseitige Ideal I(V, B), welches durch die Menge

{v@v+ B(v,v)-1|veV}



erzeugt wird. Da I(V, B) ein zweiseitiges Ideal ist, erhalten wir eine assoziative K-Algebra
C(V,B):=T(V)/I(V,B), [a] - [b] :=[a®Db] Va,beT(V).

Als néchstes konstruieren wir die Cliffordabbildung «y. Dazu bezeichne ¢ : V' — T'(V') die
kanonische Inklusion und 7 : (V') — C1(V, B) die kanonische Projektion. Wir setzen

v:=mov:V — CIV, B).
Diese Abbildung ist nach Konstruktion K-linear, wohldefiniert und erfiillt
(W) = 1)) = v @ o] = —B(v,v) -1 Vo€ V.

Wir kénnen nun die aus der linearen Algebra bekannte Polarisation anwenden und er-
halten

{7(v),7(w)} = —2Q(v,w) - 1

fir alle v,w € V. Aus diesen Betrachten kénnen wir ferner feststellen, dass das Bild
~v(V) die Cliffordalgebra Cl(V, B) multiplikativ erzeugt, da der Vektorraum V die Ten-
soralgebra T'(V') durch tensorieren erzeugt.

Es bleibt abschlieflend die universelle Eigenschaft zu zeigen. Diese folgt aus der univer-
sellen Eigenschaft der Tensoralgebra (siehe Proposition A.14 in [4]). In der Tat, jede
lineare Abbildung 6 : V — A in eine assoziative K-Algebra A lédsst sich nach Defini-
tion der Tensoralgebra zu einem Algebrenhomomorphismus A : T'(V) — A fortsetzen.
Nehmen wir nun zusétzlich an, dass die Abbildung ¢ die Cliffordrelation

{6(v),d(w)} = —2B(v,w)-1 v,weV

erfiillt, dann ist I(V, B) C ker(A) nach Definition und die Abbildung A schrénkt sich
auf einen Algebrenhomomorphismus ¢ : Cl(V, B) — A ein, welcher ¢ o v = § erfiillt.
Dieser Homomorphismus ¢ ist eindeutig bestimmt, da (V') die Cliffordalgebra C1(V, B)
multiplikativ erzeugt und ¢ auf dem Bild ~(V') bestimmt ist. O

Korollar 2.4. (FEindeutigkeit)
Es seien (CI(V, B),~) und (Cl(V,B),~") zwei Cliffordalgebren iiber dem selben Vektor-

raum (V,B). Dann existiert ein eindeutiger Algebrenisomorphismus f : CI(V,B) —
Cl(V,B) sodass f o~y =+ gilt.

Beweis. Es seien also (Cl(V,B),v) und (C'(V, B),~’) zwei Cliffordalgebren iiber dem
selben Vektorraum (V, B). Da~’ : V — CI'(V, B) nach Voraussetzung die Cliffordrelation
erfiillt, erhalten wir nach der universellen Eigenschaft von Cl(V, B) einen eindeutigen
Algebrenhomomorphismus f : Cl(V, B) — CI'(V, B), sodass dass folgende Diagramm
kommutiert

vV —— v, B)

\lf

CI'(V, B).



Andererseits erfiullt v : V. — CI(V, B) die Cliffordrelation und wir erhalten nach der
universellen Eigenschaft von Cl'(V, B) einen eindeutigen Algebrenhomomorphismus f” :
Cl'(V, B) — CI(V, B), sodass dass folgende Diagramm kommutiert

V%CI’VB

\ lf,

Cl V, B
Wir erhalten damit
floy =7,
fovy=o

und daher
fofloy=n, flofoy =+.

Andererseits gilt idcyy,py 0y = v und idey(y,p) 07’ = 7' und aus der Eindeutigkeit folgt
fof =idcyy,py und f'o f =idcy v p).- O

Wir erhalten unmittelbar aus den obigen Beweisen das folgende Korollar.
Korollar 2.5. (FEigenschaften)

(i) Das Bild des Vektorraums V unter v erzeugt Cl(V, B).

(ii) Ist B =0, dann existiert ein Algebrenisomorphismus

wobei vy durch die Standardeinbettung von V in \(V) gegeben ist.
(iii) Es sei dimg(V) = n und ey, ..., e, eine Orthonormalbasis fir (V,B). Dann bildet
die Menge
{v(eiy) - y(eiy)..v(ei) | 1 <ip <ig < ...<ixr<n, 0<k<n}

ein Erzeugendensystem fir CL(V, Q) als Vektorraum. Wir verstehen das leere Pro-
dukt fir k =0 als 1. Dies impliziert insbesondere

dimg CI(V, B) < 2™

Wir werden einige Beispiele fiir Cliffordalgebren in Abschnitt [3] fiir Vektorrdume ken-
nenlernen, welche mit einer nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinearform ausgestattet
sind. Diese Beispiele werden uns insbesondere die Struktur der Cliffordalgebren offenba-
ren. Hier zunéchst ein kleines nicht-triviales Beispiel.



Beispiel 2.6.

Wir betrachten die Cliffordalgebra tiber einem eindimensionalen Vektorraum (K, B).
Es sei # € K\ {0}. Dann ist CI(K, B) zweidimensional und wird als K-Vektorraum
aufgespannt durch {1,~(x)} mit der Relation

V(@) -y(2) = =B(z,x) - 1.

Abschlielend untersuchen wir noch eine wichtige Graduierung von Cliffordalgebren, die
Zs-Graduierung. Dazu sei T'(V') der Untervektorraum der Tensoralgebra von Elementen
von geradem Grad und T'(V); der Untervektorraum von Elementen von ungeradem
Grad, d.h.

T(V)g:= @ TV), TV);i= P T"V).

k even k odd
Wir haben nun

I(V,B) = (T(V)gnI(V,B)) & (T(V); N I(V, B))

und sehen damit, dass Cl(V, B) die Struktur einer assoziativen Zs-graduierten Algebra
tragt, einer Superalgebra:

Cl(V,B) = CI(V, B)s @ CI(V, B);
wobei
CI(V,B)g =T(V)o/(T(V)gnI(V,B)), CUV,B);=T(V);/(T(V);NI(V,B))
und
Cl(V, B); - CI(V, B)3 C CI(V, B)m,

Insbesondere ist CI(V, B)5 eine Unteralgebra von CI(V, B). Die Raume CI(V, B); und
CI(V, B); lassen sich auch eleganter konstruieren. Dazu greifen wir auf Abschnitt
vor. Dort werden wir sehen, dass die lineare Abbildung —idy : V' — V einen Algebren-
automorphismus

5,3 € Zo.

a: CI(V, B) —s CI(V, B)

induziert, welcher a? = 1 erfiillt. Die Unterrdume C1(V, B); entsprechen dann dem (—1)-
ten Eigenraum von a. Insbesondere erkennen wir aus dieser Betrachtung

1
dimg CI(V, B) = dimg Cl(V, B); = idimKCl(V, B).
Man sagt auch, dass C1(V, B) eine Superalgebra ist.
Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer schonen Zerlegung von Superalgebren Cl(V, B)

in Zo-graduierte Tensorprodukte. Betrachten wir zwei Superalgebren A und B mit Eins-
element tiber K, dann ist das Tensorprodukt von Algebren A ® B diejenige Algebra,



deren zugrundeliegender Vektorraum das Tensorprodukt von 4 und B ist und die Mul-
tiplikation auf (einfachen Elementen) gegeben ist durch

(a®b)-(d @)= (ad')® (bV), a,a’ €A, bV €B.
Betrachten wir nun Superalgebren
A= A5+ Ay, B =By ® By
so konnen wir eine Zs-graduierte Multiplikation einfiithren durch
(a®b)-(d @)= (=D (aa") @ (b1)

fiir einfache Elemente a,a’ € A und b,0’ € B. Die resultierende Algebra bezeichnen
wir auch als Zs-graduiertes Tensorprodukt und schreiben A®B. Dies ist wieder eine
Superalgebra mit

(A®B)g = Ay ® By + Ay ® By,
(A®B); = A1 ® By + Ay ® Bj.

Zs-graduierte Tensorprodukte ermoglichen es uns eine Cliffordalgebra Cl(V, B), welche
eine B-orthogonale Zerlegung besitzt, in ein Zs-graduiertes Tensorprodukt dieser Unter-
rdume zu zerlegen.

Proposition 2.7.
Es sei V.= Vi @& V5 eine B-orthogonale Zerleqgung des Vektorraums V. Dann existiert
ein natirlicher Isomorphismus von Cliffordalgebren

Cl(‘/, B) — Cl(‘/l, Bl)®Cl(V2, Bg),

wobei die B; die Einschrinkungen von V auf V; bezeichnen und & das Zo-graduierte
Tensorprodukt ist.

Beweis. Wir definieren die Abbildung
f:V — Cl(Vq, B1)®C1(Vs, By), v=0+v—~ v R14+1® vy,
Diese Abbildung erfiillt unter Ausnutzung der B-Orthogonalitit der Zerlegung
f(0)? = (1 @1+1019)% = v¥I@1+1Qvs = —(Bi(v1,v1)+Ba(v2,v2))1®1 = —B(v,v)1®1.

Nach der universellen Eigenschaft der Cliffordalgebra setzt sich f zu einem Algebrenho-
momorphismus fort

[ CIV, B) — CI(V1, B1)&C(Vz, By).
Das Bild von f ist dabei eine Unteralgebra mit
19 Cl(Vy, By) € Im(f),  CI(VA, By) @1 € ().

Wir folgern, dass f surjektiv ist. Die Injektivitat folgt aus Dimensionsgriinden. O



2.2. Cliffordalgebren und duflere Algebren

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Beziehung zwischen Cliffordalgebren und &du-
Beren Algebren. Wir werden sehen, dass wir die Multiplikation in der Cliffordalgebra
Cl(V, B) als eine Deformation des Wedgeproduktes auf A(V') betrachten kénnen.

Wir haben bereits in Korollar gesehen, dass im Fall einer trivialen symmetrischen
Bilinearform B = 0 wir einen Algebrenisomorphismus

(CI(V7 0>7 ) = (/\(V)7 /\)

erhalten, wobei v durch die Standardeinbettung von V nach A (V') gegeben ist. Unser Ziel
ist es nun zu zeigen, dass fiir eine beliebige nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform
B die Cliffordalgebra C1(V, B) immer noch als Vektorraum isomorph zur dufieren Algebra
ist. Daraus konnen wir insbesondere auf die Dimension der Cliffordalgebra schliefen. Um
dies zu zeigen bendtigen wir den Begriff der Kontraktion.

Lemma 2.8. (Kontraktion)
Es seiv € V und o € N¥(V). Dann existiert eine eindeutige (k — 1)-Form vio €
AF=1(V), genannt Kontraktion von v und o, sodass die folgenden Eigenschaften gelten:
(i) ist o € V, dann ist vaoc = B(v,0) und
(i) fiir alle o € N¥(V),w € NY(V) gilt

va(o Aw) = (vao) Aw + (=1)Fo A (vow).

Beweis. Dieses Lemma ist aus den Grundvorlesungen bekannt. Genauer definieren wir
die Kontraktion in A (V') wie folgt: Fiir v € V' definieren wir die Kontraktion als lineare

Abbildung
(va): /\kV — /\k_lV

mit .
va(v1 Ao Avg) 1= Z(—l)iHB(vi, V)UL A oo AV—1 A O AVj1 A ooe A0
i=1

wobei das mit (-) bezeichnete Element ausgelassen wird. Eine einfache Rechnung zeigt
nun, dass dies die gewiinschten Eigenschaften liefert. O

Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 2.9.
Es existiert ein (kanonischer) Isomorphismus von Vektorrdgumen A\(V) — CIV,B). Ist
€1, ..., €y e€ine Orthonormalbasis von (V, B), dann ist dieser Isomorphismus gegeben durch

iy Neig Ao Nej = y(eiy) - v(eiy) - .- y(ei)-
Insbesondere ist die Dimension der Cliffordalgebra

dimg (CI(V, B)) = 2", n = dimg(V).



Beweis. Wir betrachten die folgende lineare Abbildung
5:V—>End(/\(V)), v 0(v) (a'—m)/\a—zua).
Diese Abbildung erfiillt
{6(v),d(w)}a = —2B(v,w)
wie eine einfache Rechnung zeigt. Oder anders gesagt, zeigt eine "kleine"Rechnung
d(v)(6(v)(ei, Ao Neji)) = —2B(v,v) (e, A ... ANegy)

Nach der universellen Eigenschaft der Cliffordalgebra kénnen wir nun 6 zu einem Alge-
brenhomomorphismus

¢ CI(V, B) — End (A (V)

erweitern. Wir definieren nun
FQUV,B)— A(V),  ze (p@) (1hw)) -
Es sei ferner ey, ..., e, eine Orthonormalbasis fiir (V, B), dann gilt nach Konstruktion

f(,-y(e“) "')/(62‘2) Tt ’Y(ezk)) = €5 Neip N oo Ny

Damit ist die Abbildung f surjektiv. Ferner gilt nach dem Dimensionssatz aus der linea-
ren Algebra

dim (ker(f)) + dim (Im(f)) = dim (kex(f)) + dim ( A (V)) = dim (CL(V, B)) .
———
—odim (V)
Andererseits wissen wir nach Korollar dass dim (CI(V, B)) < 2dm=(V) gilt. Wir

schliefien, dass dim (ker(f)) = 0 gilt, das heifit f ist injektiv und die Behauptung folgt.
O

Bemerkung 2.10.
(i) Die Abbildung f : Cl(V,B) — A\(V) heifit auch Symbolabbildung und ihre Inverse

Quantisierungsabbildung.
(i1) Man kann sogar zeigen, dass die Symbolabbildung f einen Isomorphismus gradu-
ierter Algebren gr(CI(V,B)) — N\(V) erzeugt (siehe z.B. Proposition 2.6 in [J]).

Korollar 2.11.
FEs sei (C(V, B),~) eine Cliffordalgebra. Dann ist die lineare Abbildungy :V — CIV,B)
injektiv und wir kénnen das Bild von ~v mit dem Vektorraum V identifizieren.

10



2.3. Isomorphismen von Cliffordalgebren

Mit den Resultaten aus den Abschnitten 2.1l und 2.2] konnen wir nun erkliaren wie man
Isomorphismen zwischen Cliffordalgebren C1(V, B) und assoziativen unitéren K-Algebren
A konstruiert. Genauer benutzen wir dazu die universelle Eigenschaft sowie die Dimen-
sion der Cliffordalgebra (cf. Theorem [2.9)).

1. Finde eine lineare Abbildung § : V' — A, welche die Relation
§(v)> = —B(v,v) - 1
fiir alle v € V erfiillt. Diese Abbildung induziert dann einen Algebrahomomorphis-

mus ¢ : Cl(V, B) — A nach der universellen Eigenschaft.

2. Wihle eine Orthonormalbasis ey, ..., e, von V und zeige, dass die Bilder d(e;) die
Algebra A aufspannen. Dann ist ¢ surjektiv.

3. Zeige, dass die Algebren Cl(V, B) und A die selbe Dimension haben. Dann ist ¢
ein Isomorphismus.

Wir werden diese Methodik in den Folgenden Abschnitten verwenden um Isomorphismen
zu konstruieren.

3. Cliffordalgebren fiir die symmetrischen
Standardbilinearformen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Cliffordalgebren fiir die symmetrischen Stan-
dardbilinearformen. In der Tat werden wir diese als Matrixalgebren beschreiben kénnen
und vollstdndig klassifizieren.

Notation 3.1.

(i) Wir bezeichnen die Cliffordalgebra zum Raum (R%*,n) (cf. Beispiel[1.4) mit Ci(s,t)
und setzen n := s+ t. Ferner schreiben wir fir (s,t) = (n,0) einfach Cl(n).

(i) Die Cliffordalgebra fiir den Raum (C%, q) bezeichnen wir im folgenden mit Cl(d).
Dies ist eine komplex assoziative Algebra.

Lemma 3.2. (Komplexifizierte Cliffordalgebra)
Es existiert ein Isomorphismus komplexer assoziativer Algebren

Ci(s+t) = Cl(s,t) ®r C.

Beweis. Zum Beweis des Lemmas verwenden wir die Methodik von Abschnitt 2.3l Wir
betrachten die komplex-lineare Abbildung

§: C5Ht 2 RS @p C — Cl(s,t) ®g C, (v®2z) (V) ® 2.

11



Die Abbildung § erfillt

§(v®2)? = —y(v,v)2?

=—qv®z,v®2)
fiir alle v ® z € R%! ®g C. Die Behauptung folgt nun aus Dimensionsgriinden. O

Bemerkung 3.3. Das Lemma besagt insbesondere, dass komplexe Darstellungen von
Cl(s,t) dquivalent zu komplezen Darstellungen von Cl(s +t) sind.

Lemma 3.4.
Fiir alle n > 1 haben wir den folgenden Isomorphismus von komplexen Cliffordalgebren

Cl(n)y =Cl(n —1).

Beweis. Wir verwenden fiir den Beweis wieder die Methodik von Abschnitt 2.3l Es sei
dazu e,, das n-te Standardbasiselement des Vektorraums C™. Wir definieren dann

§:C"' —Cl(n)g, x—x-en.
Diese Abbildung erfiillt
() =z-ep-z-e,=x-2=—q(z,)
und aus Dimensionsgriinden folgt die Aussage. O

Bemerkung 3.5. Man kann ferner zeigen, dass es einen Algebrenisomorphismus
Cl(s,t) = Cl(s+ 1,t)5
gibt, also auch Cl(n) = Cl(n + 1)g.

Wir haben gesehen, dass fiir jede Orthonormalbasis e1, ..., es1¢ von R¥*t C Cl(s,t) die
Cliffordalgebra Cl(s,t) als Algebra erzeugt wird durch ey, ..., e544 bzgl. der Relationen

+20;; fallsi <'s,

e;e; +eie; =
R {—2% falls i > s.

Zerlegen wir nun R in eindimensionale n-orthogonale Unterriume, so erhalten wir un-
ter Anwendung von Proposition 2.7] die folgende Zerlegung in Termen des Zs-graduierten
Tensorprodukts.

Proposition 3.6.
Es gibt einen Isomorphismus

Cl(s,t) = CI(1,0)&...0CI(1,0) & CI(0,1)&...8CI(0,1) .

s mal t mal

Dabei ist Cl(1,0) = C und CI(0,1) =R & R nach Kapitel[3.1]
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3.1.

Beispiele von Cliffordalgebren

Wir bezeichnen mit

(o1 (o —i (1 0
=10 2T\ o) T o -1

die Pauli-Matrizen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Pauli-Matrizen die folgenden
Identitéten erfiillen:

(i) o? = I, fiir j = 1,2,3.

(ii) 0joj41 = —0j4105 =040 flir j = 1,2,3 wpbei j+1 und j+2 mod 3 zu verstehen

ist.

Wir erhalten nun die folgenden wichtigen Beispiele:

1.

Die Cliffordalgebra CI(1,0) wird als reeller Vektorraum aufgespannt von den Ele-
menten 1,7(e;) mit vy(e1)? = —1. Wir folgern, dass CI(1,0) als reelle Algebra
isomorph zur zweidimensionalen reellen Algebra C mit y(eq) = i ist.

. Die Cliffordalgebra Cl(0,1) wird aufgespannt als reeller Vektorraum von den Ele-

menten 1,7(e;) mit y(e;)? = 1. Damit ist C1(0, 1) als reelle Algebra isomorph zur
zweidimensionalen reellen Algebra R @& R mit komponentenweiser Multiplikation
und Einselement (1, 1) sowie y(e1) = (1,—1).

. Die komplexe Algebra C @ C wird als Vektorraum durch die Elemente 1 = (1,1)

und y(e1) = (i, —i) aufgespannt. Wir folgern damit, dass Ci(1) = C @ C gilt.

. Die Matrizen Is,01,09,03 = —io1092 spannen den Raum der komplexen 2 x 2-

Matrizen auf Mat(2 x 2, C) = End(C?) als komplexer Vektorraum. Wir folgern

Cl(2) = End(C?).

. Wir zeigen nun Cl(0,2) = H. Die Cliffordalgebra C1(0,2) wird von den Elemen-

ten 1,7(e1),v(e2) und 7y(e3) aufgespannt. Unter Ausnutzung der Cliffordrelationen
erfiillen diese die folgenden Relationen

(v(e))? = (v(e2))” = —1,

(7(63))2 = erege1e9? — e1e1e9e = —1,
€1€2 = —€2e] = €3,
€2€3 = —e€3€z = €1,
€361 — —€1€3 — €9.

Identifizieren wir nun
e1=i, ex=j, e3=k

wobei 7, 7 und k die imagindren Einheiten der Quaternionen sind, so erhalten wir
dein Isomorphismsu CI1(0,2) = H.

13



3.2. Struktur von Cliffordalgebren

Wir sind nun bereit die Struktur von Cliffordalgebren zu untersuchen. Im vorherigen
Abschnitt haben wir bereits die folgenden Isomorphismen gefunden:

Cl(1,0) = C, Cl(0,1)2R®R, C1(0,2) ~H, CI(2,0)= Mat(2,R), CI(1,1)= Mat(2,R).

Unser Ziel ist es eine Matrixbeschreibung der Cliffordalgebren Cl(s,t) und Ci(n) zu
finden. Dabei werden wir unter Verwendnung von Periodizitdt und Zerlegung der Clif-
fordalgebren in Tensorprodukte das Problem auf die obigen Beispiele zuriickfiihren kon-
nen. In der Tat bendtigen wir dazu die folgenden bekannten Algebrenisomorphismen von
Tensorprodukten iiber R.

Lemma 3.7.
Es gelten die folgenden Isomorphismen zwischen R-Algebren

(i) Mat(n,R) ® Mat(m,R) = Mat(mn,R) fir alle m,n.
(ii) Mat(n,R) ®r K = Mat(n,K) fir K € {C,H}.
(iii) C®g C = C & C.

(iv) C @r H = Mat(2,C).

(v) Hog H 2 Mat(4,R).

Wir lassen den Beweis aus und verweisen auf Proposition 4.2 in [6]. Der Kern des Be-
weises der Klassifikation der Cliffordalgebren liegt in dem folgenden Theorem.

Satz 3.8.
Es gibt Isomorphismen

Cl(n,0) ® CI(0,2) = CI(0,n + 2),

CI(0,n) ® CI(2,0) = Cl(n +2,0),
Cl(s,t) ® Cl(1,1) = Cl(r + 1,5+ 1)

12

12

fir alle n,s,t > 0. Wir verwenden hierbeit das nicht graduierte Tensorprodukt.

Beweis. Es sei ey, ..., en12 eine Orthonormalbasis fiir R"*2 bzgl. des Standardskalarpro-
dukts. Es seien €, ..., e/, die Standarderzeuger fiir Cl(n,0) und €/, € die Standarderzeu-
ger fiir C1(0,2). Wir definieren

ei@efey  firl <i<n,

1®e! fiir i=n+1n+2,

—n

f:R"™ — Cl(n,0) ® C1(0,2), ¢+ {

wobei die Definition dann linear fortgesetzt wird. Es gilt nun fiir 1 <i,5 <n

flei)f(ej) + f(ej) f(ei) = (eief + €jei) @ 1 = =20;1® 1

14



und firn+1<a,8<n+2

f(ea)f(eﬁ) + f(eﬁ)f(ea) =1 ® (e/o/zfnegfn + egfnelolzfn) = _25051 ® 1

flei)f(ep) + flep)f(ei)

Nach der universellen Eigenschaft setzt sich nun f zu einem Algebrenhomormophis-
mus f : Cl(0,n + 2) — Cl(n,0) ® C1(0,2) fort. f ist nach Konstruktion surjektiv und
aus Dimensionsgrinden daher ein Isomorphismus. Analog zeigt man den zweiten Iso-
morphismus. Fiir den dritten Isomorphismus betrachten wir eine n-orthogonale Basis
€1y ey €51, €1, -y €41 fiir R¥TT2 sodass n(e;,e;) = 1 und n(ej, ;) = —1 fiir alle 4, j. Es
seien nun €, ...,e5, €], ...,e, und e, €/ fiir korresponiderenden Basen fiir R¥** und R2.
Wir definieren dann

fRETH2 5 Cl(s,t) @ CI(1, 1)
mit

fles) = ei@ele  firl<i<s, flei) = e;@efe]  firl <j<t,
l®ef fiir i = s + 1 ! 1®¢) fiir j = ¢+ 1.

Satz 3.9. (Periodizititsisomorphismen)
Fiir alle n > 0 gibt es die folgenden Periodizitdtsisomorphismen

Cl(n + 8,0) 2 Cl(n,0) ® CI(8,0),
Cl(0,n + 8) = CI(0,n) ® CI(0,8),
Cl(n +2) 2 Cl(n) ®c CI(2).

Dabei sind CI(8,0) = CI(0,8) = Mat(16,R) und CI(2) = Mat(2,C). Insbesondere schlie-
Ben wir, dass die Cliffordalgebren CI(0,n), Cl(n,0) und Cl(n) durch die folgende Tabelle
vollstindig beschrieben werden.

4 2 3 G S § 3 g
dino) | H | HoH (M2 |Aubi%C) [ MaHoR) ”“‘“‘:’g HaH A4R)
MaH2. )
Cllom)| ReR | MaaB) | MeH2@ | Mat2H) | & g | e | ARG | AHAR)
ab (@ €, 1HS
ctn) | coc | rag) |79 | g |8 | asg | MY g
Mo @) Nod (%) MaHg.€)

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des Isomorphismus

Cl(n + 8,0) 2 Cl(n, 0) ® CI(8,0).
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Nach Satz 3.8 haben wir
Cl(n + 8,0) 2 Cl(n, 0) ® C1(0,2) ® C1(2,0) @ C1(0,2) @ CI(2, 0).

Unter Verwendung der Isomorphismen in Abschnitt erhalten wir daher mit Lemma
3.7

Cl(n +8,0) = Cl(n,0) ® H® H® Mat(2, R) @ Mat(2, R)
= Cl(n,0) ® Mat(4, R) ® Mat(4,R)
= Cl(n,0) ® Mat(16, R).

Dies zeigt den ersten Isomorphismus. Der Beweis fiir den zweiten Isomorphismus erfolgt
analog.

Wir zeigen nun den Isomorphismus Cl(n + 2) = Cl(n) ®c Cl(2). Dazu verwenden wir
Lemma und erhalten unter Verwendung von Satz

Cl(n+2) 2 Cl(n +2,0) ® C = Cl(n,0) ® C1(0,2) ® C = Cl(n) ®¢ CI(2).

Unter Verwendung dieser Isomorphismen kann man nun Zeile fir Zeile das Ergebnis der
Tabelle erhalten, wobei wir fiir das Ergebnis der letzten Zeile den korrespondierenden
Term aus einer der ersten beiden Zeilen komplexifizieren. O

Wir kénnen nun dieses Ergebnis verwenden, um mithilfe von CI(1, 1) = Mat(2,R) sowie
des Isomorphismus
Cl(s,t) ® CI(1,1) 2 Cl(s + 1,t + 1)

die Cliffordalgebren Cl(s,t) vollstindig zu klassifizieren. Als Ergebnis erhalten wir die
folgende Tabelle:

(o) -1 2 3 ¢ S 6 r £
4

8 | Hrind | i) [rctan) | PO ) | | am | | sy
Had{4b,4H) Ma 124 R)

? (e |masrn | B | i | pg Moo | 7N pnm) | Mbirene)

HatlgH) HMaHbwR)
6 | i) | 2B | psisn) | g |psem | D | ko) |muiseg) | pusisan)
Mal 4 H) MaH{uR)

HMat{46 {354,

S /mg.w) Mo (6 11) (Makls, &) |Mak(K,R) é‘ ®) MHRR) | MaHR2.€) | Mak{32,4) i

Matiz ) Hat{{hR) Mak{12,8Y)

at(& &

O | e | ol |uram) |7 | papitam) | aitid) | o) | 7B | stz g

el R) Hab{ 1)

3| Mtz | KebR) | PR | psiem) | Aekee) | rten) | 7 | parigpy | Mg
HMHaH{GR) m«?ﬁ”‘/}

i
2 (Hat2R) | MoablZ€) | faHEG R) | MaH%@ | Med{Syk) ::: q’:j)) MHEE) | MaH46,€) | /at(@R)
4| RoR | Mab2R) | MeH2© | MaH2M) /‘"t!“” Mt ) | MaHHC) | MoHAGR) . ng)
Hak2H) Mab(thR)
ol =® < Py Hol | Mar) | paroc) | Heam) | 7E% | myam
HMaHAR)
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4. Die Dirac-Spinordarstellung

In diesem Abschnitt fiihren wir die Dirac-Spinordarstellung ein und diskutieren einige
interessante Eigenschaften. Die Spinordarstellung spielt eine zentrale Rolle in der ma-
thematischen Physik.

Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, dass wir fiir gerades n die folgenden Iso-
morphismen haben

1

Cl(n)
Cl(n)g

d(ch),

En
End(CY) @ End(C")

1

wobei N := 2/2 ist. Fiir ungerades n haben wir die folgenden Isomorphismen

12

Cl(n)
Cl(n)g

End(CY) @ End(CV),
End(CY)

12

mit N := 2(*~D/2_ Diese Isomorphismen fithren zum Begriff der (Dirac-) Spinordarstel-
lung.

Definition 4.1. (Spinordarstellung)
Wir bezeichnen den Vektorraum A, := CV als den Vektorraum der (Dirac)-Spinoren,
wobei N gegeben ist durch

N oo {2"/ 2 falls n gerade,

2n=1)/2  falls n ungerade.
Die (Dirac-)Spinordarstellung der komplexen Cliffordalgebra
p:Cl(n) — End(A,)

ist definiert durch das Strukturtheorem der komplexen Cliffordalgebren Cl(n) (siehe
Abschnitt [3)).

Bemerkung 4.2. Nach Lemma induzieren (Dirac)-Spinordarstellungen komplexe
Spinordarstellungen von Cl(s,t).

Bemerkung 4.3. Der Raum A, der Diracspinoren ist ein komplexer Vektorraum ge-
rader Dimension welche exponentiell mit n wdchst.

Als néchstes fithren wir den Begriff der Weyl-Spinordarstellungen ein. Wir erinnern dazu
zunéchst an Lemma [3.4] in welchem wir den Isomorphismus

Cl(n)g =Cl(n —1)

konstruiert haben. Aus dem Strukturtheorem erhalten wir unmittelbar das folgende Ko-
rollar.
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Korollar 4.4.
Wir betrachten die Einschrdnkung der Dirac-Spinordarstellung auf die gerade Unteral-
gebra Cl(n)g.

(i) Ist n ungerade, dann ist die induzierte Darstellung irreduzibel
Cl(n)g = End(A,,).
Der Spinorraum ist A, = CN fir N = 2=1)/2,

(ii) Ist n gerade, dann zerfdllt die induzierte Darstellung in links-handige (positive)
und rechts-hindige (negative) Weyl-Spinoren

Cl(n)g = End(A}) ® End(A;),
wobei die Spinorriume AE gegeben sind durch A = A, = CN/? fir N = 27/2,

In physikalischen Theorien ist man interessiert an Darstellungen der Spingruppe, welche
eine bestimmte Teilmenge der Cliffordalgebra ist und im folgenden Abschnitt eingefiihrt
wird.

5. Die Pingruppe und die Spingruppe

Nachdem wir nun in den letzen Abschnitten die Struktur von Cliffordalgebren untersucht
haben, sind wir bereit die Pin- und Spingruppe einzufithren. Die Pin- und Spingruppe
sind bestimmte Untergruppen, welche in der Cliffordalgebra eingebettet sind. Es wird
sich zeigen, dass die Spingruppe die (glatte) universelle Uberlagerung von SO(n) ist, was
die imense Bedeutung dieser Gruppe in der Physik erklért.

Definition 5.1. (Gruppe C1*(s,t))
Die Gruppe der invertierbaren Elemente in der Cliffordalgebra Cl(s,t) is definiert durch

Cl*(s,t) :={x € Cl(s,t) | Fy € Cl(s,t) : xy=yx =1}

Wir definieren Cl(n)* analog.

Bemerkung 5.2. Es ist zu beachten, dass Cl*(s,t) alle Elemente v € V mit n(v,v) # 0
enthalt. Ferner ist C*(s,t) eine Lie-Gruppe der Dimension 2", falls n = dimg (V') gilt.
In der Tat, fir n = s+t haben wir nach Lemma

Cl(n) = Cl(s,t) ®@g C.
Schreiben wir nun jedes x € Cl(n) als x = u + v fir u,v € Cl(s,t), so sehen wir
Cl*(s,t) = Cl*(n) N Cl(s,t)

und nach dem Strukturtheorem ist CI* (n) eine offene Teilmenge von Cl(n) fiir alle n und
damit ist CI* (n)N Cl(s,t) offen in Cl(s,t). Damit ist Cl* (s, t) eine glatte Mannigfaltigkeit
mit glatter Gruppenstruktur.
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Im Folgenden schreiben wir

Si'i={v € R | n(v,0) = +1},
5% = {v e R% | n(v,v) = —1},
Sj:,t R SS,t U SS,t

=57 >

wobei wir wie gewohnlich mit 1 die symmetrische Standardbilinearform der Signatur
(s,t) bezeichnen. Dies fiithrt uns zu den Begriffen der Pin- und der Spingruppe.

Proposition 5.3. (Pin- und Spingruppe)
Die folgenden Teilmengen von Cl(s,t) bilden Untergruppen von CIt (s, t):
Pin(s,t) := {viva...v, | v; € Sit, r >0},
Spin(s,t) := Pin(s,t) N Cl(s,t)5 = {v1va...v2, | v; € Sft’t,r > 0},
Spin™ (s, t) = {v1..v2pw1 .. w2, | v; € Si’t,wj e S p g > 0}
Wir statten diese Gruppen mit der Teilmengentopologie von Cl(s,t) aus. Ferner definie-

ren wir

Pin(n) := Pin(n,0), Spin(n) := Spin(n, 0).

Die Gruppe Pin(s,t) heifit Pingruppe und die Gruppe Spin(s,t) heifit Spingruppe sowie
Spin™ (s,t) orthochrone Spingruppe.

Bemerkung 5.4. Es ist zu beachten, dass in der Literatur auch die Gruppe Spin™ (s, t)
als Spingruppe bezeichnet wird.

Die Proposition [5.3| erfolgt durch direktes Nachrechnen und wird daher ausgelassen.
Wir sind nun daran interessiert die Eigenschaften der Spingruppe zu untersuchen. Dazu
identifizieren wir den Vektorraum R*’ in kanonischer Weise mithilfe der Einbettung ~y
mit einem Unterraum von Cl(s,¢) und definieren die folgende Abbildung

R : Pin(s,t) x R®" — RS (u, ) — (—1)%8Wy . gy~
Dabei haben wir fiir ein Element v € Pin(s,t) den Grad deg(u) wie folgt definiert

0 falls u € Cl(s, t)g,
1 falls u € Cl(s, t)5.

Ol

deg(u) := {

Lemma 5.5.

(i) Die Abbildung R ist wohldefiniert, d.h. es hat Bild in dem Unterraum R der
Cliffordalgebra Cl(s,t).

i) Fir jeden Vektor v e S ist die Abbildung
+
R, := R(v,-) : RS — R%!

eine Spiegelung in der Hyperebene v+ C R,

19



(iii) Die Abbildung
At Pin(s,t) — O(s, 1), u+— Ry, = R(u,-).
ist ein stetiger Homomorphismus.

Beweis. Wir fixieren einen Vektor v € R®! mit n(v,v) = +1. Dann ist v=! = +v und

— fall
R(U,.’L‘):—’U'x-’()_lz:':v.x.v: z anH’U,
T falls z 1 v.

In der Tat, ist = || v, dann existiert ein A € R mit = Av und wir erhalten

Ry(zx)=dv-z-v=FA\-v-vv=-\v=—zx
==+1

Ist andererseits = L v, dann gilt B(v,z) = 0 und daher = - v = v - z und wir erhalten

Ry(z)=%v-z-v=F(Fzx) ==x.

=v-x
Also R,(z) € R®! und R, ist eine Spiegelung in v*. Ferner gilt
Rm...vr (33) = va o RU2 ..o er (l’)

und wir schliefien, dass R(u,x) in der Tat ein Element von R ist fiir alle u € Pin(s, t)
und z € R**. Da Spiegelungen Elemente der orthogonalen Gruppe sind, ist \ ein stetiger
Homomorphismus der orthogonalen Gruppe. 0

Wir benoétigen im Folgenden den wunderschénen Satz von Cartan-Dieudonné, welchen
wir aus den Grundkursen der linearen Algebra als bekannt voraussetzen.

Satz 5.6. (Cartan-Dieudonné)
Jedes Element von O(s,t) kann geschrieben werden als Verkniipfung von héchstens 2(s+
t) Spiegelungen in den Hyperebenen viL mit v; € Sit.

Wir verzichten auf einen Beweis und verweisen auf Theorem 6.5.11 in [3].

Lemma 5.7.

Es sei R € O(s,t) eine Komposition von Spiegelungen in Hyperebenen v
t

V; € Si’ .

1

;- mit Vektoren

(i) R ist ein Element von SO(s,t) genau dann wenn die Anzahl der Vektoren v; gerade
1st.

(i) R ist ein Element von SOT (s,t) genau dann wenn die Anzahl der Vektoren v; € S’j_’t
und die Anzahl der Vektoren v; € S** gerade sind.
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Beweis. Es sei also v € Sft’t. Dann koénnen wir R®! in maximal positive und negative
Unterrdume W4 und W_, respektive, zerlegen, sodass beziiglich einer geeigneten Basis
die Spiegelung R, die folgende Form annimmt.

R, = diag(—1,1,....,1) falls n(v,v) = +1,
R, = diag(1,1,...,1,-1,1,....,1)  falls n(v,v) = —1.
———
s mal
Aus dieser Beobachtung folgt nun unmittelbar die Behauptung. O

Bemerkung 5.8. In der Vorlesung haben wir die Gruppe SO (s,t) nicht definiert,
sodass wir das Lemma auch als Definition verwenden kinnen.

Satz 5.9.
Wir betrachten den in Lemma[5. eingefihrten stetigen Homomorphismus

At Pin(s,t) — O(s,t), u— Ry.

(i) X is ein offener und surjektiver Homomorphismus mit Kern {+1}.

(ii) Die Urbilder unter X\ der Untergruppen SO(s,t) und SO"(s,t) stimmt mit den
Gruppen Spin(s,t) und Spin™ (s,t) diberein und sind damit offene Untergruppen
von Pin(s,t).

(iii) Der Homomorphismus X\ ldasst sich zu einem surjektiven Homomorphismus

Az Spin(s,t) — SO(s,t),
A Spint (s, t) — SOT (s,1t)

einschranken mit Kern {£1}.

(iv) Als topologischer Raum ist die orthochrone Spingruppe Spin™ (s,t) zusammenhdin-
gend falls s > 2 oder t > 2.

Beweis.

(i) A ist surjektiv und offen nach dem Satz von Cartan-Dieudonné. Wir betrachten nun
ein u € Pin(s,t) mit A(u) = Eg; € O(s,t). Dann gilt deg(u) = 0, da R,, aus einer geraden
Anzahl von Spiegelungen zusammengesetzt ist. Wir folgern

u~e7;-u_1:ei

also
e u-e; = —n(e;e)u

fir alle i = 1, ...,s + t. In der Standardbasis der Cliffordalgebra kénnen wir u schreiben
als
U = aej, ...,
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fir £ > 1 und a € R. Damit gilt

Cigp, " U " Ciyy = _n(eizk’ eizk)u

woraus wir a = 0 folgern, also v € R - 1. Andererseits ist u € Pin(s,¢) und daher muss
u = £1 gelten.

(ii) und (iii) folgen nach Lemma und (i).

(iv) Wir zeigen nun, dass Spin™(s,t) zusammenhingend ist fiir s > 2 oder t > 2.
Es ist bekannt, dass SO (s,t) zusammenhingend ist und der Kern von \ gegeben ist
durch {+1}. Es geniigt daher zu zeigen, dass wir jedes u € Spin™ (s, ) mit —u verbinden
konnen durch eine stetige Kurve in Spin™ (s, ¢). Sei also s > 2 und betrachte die Kurve

Y(7) = —u - (e1 cos(7) + ez sin(7)) - (e1 cos(T) — ez sin(7)), TeR.

Diese Kurve erfiillt v(0) = u und v(7/2) = —u und liegt in Spin™ (s, ), was eine einfache
Rechnung zeigt. Ein dhnliches Argument kénnen wir fiir ¢ > 2 anwenden. O

Korollar 5.10.

Wir kénnen eine eindeutige Lie-Gruppen-Struktur auf den Gruppen Pin(s,t), Spin(s,t)
und Spin™ (s,t) definieren, sodass X eine glatte zweifache Uberlagerung von Lie-Gruppen
ist. Ferner sind fir n > 3 sind die Homomorphismen

A : Spin(n) — SO(n),
A Spint(1,n) — SOT(1,n)
A Spint(n,1) — SOT(n,1)
die universellen Uberlagerungen.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass A stetig, offen und surjektiv ist und Kern
{+1} hat sowie der Tatsache, dass fiir n > 3 die Lie-Gruppen SO(n) und SO (1,n)
Fundamentalgruppe Zs haben. O

Wir schlieflen diesen Abschnitt in dem wir den Isomorphismus
Spin*(1,3) = SL(2,C)

zeigen. Dieser dient in der Vorlesung als Definition der Spingruppe in der fiir uns wichti-
gen Dimension. Dazu identifizieren wir den Raum R"3 mit dem Raum der Hermiteschen
2 x 2-Matrizen

H = {AeMat(2><2,C) A= (A)T}.

Eine Orthonormalbasis fiir H ist gegeben durch die Pauli-Matrizen oq, 01, 09, 03. Hierbei
ist Orthonormalitét zu verstehen beziiglich des inneren Produkts

(A, B) = %tr(AB), ABeH.
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Ein Isomorphismus ist dann gegeben durch

t+2 x—1y
1,3 _
RY — H, (t,z,y,2) — A <:L‘—|—iy t—z)

mit Umkehrabbildung
H — RY3, A ((A,00),(A,01), (A, 02), (A, 03)).
Auf H kénnen wir die Lie-Gruppe SL(2,C) durch
SL(2,C) x H = H, (X,A)— A% .= XxAXT

wirken lassen. Diese Operation erhélt die Determinante und wirkt damit durch lineare
Isometrien des Minkowski-Raums. Daher induziert dies eine stetige Abbildung in die
Lorentz-Gruppe

SLQ((C) — 0(1,3).

Es ist ferner bekannt, dass die Lie-Gruppe SL(2,C) einfach zusammenhingend ist und
wir eralten einen Homomorphismus

¥ :SL(2,C) — SOT(1,3), X, = Y = (04, Xo, XT),

den sogenannten Spin-Homomorphismus. Der Kern dieses Homomorphismus besteht aus
allen Matrizen X € SL(2,C), welche X AXT = X erfiillen fiir alle Hermiteschen Matrizen
A. Wiahlen wir A als die Identititsmatrix, so muss gelten X X' = I, d.h. X ist unitér
und wir kénnen die Wirkung umschreiben als A — XAX~!. Damit ist aber der Kern
des Spin-Homomorphismus

{X €SL(2,C) | AX = XA fiir alle Hermiteschen A}.

Da alle reellen Diagonalmatrizen in ‘H enthalten sind, muss X bereits diagonal sein.
Letztlich muss wegen det(X) = 1 auch X = {+£I} gelten. Damit ist SL(2,C) eine
universelle Uberlagerung von SO™(1,3) und der versprochene Isomorphismus folgt.

6. Die Lie-Algebra der Spingruppe

In diesem Abschnitt konstuieren wir die Lie-Algebra der Spingruppe Spin™ (s, t).

Wir beginnen mit der Beobachtung, dass die Lie algebra c¢[*(s,t) kanonisch isomorph
ist als Vektorraum zu Cl(s,t) mit Kommutator

[$7y]:$y_y$ v.fL',yGCl(S,t),

da die Lie-Gruppe C1*(s,t) eine offene Teilmenge von Cl(s,t) ist. Da die Lie-Gruppen
Pin(s,t) und Spin™ (s, ) Lie-Untergruppen von C1* (s, t) sind, sind auch ihre Lie-Algebren
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Unterliealgebren von c[* (s, t). Es sei nun e, ..., es1¢ eine Orthonormalbasis von R**. Wir
definieren
M(s,t) := span{e;e; € Cl(s,t) | ¢ <i<j<s+t}.

Dann zeigt eine einfache und direkte Rechnung, dass der Vektorraum M (s,t) eine Lie-
Unteralgebra von ¢[*(s,t) ist mit der Dimension

dim M (s, t) = %(s—l—t)(s Fi—1).

Proposition 6.1. (Lie-Algebra spin™ (s, t))
Fiir alle s,t > 0 gilt die folgende Identitit
spint (s, t) = M(s,t).

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass M(s,t) C spin®(s,t) gilt und folgern dann aus Di-
mensionsgriinden Gleihheit. Es sei also i < j. Wir miissen eine Kurve in Spin™ (s, ¢) durch
das Einselement 1 finden mit Geschwindigkeitavektor e;e;. Wir setzen n; := n(e;, €;). Es
gibt nun zwei Félle zu unterscheiden:

(i) Es gilt i # j und ; = n;: Wir betrachten dann die Kurve
(7)== cos(7)1 +sin(7)ee;, TER
durch 1. Diese liegt in Spin™ (s, t), denn
cos(7)1 + sin(7)e;e; = e;(—n;cos(7)e; + sin(7)e;)

und
n(—nicos(T)e; + sin(7)e;, —n;cos(7)e; + sin(7)e;) = n;.

(i) Es gilt ¢ # j und n; = —n;. Dann betrachten wir die Kurve
(1) = cosh(7)1 + sinh(7)eje;, TER

durch 1. Eine dhnliche Argumentation wie in (i) zeigt, dass diese Kurve wieder in
Spin* (s, ) enthalten ist.

Wir nehmen nun die Ableitung in 7 = 0 beider Kurven und erhalten e;e; € spin® (s, 1)
fir alle 4 # j. Dies implitiert
M (s,t) C spin™(s,t)

und aus Dimensionsgriinden muss bereits Gleichheit gelten. O

Unser néchstes Ziel ist die Isomorphie der Lie-Algebren von Spin™(s,¢) und SO*(s,t)
zu zeigen. Dieser ist gegeben durch das Differential der Abbildung A.
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Korollar 6.2.
Das Differential des Homomorphismus X : Spin™ (s, t) — SO" (s, t) ist gegeben durch

A sspint(s,t) = s0T(s,1),  M(@)(y) = ade(y) = [2,9].

Insbesondere gilt
A (eiej) = 2(77iEji - njEij)

wobei Ej; die (s +t) x (s + t)-Elementarmatriz ist mit 1 in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte und Nullen sonst. Mit anderen Worten ist A, ein Isomorphismus.

Beweis. Siehe Korollar 6.5.23 in [3]. O

Literatur

[1] S. Bosch. Lineare Algebra.Springer Spektrum, Berlin-Heiselberg, 5., iiberarbeitet und
erweiterte Auflage, 2014.

[2] B.C. Hall. Quantum Theory for Mathematicians. Springer, Graduate Texts in Ma-
thematics, 2013.

[3] M. Hamilton. Mathematical Gauge Theory. With Applications to the Standard Model
of Particle Physics. Springer-Verlag, 2017.

[4] A.W. Knapp. Lie Groups Beyond an Introduction. Second Edition. Progress in Ma-
thematics, vol . 140, Birkhauser, Boston, 2002.

[5] E. Meinrenken. Clifford Algebras and Lie Theory. Springer-Verlag, Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete ; Folge 3, 58, 2013.

[6] H. B. Lawson, M.-L. Michelsohn. Spin geometry. Princeton University Press, 1989.

25



	Quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen
	Cliffordalgebren
	Definition und Eigenschaften
	Cliffordalgebren und äußere Algebren
	Isomorphismen von Cliffordalgebren

	Cliffordalgebren für die symmetrischen Standardbilinearformen
	Beispiele von Cliffordalgebren
	Struktur von Cliffordalgebren

	Die Dirac-Spinordarstellung
	Die Pingruppe und die Spingruppe
	Die Lie-Algebra der Spingruppe

