Einleitang

Es sei I" eine Gruppe vom Typ der Hilbertschen Modulgruppe zu
einem total reellen Zahlkdrper L. Diese operiert auf dem Produkt von n
oberen Halbebenen. Der Raum H"/I" kann durch Hinzunahme endlich
vicler Spitzen zu ciner normalen projektiven algebraischen Mannig-
faltigkeit X (mit Singularititen) kompaktifiziert werden.

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist der Beweis folgender Formel
g(K(M)=1+(—-1y"dim[TI; 1],
=P (0)—h (h=Anzahl der Spitzen) (n>1).

Dabei ist g(K{I")) das arithmetische Geschlecht des Korpers der Modul-
funktionen.

Mit [, ] bzw. [T, ¥], wird der Vektorraum der Modul- bzw. Spitzen-
formen vom Gewicht r bezeichnet.

Es gibt ein Polynom F. vom Grade »# mit der Eigenschaft
B{r)=dim([[,r] fir r=0modr,,r>0,r, geeignet.

Dieses Polynom kann mit Hilfe der Selbergschen Spurformel berechnet
werden [2, 12].

Der Beweis obiger Formel, die ihrer Gestalt nach vollig elementar
ist, erfordert tiefe Hilfsmittel. Von Bedeutung sind

1} die algebraische Kompaktifizierung von H"/T,

2} die Desingularisierungstheorie von Hironaka,

3) die Dualitétstheorie von Hodge (h”?=h?F),

4} die allgemeine Dualitéitstheorie auf algebraischen Mannigfaltig-
keiten mit Singularititen (Grothendicck, Hartshorne).

5) Verschwindungssitze ,von Kodaira® fiir Mannigfaltigkeiten mit
Singularititen (Grauert, Riemenschneider).

Ein elementarer Beweis obiger Formeln wire natiirlich wiinschens-
wert.



Lokale und globale Invarianten der Hilbertschen Modulgruppe 107

Kurze Skizze des Beweises
Mit X werde ein singularititenfreies Modell des K6rpers der Modul-
funktionen K(I') bezeichnet. Nach Hironaka existiert ¢in solches Modell
und man kann sogar annchmen, daB X eine Modifikation von X ist.

Man kann dann mit Hilfe der Hodgetheorie zeigen:
dim H(X, 03)=0 fiir v+0,n.
AuBerdem folgt aus der iiblichen Dualititstheorie (Serre)
dim H(X, ¢3)=dim [T} 1],,
dim H"(X, Oy)=dim[I} 1]=dim [[, 1], + .

Das entscheidende Problem ist daher, HY(X, ¢,) zu berechnen und zwar
fiir 1 <v<n, denn H'(X, ¢y} verschwindet, wie man mit Hilfe der Leray-
schen Spektralsequenz zeigt.

Mit Hilfe cines Verschwindungssatzes von Grauert und Riemen-
schneider kann man

H(X, #%)=0 fir v=0,n
(#y =kanonische Garbe im Sinne von Serre)

zeigen.

bie Gruppen H*(X, 0y) kénnen nun mit Hilfe der Dualitdtstheorie
von Grothendieck/Hartshorne berechnet werden. Sie setzen sich zu-
sammen aus H'(X,y) und den lokalen Kohomologiegruppen
H{ (X, Oy) (x eine Spitze).

Die letzteren sind rein lokale Invarianten. Ist x speziell die Spitze oo,

so fiihrt man die Berechnung der lokalen Kohomologiegruppen zuriick

auf
HY(H"T, ,Strukturgarbe).

Da die Struktur des Stabilisators I, sehr einfach ist, kann man diese
Gruppen explizit berechnen.

§ 1. Hyperabelsche Gruppen
Mit
H={zeC; z=x+iy,y>0}
werde die obere Halbebene bezeichnet und mit
G=SI2, R)/{+E, —E}
die Gruppe ihrer analytischen Automorphismen. Eine Matrix

B

o
M_(y é

)ESI(Z,]R)
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operiert auf H durch
My =(az+pf)(yz+5) .

Auf dem Produkt von n oberen Halbebenen H” operiert die symmetri-
sche Gruppe S, durch

6(zy, 0o s 2= 2oy -5 Zagm)-
Die volle Gruppe der analytischen Automorphismen von H" ist
G,=G"-S, (semidirektes Produkt}.

Im folgenden sei I’ = G, eine diskrete Untergruppe und
r=rng.

Dies ist e¢in Normalteiler von endlichem Index in I

Man kann dic Gruppe G, auch auf dem Raum H" operieren lassen,
wobei H der AbschluB3 von H in der Riemannschen Zahlkugel sei:

H=HUR; R=Ru{mw}.

Gewisse Randpunkte K=y, ... )R

heiBen Spitzen von I, wenn der Stabilisator I, Maximalititsbedingungen
geniigt, die wir nun formulieren wollen. Zunichst transformiert man x
durch eine Substitution ge G, nach o

g{x)=o0=(00,..., x0).

Die Gruppe I' hat definitionsgemiB genau dann die Spitze «, wenn
gl g die Spitze oo hat.

Man kann also k= oo annehmen. Die Elemente aus G", die co fest-
lassen, sind die affinen Substitutionen

z—ezta,0elR”;  eclRY.
Die Gesamtheit der Translationen
t={aelR"; z— z+o liegtin I'}
ist eine diskrete Untergruppe von R”.
1. Bedingung. t ist ein Gitter (vom Rang r) in IR".
Ein n-Tupel ze R"_ heiflt Multiplikator, wenn es ¢in xe R” gibt, so dali

_ ] Z—rgz-+a
in I' enthalten ist.
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Die Gruppe aller Multiplikatoren werde mit
A={ecR" ,z—ez+a liegt in I fiir ein ecR"}
bezeichnet. Diese Gruppe operiert auf dem Translationsgitter durch
(g, a)—zu.

Wenn t maximalen Rang » hat, sind .infolgedessen die Multiplikatoren
algebraische Einheiten, und es giit

Ne=g ...g,=1
(Aligemein definieren wir
N:C"»C; Nz=z ..z,
S:C>C; Sz=z 4+ +z,)

Die Gruppe A ist eine diskrete Untergruppe von R" und hat daher
einen Rang <n-1.

2. Bedingung. Rang A=n—1.

Die Spitzen von [ und irgendeiner Untergruppe [, von endlichem Index
stimmen {iberein.

Wenn oo Spitze von [ ist, so operiert der Stabilisator I, auf
Us={ze"; Ny>C} (y=Imz).
Man erhilt also eine Abbildung
Ug/l, — HYL.
L1. Lemma. Die Gruppe I habe die Spitze . Es existiert eine Kon-
stante C >0, so daf die natiirliche Abbiidung
U/l — Hl
eine (offene) Einbettung ist (siche [8]).
Offenbar ist
U,/I, =Kompaktum x {xeR, x> C}.

Es ist daher méglich, den Raum H%/[" durch Hinzunahme eines Punktes
oo zu erweitern, so daB gilt:
a) H*/I'w {co} ist lokal kompakt.

b) Eine Umgebungsbasis von {co} hat man in

U/, u{w} (C>0).
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In entsprechender Weise kann man die anderen Spitzen von I zu
H"/I" hinzunehmen. Man erhilt so einen lokal kompakten Raum

X = H"/I'w Klassen der beziiglich I" dquivalenten Spitzen von I

Die Spitzenklassen bilden eine diskrete Teilmenge von X.
1.2. Definition. Die Gruppe I" heiBe hyperabelsch, wenn der Raum

X =H"/["U {Spitzenklassen}
kompakt ist.

Es gibt dann insbesondere nur endlich viele Klassen dquivalenter
Spitzen.

Es gibt hyperabelsche Gruppen " ohne Spitzen, die in dieser Arbeit
allerdings nur eine untergeordnete Rolle spielen. Die Resultate dieser
Arbeit gelten jedoch auch fiir solche Gruppen, wenn man eine gewisse
Irreduzibilititsbedingung fordert und zwar soll bei den n-Projektionen

G"— G"! (Streichen einer Komponente)
das Bild von I" dicht in G"~! sein.

Eine hyperabelsche Gruppe heifie irreduzibel, wenn sic entweder
Spitzen hat, oder der eben genannten Bedingung geniigt. Bei Gruppen
mit Spitzen ist diese Bedingung vermutlich automatisch erfiilit, aber das
bendtigen wir im folgenden nicht. Beispiele fiir hyperabelsche Gruppen
sind die Hilbertschen Modulgruppen.

Sei L ein total reeller Zahlkdrper von Rang n. Die n verschiedenen
Einbettungen LoR: a—a®(1<v<n)

fassen wir zu einer Abbildung

L-R";  a—@®, ™)
zusammen, Wir werden im folgenden « und ("), ..., &™) identifizieren.
Die Hauptordnung

O ={aeL; « ganz algebraisch}
definiert ein Gitter in R". Die Hilbertsche Modulgruppe zu L ist defi-
niert durch I, =SI@2, O){ £E} > G".

Die Struktur des Raumes X = H"/T"

Es ist bekannt, daB X eine Struktur als normalen komplexen Raum
besitzt.

Wir beschreiben den lokalen Ring @y ., in der Spitze . Ein Ele-
ment Oy ., wird definiert durch eine holomorphe Funktion

f: Us— @ (C hinreichend groB3),
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welche bei [, invariant ist. Insbesondere gilt
flz+o)=f(z} fiir oet.
Die Funktion f gestattet daher eine Entwicklung in eine Fourierreihe

f(z)=2aye(yz) mit  e(... )=S0

yet®

Dabei ist t° das zu t duale Gitter
‘ t°={axeR", S(x{)eZ fiir alle fet}.
1.3. Hilfssatz. Die Reihe
2 a,e(yz)

vetl
konvergiert dann und nur dann in U, wenn es zu jedem acR" mit No>C
eine Konstante K gibt, so daf

ia §<K eZnS(a]:)
. yi==
gilt,

Man beweist dies mit Hilfe des Fourierintegrals.
Der Raum X ist nicht nur analytisch, sondern algebraisch.

14.Satz. Es gibt eine Einbettung von X in einen projektiven Raum
PN als abgeschlossene algebraische Mannigfaltigkeit.

Man kann dann das Verschwindungsideal A=C[7T,, ..., T;,] von X
betrachten und diesem den graduierten Ring

A=C[T,, ..., T,]/U

zuordnen.

Diesen Ring kann man mit Hilfe von automorphen Formen be-
schreiben,

Eine automorphe Form vom Gewicht (=0, 1,2, ...} ist eine holo-
morphe Funktion

frH' -,
die der Transformationsformel
fle2)=j(g,2)"f(z) fiir gel

geniigt. Dabei ist j(g, z) die Funktionaldeterminante von z— g(2). Die

Differentialform f{dz, A...Adz)Y ist also f-invariant. Im Falle n=1

ist auBerdem noch die Beschriinktheit von f in den Spitzen zu fordern.
Der Vektorraum der automorphen Formen vom Gewicht » werde

mit [T, r] bezeichnet.

8 Inventiones math, Vol. 17
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Die direkte Summe dieser Vektorrdume

o

ADy= Y L]

r=0

ist eine endlich erzeugte graduierte Algebra iiber €.

Die projektive Einbettung von X wird gerade so konstruiert, daB

A=A™(N= Y [Ir]

gilt. r=omodn

Dabei ist r, cine (mdglicherweise grofie) natiirliche Zahl. Wir be-
zeichnen mit B das Hilbertpolynom zu dieser Einbettung. Dies ist also
ein Polynom vom Grade n, so dafl

dim[f,¥]=B() fir r=0modr,
r hinreichend groB gilt. Man kennt dieses Polynom in vielen Fiillen.
) F=rea.

In diesem Falle wurde dim [[ r] fiir r> 1 von Shimizu mit Hilfe der
Selbergschen Spurformel berechnet [121.

2) Im Falle [ +T, n=2, hat Busam dim [, 7] fir r>1 analog zu 1)
berechnet [2].

Es ist ein Ziel dieser Arbeit, auch dim [f, 1] zu berechnen, genauer,
dim [, 1] durch den konstanten Koeffizienten von Fr auszndriicken.

§ 2. Differentialformen auf H*[I°

Auf einer beliebigen n-dimensionalen analytischen Mannigfaltigkeit
X, sind die holomorphen Differentialformen vom lokalen Typ

o= 3 fiadzgaendz

1€ji...<ivEn
von Interesse. Diese bilden einen Vektorraum £, (X,), dessen Dimension
wir mit 8, (Xo) =dim ©,(X,)
bezeichnen, sofern sie endlich ist. Das differentielle Geschlecht von X,
ist durch n
g(Xo)= Y. (—1)"g,(Xo)

definiert. v=0

Es sei nun I eine irreduzible hyperabelsche Gruppe und

X,=X-S8; S=singulirer Ort von X.
Da X normal ist, gilt

dim X —dimS§=2  (n=2 vorausgesetzt).
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2.1. Satz. Es sei I eine irreduzible hyperabelsche Gruppe und
X, =regulirer Ort von X =H"/T.
g (Xg)=--=g,_(Xs}=0.

Dieser Satz stammt im Falle, daB [" keine Spitzen und Fixpunkte
hat, von Matsushima-Shimura [9].

Die Verallgemeinerung auf Gruppen mit Spitzen ist nicht schwierig.
Der Vollstindigkeit halber wollen wir den Beweis hier durchfiihren.

Sei

Esgilt

wO € Qv (XO) .
Das Urbild von w, auf H" bei der Projektionsabbildung
p: H* > HYI

werde mit w* bezeichnet. Diese Differentialform ist invariant bei I" und
holomorph auferhalb p~1(S). Da die Kodimension von pHS) groBer
als eins ist, kann man w* auf ganze H" holomorph fortsetzen. Es ist

W = y Lo n@dz A Adz

lEji<...<jy=n
mit holomorphen Funktionen
firori > C.
Die Invarianz von w* bei I' bedeutet offenbar

SM@)= TT Guetd @M= (] er

el .. jv) 0
f=f}1,,..,j,,'
Satz 2.1 ist daher cin Spezialfall von

2.2. Hilfssatz. Sei fiH" > C

eine holomorphe Funktion mit der Eigenschaft

JM{zH)= i(vvz‘,«kév)z"’f(z) fiir MeT'

mit ganz rationalen Zahlen r,, von denen gewisse, aber nicht alle ver-
schwinden. Dann verschwindet f identisch.

Beweis. Die Funktion

8= Y /@

ist in gewissen Variablen noch holomorph. AuBerdem ist |g(z)| invariant
unter I
8!!
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1. Fall. H*/T ist kompakt.

Die Funktion lg(z)} nehme ihr Maximum in z°=(z?, ..., z0) an. Wir

kénnen annehmen, dal3
rn=0

ist. Nach dem Maximumprinzip ist dic holomorphe Funktion

hiz)=g(z.29,...,2°

L ]

konstant. Wegen der I'-Invarianz von |g(z)} gilt daher

gz =1g (z,Mx23>, ... Mzl
Die Irreduzibilitit der Gruppe I' besagt nun gerade, daB die Menge der
Punkte o o
{(M3<230, ... M (2, ), Mel'}

dicht in H"~! liegt.

Aus Stetigkeitsgriinden ist daher |g(z)| konstant. Jetzt ist leicht zu
schen, daB f verschwindet.

2. Fall. Die Gruppe I hat Spitzen.

Zunichst zeigen wir, daB die I-invariante Funktion |g(z)| in den
Spitzen verschwindet. Dies ist eine Variante des Koecherprinzips.

Zunichst kann man f in ¢ine Fourierreihe entwickeln
f(z)= Z a, e(yz);, elyz) = p2misrz)
yet®

Ist g€ A ein Multiplikator, so gilt offenbar

n
a,d=( I1) la).
v=1

Da gewisse, aber nicht alle r, verschwinden, folgt a,=0. Es muB noch
gezeigt werden
a,+0=y>0.
Dazu benutzt man die Abschitzung
la,| < CSP  (s.(1.3).

Aus der Koeflizientenrelation folgt nun

n k
la|<C (ﬂs;v) SUN fir kel
v=1
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Es sei etwa die erste Komponente y, von y negativ. Mit Hilfe eines ein-
fachen Gitterarguments findet man einen Multiplikator ¢ mit der Eigen-

schaft
g >1le,<l fur 2Z2v<n.

Durch Grenziibergang k- 00 zeigt man nun a,=0.
Damit ist gezeigt, daB |g(z)| in den Spitzen verschwindet. Die Funk-

tion g(z) nimmt daher ein Maximum in z°e H" an. Die Funktion

h(z)=glz,z23,....2°)

n

ist holomorph (es wird wieder r, =0 angenommen) und daher konstant.
Mit Hilfe des Grenziibergangs Im z— oo beweist man

h(2)=0.
Insbesondere gilt
g(z%=0, also g(z)=0.

2.3. Bemerkung. (Voraussetzung wie in 2.1.) Es ist
go(Xo)=1; g, (Xp)=dim[F1].
Das differentielle Geschlecht von X, ist daher
g(Xy)=1+(~1)"dim[F, 1].

Das differentielle Geschiecht einer kompakten singularititenfreien
Mannigfaitigkeit X kann nach der Hodgetheorie iiber eine projektive
Einbettung berechnet werden.

24. Satz (s. etwa [7]). Ist X eine kompakte singularitiitenfreie projek-
tive Mannigfaltigheit und ist P das Hilbertpolynom einer Einbetiung von X
in einen projektiven Raum PV, so gilt

g(X)=P(0).

Wenn X nicht singularititenfrei ist, so ist der Zusammenhang zwi-
schen g{X,) und P(0) komplizierter.

Es werde mit K(I") der Korper der automorphen Funktionen zu I
bezeichnet. Die Elemente von K(I') sind -invariante mermorphe Funk-
tionen auf H", die im Falle n=1 noch einer Wachstumsbedingung in
den Spitzen geniigen. Dic automorphen Funktionen entsprechen um-
kehrbar eindeutig den rationalen Funktionen auf X, Daher ist K(f) ein
algebraischer Funktionenkérper vom Transzendenzgrad n.

Man kann jedem algebraischen Funktionenk&rper eine gewisse In-
variante, das arithmetische Geschlecht g(K) zuordnen.
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Hat man ein kompaktes singularititenfreies Modell X von K, so ist

g(K)=g(X).

Man kann dies als Definition von g{(K) wihlen, mu} dann allerdings
wissen, daB g(X) birational invariant ist und daB ein singularitétenfreies
Modell X existiert.

Es stellt sich nun folgendes

Problem. Es sei I’ eine irreduzible hyperabelsche Gruppe und X, der
regulire Ort von X = H"/T. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den

Grifien R
g{K(M), g(Xp}=1+(-1)"dim [T, 1], B (0)?

§ 3. Fortsetzbarkeit von Differentialformen

Es sei X eine analytische Mannigfaltigkeit der Dimension » und
X,<=X ein offener dichter Teil. Wann ist eine holomorphe Differential-
form w, von X, auf X holomorph fortsetzbar?

Diese Frage ist leicht zu beantworten, wenn w, vom Typ €, ist.

3.1. Hilfssatz'. Sei X eine n-dimensionale analytische Mannigfaltig-
keit und woe8,(X,) eine holomorphe Differentialform auf einem offenen
dichten Teil X, X, welche auf ganz X meromorph sei. Eine solche Form
ist in einem Punkt se X — X, genau dann holomorph, wenn es eine Um-
gebung U von s gibt, so daf gilt:

{ wrd<oo.
UnXo

Beweis. Wir nehmen an, das Integral sei endlich. Dann ist w sogar in
ganz U holomorph, wie nun indirekt bewiesen werden soll.

Wenn die Polstellenmenge S U von @ in U nicht leer ist, so kann
man einen reguliren Punkt sy€S finden. Nach eventueller Verkleinerung
von U kann man dann annehmen

U={ze@"; |z,|<r(1=v=n)},r>0,
§={zeU; zy=0} und s=0.
In U besitzt w eine Darstellung
o=fdz; n...Adz,

mit einer in U meromorphen Funktion f, deren Pole in S liegen. Ersetzt
man o durch z¥w, k=0, so bleibt das Integral immer noch endlich. Man

! Eine Variante dieses Hilfssatzes findet man in [41, der Beweis ist dort allerdings nicht
korrekt.



Lokale und globale Invarianten der Hilbertschen Modulgruppe 117

kann daher annehmen, dafl w in S einen Pol erster Ordnung hat, d. h.
f(zy=z7talzy,...,z,) + bz, ..., 2,)

mit holomorphen Funktionen a, b, Diese sind in U beschrénkt, wenn
man r etwas verkleinert. Nach Voraussetzung sollte das Integral

V1@ dxydy, ... dx,dy,

endlich sein. Wenn @ von Null verschieden ist, so mubB infolgedessen das
uneigentliche Integral

Fod+yh)tdx dy,

Izl v

konvergieren. Dies ist aber nicht der Fall.
Dieses Kriterium soll nun auf eine Desingularisierung

X — U/l 0 {o0}

angewendet werden, wobei X, der regulire Ort von Uy/T sei.

Eine holomorphe Differentialform w,e,(X,) induziert zunichst
eine [-invariante holomorphe Differentialform f-dz, A ... Adz, auf Up.
Die holomorphe Funktion f ist dann insbesondere [ -invariant und ge-
siattet daher eine Entwicklung in eine Fourierreihe

f@)=ag+ } a,e(yz).
y>0

Bezeichnet man mit F,. einen Fundamentalbereich von I, in U, so ist

| ord= {|f(2)fdzndz.

Ucx/ln Fex
Es ist zu untersuchen, wann dieses Integral fiir groBe C* (und damit
faktisch fiir C* > C) endlich ist.
1. Fall a,=+0. Fiir hinreichend groBes C* gilt
| f@I231a|>0, zela.

Da Fg. kein endliches Euklidsches Volumen hat, kann obiges Integral
nicht endlich sein.

2. Fall ay=0. Bs wird sich zeigen, daBl das Integral endlich ist. Dazu
ist
s fle(y2)dzadz

Few
abzuschitzen. Man kann den Fundamentalbereich Fe. so konstruieren,
daB

Yy

Ny

x, fir 1€v<n und fir 1svsn—1

v
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in einem Kompaktum variieren. In diesem Bereich gilt dann
y=C fir v=1,...,n

mit einer Konstanten C, die von C* abhingt und mit C* {iber alle
Grenzen wiichst.

Es gilt
I e—ZnS(yy]dyl dy _ g~ 2nCS(y)
w2 " (2a)yNy

<e 250" fijr hinreichend groBe C,

wobei y* >0 irgend ein fest vorgegebener Vektor mit N y*> C* sei.
Man erhiilt nun eine Abschiitzung der Art

JIf @ dzndzs z la,| e 255" < oo,
Fox

Diese Reihe konvergiert, da die Fourierreihe von f{z) in Ug. (absolut)
konvergiert.

Damit ist bewiesen:

3.2. Satz. Sei w, eine holomorphe Differentialform vom Typ Q, auf dem
reguldren Ort von U/l Diese ist genau dann auf eine Desingularisierung
von Ug/F,w{oo} holomorph fortsetzbar, wenn die der Form w, zu-

geordnete Funktion U.— C eine Spitzenform ist (d.h. der nullte Ent-
wicklungskoeffizient verschwindet).

Entsprechende Aussagen gelten fiir beliebige Spitzen, denn diese
kann man ja pach oo transformieren.

§ 4. Ein Problem von M. Eichler
Der Ring der automorphen Formen
A=Y [F.n]
r=0

ist eine endlich erzeugte C-Algebra. Man kann daher eine natiirliche
Zahl r, finden, so dal

A=A (D)= Z[I‘ rrg)

o
von den Formen vom Gewicht 7, erzeugt wird.

Nach dem Noetherschen Normalisierungssatz existieren algebraisch
unabhéngige Formen .
fO; "',.f;te[r! I"0]’
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o daB A endlicher Modul iiber dem Polynomring

A0=‘E[f0: ’j;x:'

ist. Eichler hat die Frage aufgeworfen, ob 4 ein freier A,-Modul ist.

Es gibt ein lokales Analogon zu dem Problem von Eichler. Sei R ein
lokaler Noetherscher Ring und Ry <R e¢in regulirer Unterring, so daf3 R
endlicher Ry-Modul ist. Man kann sich fragen, wann dieser Modul frei
ist. Dies hdngt von der Tiefe von R ab. Die Tiefe von R ist die groBte
Zahl k, so daB eine Nichtnullteilerkette a,, ..., a, aus dem maximalen
Ideal von R existiert, d.h.

a; ist Nichtnullteiler in R/(ay, ..., a;_,) (1 <j<k).

Wir stellen kurz einige Eigenschaften der Tiefe zusammen. Einzelheiten
findet man in [10].

Es gilt stets ) .
Tiefe (R) < (Krullsche) dim R.

Ist R normal, so gilt
Tiefe (R)= min {dim R, 2}.

Die Cohen-Macaulayringe sind dadurch gekennzeichnet, daB Tiefe und
Dimension iibereinstimmen. Jeder normale Ring der Dimension <2
ist ein Cohen-Macaulayring.

- Es sei jetzt wieder R endlicher Modul liber dem reguliren Unter-
ring Ry. Dann ist R dann und nur dann Cohen-Macaulayring, wenn R
ein freier Rp-Modul ist. Wir bemerken noch, daB Tiefe und Krullsche
Dimension sich beim Komplettieren nicht veridndern. Es ist insbeson-
dere gleichgiiltig, ob man die Tiefe eines Rings algebraisch oder ana-
Iytisch berechnet.

4.1. Lemma. Der Ring A=A"\(I") ist bei geeignetem ¥y dann und nur
dann_freier A,-Modul, wenn X eine Cohen-M acaulaymannigfaltigkeit ist.
Dies ist der Fall, wenn n<2 gilt, oder wenn H"/I" kompakt ist.

. Dabei heiBt X Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit, wenn alle lokalen
Ringe Cohen-Macaulayringe sind.

Beweis. Zuniichst ist klar, dafd aus der globalen die lokale Freiheit
folgt. Umgekehrt entnimmt man der Arbeit von Serre [11] folgendes
Resultat:

.- 8ei X eine Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit. Der Ring A ist bei ge-
eigneter Wahl von r, genau dann ein freier 4 -Modul, wenn

H'(X,0.=0 fir v+0,n
gilt.
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Tatsdchlich wissen wir
HY(X,0:)=0 fiir v+0,n,
w.obei n: X — X eine Desingularisierung sei. Aufgrund der Hodgetheorie
gl dim H*(X, Ox)=g,(X)
und diese Zahlen verschwinden fiir v=0, n nach 2.1.

4.2. Hilfssatz. Es sei n: X — X eine Desingularisierung der normalen
und projektiven Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit X. Wenn die Gruppen
HY(X, 03) fiir v+0, n verschwinden, so trifft dies auch fiir H'(X, Oy) zu.

Dies ist quivalent mit dem Verschwinden von R*n, Oz fir1sv=n—2
{Leraysche Spektalsequenz).

Nach einem Satz von Grauert und Riemenschneider {4] verschwin-
den die hoheren direkten Bilder der kanonischen Garbe

Rin, Az=0 fur v>0.
Nach dem Serreschen Dualititssatz gilt

(X, A =H""(X,0*=0 fir v=0,n
und daher
H'(X, 7, A3)=0 fir v£0,n.

Die Garbe n, #% unterscheidet sich hochstens in den endlich viclen
Spitzen von der kanonischen Garbe 5. Es gilt daher auch

H'(X,A)=0 fir v£0,n.

Die Serresche kanonische Garbe .#% kann man bekanntlich wie folgt
definieren
A (D)=8,(U,); U,=regulirer Ort von U.

Wenn U nur Quotientensingularititen enthilt, so gilt [3]
Hyx (U)=(m, Az) (U).

Nach Voraussetzung ist X Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit. Daher
gilt auf X vollstindige Dualitit, also

H(X, 0)=H""(X, #)*=0 fiir v+0,7.

Zum Beweis von 4.1 ist jetzt nur noch zu zeigen, daB3 die lokalen Ringe
in den Punkten von H"/I" Cohen-Macaulayringe sind. Etwas allgemeiner
giit:

4.3. Hilfssatz. Sei R, ein normaler lokaler Ring und Ry <R eine end-
liche Erweiterung mit folgenden Eigenschaften:
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a} R ist ein normaler nullteilerfreier Cohen-Macaulayring.

b} Der Grad [Q(R): Q(R,)] der Quotientenkirper ist Einheit in R,.
Dann ist Ry Cohen-Macaulayring.

Beweis. Es existiert eine R,-lineare Spurabbildung
Sp: R—R,,
die-auf Ry, als Identitét wirkt, Daher gilt
R=R,@Kem(Sp) (Ry-lineare Isomorphie).

Bevor wir die Tiefe der Spitzen berechnen, schlieBen wir noch einige
Bemerkungen an.

4.4. Satz. Sei k eine Spitze von I'. Es gibt im Falle n=2 genau dann
eine Form fe I, 1], die in k nicht, aber in allen anderen zu x indquivalenten
Spitzen erschwindet, wenn gilt:

f[,=G" A, A, alternierende Gruppe.

Dieser Satz wird iiblicherweise durch analytische Fortsetzung von
Eisensteinreihen bewiesen. Es ist wohl nicht ohne Interesse, daB er auch
iiber unsere kohomologischen Untersuchungen gewonnen werden kann.

Beweis von 4.4. Aus der Sequenz
O m, Ay — Ay > M0 (M =AHy/n, )
féEﬁltiert die kurze exakte Sequenz
0—[I1]y— [ 11> H(X, M)—0.
Die Garbe M ist auf die Spitzen konzentriert, es gilt daher
| HOOX. M)= @ My
Dle Frage lautet also: Wann ist M, =+ 0? Dabei kdnnen wir k=00 vor-
aussetzen. Wann gibt es cine holomorphe I -invariante Differentialform
fdzyn.ondz, in Us={zeH"; Ny> (),

so daB fin co nicht verschwindet? Liegt I, schon in G"- 4,,, so kann man
f =1 wihien. Andernfalls existiert keine solche Form.
- Man kann jeder n-dimensionalen isolierten Singularitit (X, s} ein

gevnsses (n—1)-Tupel (r,...,7,_ ;) von nicht negativen ganzen Zahlen
zuordnen Dazu betrachte man eine Auflésung der Singularitiit
o m ¥ X

ind-definiere .
t,=r,(s}=dim (R" n, Oz),.

Wir.nennen das (n—1)-Tupel {ry, ..., r,_,) den Typ der Singularitiit.
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4.5. Bemerkung. Sei k eine Spitze der Gruppe I'. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

i) Oy ist ein Cohen-Macaulayring.

iiy Der Typ der Spitze x ist entweder (0,...,0,1) oder (0,...,0), je
nachdem ob I, in G" - A, enthalten ist oder nicht.

Im Falle n=2, wo ja i) erfiillt ist, liegt also genau dann eine rationale
Singularitiit vor, wenn diese in einer eindimenstonalen Fixpunkt-Mannig-
faltigkeit ist.

Wir werden in § 6 sehen, dall im Fall n>2 noch die Typen
{0, D)(n=3) und (0,0,})(n=4)
durch geeignete Wahl von I zu realisieren sind. Im Falle n>>4 ist jedoch

O ) nie Cohen-Macaulayring, wie sich herausstellen wird.

§ 5. Die lokalen Kohomologiegruppen

Will man die Kohomologie von (7, oder allgemeiner der Potenzen

von ¥ fiir X = H"/I" berechnen, so benétigt man die lokalen Kohomo-
logiegruppen | Hyy (X, 0y,
wobei x eine Spitze sei.

Wir stellen zuniichst einige Resultate iiber diese Kohomologiegrup-
pen zusammen (s. [5, 137}

Dabei sei X ein algebraischer oder ein analytischer Raum der Dimen-
sion n>0. Ist I/ eine offene Umgebung von x, so gilt

H{x}(UB Ox)= H{x}(Xs Oy).

Wir setzen voraus, daB eine Umgebung U existiert, so daf U-—{x}
Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit ist.

Dann gilt im analytischen wie im algebraischen Fall

1) Die Gruppen

Hi (U, 0y) fir 0=v=n-1

sind Moduln endlicher Linge iiber @y ..

2) Fiir v>n verschwinden diesc Gruppen.

3) Im Falle v=n haben diese Moduln unendliche Lange.

4} Ist X eine algebraische Mannigfaltigkeit iiber €, so ist es gleich-

giiltig, ob man
dimg Hiy (U, Oy)  fiir 0=v=n—1

algebraisch oder analytisch ausrechnet.
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5) Im algebraischen Fall gilt
H},(U, Ox) =lim Exty (Rjm", R).

Dabei ist R=0y , und m=m(R) das maximale Ideal von R. AuBlerdem
hat man eine exakte Sequenz

0= H (U, 6x)— HO(U, Ox) — HO(U —{x}, Ox) = Hiyy (U, Og) =

Wenn X im Punkt x normal ist, was von nun an verausgesetzt sei und
wenn U eine affine bzw. Steinsche Umgebung von {x} ist, so gilt

(U, Ox)=0 fir v=0,1,
H{vx;(Ua@x)=Hv_l(U—{x},(9X) fiir v>1.

Im Falle X = H"/T’, x Spitze von I', wollen wir nun die lokalen Kohomo-
logiegruppen berechnen. Dazu bendtigen wir eine Steinsche Umgebung
von {x}. Man kann dabei x=[o0] annehmen.

5.1. Hilfssatz. Der analytische Raum
H'/[, uTo0]

ist Steinsch.

Beweis. Man hat cine plurisubharmonische Funktion auf HYT., die
sich'auf H/T {0} stetig fortsetzen 1483t

fE@=(y ..y
;(Z;gf[jleorie der plurisubharmonischen Funktionen siehe [1].) Es gilt
also
CHY,(X, Oy)=H""Y(H"I,,0) fiir 2=v=<n—1 (O Strukturgarbe)

und dies sind endlich dimensionale Vektorraume.

Die Berechnung der Kohomologie von H"/I,, kann in ein Problem
der Gruppenkohomologie verwandelt werden.
i52 Lémma. Sei G eine Gruppe, welche auf dem topologischen Raum X
diskontinuierlich und treu operiert. Sei weiterhin & eine Garbe ton
C-Vektorrdumen auf X zusammen mit einer Familie von vertriglichen Ab-
bildungen :
. Mg M fir geG.

Dabei seien folgende Bedingungen erfiillt:
Ty HMX, A)=0 fiir v>0.
2) R'p, # =0 fiir v>0(p: X — X /G kanonische Projektion).
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Dann hat man eine natiirliche Isomorphie
HY(X/G,(p, #))=H"(G, H*(X, A)).

(Die Gruppe G operiert auf p,.#, so daB man die Invariantengarbe
(ps-#)° bilden kann.)

Beweis. Rine Garbe .# von C-Vektorriumen, auf der man eine
Familie von C-linearen Abbildungen .# — g, .# hat, die den liblichen
Eigenschaften einer Gruppenoperation geniigt, nennen wir kurz eine
€ — G-Garbe. Eine solche Garbe kann man durch einen Komplex .#°
von welken € — G-Garben aufldsen

Q— . — H*.
Man kann etwa die kanonische welke Auflosung nehmen. Die Kom-

plexabbildungen dabei sind € — G-linear.
Da die Garbe .# azyklisch beziiglich des Funktors p, ist, hat man in

0— p (M) = p (A")

eine welke Aufldsung von p, (.#) durch Garben, auf denen G operiert.
Es ist nun leicht zu sechen, dafl auch

0= (p, (H))° — (p (A*)°

eine Auflosung ist. Dies ist eine lokale Frage. Wegen der Diskontinui-
tit2 kann man daher annehmen, da3 G eine endliche Gruppe ist. Die
Kohomologie einer endlichen Gruppe, dic auf €-Vektorriumen ope-
riert, verschwindet aber, da man durch die Gruppenordnung teilen kann.

Tatséchlich ist diese Auflosung welk, wie man mit Hilfe der Formel
p*(f)alp(U)zHomqu] ((E [G.1, (pIU), (?]U))

zeigt. Dabei ist

a) & eine C— G-Garbe auf X,

b) xe X ein beliebiger Punkt,

¢) U eine offene Umgebung von x, die bei dem endlichen Stabilisator
von x stabil ist und die Eigenschaft

UngU+0=geG,

hat,

dy €[G,] der Gruppenring von G, .
* Digkontinuierlich bedeute in diesem Zusammenhang: Tst xeX ein Punkt, so ist der
Stabilisator G, endlich. AuBerdem existiert ¢ine G,-stabile offene Umgebung U von x,

so daB gilt —
UnglU+P=geG,.
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(Die ihm zﬁgeordnete konstante Garbe aul X/G wird ebenfalls mit
L[G,] bezeichnet.)
Mit Hilfe der konstruierten welken Aufldsung kann man die Ko-
homologie von (p, .#)® ausrechnen.
 H(X/G, (p, -#))=Kohomologie von HO(X/G, (p, .4*°)
=Kohomologie von H°(X, .4*)°.
Als niichstes berechnen wir die Gruppenkohomologie iiber die

Auflosung Ottt
o - — "

Da.die-Garbe .4 nach Voraussetzung azyklisch in bezug auf den Schnitt-
funktor ist, hat man in

0— HY(X, .#)—> HY(X, 4"

¢ine Aufldsung durch G-Moduln.

_ Alles ist bewiesen, wenn man weil, daB die Garben des Komplexes
H®(X, #*) azyklische G-Moduln sind, denn dann gilt

H*(G, H°(X, .#))=Kohomologie von H°(X, .4°)°

Es sei also & eine welke C—G-Garbe auf X. Wir miissen zeigen, daf
HO(X, #) ein azyklischer G-Modul ist.

‘Dazu konstruieren wir eine geeignete injektive Aufldsung von p, %
und zwar findet man eine Auflsung der Art

0 p, & - Home(C[G], #O) -,

wobei dic Garben .#" injektive C-Garben sind. Hieraus erhilt man eine
Auflésung

0— H°(X, #)— Hom(C[G], H(X/G, #%) —---

durch-induzierte G-Modulin. Diese sind insbesondere azyklisch beziig-
lich G. Man kann mit dieser Aufldsung daher die Gruppenkchomologie
mﬂ-g()(,-ﬁ ) berechnen. Unsere Behauptung besagt nichts anderes, als
daB dieser Komplex nach Invariantenbildung

o 0= H(X, #)°— Homg(C [G, H(X/G, #0)) ...

exakt bleibt. Zunichst st

0 (p, #)¢ - Homg(C[G], #0)C ...

gine” Auflosung von (p, #)° durch injektive Garben. Da die Garbe
DiF )% welk ist, bleibt dieser Komplex nach Anwendung des Schnitt-
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funktors exakt, d.h. dic Sequenz
0— H°(X, #)° — Homg(C [G], H*(X/G, FN¢
ist tatséchlich exakt.

Wir wenden nun Lemma 5.2 an auf

(H"/t,®) anstelle von (X, .#)
und R
I/t anstelle von G.

Dabei ist t das Gitter der Translationen in I'.

5.3. Satz. Sei M der Modul der holomorphen periodischen Funktionen
auf H”

M={f: H"— C holomorph; flz+oa)=f(z) fir xet}.

Es gilt .
Hy, (X, 0)=H "I, M) fiir 28vsn—1.

Diese Vektorriume sind endlich dimensional.

§ 6. Berechnung von H*(F_jt, M)

Es sei an die Bezeichnungen
M={f: H"— € holomorph und periodisch bei t},
t=Gitter der Translationen in I, .

erinnert. .
6.1. Satz. Es gilt
H (L M=H (L, 0)  fir O<v<n-—1.
(Der Ispmorphismus wird durch die natiirliche Einbettung C<M
induziert, I},/t operiert trivial auf C.)

Beweis. Eine Funktion feM gestattet cine Entwicklung in eine
Fourierreihe

@)=Y a,efpz) mit e(...)=e?"5.
Sei vet?
MOﬁ{feMy a0=0}.

Der Modul M zerfillt in M=C@®M?®. In Satz6.1 wird daher nichts

anderes als -
H ([ /t, M®=0 fiir 0<v<n—1
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behauptet. Dabici kann man sich sogar auf den Fall

F=rce
beschranken denn es gilt

. 6.2 Hilfssatz. Sei G eine Gruppe, die auf einem C-Vektorraum V ope-
Hertund sei G, ein Normalteiler von endlichem Index in G. Dann gilt
. HY(G, V)=H"(G,, V)5,

2! Beweis. Die Kohomologie von endlichen Gruppen auf C-Vektor-
i‘ﬁumen verschwindet. Die Hochschild-Serre-Sequenz degeneriert daher.
“WWenn I'=r in G" enthalten ist, was wir aufgrund von Hilfssatz 6.2
annehmen konnen, so ist [/t cine freie Abelsche Gruppe vom Rang
#i5 die von Substitutionen
R TeRe Bt
e WO
efzéngt-wird. Die Elemente von M° sind konvergente Fourierreihen

f(@=Y a,e(yz) mit q,=0,

yetl

g(D)=¢,z4+02, (1ZvZn)

bei.die Gruppenoperation durch

fleyz+a)=) b,e(yz) mit b,=a,,.. e(ye;'a,)
yetl

ieben wird.

- kann gewisse invariante Untermoduln von M abspalten.
E em Element y€t® ordnen wir den Untermodul

M) ={feM®; f(z)=Y a,.e(yz2)}

i durchlaufe ¢ die Multiplikatoren zur Spitze co.

P15 ---» Y €Ndlich viele Elemente aus t°, die beziiglich der Gruppe
ygmphkatoren paarweise indquivalent sind, so gilt

M, ®---®M, ®N,

' E ex Zzukememyl,..
m&%

3% ﬁio fest gewiihit sei. Offenbar sind die Moduln M?, M3,, ... paar-

e

s¢ isomorph. Ein mit der Gruppenoperation vertraghcher Isomor-
g;@mVenuones math., Vol. 17
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phismus wird durch

M- M f—f(r2)

¥ L a4

vermittelt. Insbesondere sind auch die Kohomologiegruppen isomorph
und es folgt

dim H* (I, /t, M®)z m dim H* ([,/t, M?).

Dies gilt fir alle m=1,2,3, ...

Da die Dimension auf der linken Seite fiir 1 <v<n—2 endlich ist,
folgt
& (LA M)=0 fir 1SvEn—2; yet®.

Es soll nun auf das Verschwinden von H*(I,,/t, M°) geschlossen werden.
Dabei wird wesentlich ausgenutzt, dall M? ein Frechetraum ist, wenn
man ihn mit der Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf Kom-
pakta versieht. Die dirckte Summe der Untermoduln M liegt dicht in M °,

Die Gruppenkohomologie [*(I,/t, M%) kann man mit Hilfe einer
geeigneten Auflosung berechnen

HY (I, /t, M®)=Ext (T, M°).

Dabei ist A =C[I,/t] der Gruppenring von I /t.
Da diese Gruppe frei vom Rang n— 1 ist, gilt

Am{[:[xla“"Xn—I]S; gv<_>Xv‘

Dic Nennermenge S ist die von den Variablen Xy, ..., X, , erzeugte
Halbgruppe.
Es gibt eine A-lineare Aufldsung von € durch endliche freie A-Moduln

s AN AP > € 0.

Um konkret zu sein, wiihlen wir etwa den Koszulkomplex zum Element-
system gy, ..., 2, 1

Hieraus erhilt man Komplexe, mit deren Hilfe man die Gruppen-
kohomologie von M® bzw. M? berechnen kann

e (M) (MY -0,
e (MOY (M) 0.

Alle Abbildungen in diesem Diagramm sind stetig. Die Kohomologie
der ersten Zeile ist endlich dimensional, die der zweiten Zeile verschwin-
det an den uns jeweils interessierenden Stellen (1Sv=n—2}).

Mit Hilfe einer einfachen funktionalanalytischen SchluBweise kann
nun gezeigt werden, daB die interessierenden Kohomologiegruppen ver-
schwinden miissen.
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Dazu bezeichnen wir die Unterrdume der Kozyklen bzw. Korénder
won (MY mit Z* bzw. B*. Die Bezeichnungen Z}, B verstehen sich von
selbst.

Die direkte Summe der Untermoduln Z3<Z" liegt dicht in Z*. In
éf{len 1ZvZn-2 gilt B)=Z}. Daher st die dirckte Summe der
B < B ¢in dichter Untermodul von Z°. Insbesondere ist B*
Untermodu] von Z" (1=vZn-2). Es ist also alles bewiesen,

) 'si"eht man folgendermaBen. Da der Raum Z*/B* endlich dimen-
ist, existiert eine lineare Abbildung eines endlich dimensionalen

Vo Z°,

VoM~ —Z¥

VISt Nach dem Banachschen Homomorphiesatz ist diese Ab-
‘ 'ffén A wird mit einem Faktorraum von V(»BM’““ iden-

i}a_i_e_n Koeffizienten ist bekannt. Man kann sie etwa als singulire
mologie eines {n—1)}-dimensionalen Torus interpretieren. FaBt
"gesamte Kohomologie H* (I, /t, €) als graduierten Ring (Cup-
janf, so gilt

H (I /M, C)=A([,/t@C) (duBere Algebra).
z

Fw/i-@dj:Hl(rm/ts )

I)-dimensionaler Vektorraum, auf dem /I, durch innere Auto-
aen operiert. Diese Gruppe operiert dann auch in natiirlicher
[der duBeren Algebra.

kann die Operation von I /I, auf I /t noch etwas anders be-
Giruppe A der Multiplikatoren und I/t kénnen wir vermoge

it—=4; (zoez+a)—oe

[N, =G,<85,.

riert durch Permutation der Variablen auf dem IR” und lift
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Die beiden Moduln

(foo/Foo’ Foc/t) und (Gm A)
sind isomorph.

Da die Gruppe der Multiplikatoren A aufl einem Gitter operiert,
existiert ein total reeller Zahlkorper L, so daBl A mit einer Untergruppe
von endlichem Index der Einheitengruppe von L identifiziert werden
kann. Die Permutationsgruppe G, kann man als Untergruppe der
Automorphismengruppe G(L/Q) auffassen.

Fassen wir noch einmal zusammen.
6.3. Lemma. Der Spitze oo von I ist auf natiirliche Weise zugeordnet:

a) ein total reeller Zahlkérper vom Grad n

b) eine Untergruppe A von endlichem Index in der Einheitengruppe
von L

¢) eine Untergruppe G, G(L/Q), welche A in sich fiberfiihrt. Hierbei
ilt .
i H* (I, /t, C)= A (ART)]%.

Die Operation von G, auf AQT liBt sich mit Hilfe der reguliren Dar-
stellung von G, beschreiben. Da uns hauptsichlich der Fall Go={e}
interessiert, wird dies nur kurz erlidutert.

6.4. Hilfssatz. Die beiden Gy-Moduln
A®R und L/Q@R
z @

sind isomorph.
Die Gruppe G, operiert aul LR und auf der Gruppe der total
Q
positiven Elemente von LQR. Mit Hilfe einer Logarithmusabbildung

@
zeigt man, daB diese beiden Operationen Aquivalent sind.
Sei € [G,] der Gruppenring von Gg und 1(G,) der Kern der kanoni-
schen Abbildung von €[G,] in den trivialen Gy-Modul €

0—1(Gy)— C[Gy] > C—0.
Da G, auf LQC=C" als Gruppe von fixpunktfreien Permutationen
X
operiert, gilt m-fach

L%}C=¢[GO]’"=(}:[G0]><--- % C[G,].

Dabei ist n
P Ordnung (G).

Wir erhalten schlieBlich
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6.5, Hilfssatz. Die Kohomologiegruppep H*(F/t. @) hingen nur ab
von der Zahl n und der abstrakten Gruppe I /I und zwar gilt

i

Qo HY (L, @) =[ AUJ(E /Ty @ T "))l
Dabei operiert F/T, auf €' trivial.

Der lokale Ring in der Spitze oo ist, wie wir wissen, genau dann ein
hen-Macaulayring, wenn obige Kohomologiegruppen fiir | Sv<n-2
veérschwinden. Ohne Beweis sei mitgeteilt:

6.6, Bemerkung. Sei k eine Spitze von I. Der Ring Ox 1 ist dann und
ﬁﬁr‘dan_n ein Cohen-Macaulayring, wenn eine der folgenden Bedingungen
“ist:

a) ng2,
‘n=3 und Ord. (I/I,)=3,
n=4und [/, >Z/2 xZ)2.

itsichlich handelt es sich in den Fillen b) und ¢) um Gorenstein-
Im Falle n>>4 ist X nie eine Cohen-Macaulaymannigfaltigkeit.

§ 7. Die Berechnung von H* (X, 477) und eine Formel
fiir das arithmetische Geschlecht von K(I')

lgenden sei X =H"/[\ n>1.
. Berechnung von H* (X, @y) benutzen wir die allgemeine Duali-
g von Grothendieck [6), die, soweit sie bendtigt wird, hier

gestellt werden soll. Es existiert ein gewisser Komplex .43 von

en Garben auf X, der sogenannte kanonische Komplex, so daf
1.

(X, L)=H""(X,£'@#¢) fir Geradenbiindel &

Kohomologie H*(X, .#°) eines (nach unten beschrinkten) Kom-
i Garben .#* ist dabei zu interpretieren im Sinne der Hyper-
gie. Man wiihle einen Quasiisomorphismus .#* — %* von .#*
Komplex von injektiven Garben. Dann ist HY (X, #*) die v-te
@giegruppe des Komplexes (H* (X, £7)), .-

nonische Komplex o3 LBt sich so konstruieren, daB

Hy=0 fiir r<0
Vergleich mit der Serreschen Dualititstheorie crgibt

Hy=nullte Kohomologiegarbe von .#5.
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Dabei ist 5 die kanonische Garbe von Serre. Diese kann man auch als
einen Komplex auffassen, der an allen von Null verschiedenen Stellen
verschwindet. Man hat eine natiirliche Abbildung von Komplexen
Ay — A+, die einen Isomorphismus in der 0-ten Kohomologie induziert.
Der Komplex 4* werde durch die kurze exakte Sequenz

Oy —HL— H*—0
definiert.

Beriicksichtigt man
CHY{X, 4%)=0 fiir v40,n (s.§4),
so folgt mit Hilfe der zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenz

HY (X, O0) = H' (X, A )= H' (X, #%) Rir 2€vEn—1.

Diese Kohomologiegruppen lassen sich nun durch Vergleich mit der
lokalen Pualitiitstheorie berechnen und zwar gilt

Hiy (X, Ox)=Extel) (O, 5. H5, )*
= H"~ (58 J*.

Der Index .,* bedeutet hierbei (Ubergang zum dualen Modul beziiglich
der Matlisdualitit. Wenn @y , ein Cohen-Macaulayring ist, so ver-
schwinden demnach die Kohomologiegruppen des Komplexes .#y. Die
Kohomologiegarben von .#* sind daher auf die endlich vielen Spitzen
konzentriert. Hicraus folgt

H'(X, #*)=@H" (4 ([x] durchliuft die Spitzenklassen).
[x1

Wir erhalten schlieBlich

7.1, Satz. Es gilt
0 Siir v=1

dim HY(X, Oy)=1Y dim H}j(X, Ox) fiir 1<v<n
[x]

dim [l 1] fiir v=n,
N 0 tir v0,n
dim HY(X, O5)=1 f
dim[I, 1], fir v=n. (beachte3.2)

Der Beitrag der Spitze x in dieser Formel hingt, wie in § 6 ausgefihrt
wurde, nur von der Zahl n und der Gruppe I,/I; ab. Im wichtigen Spe-
zialfall I, = I, folgt aus 6.3 und 6.5

1
dim H},, (X, Oy) = (”

1) fur 1<v<n.
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Gr_uppe I schon in G" enthalten ist (I"=T), so erhalten wir

~1
dim HY(X, 0,)=h - (';_1) fiir 1<v<n

log_iegruppen von ¥y lassen sich nun ebenfalls berechnen.
Verallgemeinerung des Verschwindungssatzes von Ko-

HY (X, #3)=0 fir v>0,r>1.

logie der negativen Potenzen von J werden mit Hilfe des
berechnet. Dabei treten wieder die berechneten lokalen

gruppen auf.
nen abschlieBend das arithmetische Geschlecht von X

efinieren wir noch die Invariante g(n, G,). Dabei sei G,
uppe und n=m - Ordnung(G), m eine natiirliche Zahl.

ctorraum der Dimension m, auf dem G, trivial operiert.
der reguldren Darstellung C[G,] die triviale Dar-
sthilt man den Darstellungsmodul T{G,) (vgl. § 6). Die
eriert auf V=W@I(G,)" und auch auf den dubleren Po-

n—2

o= 2 (—1*1dim(AYV)®  (=0firn<2)
. v=1
( Go={e} nur aus dem neutralen Element besteht, so
gln, {ehy=1—(—1 fir n=2.
& Geschlecht von X stimmt mit dem konstanten Koeffi-
noms Fr iiberein (s. § 2)

BO)= Y (~ 1) dim H'(X, 0y).
' v=0

‘Geschlechter von K(I") und X stimmen iiberein. Als
1 erhilt man daher folgende Formeln
dlle nz2 gilt
Drdim [F, 11+ g(n, L/L).

retersystem der Spitzen zu summieren.)

(—1) (dim [T 13— hy)

A14(=1ydim I 1],

laximalzahl der indquivalenten Spitzen x mit . G"A,.
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Der Beweis folgt aus 4.4, 5.3, 6.1, 6.5 und 7.1.
ImFall F=r ergibt sich insbesondere

g(K(M)=B-(0)- h
dim [T 1lg=dim [I; 11— h=(~ 1y/(B(©0)~~ 1),

Die Arbeit ist im wesentlichen das Ergebnis von zahlreichen Gespriichen, die ich mit

Herrn R, Kiehl tiber diese Probleme fithren konnte, Er hat mir freundlicherweise sein
Einverstindnis zur Publikation dieser Resultate gegeben, Dafiir und fiir seine Mitarbeit
mdichte ich ihin an dieser Stelle herzlich danken.

10.

11.
12.

13
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