Die Struktur der
Funktionenkérper zu hyperabelschen Gruppen. 1]
Von E. Freitag in Heidelberg

§1. Fixplmkl.mamtigfaltigkciten hyperabelseher Gruppen
Mit H werde die obere Halbebens bezeichnet und mit

__ ) G =812, R)f{+ B)
“ die Gruppe ihrer analytischen Automorphismen,

Sei

2 P AutH? = G*

* 8, (S, symmetrische Gruppe)
cine hyperabolsche Gruppe,

3 I'=Fngn

Der Quotientenraum H"jf‘ kann als¢ durch Hinzufiigen endlich vieler Y
kompaktifiziert werden.

Die Gruppe I geniige stets der folgenden Bedingung.
Sei y €I eine Substitution reprasentiert durch

M= (M2, ..., M €S2, R}~
Aus
MY = L E firein j:i<j<n
folgt
y=e ,
Wenn I" Spitzen hat, ist dies stets der Fall (s. {7]). Sei y € I cin Element end
= Ordnung,
Dann ist
(4) Fix (y) = {2 € H"; y(2) = a3}
nicht leer.

Wir wollen diese Mannigfaltigkeit etwas genauer studieren und schreiben
y= ﬂ? g.
Wir zerlegen ¢ in clementiremde Zyklen

=gy .- Og.
Foursal (it Mathematlk, Band 254
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Nach eventueller Umnumerierung der Variablen erhdlt man

o= {1, ..., %)

02=("1+1:"'372)

o= {n -+ 1,..., 0.
Setzt man entsprechend

M, = (M(l)’ [ M(’l)):

M, = (MWD M),

» erhiilt man in néheliegender Sehreibweise

{5} Ma= M0, X Myo, X +++ X M0,
nd

(6} Fix (Mo) = Fix (M;0,) X -+ X Fix (M,0.).

Es geniigt daher, sich auf den Zykel

go={1,2,...,n)
1 besehrdnken. -

Hiltssatz 1. Sei
y= Mg, €T

in Element endlicher Ordnung mit dem speziellen Zykel
gy == (1,..., 0}
Venn v mehr als einen Fimpunkt’besitzt, gilt die Schliefungsrelation
(7 MO MR Y™ = R,
"Inter dieser Voraussetzung hat man eine biholomorphe Abbildung
H - Fix (7) -

8
Ot min = My MGy fir 1< Zm

Allgemein ist daher Fix (p) biholomorph dquivalent zu H" mit einer gewissen Zahl

0= r=En.

Betrachtet man alle Elemente aus ﬁ, die Fix () in sich {iberfithren, so erhilt man
nach Wahl einer solchen biholomorphen Abbildung eine diskontinuierliche Gruppe b
auf H'. Diese ist bis anl Konjugation in Aut (H") eindeutig bestimmt. Es i8¢ sich zeigen,
daB J wieder hyperabelsch ist. Wir gehen hierauf nicht niher ein, da in den Anwendungen,
iie ung interessieren, die Gruppen I sowieso explizit bestimmt werden mitssen.

Die héher dimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten sind leicht zu klassifizieren,
sofern sie in Spitzen laufen. Es gibt Fille, in denen dies stets der Fall ist.

Hiltssatz 2. Sei L ein recll-quadratischer Zahikorper

M = +|/w— (: g) sw, o, B9, 8 €L, @ > 0 (lotal positiv}

mit
No =1, .
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Es gelie
: MO M@ = 1 E,
Unter einer der Bedingungen

a) MM* = | E,
b) es existiert e € L muz Ne=—1,
gibtesein k€L = L u {oo} mit
My = w*,

Beweis. Zungchst kann man b) auf &) zuriick{iihren, indem man eventuell M

M1=+VF-£M

ersetzt,
Sei also
MM*=E.
Im Falle &, ¢ + 0 wird die Gleichung M {x) = »* durch
©) i 2 Na
oy w
geldst,

Als Arwendung von Hilfssatz 2 erhalten wir

Batz 1. Sei L ein reell-guadratischer Zahlkorper der Klassenzahl eins mit Pri;
diskriminante p = 1 mod 4,

I'=§l1(2, 0)
die Hilbertsche Modulgruppe zn I und
f‘= 'y I‘oo’o

ihre Symmetrisierung. Es gibt genau zwei indquivalente eindimensionale Fizpunitm:
faitigheiten ;

Y ={z€H% z = %),

(10)
Y,={z€H* 2% = 25,

Dabei sei ¢, die durch s > 1 pormierte Grundeinheit von /.

Es gilt Ney, = —1.

Die zugehdrigen projizierten Gruppen sind (bei geeigneter Wahl der biholomo)
Abbildungen H— Y,; v =1, 2) :

r

I = 81(2, Z),
{11)
Iy = I*[p]
Dabei sei M™[p] die von Fricke untersuchie Erweiterung vom Index zwei vor
(12) I‘Dm:{(;‘ ﬁ)esuz, Z), 8 = Omodp},
némlich

O W
(13) I*[pl= I"[p] v M[p] (:1_ 0 )

Ve
Der Index von I™[p] in der vollen Modulgruppe ist p+1.
1*
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§ 2. Das arithmetisehe Geschlechi

In diesem Paragraphen sei

L= Q(/p), p =1 mod &, prim,
Klassenzahl von L =1

nd
I'=rovrl: e,

' die- Hilbertsche Modulgruppe zu L.

Bekanntlich ist I’ eine maximal diskontinuierliche Gruppe [5]. Wir bezeichnen

it K (ﬁ) den Korper der Modulfunktionen za T und mit g(K (f‘)) das arithmetische
regchlecht.

Ist P; das Hilbertpolynom zum graduierten Ring der Modullormen, also

{14) Ppfr) = dim[ﬁ, rl; r =0 mod ry, r groB (ry g'aeignet.),
o gilt ([3], Satz 9)
(15) g(K(I)) = P3(0).

Das Polynom P wurde in [2} mit Hilfe der Selbergschen Spurformel im Falle
» = 2-nach dem Vorbild der Rangformeln von Shimizu (hyperabelsche Gruppen in G"
shne Permutationen) berechnet.

Dieser Arbeit entnimmt man folgende Formel.

Sei
: : _ i
ler Vektorraum der Spit_zgnformen vom Gewicht r (ganz rational). Dann gilt fie r  2:
P ] e R ~
(16) dim[l,r}’= i ), 1;(1’) 4+ (— i) iz, 1)
+ 45: S, {x, P)'

Summiert wird dabei jeweils iiber ein Vertretersystem der eindimensionalen Fix-
punktmannigfaltigkeiten Z, der isolierten Fixpunkie z, der Spitzen .

Die einzelnen Beitrige werden bei ihrer Auswertung néher erldutert.
Mit I, werde die bis anf Konjugation eindeutig bestimmte Grenzkreisgruppe be-
zeichnet, die man durch Projektion von I’ auf Z erhélt (s. §1).

Die Grofen v(ﬁ), u(ﬁz) bezeichnen das Volumen eines Fundamentalbereichs der
betreffenden Gruppen, wobei das invariante MaB wie iiblich normiert sei.

dz dy

(17 dy = T

Wir werten diese Formel im Falle [ = fm L wie in Satz 4, aus.
Bekanntlich gilt

(18) o(fy) = 5oy = 2L o

nﬂ



Cpaiin- Akt

Freilag, Funldionenkirper zu Iyperabelschen Gruppen, 11

Man hat nach Satz 1 zwei

Fii;punkt.mannigfaltigkeiten der Kodimension
beriicksichtigen und erhalt fir d;

e dazugehorigen Grenzkreisgruppen Iy, I, die

o(l) = % T’y = elliptische Modulgruppe,
(19)

, 1
W) =252 — Py
Als nichstes bestimmen wir den Beitrag der Spitze oo,
(20) Sr(00, £y == 8,00, 1) 4 (1 L) - Tae) |

Dabei ist §, (oo, ) der Spitzenbeitrag der nicht symmetrisierten Gruppe
umserem Falle I = I, verschwindet dieser Beitrag {s. [7]).

Bleiben noch die Indizes 7 (4

oh 4 (4;6) zu berechnen. Fir irgendein 1 > ¢ g
Eigenschaft

i ~
{21) 2 Joon€F  fiirein
g
ist 7(A) wie folgt erkliirt:

a) Wenn zu jeder Translation Blzrztp liegt in ") mit der Eigen
B=2p* ein & wie in {21) existiert, so daB B = o+ da* gilt, so ist £(d} = 1.

b) Wenn a) nicht erfiiily ist, so gilt 7(i) = 2.

In unserem Falle I° = I‘A,‘ ist stets (1) = 1,

Man mu8 hierzu beachten, da8 die Grundeinheijt & von L negative Norm ha-
4 daher eine gerade Potenz von &, ist. Hieraus folgt

I(d) = I{1).
Nun ist jede ganz rationale Zahl g Spur einer ganzen Zah! o € L, etwa von

& == ﬂ 4_—*__2.}{]2
Damit erhalten wir

3
(22) dim[F, s . £*€a(2)

3 (e d)rea
Tigw (= D (= ayer - A2 ()

+ Beitrag der isclierten Fixpunkte.

Es bleibt noch der Beitrag der isolierten Fixpunkte zu bestimmen. Sei 2y

solcl
Fixpunkt und I‘:‘ sein Stabilisator. Sein Beitrag in der Ranglormel ist

-~ % 1
{23) E, (2, ) = L= b ()
e vefy, [5:1]

Der * bedeutet, dab iiber ein maximales System von Elementen y € ﬁ,. sumn
wird, die z; als isolierten Fixpunkt haben und die (in I} nicht untereinander konju;
sind. }

Setzt man

o 2T %0 —
o= P und y{z) a(w),
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gilg: o
ol e B s
‘ O‘(w)— oder EW" = (£, £2)
d entsprechend
134 .
. Iy —E) a(w) = §w,
4 boiy) = ¢ El)(m' &)
(— 1y 2y sl =
Wir setzen _ |
(25 " Elzg, ) = Euls, ), falls r =0 mod 2.

- Man muB sich-nun einen Uberblick iiber die isolierten Figpunkte von P verschafien.

Isty=M o',,éﬁ eine Substitution mit dem isolierten Fixpunkt z,, 8o ist nach
ilissatz 1

o~
v = MM* + ¢

nd daher ist z, auch isolierter Fixpunkt von MM+
Jeder isolierte Fixpunkt von Fist daher schon ein isolierter Fixpunkt von I'.

Tn unserem Falle I'= fL, p > 5, kann man leicht zeigen, daB I nur Fixpunkte
or Ordnung zwei und drei besitzl. In [6] findet man explizite Formeln fiir die Anzahl
ieser Fixpunkte.

Wir geben nun, ohne auf numerisc}le Rechnungen einzugehen, eine vollstindige
‘abelle der méglichen Werte von E(z,, I in den Fillen e =2 und 3 an. Dabei sel
={[,:1] .

Ea ist also [ : 1] = ¢ oder 2e.

I.Le=2

1) I, = I, . Man erhalt ,
E(sy, T —_-«%-.
2 I, + I'h,‘. Es gibt dann in f‘,_ eine Substitution der Form

W Eut, = & Ez)
mit £, &= & 1. ;

8) £ & = + 1. Man erhalt E(z,, ) = ?%,
b & - £ = — 4. Man erhalt E(z,, [') = =

11. e == 3: Die Gruppe I, ist zyklisch und wird erzéugt von
wer &, = (Endh
Dabei sind £,, &, primitive dritte Einheitswurzeln und es gilt

£ =&, oder §& =1
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1} §, = &,. Man erhilt
. i ~

. T falls I, = T,
E(zm P) = 9 N
g falls I, =+ I, .
2) ‘51' fa =1
in diesem Fall erhiilt man
2 ~
P falls I = I,
E(Ze, F) = 1 N
5 falls I, + I, .

Simtliche Beitrige sind, wie ein Blick auf diese Tabelle zeigt, positiv.

Mit Hilfe dor Formeln von A. Prestel [6] folgerl man nun folgende Alschi
fiir den Beitrag E(p) der isolierten Fixpunkte

0= E(p) = k{—p) + h(—3p).

Dabei wird mit h{— p) bzw. k(—3p) die Klassenzahl des imagindrquadratischen
kérpers Q(Y—p) bzw. £2(y=3p) bezeichnet.

Batz 2. Sei p > 5, p =1mod4 eine Primzahl, so daff L — O(Vp) Kliass
eins hat. Fiir das arithmetische Geschlecht x(p) des Kérpers der Modulfunktionen
gilt die Formel

3
2 £ (2 3 1
wp) =EED _PE3 L .

Dabei gilt
0= E(p) < k{— p) + h(~3p).

wd
Folgerungen. 1) Es gibt cine Zahl 8 > 0 miz 5 = p 2

2) Es gilt

x(p) = 6 fir alie p.

z(p) > 1 fir p > 1000,
In diesen Féllen ist der Korper K (ﬁ ') nicht rein transzendent.

Die Existenz solcher Primzahlen ist gesichert.

Damit hat man Beispiele maximal diskontinuiérlicher Gruppen im Falle n
deren Funktionenkérper nicht rational igt. :

§ 3. Eine Anwendung des Satzes von Castelnuovo

Die Berechnung des arithmetischen Geschlechts von Kérpern automorpher |
tionen beruhte unter anderem auf der gonauen Kenntnis der Rangformeln fir dim |
Die Herleitung dieser Formeln, sowie ihre Auswerlung ist duBerst kompliziert unc
in Spezialfillen gegliickt.

Es ist daher von Interesse, weitere Invarianten des Karpers K (ﬁ) zu untersu
in der Hoffnung, daB sie besser zugénglich sind.

Sei X eine analytische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Im Teil  dieser A
definierten wir

Pr=p,(X): = dim A7(X).
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Dabei ist 2#7(X) der Vektorraum der auf X holomorphen Differentialformen vom
fen Typus
w = f{dz; o adz,).
Beim Ubergang zu einem anderen Kartensystem transformiert sich f mit der r-ten
nz der Jakobischen Determinante als Faktor.
Ist K ein algebraischer Funktionenkdrper, so setzen wir

Pr(K)= pr(X):

oi X ein singularititenireies Modell von K ist. Diese Delinition ist in der Tat von der
1 diesos Modells unabhingig. Ist K ein rationaler Funktionenkorper, so verschwinden
Invarianten .

L Py PzaPayreen»
Wir erinnern noch einmal an den Satz von Castelnuove:

Ein Funktionenkérper K in zwei Variablen ist genau dann rein transzendent,
n .
8:(K) = po(K) = 0

Hierans gewannen wir in Teil I ein hinreichendes Kriterium fiir die Rationalitdt eines
:pers vor Moduliunktionen K(I'}. Danach ist K(I) rational, wenn keine Form f + 0

{ﬁ 2] existiert, die auf der Fixpunktmannigfaltigkeit der Kodimension eins ver-
windet.

Die Aussage dieses Satzes ist leer, wenn T keine solche Fixpunktmannigfaltigheiten
itzt, zumindest wenn P Spitzen hat, dann hat man in [f, 2] die Eisensteinrethen. Doch
4 in diesen Fillen kann man Kriterien fiir die Rationalitit von K (ﬁ) erhalten.

Wir geben daher noch einmal auf den Zusammenhang zwischen

 p,(K(Y), p,(Xy) und dim[F, 7]

Hiltssatz 3. Die Differentialformen aus H"(X,) stehen in umkehrbar etndeutiger
sichung zu den automorphen Formen aus (I, r], die auf den Fizpunkimannigfaltigheiten
- Kodimension eins in mindestens r-ter Ordnung verschwinden. : :

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgendem

Hiltssalz 4. Sei f: X > Y eine surjekiive fasernendliche holomorphe  Abbildung
.ammenhingender analytischer Mannigfaltigheiten, wobel w cine auf Y meromorphe
fferentialform hochsten (rades vom Gewicht r und w* thr Urbild auf X. Fir dic zuge-
vigen Divisoren (w*), (w) gilt

- (@%) = (@)* + Dy.
thei ist D, der Versweigungsdivisor. :

Den Verzweigungsdivisor definiert man am bequemsten wie folgt:

Ist x, € X ein beliebiger Punkt und 2y, . - -, 2, bzw. w,, .. ., W, ein Parametersystem
2, bzw. f{%,), so kann man die Jacobische Determinante j;(z) in einer Umgebung U,
.t %, definieren. Der Verzweigungsdivisor Dy ist in U, dann der Hauptdivisor
(| Ug= (J j’)‘ '

Die angekiindigte Verschiirfung des Rationalitatekriteriums erhalten wir tiber das
udium der Spitzen.
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Wir betrachten hierzu folgende Situation.

Sei Fe G, eine diskrete Untergruppe (nicht notwendig hyperabelsch) m

Spitze » und sei I, der Stabilisator von x. Sei U < H? eine unter I, stabile offene >
der Form

U=y={U,) fiwein y€ Gy p{x) = 0o (U, = {z€HY, N(y) ~ ).
Sei weiterhin eine Desingularisierung

p: XX = Ulz, v [x]
gegeben.
Der folgende Hilfssatz stellt eine Verschiirfung von I, Satz 6 im Falle n = 7
Hilfssatz 5. Sei I'< G* eine diskrete Unsergruppe mit der Spitze #. Die Singul.
D) in X = H¥[I" ist nicht rational.
Beweis. Wir erinnern noch einmal daran, daB dje Rationalitit von for] mit
Verschwinden von (H'9y Oz}, dquivalent ist.

Wiire die Singularitiit [x] rational, so muBte die lokale Fundamentalgruppe
endliche Faktorkommutatorgruppe haben (s. [13). {Die lokale Fundamenta]gruppe '
durch ¢ = lim Gy definiert. Dabej durchliuft ¥ die Umgebungen von (). Mit G,
die Fundamentalgruppe von ¥ — {[«]} bezeichnet.)

Eine Umgebungshasis von [oo] hat man in den Mengen
7(Ug) v [oo}, Ug == {z € H™ Ny > C}.

Die universelle Uber.lagerung von x{Ug) isl U, die Deckbewegungsgrupp(-
I’y . Daher ist die lokale Fundamentalgruppe gerade I,

Man iiberlegt sich leicht, da die Faktorkommutatorgruppe von I, vom Typ

Z @ endliche Gruppe

ist. _

Im Falle % = oo hat man ja den Homomorphismus

(3 jfl) > log ],

Man kann die Struktur der Singularitit [x] noch ebwas gonauer angeben, Dei
cigneter Wahl von ¥ wird dic Faser fiber [x) rusammenhiingend und selzl sich aus |
mannschon Zahlkugeln zusammen. Dise Fager kann durch einen mit den Schoittzah
bewerteten Graphen beschrichen worden, Dieser ist kein Baum wie bei rationalen Sin-
faritdten, wird aber nach Herausnahme eines Punkies cin Baum.

Wir bendtigen nun den Serreschen Dualititssaty fir Réume mit Singularital
Sel X ein n-dimensionaler projektiver algebraischer Raum. Dann existiert auf X ¢
bis auf kanonische Isomorphe eindeutig bestimmte Garbe J"; mit der Eigenschaft:

(26) . HYX, ) = Hom(H, 7))
fiir alle kohirenten O -Moduln ..

Wenn X normal ist, kann man %" x berechnen. Fitr ", erhilt man folgende D.
stellung:

K {U) = {w; w holomerphe Differentiaiform vom Gewicht eing auf {7
(U = U — {Singularititen in 3.

Journai 1z Mathematik, Tand 254 2
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Inshesondere ist also I’y der Vektorraum der Differentialformen, die auf dem
guléiven Ort X, von X holomorph sind. Hieraus folgt

2N . T gy Xy = dim H*0y.
Als Anwendung erhalten wir eine Existenzaussage itber auﬁomorphe Formen vom

ewicht eins.
Hiltssatz 6. Sei I'< G* eine hyperabelsche Gruppe und x eine Spitze von I'. Sei

_ np:fe X=n'r
ine Desingularisierung. Dann gilt:
@8 (B D) = 2l + dim(Rp, Oy,
Beweis. Wir 1osen zuniichst alle Singularititen auber {x] auf:
o pr Xt X

lnd 1ésen erst anschheﬁend noch [x] auf:

F—1 e

NS

Sei X* = X* — {[«]} der regulére Ort vog X*,
‘Man erhalt dann
2{05) = x{Oxs) — dim (B9, Og)a-
Mit
Ty = dim(Rlﬂ"*@f)[u] = dim{E'9, %)
folgt
— dim H* O3 + £,(X) 2= — dim H'Oz, + go(X* — (%)) — -
Offenbar gilt
£(X* — () = ga(X — 97 (D).
: Nach I Satz 8ist H'@g = 0.
Hilfasatz 6 ist also &quivalent zu H'0y. = 0. Dies folgt aber aus H'€g =

" Man schlisbt entweder mit der Lerayschen Spekiralsequensz oder benutat, daB das
Verschwinden von H@y glelchhedeutend damit ist, daB die Picardgruppe endlich er-

zeugt ist.
Man erhalt aus Hxlfssatz 6 msbesondere
(29) . w1 ﬂlm[l’ 1]=gy(Xo) 2 ga(X— ?’"({xli = 1yg > 0)

Es ist merkwiirdig, daB man die Existenz von Formen aus [I', 1] aufl kohomolo-
gischem Wege iiber das Studium der Singularitéten erhilt. Mit Hilfe von Eisenstein-
reihen kann man eine solche Form explizit konstruieren.

Satz 3. Sei < G, eine hyperabelsche Gruppe und o eine holomorphe Differential-
form auf einer Desingularisierung

X+ X = H"IF wex (X
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Die der Differentialform o assozijerte automorphe Form f € [f', 1] tst eine Spitzen;

Beweis. Wir reduzieren die Behauptung zunichst aul die Groppe "=
anstelle von I ‘

Man kann die Desingularisierungen
XX, 7>y =wr
80 realisieren, dall man ein kommutatives Diagramm

—_— Y

|

X%

P ey

hat. Mit w ist auch das Urbild w* auf ¥ holomorph. Wir kénnen also /5 — I
nehmen, Wir wollen indirekt schlieien, nehmen also an, daB f in der Spitze fs] nic
schwindet. Dann verschwindet auch f in einer Umgebung U der Spitze x nicht. Ma;
annehmen, daB I/ unter I, invariant ist und dag Uir', -+ H¥T eine Einbettung i

Funktion f ist I'invariant, induziert also eine helomorphe Funktion f auf U]

Funktion ? ist auf UJI, o [#] holomorph fortsetzbar (Riemannscher Hebbarkei
Koecher-Prinzip} und ist dann auch als holomorphe nirgends verschwindende Fu.
auf die Desingularisierung

X= Ul v g () > X
fortzusetzen.

Wir zeigen nun, das jede auf U/, holomorphe Differentialform wy vom Ge
eins auf X holomorph: fortsetzbar ist. Das jst dann cin Widerspruch zu Hillssatz 5
(beachte /T, < X — g=1[)).

Dazu stellen wir w, in & durch fo* dz, A dz, mit der holomorphen bezigli
invarianten Funktion fu dar, die ihrerseits wiederum eine_auf X holomorphe Funkt
induziert. Offenbar gilt Wy = f““f; ‘.

Man erhilt als Anwendung wiederum ein Kriterium fiir die Rationalitit von s
das wir der Einfachheit halber nur im Falle F = 1 formulieren.

Batz 4. Sei I'< G* cine hyperabelsche Gruppe mit Spitzen. Es gelte dim [T, 2]
Dann ist K(I'} rein transzendent.

Beweis. Wenn K {I") nicht rein transzendent ist, existiert eine nicht identiscl
schwindende Form

@ € o' X) (Satz von Castelnuovo),
diese kann durck eine Form
: rein 2]
reprisentiert werden, Nach Voraussetzung ist f ein konstantes Vielfaches der Eisens:
reihe, also eine Nichtspitzenform, auBerdem mul fin der Form
f=1fnhelr (Eisensteinreihe)
2'
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rstellbar sein. Durch f, wird eine zunéchst meromorphe Differentialform w, auf X
fuziert. .

Wegen m,, = lst. dxese sogar holomorph. Nach Satz 3 ist daher fn und damit f
'a Spitzenform.

Folgerung, Sei I' die Hilbertsche Modulgmppc m ,Q(VS) Der Kérper der Modul-
wktionen zu I' ist rein transzendent.

K. B. Gundlach hat in [4] drei Erzeugende fiir K {I") explizit konstruiert. Es scheint
1t 50 ohne weiterss moglich zu sein, hieraus die Rationalitiit von K (I') abzuleiten.

§ 3. Die Invariante p(K(1))

Im vorigen Paragraphen haben wir die Invarianten

PP(X)I P 0 i 2.
er ana]ytlschen Manmgl‘alt:gkezt. emgehihrt.
Ist
s dlm X,
setzen wir
0) D —tmi 2

Wenn X kompakt ist, so ist p(X) endlich, doch auch fiir nicht kompakt.e X kann
{ X} endlich sein.

Ist K ein algebraischer Funkt.mnenkorper und X ein singularititenfreies Modell
m K, so ist

31) L Pl wp(X)
ne Invamant.e von K also von der ‘Wahl von X unabhingig.

Wenn der kanonizche Divigor ¥ auf X ,ample” ist, so ist p(X} > 0. Die Unm-
chrung ist im allgemeinen falgch. Natfrlich ist fir rationale Funktionenkorper die In-
amani.e p(K) gleieh Null.

"Sei nun wieder I eine hyperabe]sche Gruppe auf H* und
X= H"'ff'

. X, = reguliirer Ort von X,
: _ . E -» X eine Desingularisierung.

Sei weiterhin

@ . . . . dim [ =af" 400",
iso a(f‘) der hichste Koeffizient deg Hilbertpolynoms. Wie man weiB, gilt

a(Ty) = na(h),

venn Iy < I eine Untergruppe vom Index n ist.
Den Formeln von Shimizu entnimmt man

(33) : () = Z%F w().

vobei v(f) das Volumen eines Fundamentalbereichs von I in H* bezeichne.
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Offenbar gilt

P(RAD) < p(X,) < a(F).

- Als niichstes soll nun a(ﬁ) — p(X,) abgeschiitzt werden. Wenn [ keine Fix
mannigfaltigkeiten dep Kodimension eing besitzt, gilt natirlich (') = p(X,).

Wir beschriinken uns daher auf den Fall % = 2, wo solche Fixpunk(.manni;
n aufireten und wegen der Struktur dep Spitzen besonderes Interesse haben.

Hilfssatz 7. Sei I eine kyperabelsche Gruppe auf H:. Mi P11+« - ¥, werde ef
iretersystem der Konjugationshlassen pon Elementen

aus I' mit eindimensionalen Fiz
mannigfalligheiten beseichnes und mit I = v (3. §1) die auf die Fixpunictmanni;
keit ¥, profizierse’ Gruppe. Es gilt:

(34)

keite

5 &
o) = p(Xy) = (T} —- < a(l).
Beweis, Nach Tilfsgaty 3 gt

PAXy) = dim {fe(rf rl, f verschwindet quf jedem ¥,(» = ...,

H] )
in mindestens - top Ordnung},
Der Beweis von HiMssatz 7 beruht

auf einem Restriktionsprozeﬁ, der jeder

FELT, k), f + 0, nicht identisch verschwindende Formen gy den Gruppen r,
zuordnet.

Sei hierzu

Y= j;[°ao€{3’h v '!yt}‘l M:-._(* ;k)
Yo Gy
Wir setzen
(35) 800 ) = (%%, ++ O)2p(a,, oy py G H-
. o Y.
Offenbar gilt
a) £y, 2) = 8{zy, 3,)
(36) b)

8D L (2) = IT (972 4 8y (a,, 1

fiir L=(“ﬁ)er,.
V)

Dabei sei fiir die Definition der ,,projiziertan* Gruppe I, (s. § 1) der Isomorphis-

Ho ¥y, 5 (s, My,
zugrunde gelegt,

Man entwickle nun £ in eine Reihe

37) &(25, 2) = ;-z“,:ﬁ (‘iﬂ_‘i{) (2, — EALS

2
Wenn f auf ¥, in mindesteng Zy,-ter Ordnung verschwindet, d. h,

=0 fir vy > g,
80 ist offenbay

(38)
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dim {f € [ﬁ r), f verschwindet auf den eindimensionalen Fixpunkimannigfaltigkeiten
_ in mindestens p-ter Orduung}

-~ ]
. z@mifi— 2 Edmin 20 + D)
: i
Hieraus folgt unmittelbar Hilfssatz 7. '
Al nit_:hatgé soll p (Xo) — p(K (I}) abgeschiitat werden.
‘Wir wollen dies als ein lokales Problem behandein.
" Ist X eine normale Fliche, X, der regulire Ort von X, sowie ¢: X-» X eine De-
singularisierung, so gilt offenbar '
@39) pEzpX)— 2 r(s), (§ singularer Ort von X),
&

mit gewissen Invarianten r(s), die nur vom Typus der Singularitiit s abhiingen. Sie sind
wie folgt zu definieren: .

r{s) = lim sup r(,u,zs)
B “
mit :
© {40 o, s) = dim{ Tim (U —S) A (p7NU }
e s m | Jim PR

Dabei durchlaufe I die offenen Umgebungen von s in X.

Die Berechnung der Invariante r{s} scheint im aligemeinen sehr schwierig zu sein.
Fiir Quotientensingularitéten {X,s) = UH, U analytische Mannigfaltigkeit, H end-
Tiche Gruppe, erhilt men mit folgender elementarer Methode brauchbare Resultate.

Sei o eine in einer gelochten Umgebung von s holomorphe Differentialform vom
Gewicht ». Man kann die Form o sicherlich dann iiber die Ausnahmefaser bei der De-
singularisierung holomorph fortsetzen, wenn gie sich in der Form

"
w:f)iwﬂ®. .- ®wﬁ‘
schreiben 14Bt, wobei die ®,, Formen vom Gewicht eins, holomorph in einer gelochten
Umgebung von s sind. Dies besagt gerade Satz 1 aus Teil L.
In der Uberlagerung U ist dicse Bedingung gut iiberschaubar. Man kann bekanntlich
_ . : U= C* H=U,(C) (unitéire Gruppe)
annehmen, wobei H eine spiogelungsireie Untergruppe ist. Eine Form « vom Gewicht r
achreibt sich in I/ mit den natiitlichen Koordinaten wie folgt:
w = f - (dz; A d2g)'s
wobei f der Transformationsformel _
f(Az) = (det A)f(z} fir A €H
geniigt. Die Funktion fist (in einer Umgebung von 0) genau dann holomorph, wenn w
in einer gelochten Umgebung von s holomorph ist.
Wir wenden nun diese Methode auf einige spezielle Typen von Gruppen H an.

THiltssatz 8. Sei If < U, *)(C) eine endliche Untergruppe von Mairizen der Determinanie
eins. Dann gilt
rip,s)=0,p=01,23,... (s. 40)

*) Unitire Gruppe.
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Beweis. Sei f(dz, dz,)" eine invariante Form vom Gewicht 7, holomorph i
Umgebung vom Nullpunkt. Nach Voraussetzung bedeutet die Invarianz dieser
nichts anderes als die Invarianz der Funktion f,

fldz) =f(2) firalle 4 ¢ H,

sine Bedingung, die unabhingig von der Zahl r iat, Man erhilt nun leicht eine Zer]
in ein Produkt von r invarianten Formen vom Gewichs eins, nimlich
fdz, a dg,)" = fldz, a dz) @ (dz,adzy) @+ - @ (dzy A dz,).
Sei y € G, eine Substitution mit dem Fixpunkt z,. Die Transformation
=25
T a3,

w
liefert fiir y die Normalform
£y, yw,), falls p € G2
(1) y(z)=[( 1%y, Satly ¥

(11103, y,), falls r¢Go
Die Zahlen £, £, baw. %1, iy 8ind Einheitswurzeln,

Satz 5. Sei I eine kyperabelsche Gruppe auf H*

ohne Fixpunktmannigfaltigf
der Dimension eins and ohne Spitzen.,

Wenn fir jedes Element endlicher Ordnung y € F die Bedingung
Sda=1, baw. mum = —1 (s, (41))
erfillt ist, so gilt p, (K(I')) = dim[F, r}, insbesondere also PE) = a(F) >0,

Folgerung. Unter der Voraussetzung von Satz 5 ist der Kérper K (f') nicht rein i;
zendent.

Natiirlich erhilt man fur andere Gebiete D anstells von H?

. Wir geben noch eine Abschiitzung fir r{s} bei
- abelschen Gruppen an.

Man erhéit fiir eine solche Singularitat folgende Normalgestalt.
(X, s} == (C*, )i

&hnliche Aussage
Quotientensingularititen |

mit
H=nF0gr< e}
Dabei ist & = (¢,, £,) ein Paar von primitiven e-ten Einheitswurzeln.
Milfssatz 9. Fir Singularititen obigen Typs gilt

ris) = e
Eine Differentialform

(21, 2} (dz; & dz,)"

in einer Umgebung von 0 in C? st genau dann invariant, wenn

. fl§2) = ¢80 fl2)
gilt,

Entwickelt man f in eine Potenzreihe

f(zh )= % (I,‘,SZ;‘Zg',
- 80 lautet diese Bedingnng

Gop, # 0> i = (167"
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Spezielle Formen vom Gewicht eins hat man in
7 o #,28,0 5 a, b < e geeignet.
Fir f erhdlt man eine Darstellung .
f= @+ @+ 2 e,RE

mit Formen f,, f, vom Gewicht eins. Man braucht daher nur noch die Monome
| A<
zu betrachten. Eine elementare Abziiklung dieser Monome, dic noch der Nebenbedingung

By = (6,5
geniigen, ergibt r(s) < e -

Wir diskutieren abschliefend noch als Beispiel die bereits untersuchte Hilbertache
Modulgruppe _ "
 P=F,,L=0(/p);pprim, p=1mod4,

Klassenzahl {L) = 1. '
. Nach Hilfssatz 7 und Satz 4 erhalten wir mit

X = H¥f; X, = regulirer Ort von X,

3
H
P*6(2) 5p . 5

Nach dem Vorhild von Hilfssatz 8 und 9 beweist man mit Hilfe der Formeln von
Prestel

43 Z ris g%—h(—-iﬁp) fir p > 5.

ekl

Leider steilt sich nun herams, daB die Abschitzung von Hilfssatz @ fir riec) zu

schlechf ist, als dafl man p(f‘}) = 0 fiir groBe p nachweisen konnte. Allerdings ist diese
Abschitzung, wie Hilfssatz 8 und auch (42) zeigt, wesentlich verbesserungsfahig. Wir
begniigen uns daher mit dem vorldufigen Ergebnis, daB das asymptotische Wachstum der

Zahl linear unabhingiger Differentialiormen auf X, die auBerhalb der Faser uiber oo
holomorph sind, gut bekannt ist ((39), {42), (43)).
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