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Die Siegelsche Stufengruppe I'(T) zu einer Elementarteilermatrix

T={ "~ |5 >0 ganzrational fir ISi<n; ]t fir ISisn—1
0 ¢

n

A B
besteht aus allen symplektischen 2n-reihigen Matrizen M = ( c D> fiir die A4,

BT, T™'C, T™'DT ganz rational sind. Unter einer Siegelschen Modulform
der Stufe T vom (ganz rationalen) Gewicht k versteht man im Falle n>>1 eine
Funktion f(Z), die im Siegelschen Halbraum S, der symmetrischen komplexen
n-reihigen Matrizen Z=X-+iY mit positivem Imaginirteil ¥ holomorph ist
und der Transformationsformel

€y J(MLZY) | CZ+D| = f(2)
mit

M{ZY=(AZ+B)(CZ+D)™; M:(‘C1 g)
fiir alle Mel (T) geniigt.

Die Hilbertsche Modulgruppe zu einem total reellen Zahlkorper K vom
Grade n>1 ist die Gruppe

FK={MIM=(Z §>;‘x’ B, v, 0 ganz in K; lMi=1}.

Seien ¢4, ..., 0, die n verschiedenen Einbettungen von X in den Kd&rper der
reellen Zahlen. Wir verwenden die iibliche Bezeichnung

) «P=0,(a) fir aek; M(")z(a(i) ﬁ(l:))- i=1 n
i s i ,y(i) 5(1) s P s ey B

Unter einer Hilbertschen Modulform zu X vom Gewicht & ist eine in dem
Bereich

(3) St={z|z=(z, ..., 2,), 2,81}
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holomorphe Funktion f(z) zu verstehen, die dem Transformationsverhalten

4) fM<zp) }Jl G z,+0D) F=f(2)
mit
M{zy=(MP {25, ..., Mz
fiir alle
« B
M= (v «5) el

genligt. Ist I' eine der eingefiihrten Modulgruppen, so werde mit [I", k] der
Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k bezeichnet.

Sei nun f irgendeine auf S, definierte Funktion, 4 eine reelle n-reihige
invertierbare Matrix.

Durch

z; 0
®) Jazy s z)=f A( )A'
0 2z,

erhilt man eine auf S} definierte Funktion £,.

Im folgenden interessieren solche Matrizen A, fiir die

) fell(T),k] = fyellk,k]

gilt. Die Einschrinkung einer Siegelschen Modulform der Stufe 7' beziiglich
der durch

zy 0
@) (z4y sz A oA
0 =z

n

definierten Einbettung von 8% in S, soll also eine Hilbertsche Modulform glei-
chen Gewichts sein. Etwas allgemeiner kénnte man durch beliebige 2x-reihige
symplektische Matrizen M definierte Einbettungen

z; O
(8) (21,...,zn)——>M< >
0 =z,

betrachten. Wie in [3] stellt sich jedoch heraus, daB man dadurch keine wesentlich
neue Einbettungen im Sinne des Problems erhilt, weshalb wir uns gleich auf
den speziellen Fall (7) beschrinken wollen. Zunéchst werden noch einige
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niitzliche Bezeichnungen eingefiihrt:

<1 O
9) 2= fiir z=(zy, ..., Z,0 €87,
0 z,
«® 0
(10) o= fir ek,
0 o™
* E] N
«_ (2" B N 2 1.
(in M _(Y* 5*) fiir M_(y 5)e1K.

Offenbar ist M * symplektisch und es gilt
(12) (M) =M™ (%) fir zeS7; Melyg.

Satz 1. Ist A eine n-reihige invertierbare Matrix der Eigenschaft

-1
(13) Merl, - (’(‘)1 A,O_l) M* (g A,O_l) eI (T),
so ist (6) erfilllt.

Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Menge A (K, T) aller Matrizen 4 unter-
sucht, die der Bedingung (13) geniigen. Mit 4 werden im folgenden nur noch
n-reihige invertierbare Matrizen bezeichnet.

Satz 2. Es gilt AcA(K, T) genau dann, falls

a) AA'T unimodular

b) Aa* A ganz rational fiir alle ganzen a €K ist.

Beweis. Die Bedingung (13) ist gleichbedeutend damit, daf3
% 4—1 LN
(14) ( Aa™A ABTA

. o
A,—l‘y*A_l A,_15*A,>GF(T) furaHCM=( ﬁ)EFKl

y 0

Setzt man speziell

Kl S E T E P B R

so zeigt sich, daf3 (14) dquivalent damit ist, daf3
Aa*A™',  ALSAT, TT'A T'e*ATY,  TTAT'SMA'T
ganz rational fiir alle ganzen xe X sind. Satz 2 ist nunmehr evident.

Sei U(T) die Gruppe aller n-reihigen ganz rationalen unimodularen Ma-
trizen U, fiir die 7UT ~* ebenfalls unimodular ist.

(1% U(T)={U|U n-reihig unimodular, TUT ! ganz rational} .
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Wie man leicht sieht, gilt
(16) AcA(K,T), UelU(T) = UAdeA(K,T).

Die Aquivalenzrelation A~ UA, die hierdurch definiert ist, gibt zu einer
Klasseneinteilung von 4 (K, T) AnlaB. Die Klassen von 4(K, T) werden nun
mit gewissen Zerlegungen der reziproken Differente D' (D sei die Differente
von K) in Verbindung gebracht. Es handelt sich dabei um Zerlegungen der
Form:

> l=p.a-b; peK total positiv
(17 bca (gebrochene) Ideale in K

afb= [1Z/ (als Abelsche Gruppen)
i=1

Ist « irgendein Element von K und setzt man f=a"%p; =aa; b=ab, so hat
man in D 1=7-a-b wieder eine Zerlegung vom Typ (17). Zwei solche Zer-
legungen nennen wir dquivalent.

Satz 3. Die Klassen dquivalenter Matrizen AcA(K, T) entsprechen einein-
deutig den Klassen dquivalenter Zerlegungen der reziproken Differente vom
Typ (17).

Folgerung. Ist K ein beliebiger total reeller Zahlkorper vom Grade n>1, so
gibt es stets eine Elementarteilermatrix T (n-reihig), so daf A(K, T)+0 ist,
also eine Matrix A der Eigenschaft (6) existiert.

Man braucht nur p=1, a=bd"" und fiir b das Hauptideal (1) zu wihlen.
T wird dann von den Elementarteilern der Abelschen Gruppe d™*/(1) gebildet.

Beweis von Satz 3

Aus technischen Griinden setzten wir jetzt stets voraus, daB} o, die iden-
tische Einbettung von K in R ist, also a=a" fiir ae X gilt.

Teil 1. Sei AcA(K, T). Es wird nun eine Zerlegung der Differente vom
Typ (17) konstruiert. Sei

31
~ 0
w=| .
0
eine n-reihige Spalte mit beliebigem reellen ¢ =0.
Dann hat

Wy

w=Aw=| :

w,

B

! Im Falle T= E wurde dieser Satz in [3] bewiesen.
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die Eigenschaften

(18) w=c; q (ay, ..., a, seien die Spalten von A4),
19) Ad*A ' w=aw  fiir alle e K.

Da die Matrix A4 invertierbar ist, gibt es in der ersten Spalte

di1
a=|{ :
aln

sicher ein von Null verschiedenes Element, etwa a,,. Wir setzen nun speziell
¢;=(1/a,,) und definieren
(20) a=y Zw.

i=1

1

Behauptung 1. a ist ein Ideal in K.
Beweis. Mit der ganz rationalen Matrix Aa* A~ =(n, (2)) gilt wegen (19)

2n aw;=3 n()w;  fiir i=1,...,n.
=

Also ist a ein G-Modul, wobei G den Ring der ganzen Zahlen in K bezeichne,
und es bleibt a = K zu zeigen. Da das r-te Element von w nach Konstruktion 1
ist, gilt jedenfalls G < a (man spezialisiere (21) auf j=r). Ist daher e, ..., ¢,
gine Z-Basis von G, so gilt

e Wy
(22) c=ML ),

e, w,

M ganz rational, | M|40. Die w;—s konnen daher rational durch ey, ..., e,
ausgedriickt werden; a ist somit, wie behauptet, in K enthalten.

Behauptung 2. b=> Z¢;w, ist auch ein Ideal in K.

Beweis. Da A A’ T unimodular und Aa* A~ ganz rational fiir alle xeG ist,
folgt, daB auch (T A)a*(TA)~ ! ganz rational fiir alle ganzen «eX ist. Es kann
jetzt dasselbe Beweisverfahren wie bei Behauptung 1 angewendet werden. Der
Rest von Teil 1 besteht in dem Nachweis von D" '=p-a-b mit p=(1/c?).
Wendet man o; auf (19) an, so folgt 4a* A4 *wP=aPw® fir aeK. Es gilt
daher w¥=c;a'? mit einer eindeutig bestimmten reellen Zahl ¢; (i=1, ..., n;
vgl. (18)).

Hieraus resultiert

c; O
(23) A=WC  mit W=, .. ™), c7'={ "
0 ¢

n
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Da A4 A'T unimodular ist, folgert man leicht
(24) C 2 =W'SW mit einer rationalen Matrix S.
Mit S'=(s; ;) folgt hieraus

(25) cf=Zwis,~jwj und ¢f=(cH®  fir i=1,...,n.
ij
Wie wir wissen, ist Aa* A'T ganz rational fiir alle aeG und damit auch
WC?a* W' T=W(pa)*W'T mit p=cy 2. Also ist
(26) 2 w (p ) wit;
i J,v
ganz rational fiir «eG und damit p-a-bcd™! (reziproke Differente). Die

beiden Ideale sind gleich, wenn ihre Normen iibereinstimmen. Es bleibt also
N (p-a-b)=d ! (d Diskriminante von K) zu zeigen. Zunichst gilt

@7) N (p-a-B)=|C|*- ¥ (a) N (D).

Beachtet man die Formel

N (a)= Jrl/—g;)~ (d () Diskriminante von a)

und berechnet man d(a) (entsprechend d(b)) iiber die Basis wy, ..., w,, so folgt

(8) A (p-a-B)=—|CP-[SpOw) - TI=r [CI* IWW| - |TI=—,

da WC? W' T=AA T unimodular ist.

Teil 2 (Umkehrung). Sei D~ *=p - a- b eine Zerlegung vom Typ (17). Es ist
hieraus eine Matrix AcA(K, T) zu konstruieren. Nach dem Elementarteil-
ersatz existiert eine Z-Basis wy, ..., w, von a, so daB ¢, w,, ..., t,w, einec Z-
Basis von b ist. Sei

L& - +VE(T) 0
(29) w= s W=(m(1)a ”"m(n)), C=+VP*= o
Wa 0 +1/P(n}
Wir zeigen nun A=W Ced (K, T). Es ist
(30) AL T=WC*W T=Wp* W T=(Sp(w;pw; ).

Daher ist 4 A’T ganz rational. AuBerdem gilt
|AA' T|=|WC*W'T|=d - ¥ (p-a-b)=1,

also ist 4 A'T unimodular. Aufgrund obiger Uberlegungen ist auch 4a*4'T
fiir alle weG ganz rational, und wir erhalten, daB Ao*A'T-T 1A' ' 47 =
Aa*A™1 fiir beliebiges xeG ganz rational ist. Satz 3 ist nunmehr evident.
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Es liegt nahe im Fall n=2, wo die Differente durch die Diskriminante J
eindeutig bestimmt ist, einfache Bedingungen zwischen 4 und ¢

.. 10
(es sei jetzt T= (O t))

zu suchen, die (17) dquivalent sind. Die Formeln, die man dabei erhilt, sind
jedoch komplizierter als im Falle 1=1 (s. [3]). Wir beschridnken uns daher auf
sog. orthogonale Einbettungen.

Definition. Die durch AcA(K, T) definierte Einbettung von S} in 8, heift
orthogonal, falls A' AT=E gilt.

Dies ist gleichbedeutend damit, da3 A7% eine orthogonale Matrix ist. Im
Falle n=2 liefert 4 genau dann eine orthogonale Einbettung, falls

(31)  AT* orthogonal, A (i%V—d) A™'  ganz rational ist.

Eine explizite Rechnung, auf die wir hier verzichten, zeigt nun:

Satz 4. Im Falle n=2 entsprechen die orthogonalen Einbettungen AcA(K, T)
den Lésungen der Pellschen Gleichung

d=a*+tb*;  a, b ganz rational, b=0mod 2.

Orthogonale Einbettungen (n=2 vorausgesetzt) existieren daher bei ge-
gebenem Korper daher genau dann, wenn d=0 oder 1 mod 4 ist.

In [3] konnte HammonD die Struktur der Formenringe zu den erweiterten
Hilbertschen Modulgruppen zu Q(}/5), Q(J/2) bestimmen, indem er benutzte,
daB in diesen Fillen eine Einbettung (im obigen Sinne) von $? in S, mdglich
ist und der Struktursatz fir

10
rlo )

dank IGusa [4] bekannt ist. In [/] wurden die Modulformen zu einer Erwei-

terung I von
10
r
) (0 2)

bestimmt. Es diirfte méglich sein, auch hieraus Konsequenzen fiir die Theorie
der Hilbertschen Modulformen zu zichen.

Aligemein dréngt sich folgendes Problem auf. Sei 4e¢A(K, T). Wann ist
eine Hilbertsche Modulform (zu K) Einschrinkung einer Siegelschen Modul-
form (der Stufe T)? Betrachtet man die Gesamtheit der Automorphismen von
81, die sich (beziiglich der Einbettung (7)) zu einer Substitution aus I'(T)
fortsetzen lassen, so erhdlt man eine Gruppe I}, die Iy umfaBt. Wie man an
Beispielen zeigen kann, fillt I}y mit Iy i.a. nicht zusammen. Man kann daher
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hochstens erwarten, dafl Modulformen zu I, im obigen Sinne fortsetzbar
sind. Dies scheint ein sehr schwieriges Problem zu sein. Bei Moduifunktionen
ist die Situation jedoch einfacher.

Satz 5. Jede Modulfunktion zu I, ist beziiglich der Einbettung {7) zu eciner
Modulfunktion der Stufe T fortsetzbar.

Dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Fortsetzungssatzes fiir automorphe
Funktionen {2].
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