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Ein Ring elliptischer Modulformen

Von
R. Busam, E. FREITAG und W, KARCHER

Dieter Puppe gewidmet

Eine elliptische Modulform beziiglich einer Untergruppe
Ler=SLR,Z)

von endlichem Index in der elliptischen Modulgrappe ist eine holomorphe Funktion f (z)
in der oberen Halbebene, welche einem Transformationsverhalten

SMz)=v(M}(cz +d)" f(2)

a b az+b
M —_— 3
(c d)r—:l}, (MZ cz-i-d)
geniigt und welche in den Spitzen reguldr ist. Dies bedeutet, daB fiir jede Modulmatrix
N € 8L (2, Z) die transformierte Funktion
(FIN)@y:=(cz+ d)"* f(N2)

im Bereich y = 1 beschrinkt bleibt, wobei es geniigt, wenn N ein endliches System .4
durchlduft, Und zwar soll

fir alle

N(w)=afc, Ne.#,

ein Vertretersystem der Spitzenklassen Q@ v {0 }/I, durchlaufen, Dabei ist das sogenannte
Multiplikatorsystem v (M), M € I, ein System komplexer Zahlen vom Betrag 1, so daf3
J(M, z) = v(M) (cz + d)""* der bekannten Kozykelrelation geniigt. Bei ungeradem r muB
man natlirlich eine der beiden holomorphen Wurzeln aus ¢z + d auswihlen. Um konkret
zu sein, wihlen wir den Hauptwert.

Wir bezeichnen mit

15, 7/2, 0]

den Vektorraum all dieser Moduiformen.
Fiir jede Modulmatrix N ¢ SL(2, Z) definiert die Zuordnung

fefINTY
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einen Isomorphismus
(T, 7/2, 0] > [NLN %, 7/2,0"].

Hierbei ist v” ein gewisses Multiplikatorsystem auf der konjugierten Gruppe NI N 71,
wir nennen es auch einfach das konjugierte Multiplikatorsystem. Die explizite Bestim-
mung des konjugierten Muitiplikatorsystems kann in der vorliegenden Arbeit immer sehr
leicht mittels einer konkreten Form f durchgefiihrt werden. Wir benotigen insbesondere
nicht den etwas umstandlichen Peterssonschen Kalkiil.

Das fundamentale Thetamultiplikatorsystem v, ist auf der Thetagruppe

= {(: z) eSL2,Z);a+b+c+d gefade}

erklirt. Diese Gruppe wird bekanntlich von den beiden Matrizen

i) (o)

erzeugt. Aus den wohlbekannten Formeln

8(z +2) = 9(2); 9(‘21) = \/%,3(2)

folgt, dali die Thetareihe

3z):= }E exp(min®z)

n=@®

eine Modulform vom Gewicht 1/2 beziiglich cines gewissen Multiplikatorsystems v ist.
Wir werden keine expliziten Formeln fiir vy bendtigen.

Die Thetagruppe hat in der vollen Modulgruppe den Index drei. Dementsprechend
besitzt §(z) genau drei konjugierte Formen, neben $ selbst handelt es sich um die beiden
Formen

§@)= T (-1 explrin®a),

n= o

3@= 3 explritn+1/272).

= —o

Es gelten die Transformationsformeln

8C+1=38@), Je+1)=38(), S@+1)=e"3@);

5(—1/z)=\/§§(z), §(—1/z)=\/%§(z).
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Es folgt insbesondere

Sell;, 172, ,],

~ -~ 1 1 1 -1
Se|l 3 =

E[ 8s 1/2’ Us]a I?! (0 1) 1:9(0 1 )s
L] A x ot 0 1 el 0 “1
‘96[1?991/2503]= I?Q'""’“(_l 0) 1?9(1 0 )

Die Werte der drei konjugierten Multiplikatorsysteme berechnet man fiir jede vorgegebe-
ne Matrix aus einer der konjugierten Gruppen am einfachsten dadurch, indem man diese
Matrix durch die Erzeugenden der vollen Modulgruppe ausdriickt und obigen Formel-
satz anwendet.

Der Durchschnitt der drei Konjugierten der Thetagruppe ist die Hauptkongruenz-
gruppe der Stufe 2,

Lofynl,=r[2:=Kem(SLQ2 Z) - SL(2, Z2Z)).

Wir werden benutzen, daB die Hauptkongruenzgruppe der Stufe 2 von den drei Matrizen

b0 GY) G

erzeugt wird.

Die drei konjugierten Multiplikatorsysteme stimmen jedoch auf I'[2] nicht tberein.
Dies geschieht erst auf einer kleineren Gruppe, namlich der von Igusa [1, 2] eingefiihrten
Gruppe

b
I’[4,8]={(z d)eI’;aﬁbEI mod4;b5c50mod8}.

Die von dieser und der negativen Einheitsmatrix erzeugte Gruppe bezeichnen wir mit
I'[4,8). Es gilt

- b
r[4,8]={(“ d)eF;aEbE 1 mod 2; bscsOmodS}.
[
Die beiden Gruppen definieren dieselben Transformationsgruppen,

1 Hilfssatz ([1, 2]). Die Gruppe I [4, 8] ist ein-Normalteiler in der vollen Modulgruppe.
Die Gruppe

rRYT14,8)
ist isomorph zur Gruppe

ZAZxTAL.
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Der Isomorphismus wird durch die Korrespondenz

1 2
(0 1)<~-*(1,0)

hergestellt.

Folgerung. Die drei Multiplikatorsysteme vy, Ty, Dy Stimmen auf der Gruppe I'[4, 8]
itherein. Sie nehmen auf dieser Gruppe nur die Werte + 1 an. Gerade Potenzen von thnen sind
insbesondere trivial.

Beweis. Jedes Element von I'[2] kann in der Form

1 2\ /1 oY
M_i(o 1) (2 1)K

mit einem Element der Kommutatorgruppe von I"[2] geschrieben werden. Wie man
mittels der Erzeugenden leicht nachrechnet, ist K in I' [4, 8] enthalten. Es folgt, da M
genau dann in I'[4, 8] enthalten ist, wenn das Plus-Zeichen gilt und wenn x und y beide
durch 4 teilbar sind.

Wir betrachten nun den graduierten Ring von Modulformen

A(I'[4,8]) = Zz (T[4, 8], /2, t5].

2 Theorem. Es gilt
A('[4,8) = C[9, 8, 3.
Definierende Relation ist die Jacobische Thetarelation
94 =G4+ 94,
Dieser Satz ist ein Spezialfall sehr viel tieferer Resultate von Igusa [1, 2]. Abweichend von
Igusa [1, 2] wollen wir cinen ganz elementaren Beweis dieses Theorems darlegen, welcher
ohne weiteres im Rahmen eines einfilhrenden Seminars in die Theorie der Modulformen

behandelt werden kann.
Zum Beweis dieses Satzes nutzen wir aus, daB die endliche abelsche Gruppe

% =T2)F[4,8)
auf dem Vektorraum [I"[4, 8], /2, v}] vermoge
f@ o f¥(2):=v3" (M) (cz + d) ™" f (M2)

operiert. Wir kénnen daher [I'{4, 8], r/2, v}] nach den 16 Charakteren dieser Gruppe
zerlegen, d.h. es gilt

[F(4, 8], r/2, i3] = D [T [2], /2, 00}].
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Hierbei durchlauft v alle 16 Charaktere von I'[2] mit der Eigenschaft
v(+M)=1 fir MerI[4,38].

Diese Charaktere sind durch ihre Werte auf den Matrizen

b1 GY)

- bestimmt und kénnen auf ihnen beliebige vierte Einheitswurzeln annehmen. Wir kodie-
ren sie durch Zahlenpaare [q, b],

oo 1) oo D)

Da sich zwei Multiplikatorsysteme desselben Gewichts r/2 nur um einen Charakter
unterscheiden, unterscheiden sich die drei fundamentalen Multiplikatorsysteme nur um
einen der 16 Charaktere. Eine einfache Rechnung zeigt

Uy fve = 1, — 1], 53/”9 =[,1].

Als niichstes nutzen wir aus, daB die Gruppe I'[2] in I’ Normalteiler ist, Dies bedeutet,
daB dle Zuordnung

fofINT?
eiilen Isomorphismus

(20, r/2, 005] — [T [2], 7/2, 07w
bewirkt. Dabei ist die Zuordnung

v p®n

fiir jedes r € Z und jedes N e I' eine Permutation der 16 Charaktere. Diese Permutation
héngt natiirlich nur von r mod 4 ab. Wir erhalten also 4 Darstellungen der Modular-
griippe

SL2,Z2Z) (=8,)

in dér Gruppe der Permutationen der 16 Charaktere. Es ist leicht, diese Permutationen
«explizit zu berechnen. Mit Hilfe der Formel

v\r
pWn) = N[ B
0§

' 1
3 Hilfssatz. 1) Im Falle N = (0 i) gilt

zeigt man:

4,617 = [a,(— i) ab "]
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-1
2) Im Falle N = ( { 01) gilt

[a, B]%? = [i*a=1 b, b].

Die beiden angegebenen Matrizen erzeugen SL (2, AR

4 Hilfssatz. Die drei Basisthetareihen 3, 5,5 haben keine Nullstellen in der oberen
Halbebene.

Beweis. Wegen des Transformationsverhaltens braucht man dies nur im Fundamen-
talbereich der Modulgruppe zu beweisen, mithin unter der Voraussetzung y = %ﬁ . Fiir
3 folgt dies aus der Abschiitzung

_n¥3,»

e I <1 s
b3

18z —11=2

[N ok

fiir die beiden anderen Thetareihen dhnlich.

Die Gruppe I[2] besitzt 3 Spitzenklassen, nimlich die durch cc, 0, 1 reprasentierten.
Die Thetareihe 3 besitzt in oo eine Nullstelle der Ordnung 1, wobei die Ordnung in dem
Parameter

g:= eﬁfz,’4
gemessen wird. Da jede Modulform aus {I"[4, 8], /2, v}] Periode 8 hat, also eine Entwick-
lung nach Potenzen von g zuliBt, erhalten wir

5 Hilfssatz. Die Zuordnung
fer8

definiert einen Isomorphismus von [I'[2], r/2, vvg] auf den Unterraum aller in oo verschwin-
denden Formen aus

IC[21, 0 + 12, 0% 05*1], o* = v?.
a8

Zwangsnullstellen. Wir nehmen

1 2
U(O 1)#1

an. Alle Formen aus [I"[2], /2, vo}] verschwinden dann zwangsweise in der Spitze oo, wie
man aus der Gleichung

2
ser=o(y 1)ra

durch Grenziibergang y — oo zeigt,




Vol. 59, 1992 Ein Ring elliptischer Modulformen 163

6 Definition. 1) Eine Form f aus
(r[2], /2, vvg]

hat Zwangsnullstelle in oo, falls

12=|=1
e .

2) Sei N eI eine Modulmatrix. Die Form f hat eine Zwangsnullstelle in der Spitze
N {o0), falls die transformierte Form /| N ~! eine Zwangsnullstelle in oo hat.

7 Bemerkung. Wenn die Form fe[I[2], r/2, v}] eine Zwangsnullstelle in einer
Spitze hat, so ist eine der drei Modulformen

119, 118, /8
eine (auch in den Spitzen regulire) Modulform,

Aus Hilfssatz 3 folgt

8 Satz. Nur in dem Fall
r=0mod4, v=1
haben die Formen aus [I'[2], r/2, vo}] keine Zwangsnullstelle in irgendeiner Spitze.

Wir beweisen nun durch Induktion nach r, daB der Raum [I'[2], /2, 9’] von den
Potenzprodukten

9=g8 g7, e+ f+y=r (0B yeNy

erzeugt wird. Wenn eine Zwangsnullstelle vorliegt, so kann man durch eine der drei
Basisformen dividieren und gelangt in einen (isomorphen) Raum kleineren Gewichts.
- Wenn keine Zwangsnullstelle vorliegt, ist r durch 4 teilbar und o trivial. In diesem Falle
liegt 9" in dem Raum. Die Differenz einer gegebenen Form aus dem Raum und einem
konstanten Vielfachen von §" verschwindet in der Spitze co. Man kann daher durch g
dividieren und die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Eine leichte Verfeinerung dieser SchiuBweise liefert auch die definierenden Relationen
-des-Rings:
Oﬂ‘enswhtlich verschwindet 9* — §* in oo in mindestens 4. Ordnung und kann daher
durch §* geteilt werden. Der Quotient ist eine Modulform vom Gewicht 0, mithin
konstant. Auf diesem Weg beweist man die Jacobische Thetarelation

94 = §4 4 34,
Dabher ist jede Modulform aus [I'[4, 8], #/2, v;] Linearkombination von Monomen
9“5"3’, e+B+y=r, 0<ax3.

11*
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Die Anzahl dieser Monome ist

3, falls r =1;
6,  falls r=2;
10, falls r = 3;
4r —2, falls r 2 4.

Andererseits liefert obiger Induktionsbeweis auch die Dimension der 16 Konstituenten
von [I" [4, 8}, r/2, v}]. Summiert man sie auf, so erhélt man genau die Anzahl der Monome.
Diese bilden also eine Basis.
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