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Die Irreduzibilit~it der Schottkyrelation 
(Bemerkung zu einem Satz yon J. Igusa) 

Von 

EBERHARD FR:EITAG 

Wie iiblich werde mit 

~ g  = Sg/X~g; 

Sg = Siegelsche Halbebene g-ten Grades, 

_Fg .= Sp  (g, 77) = Siegelsche Modulgruppe g-ten Grades, 

die Siegelsche Modulmannig]altigkeit (= Modulmannigfaltigkeit aller g-dimensionalen 
Abelschen Variet~ten yore Hauptpolarisationstypus) bezeichnet und mit 

~gCdg 

die Modulmannig/altigkeit der kompakten Riemannschen Fliichen yore Gesehleeht g, 
welche wir uns als Untermannigfaltigkeit yon d g  konstruiert denken (Perioden- 
abbildung). Bekanntlieh tr~gt d g  eine Struktur als quasiprojektive algebraisehe 
Variet/~t und dr' a ist eine (i.allg. nieht abgeschlossene) irreduzible quasiprojektive 
Teilvariet/~t. Es gilt 

d i m d g - - - - � 8 9  und dimJgg--- -3g--3  fiir g ~ 2 .  

Im Falle g = 4 ist die Kodimension yon r in ~r gleieh 1 und man kann erwarten, 
den AbsehluB ~ g  durch eine einzige Gleiehung beschreiben zu kSnnen. Tats/~chlich 
konstruierte F. Schottky eine Thetafunktion, welehe auf Jg3 identisch verschwindet. 
Wie J.  Igusa ausfiihrte [6], ist diese Thetafunktion eine Siegelsche Modul/orm yore 
Gewicht 8 und zwar eine Spitzenform. Fiir die Definition dieser Spitzenform ver- 
weisen wit auf Igusas Arbeiten [5], [6], [7]. In der Arbeit [7] bewies Igusa den wieh- 
tigen Satz, dab der Nullstellendivisor yon [ irreduzibel ist. Insbesondere gilt: 

Theorem (J. Igusa). Die Mannig/altiglceit ~ a  ist das genaue Nullstellengebilde der 
Schottkyschen Modul/orm. 

Igusas Beweis ist kompliziert und erfordert eine detaillierte Analyse der Modul- 
form [. Es ist daher vielleicht yon Interesse, dab man diesen Satz ganz anders be- 
weisen kann, und zwar gilt 
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Satz l. S e i /  eine Spitzen/orm yore Gewicht r <= 8 zur vollen Siegelschen Modul. 
gruppe 4-ten Grades, welche nicht identisch verschwindet. Der Hullstellendivisor yon / 
ist irreduzibel. 

In der Arbeit [2] wurde gezeigt, dal3 unter der Voraussetzung g _> 8 der Null- 
stellendivisor einer Modulform / gensu dann irreduzibel ist, welm sich / nieht als 
Produkt yon Modulformen geringeren Gewichts schreiben l~Bt. Tats~chlich l~Bt sich 
die Voraussetzung g >-- 8 abschw~ehen. 

Satz 2. Im Falle g >= 3 ist ]eder nichtnegative Divisor au] Sg/I~g der genaue Hull- 
stellendivisor einer Siegelschen Modul/orm /, also einer holomorphen Fun]ction 

/: S g ~ C  

mit dem Trans/ormationsverhalten 

/((AZ § B)(CZ § D)-~)=det(CZ § D)r/(Z) /iir 1) ~Fg. 

1)abel ist r eine r~tiirliche Zahl. 

Unter einem Di~sor auf dg verstehen wir hierbei eine formale, lokal endliehe 
Summe abgesehlossener irreduzibler analygiseher Teile yon dg.  Naeh allgemeinen 
Forgsetzungss~tzen und Algebraizit/~tss~tzen ist jeder Divisor algebraiseh, da ~g 
eine Kompaktifizierung ~g besitzt, deren ,,Rand" ~ g -  dg  in ,~g die Kodimen- 
sion _--> 2 hat. Da die natiirliehe Projektion Sg--> dg im Falle g => 3 in der Ko- 
dimension 1 unverzweigt ist, entspreehen die Divisoren auf dg den/'a-invarianten 
Divisoren auf Sg. 

Beweis yon  Satz 2. Sei Pie .1"----HI(I ', O(Sa)* ) die Gruppe der/ '-invarianten 
Divisorenklassen auf Sg, wobei /" eine mit /'g kommensurable Gruppe bezeichne. 
In der Arbeit [2] wurde unter der Voraussetzung g :> 3 eine exakte Sequenz 

0 -> P i c / ' ->  H 2 (/', ?7) --~ H 2 (/', 0 (Sg)) 

konstruiert. Diese resultiert aus der Sequenz 

0 "+ 7] --> (~ (Sg) -> ~ (Sg) $ --+ 0 

und aus 

H i ( F ,  e(Sg)) = 0 (g _> 3) 

Der Vollst~ndigkeit halber erinnern wir kurz an den Beweis der le~zten Aussage. 
Diese Aussage ist fiquivalent mit der endlichen Erzeugbarlceit der Gruppe Pic/ ' .  

Aus den erw~hnten Algebraizits folgt, daft die Abbildung 

P io  = H 1  r P i o  r 

surjektiv ist, wobei ~g irgendeine Desingularisierung yon ~g bezeichne. Es gentigt 
daher zu zeigen, da~ :Pic ~r endlich erzeugt ist und dies folgt aus 

H1 (2 ,  r  = 0. 
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Nun  k a n n  m a n  Hodgetheor ie  anwenden und muB nur  zeigen, da]3 der Vek to r r aum 
der ho lomorphen  Differentiale verschwindet  [3]. 

An dieser Stelle muB auf einen Irrtum in der Arbeit [3] hingewiesen werden. D3rt wird be- 
hauptet, dab der Vektorraum der F-invarianten holomorphen Differentialformen yore Grade 

n(n + 1) 
O < p <  ~ n ( n = g )  

verschwindet. Dies ist nieht riehtig, die dort verwendete SehluSweise zeigt nur 

~[P] (Sn) F" = 0 fiir 0 < p < n. 

Der Fehler liegt darin, da$ die Darstellung o[~1 (natiirliehe Darstellung yon Gl(n, C) auf 
AP (Symm2 ((~)) i. a. nicht irreduzibel ist, wie in [3] fi~lsehlicherweise behauptet wird. Sie ist jeden- 
falls in dem hier benStigten Fall p = 1 irreduzibeL 

Die Gruppe  Pic F ha t  mindestens  den R a n g  1. Wenn  H2(_P, Z) ebenfalls den 
Rang  1 hat ,  so ist  die Fak to rg ruppe  H 2 (_F, 77)/Pic _P endlich. Sie muB da lm ver-  
schwinden, da  sie in den C-Vektor raum H 2 (/~, (~ (Sn)) e ingebet te t  ist. Wi t  erhal ten:  

d im H 2 (/ ' ,  C) = 1 ~ Pic F _~ H 2 (/ ' ,  77) ~ 7] @ endliche Gruppe .  

Die 1-Kozyklen  aus Z 1 (F, 0(S~)*)  - -  sogenannte  Automorphie/aktoren - -  sind dann  
kohomolog zu speziellen Fak to ren  

J (M, Z) = v (M) det  (CZ + D) r , r ra t iona l .  

Nach  einem Satz yon  U. Christ ian (vgl. [8]) k6nnen solche Fak to r en  ftir F = / ' a  
nur  existieren, wenn r ganz ist. D a l m  ist v ein Abelseher Charak te r  und  wir erhal ten 

Pie F __--~ H 2 (F, 77) = 7] @ Fa~, Fal, = F/[F,  F ] .  

Die F a k t o r k o m m u t a t o r g r u p p e  der Siegelschen Modulgruppe ist im Falle g > 3 tr ivial  
[8], 

/ ' g = [ F g , / ' g ]  f~r  g > 3 .  

Satz 2 ist nach  diesen Vorbere i tungen eine Folge yon 

d im H2 (/ 'g, C) -----1 fiir g > 3  ." 

He r r  R.  Beyl  ha t  reich da rauf  au fmerksam gemacht ,  da$ m a n  ftir die volle Modul- 
gruppe / '  = / ' g ,  g > 3, den Schurmultiplikator 

M / "  = H2 (/ ' ,  ~) 

berechnen kann  und  zwar gilt 

tlilfssatz 3. Der Schurmultiplikator der Siegelschen Modulgruppe ist 

~_ /iir g > 4 ,  
H2(Fr 7]) ~ Z | Z/2 71 /iir g = 3.  
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Wegen 

/t2 (F, C) = H2 (F0 2~) | C, 
H 2 (-P, C) ---~ Horn (H2 (-P, C), C), 

folgt naeh unseren Vorbereitungen 

Hilfssatz 4. I m  Yalle g > 3 gilt 

(Ein erzeugendes Element ist die Chernsche Klasse des Automorphiefaktors 

det (CZ -4- D).) 

B e w e i s  y o n  H i l f s s a t z  3 (nach einer briefliehen Mitteilung yon R. Beyl). Der 
Fall g ----- 3 s tammt  yon M. R. Stein [10]. I m  Falle g ~ 4 benutzt man die Steinberg- 
erweiterung [9] ; 

0 --->L(g, Cg) --->St(g, Cg) --->ST(g, 7/) --->0. 

2qaeh M.R.  Stein [9] verschwindet der Schurmultiplikator yon St(g, Cg), naeh 
H. Behr [1] ist L(g, Cg)_~_ ~_ zentral in St(g, Cg). Hieraus folgt die Behauptung 
und damit  auch Satz 2. 

B e w e i s  y o n  S a t z  1. Nach unseren Vorbereitungen gentigt es zu zeigen, daB sich 
eine Spitzen_form / ~  0 vom Grade g = 4 und Gewicht r ~ 8 nieht als Produkt  
yon zwei Modulformen geringeren Gewiehts sehreiben l~Bt. Wir sehlieBen indirekt, 
nehmen also 

] = ]1" ]2; Gewicht yon /1 = rj (?" = 1, 2), 

an. Wir  k6nnen rl =< r2, insbesondere rl  --<__ 4 annehmen. 
Aus der Theorie der Yiodulformen dritten Grades ist bekannt  [5] : (Ein einfacher, 

elementarer Beweis erscheint in [4].) 

Es existiert keine yon 0 verschiedene Modul/orm dritten Grades, deren Gewicht kleiner 
al8 4 ist. 

I m  l~alle r l  < 4 ist a lso/1 eine Spi tzenfom.  I m  Falle rl  = 4 gilt aueh r2 = 4. 
Da das Produkt  yon fl und f2 eine Spitzenform ist, muB eine der beiden Formen 
eine Spitzenform sein. Wir kSnnen also annehmen, dab ]1 eine Spitzenform (yore 
Gewieht =< 4) ist. 

Mit elementaren AbschAtzungen lgBt sich aber beweisen [4], I 3.15: 

Es existiert keine yon 0 verschiedene STitzen/orm 4. Grades, deren Gewicht kleiner 
oder gleich 4 ist. 

Damit  ist Satz 1 bewiesen. 
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