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Die Irreduzibilitit der Schottkyrelation
(Bemerkung zu einem Satz von J. Igusa)

Von

EBERHEARD FREITAG

Wie iiblich werde mit

g = 8g[lg;
Sy = Siegelsche Halbebene g-ten Grades,
I'g= Sp(g, Z) = Siegelsche Modulgruppe g-ten Grades,

die Stegelsche Modulmannigfaltigkeit (= Modulmannigfaltigkeit aller g-dimensionalen
Abelschen Varietaten vom Hauptpolarisationstypus) bezeichnet und mit

Mg C Ay

die Modulmannigfaltigkeit der kompakien Riemannschen Flichen vom Geschlecht g,
welche wir uns als Untermannigfaltigkeit von &/; konstruiert denken (Perioden-
abbildung). Bekanntlich trigt 27, eine Struktur als quasiprojektive algebraische
Varietdt und #; ist eine (i.allg. nicht abgeschlossene) irreduzible quasiprojektive
Teilvarietat. Es gilt

dim &y = %g(9g + 1) und dim.#,=39g—3 fir ¢g=2.

Im Falle g = 4 ist die Kodimension von . in &7, gleich 1 und man kann erwarten,
den AbschluB .#, durch eine einzige Gleichung beschreiben zu koénnen. Tatséchlich
konstruierte F. Schottky eine Thetafunktion, welche auf .#3 identisch verschwindet.
Wie J. Igusa ausfithrte [6], ist diese Thetafunktion eine Siegelsche Modulform vom
Gewicht 8 und zwar eine Spitzenform. Fiir die Definition dieser Spitzenform ver-
weisen wir auf Igusas Arbeiten [5], [6], [7]. In der Arbeit [7] bewies Igusa den wich-
tigen Satz, dafl der Nullstellendivisor von f ¢rreduzibel ist. Insbesondere gilt:

Theorem (J. Igusa). Die Mannigfaltigkeit 43 ist das genaue Nullstellengebilde der
Schottkyschen Modulform.

Igusas Beweis ist kompliziert und erfordert eine detaillierte Analyse der Modul-
form f. Es ist daher vielleicht von Interesse, daBl man diesen Satz ganz anders be-
weisen kann, und zwar gilt
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Satz 1. Set f eine Spitzenform vom Gewicht r < 8 zur vollen Siegelschen Modul-
gruppe 4-ten Grades, welche nicht identisch verschwindet. Der Nullstellendivisor von f
ist irreduzibel.

In der Arbeit [2] wurde gezeigt, daB unter der Voraussetzung g = 8 der Null-
stellendivisor einer Modulform f genau dann irreduzibel ist, wenn sich j nicht als
Produkt von Modulformen geringeren Gewichts schreiben 148t. Tatsachlich 148t sich
die Voraussetzung g = 8 abschwichen.

Satz 2. Im Falle g = 3 ist jeder nichtnegative Divisor auf Sg/I, der genaue Null-
stellendivisor einer Siegelschen Modulform f, also einer holomorphen Funktion

f: 8§4—>C
mit dem Transformationsverhalten

f((AZ + B)(CZ + D)-1) = det (CZ + Dy f(Z) fir (‘é ﬁ) ely.

Dabei ist r eine natiirliche Zahl.

Unter einem Divisor auf o7, verstehen wir hierbei eine formale, lokal endliche
Summe abgeschlossener irreduzibler analytischer Teile von &7;. Nach allgemeinen
Fortsetzungssitzen und Algebraizititssdtzen ist jeder Divisor algebraisch, da .7,
eine Kompaktifizierung o7, besitzt, deren ,,Rand‘ 7, — o/, in +Z, die Kodimen-
sion = 2 hat. Da die natiirliche Projektion S; — .27, im Falle ¢ = 3 in der Ko-
dimension 1 unverzweigt ist, entsprechen die Divisoren auf &7, den Ig-invarianten
Divisoren auf S,.

Beweis von Satz 2. Sei Pic I" == HY(I', 0(84)*) die Gruppe der [-invarianten
Divisorenklassen auf S,, wobei I" eine mit Iy kommensurable Gruppe bezeichne.
In der Arbeit [2] wurde unter der Voraussetzung g = 3 eine exakte Sequenz

0—Pic ' H2(I', Z) - H2(I', O(8,))
konstruiert. Diese resultiert aus der Sequenz
0+Z—0(8y) = 0(8y*—>0

und aus

HY(I',0(8)) =0 (g=23)

Der Vollstandigkeit halber erinnern wir kurz an den Beweis der letzten Aussage.
Diese Aussage ist dquivalent mit der endlichen Erzeugbarkeit der Gruppe Pic I
Aus den erwidhnten Algebraizitatssiatzen folgt, dafl die Abbildung

Pic o, = Hl(sZ,, 0%)—Pic T’
surjektiv ist, wobei .,<zl7g irgendeine Desingularisierung von &7, bezeichne. Es geniigt
daher zu zeigen, daB Pic o7, endlich erzeugt ist und dies folgt aus

H\(X,03)=0.



Vol. 40, 1983 Die Irreduzibilitit der Schottkyrelation 257

Nun kann man Hodgetheorie anwenden und muBl nur zeigen, dafl der Vektorraum
der holomorphen Differentiale verschwindet [3].

An dieser Stelle muB auf einen Irrtum in der Arbeit [3] hingewiesen werden. Dort wird be-
hauptet, dafi der Vektorraum der I-invarianten holomorphen Differentialformen vom Grade

1
0<p<ﬁ(ﬁ—2i—)—n (n=g)

verschwindet. Dies ist nicht richtig, die dort verwendete SchluBweise zeigt nur
Q1 (8,3 = 0 fiir 0 < p < n.

Der Fehler liegt darin, daB die Darstellung ol?] (natiirliche Darstellung von Gl(n, C) auf
A2(Symm?2(C)) i. a. nicht irreduzibel ist, wie in [3] filschlicherweise behauptet wird. Sie ist jeden-
falls in dem hier bengtigten Fall p = 1 irreduzibel.

Die Gruppe Pic I" hat mindestens den Rang 1. Wenn H2(I", Z) ebenfalls den
Rang 1 hat, so ist die Faktorgruppe H2(I", Z)/Pic I" endlich. Sie mufl dann ver-
schwinden, da sie in den C-Vektorraum H2(I', 0(S,)) eingebettet ist. Wir erhalten:

dim H2(I',C) =1 = Pic I H2(I', Z) == Z @ endliche Gruppe.

Die 1-Kozyklen aus Z1 (I, 0(8,)*) — sogenannte Automorphiecfaktoren — sind dann
kohomolog zu speziellen Faktoren

J(M,Z) = v(M)det (CZ -- D), r rational.

Nach einem Satz von U. Christian (vgl. [8]) kénnen solche Faktoren fiirr I' = I

nur existieren, wenn r ganz ist. Dann ist » ein Abelscher Charakter und wir erhalten
Pic'=H2I,Z)=ZD T, Taw=1TI|IT].

Die Faktorkommutatorgruppe der Siegelschen Modulgruppe ist im Falle g = 3 trivial

(8],
Iy=1Iy, I,) fir g=3.

Satz 2 ist nach diesen Vorbereitungen eine Folge von

dim H2(I,,C) =1 fir g=3

Herr R. Beyl hat mich darauf aufmerksam gemacht, daB man fiir die volle Modul-
gruppe "= Iy, g = 3, den Schurmultiplikator

MI'=Hy(I,Z)

berechnen kann und zwar gilt

Hilissatz 3. Der Schurmultiplikator der Siegelschen Modulgruppe ist

z fir g=4,

Hz(rg’z)%{Z@Z/ZZ fir g=38.
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Wegen
HZ(F, C) =H2(F= Z)®C,
H2(I', C) = Hom (Hx(I', C), C),

folgt nach unseren Vorbereitungen

Hilfssatz 4. Im Falle g = 3 gilt
H2 (I, 7)=Z.
(Ein erzeugendes Element ist die Chernsche Klasse des Automorphiefaktors
det (CZ + D).}

Beweis von Hilfssatz 3 (nach einer brieflichen Mitteilung von R. Beyl). Der
Fall g = 3 stammt von M. R. Stein [10]. Im Falle gy = 4 benutzt man die Steinberg-
erweiterung [9];

0 — L(g. Cg) - Si(g, Cg) > Sp(g, Z) > 0.

Nach M. R. Stein [9] verschwindet der Schurmultiplikator von St(g, Cy), nach
H. Behr [1] ist L(g, Cy) = Z zentral in St(g, C,). Hieraus folgt die Behauptung
und damit auch Satz 2.

Beweis von Satz 1. Nach unseren Vorbereitungen geniigt es zu zeigen, daB sich
eine Spitzenform f == 0 vom Grade g = 4 und Gewicht » < 8 nicht als Produkt
von zwei Modulformen geringeren Gewichts schreiben 148t. Wir schlieBen indirekt,
nehmen also

f="f-fs; Gewicht von f;=17r; (j=1,2),
an, Wir kénnen r; < rg, insbesondere ; < 4 annehmen.

Aus der Theorie der Modulformen dritten Grades ist bekannt [5]: (Ein einfacher,
elementarer Beweis erscheint in [4].)

Es existiert keine von O verschiedene Modulform dritten Grades, deren Gewicht kleiner
als 4 ist.

Im Falle r; << 4 ist also f; eine Spitzenform. Im Falle r; = 4 gilt auch r» = 4.
Da das Produkt von f; und f; eine Spitzenform ist, mu8 eine der beiden Formen
eine Spitzenform sein. Wir kénnen also annehmen, daBl f; eine Spitzenform (vom
Gewicht < 4) ist.

Mit elementaren Abschitzungen liBt sich aber beweisen [4],1 3.15:

Ls existiert keine von O verschiedene Spitzenform 4.Grades, deren Gewicht kleiner
oder gleich 4 ist.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Literaturverzeichnis

[1] H. Berr, Explizite Priasentation von Chevalleygruppen iiber Z. Math. Z. 141, 235—241
(1975).

[2] E. FrEITACG, Stabile Modulformen. Math. Ann. 280, 197—211 (1977).

[3] E. FrErrag, Ein Verschwindungssatz fiir automorphe Formen zur Siegelschen Modulgruppe.
Math. Z. 165, 11 —18 (1979).



Vol. 40,1983 Die Irreduzibilitdt der Schottkyrelation 259

[4] E. FrEITaG, Siegelsche Modulfunktionen. Heidelberg-New York 1983.

[5] J. Icusa, Modular forms and projective invariants. Amer. J. Math. 89, 817—855 (1967).

[6] J. Icusa, Schottky’s invariant and quadratic forms. Christoffel Symposium, Basel-Boston-
Stuttgart 1981.

(7] J. Icusa, On the irreducibility of Schottky’s divisor. Preprint.

[8] H. Maass, Die Multiplikatorsysteme zur Siegelschen Modulgruppe. Nachr. Akad. Wiss. 11,
Géttingen 1964.

[9] M. R. StEIN, Generators, relations, and coverings of Chevalley groups over commutative
rings. Amer. J. Math. 93, 965—1004 (1971).

[10] M. R. Ste1v, The Schur multipliers of Sping(Z), Spins(Z), Spin(Z), and F4(Z). Math. Ann.

215, 165—172 (1975).

Eingegangen am 8. 2. 1982

Anschrift des Autors:

Eberhard Freitag

Mathematisches Institut der Universitit Heidelberg
Im Neuenheimer Feld 288

D-6900 Heidelberg 1

17*



