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Regulire Differentialformen des K orpers
der Siegelschen Modulfunktionen

Von Eberhard Freitag in Heidelberg und Klaus Pommerening in Mainz

Einleitung

Eine Untergruppe I' =Sp(n, R) der reellen symplektischen Gruppe heiBit mit der
Siegelschen Modulgruppe I, =Sp(n, Z) kommensurabel, wenn I' n I,, sowohl in I' als
auch in I, endlichen Index hat. Die Gruppe I' operiert dann auf der Siegelschen Halb-
ebene :

S,={Z=Z'=Z"=X+iY, Y>0 (positiv definit)}

eigentlich diskontinuierlich durch die bekannte Formel

4 ., (A B
Z—M(Zy=(AZ+B)(CZ+ D)™, M_<C D).

Auf Grund der Kompaktifizierungstheorie von Satake und Baily ist der Quotienten-
raum S,/I" als offener dichter Teil in eine (kompakte) projektive algebraische Varietdt X
einbettbar. Der ,,Rand“ S;p= X \S,/I' ist eine algebraische Teilvarietit der Kodimen-

sion n. Die Dimension von X} ist > n(n+1). Im allgemeinen ist X; zwar normal, aber

nicht singularititenfrei. Wir bezeichnen mit X? < X, den reguliren Ort von X,. Auf
Grund der Hironakaschen Desingularisierungstheorie existiert eine singularitdtenfreie
projektive (insbesondere kompakte) algebraische Mannigfaltigkeit X, welche X? als
Zariski-offenen Teil enthlt.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit besagt: Jede holomorphe alternierende Differential-
form
we A" Q(XD)

1 ~
vom Grade p<7 n(n+1) auf X2 ist auf ganz X holomorph fortsetzbar.

" Der Fall n=1 ist natiirlich trivial, denn dann ist X;=X2=X,. Wir setzen daher
im folgenden n =2 voraus. Dann besteht eine natiirliche Isomorphie
X)) =(4QS)) (=2).
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In [3] wurde die Existenz nicht verschwindender holomorpher alternierender I'-invarianter

1
Differentialformen auf S, vom Grade p== n(n+1)—1 bewiesen. In diesem Spezialfall

wurde dort auch die holomorphe Fortsetzbarkeit auf X, bewiesen. Die Frage nach der
Existenz derartiger Differentialformen fiir andere Grade p ist ein schwieriges Problem.

Wie uns D. Mumford und M. Stillman mitteilten, sind ihnen solche Konstruktionen
gelungen. Wir betrachten dies als Rechtfertigung fiir die Publikation des erwidhnten Fort-
setzungssatzes.

§ 1. Reguliire Tensoren des Korpers der Modulfunktionen

Wir werden ein Kriterium fiir die holomorphe Fortsetzbarkeit von Tensoren be-
weisen. Unter einem (holomorphen kovarianten) Tensor auf einer analytischen Mannig-
faltigkeit X verstehen wir einen globalen Schnitt des Biindels

Q?p =Qy Qoy -+ X Qy (p-fach),

wobei Oy die Garbe der holomorphen Funktionen und Q4 die Garbe der holomorphen
Differentiale (= Differentialformen ersten Grades) bezeichne.

Ist speziell X=D ein Gebiet in einem endlichdimensionalen komplexen Vektor-
raum %, so kann man einen Tensor T als eine holomorphe Abbildung auffassen, welche
einem Punkt z € D eine Multilinearform

T): ZP=Fx---xZ—C

zuordnet. Ist ¢ eine biholomorphe Selbstabbildung von D, so definiert man den trans-
formierten Tensor ¢*T durch

((P*T) (Z) (61’- SRR} fp) = T((p(Z)) (J((p’ Z)éls' RS J((pa Z)ép)'
Hierbei ist
J(@,2): > %

das Differential von ¢ im Punkte z, also diejenige lineare Abbildung, welche nach Wahl
einer Basis von & durch die Jacobimatrix vermittelt wird.

Unser Interesse gilt dem Spezialfall
D =S, (Siegelsche Halbebene),
Z =2, (Vektorraum der n-reihigen symmetrischen komplexen Matrizen).

Der Einfachheit halber setzen wir in diesem Abschnitt voraus, daB I' eine Haupt-
kongruenzgruppe ist:

r=r,[l1=Kem (Sp(n, Z) — Sp(n, Z/iZ)),  1=3.

Die Voraussetzung /=3 garantiert, daB I' fixpunktfrei operiert. Da wir n=2 voraus-
gesetzt haben, gilt dann :

. QOP(XD)=Q%(S,/T)=Q%(S)".
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Ist T ein holomorpher Tensor auf S, und M e Sp(n, R) eine symplektische Substitution,
so schreiben wir

T|M anstelle von M*T.
Sei nun T ein Element von Q®7(S,)!, also ein auf S, holomorpher Tensor 7,

welcher unter I,[/] invariant ist, T|M =T fiir alle M e I',[/]. Dann ist T insbesondere
periodisch und kann daher in eine Fourierreihe entwickelt werden:
T(Z)= S  a(H)e' ™",

H=H'gerade

Die Fourierkoeffizienten sind Multilinearformen auf Z,, in naheliegender Bezeichnung
gilt also

a(H) e Mult(2?,C).
Der sogenannte Koechereffekt besagt
a(H)+0= H=0.

Sei M eI, eine Modulsubstitution. Der transformierte Tensor T|M ist ebenfalls
unter I,[/] invariant, da diese Gruppe ein Normalteiler in I, ist. Die Fourierentwick-
lung von T|M bezeichnen wir mit

TIM(Z) =3 ay(H)e' ™"
Die Tensoren T|M und die Koeffizienten a,(H) hidngen natiirlich nur von dem Bild
von M in der endlichen Gruppe I,/I,[/] ab.

Satz 1. Sei
TeQ®(S), [23, nx2,
ein I, [l ]-invarianter Tensor,

TIM= S  ay(H)e' ™ fir MeT,,

H=H’gerade
ay (H) € Mult (27, C).

Dieser Tensor definiert genau dann einen holomorphen Tensor auf einem (kompakten)
singularitdtenfreien Modell X, r.n des Korpers K(I,[l]) der Modulfunktionen beziiglich
I,[1], wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Seien Wi, ..., W, Vektoren aus %, mit der Eigenschaft
ay(H) (Wy,..., Wp+0
und sei S=S™ eine semipositive ganze Matrix. Bezeichnet man mit
0(S; Wi,..., W= #1{J; W;=S5}
die Anzahl der mit S iibereinstimmenden W;, so gilt

1
— SP(SH)2p(S; Wis..., Wp).
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Anmerkung. Hinreichend fiir diese Bedingung ist
1
> Sp(SH) zp.

Beweis (vgl. [3], [4]). Die Regularitit (d.h. Fortsetzbarkeit auf X;) von T ist gleich-
bedeutend mit folgender Aussage: Sei

R 1 R
Vi ExEV X, N=—n(+D),  (E={qeC;lg <1}, E=EN(0})

eine holomorphe Abbildung, welche sich zu einer stetigen (und damit holomorphen) Ab-
bildung von E¥ in die Satakekompaktifizierung X fortsetzen 14Bt. Dann ist der Tensor
Y*(T) auf EN holomorph fortsetzbar.

Der Beweis von Satz 1 beruht auf einer expliziten Beschreibung der moglichen Ab-
bildungen ¥ [3], [4]. Zunichst hebt man ¥ auf die universellen Uberlagerungen hoch:

a) Die universelle Uberlagerung von Ex E¥N ! ist
S;xEN "' S ExXENY, (z,w)—> (g, w); g=e€*"=,
b) Wenn I fixpunktfrei operiert, ist die natiirliche Projektion
Sy — ST
die universelle Uberlagerung von S,/I".

Hilfssatz 1a). Sei I' = Sp (n, R) eine mit der Siegelschen Modulgruppe kommensurable
Gruppe und sei '

P: S, xEN"l 8,
eine holomorphe Abbildung mit den Eigenschaften
a) Y+1,w)=M(¥(z,w)) fiirein MeI.
b) Die durch ¥ induzierte Abbildung
y: ExEN-' S /I
ist zu einer stetigen Abbildung von EN in die Satakekompaktifizierung S,]T" fortsetzbar.
(Diese Bedingung ist nach einem Satz von A. Borel im Falle n=2 stets erfiillt.)
Dann ist M im Stabilisator einer Randkomponente enthalten. Im Falle MeT'[l],

123, gibt es eine Matrix

NeSp(n,2) mit NMN—1=<(’; :)
Beweis. Sei S} die Vereinigung von S, mit allen rationalen Randkomponenten.
Sei
aesSt, a¢s,

ein Randpunkt, welcher den Punkt y(0) reprédsentiert. Es gibt eine Umgebung U von a
beziiglich der Sataketopologie, so daB zwei Punkte in U genau dann beziiglich I" dqui-
valent sind, wenn sie beziiglich des Stabilisators I, 4quivalent sind. Hieraus folgt Hilfs-
satz 1a).
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Hilfssatz 1b). Es sei
Y: S, xEVl 8,
eine holomorphe Abbildung mit der Eigenschaft
Yez+1,w)y=¥(,w)[Ul+S fir UeGl(n, 2), S=S reell.
Die Matrix U ist dann von endlicher Ordnung m, d;h. _
Um"=E, me N geeignet.

Mit einer geeigneten reellen, symmetrischen, semipositiven Matrix S, gilt

2 niz

'P(Z9 W)=SOZ+ lI’O(qm’ W), dm=2¢€ "

Die Funktion ¥, hat in q,, =0 eine hebbare Singularitdt, ist also auf ganz EN holomorph
fortsetzbar.

Der Beweis ist in [3] zu finden.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Satz 1. Sei
Y: ExENt = S /L[]

eine holomorphe Abbildung, welche zu einer stetigen (und damit holomorphen) Ab-
bildung von E¥ in die Satakekompaktifizierung fortsetzbar ist. Wir miissen zeigen, dafl
Y*T auf ganz EV fortsetzbar ist. Wir heben die Abbildung ¥ auf die universellen Uber-
lagerungen hoch und erhalten ein kommutatives Diagramm

(z,weS, xEN "1 X 8

N

(g, w)e EXEN"! —¥ LSS /LIT (=3), g=e*™=.

Wegen Hilfssatz 1a) ist es keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen,
daB ¥ die in Hilfssatz 1b) angegebene Form hat. Dabei muB (in den Bezeichnungen
von Hilfssatz 1b)) notwendig m=1 sein, also

Yz, w)=Soz+ Polg, w), g=e*"".
Die Funktion ¥,(g, w) hat in g=0 eine hebbare Singularitit. Es gilt S, =0 mod /.

Wir berechnen nun den zuriickgezogenen Tensor ¥*(T) auf S; x EN™'. Dieser
Tensor ist eine Funktion, welche jedem Punkt (z, w) € S; X EN ™! eine Multilinearform

p-mal
—————— ————
P*(T) (z, w) e Mult(C¥x --- xC", C)

zuordnet. Sei J(¥, (z, w)) die ,Jacobimatrix“ von ¥ in (z, ), interpretiert als lineare
Abbildung ‘
J(?, (zw): C"—> Z,.
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Wir bezeichnen die Koordinaten von CV mit

3=(é’ N2se e e nN)
und schreiben abkiirzend

ov_ov o ov_ov
oz oz " ow,  ow,

(z,w) fir v=2,...,N.

Dann gilt
oy N oy
J(¥, @z w) Q=—7-¢+ X s

62 v=2 v

Dies ist bei festem 3 eine holomorphe Funktion von (z, w).

Seien

3 eC, W,=J(Y, (z, W)3; v=1,...,p.
Nach Definition von P* gilt

[W*(T) (Z’ W)] (315' RS 3p)= T(Yl(z’ W)) (Wh' LR VVp)

BiSp(H(Soz +¥o(g, W)

=S a(H) Wi,..., Wpe!
H

1sps)

%a(H) (u/b"', %)q gH(qs W).

Hierbei ist

1
S=—1So=5'20

eine ganze Matrix, ) Sp(HS) also eine nicht negative ganze Zahl. Die Funktion

mi
7 Sp(H - ¥olg, W)
gH(q’ W) =e

ist in ¢ =0 reguldr.

Wir betrachten nun fiir einen festen Index H den Tensor
T e Q®?(S; x EN™Y),
welcher durch
L Sp(HS)
T(z, W) Gise--»3)=a(H) (Wh,..., W)g* "

definiert ist. Dieser ist periodisch (beziiglich z— z+1) und ist daher das Urbild eines
holomorphen Tensors )

feQ® (ExEN-Y),
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Wir zeigen, daB (unter den in Satz 1 angegebenen Bedingungen) der Tensor 7 auf EV
holomorph fortsetzbar ist. Hiermit gleichbedeutend ist folgende Aussage: Seien

3=E"%nY,...,n¥), v=2,...,N,

tf(") )
av(q)=( p ,n‘z”’,---,nx”’)-

(q’ W) - T(Z, W) (31(q)9 R 3p(q))

hat in g=0 eine hebbare Singularitdt.

feste Punkte,

Die Funktion

Um dies zu zeigen, benutzen wir die explizite Gestalt der Abbildung ¥. Aus ihr

ergibt sich .

W,@)=J (¥ & W) (3,(@) =" So-+ W,

q
wobei W, in g =0 eine hebbare Singularitit hat. Wir miissen zeigen, daB ein eventueller
Pol (in ¢ =0) der Funktion

6(1) - E(N) -
a(H) <T SO+ Wl,. . .,7S0+ VVI’)

v 1 ,
hochstens die Ordnung > Sp(SH) hat. Wertet man diese Funktion multilinear aus, so
erhdlt man eine Darstellung als Linearkombination von Funktionen

g "a(H) (W¥,..., W),

wobei m der Funktionen W* konstant S sind und die restlichen kK —m in g=0 regulir
sind. Nach der in Satz 1 gemachten Voraussetzung ist dieser Ausdruck nur dann von 0
verschieden, wenn

1
m<—Sp(SH)

gilt. Damit ist die Fortsetzungseigenschaft fiir den Tensor T bewiesen.

Den Beweis fiir die Umkehrung (daB holomorphe Tensoren auf X die Bedingung
in Satz 1 erfiillen), wollen wir iibergehen, da im folgenden kein Gebrauch davon gemacht
wird.

Satz 2. Sei
T € Q®r(S,)™, 1=3,

ein I,[l]-invarianter Tensor,
TIM= Y ay(Hye ™™ fir MeT,,
H=H
mit der Eigenschaft
ay(H)+0 = H>0.
Sei p' =p.

Journal fiir Mathematik. Band 331 28
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Der Tensor T definiert dann einen holomorphen Tensor auf einem singularitiitenfreien
Modell des Korpers K(I,[Ip']) der Modulfunktionen der Stufe Ip'.

Beweis. Die Fourierentwicklung von T|M in bezug auf die Gruppe I,[Ip’] lautet

i

TIM= 5 by(H)e" ",
H=H'gerade
1 1
ay\— H|, falls — H gerade,
bu(H)={ P P
0 sonst.

Insbesondere gilt

1 1
by(H)£0 = I H gerade = > Sp(HS)=p' =p, (§=S8"=0 ganz, S=+0).

Wir wenden uns nun dem Spezialfall alternierender Tensoren (= alternierender
Differentialformen) zu.

Satz3. Sei I'=TI,[l] mit 1=3, n=2. Auf S,/I" existiere eine holomorphe alter-
nierende Differentialform vom Grade p, welche nicht auf X holomorph fortsetzbar ist.
Dann muf eine alternierende Multilinearform a vom Grade p auf %, und eine Zahl r,
0 <r<n, existieren, so daf folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) a(Wi[U),..., W,[Ul)=a(W,,..., W,) fiir alle

E B
= = (r,n—r) D= ("—r).
U (0 D)E SL(n,C), B=B , D

2) Es existiert eine ganzzahlige semipositive symmetrische Matrix

0 O
= =Sr-n
S <0 Sz) ’ S 2 SZ ’

a(S, Wy,..., W)+0.

mit

Beweis. Der Tensor T|M (in den Bezeichnungen von Satz 1) ist invariant unter
der Gruppe

{(Ue GL(n, Z)| U=Emod1}

unimodularer Substitutionen Z — Z[U], welche in GI/(n, Z) endlichen Index hat. Fiir
diese Substitutionen gilt

ay(HLU) (Wi[U ..., WU ) =ay(H) W,,..., W)).

Ist insbesondere H[U']= H, so wird daraus die Bedingung
ay(H) (Wy,..., W)=ay(H) (W1[U],..., W,[U]).
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Wir nehmen nun an, da8 7 und damit a,(H) ein alternierender Tensor ist. Ist
ay(H) (Wy,..., W) 0,

so miissen W,,..., W, linear unabhéngig, insbesondere paarweise verschieden sein. Die
in Satz 1 formulierte Bedingung kann hochstens dann verletzt sein, wenn die Situation

Sp(SH)=0, ay(H) (S, Wy,..., W)+0

auftritt. Durch einen geeigneten ganzzahligen Basiswechsel 148t sich H ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit auf die Gestalt

H 0
H:(O1 0), H,=H{">0,

bringen. Dann besteht die Stabilititsgruppe
Gy={UeSL(n,2)|H[U]=H, U=Emod!/}
genau aus den ganzzahligen Matrizen der Gestalt
A B
(3 o)
wobei A€ GL(r,Z) mit H [A]=H,, A=Emodl, B=0mod/ und De GL(n—r, 2)

mit D= FE mod/ und Det D =Det A. Darin enthalten ist die nur von r abhingige Unter-
gruppe

E
G,(Z)z{(o g) € SL(n,Z)| B=0 mod/, DEEmodl} .
Es gilt sogar (was im folgenden nicht benétigt wird), daB G,(Z) in Gy endlichen Index

hat, weil die Stabilitdtsgruppe der positiv-definiten Matrix H; in GL(r, Z) endlich ist.

Da die Fixpunkte von G,(Z) genau die Fixpunkte des Zariski-Abschlusses

G,= {(‘g g) e SL(n, C)}

sind, folgt die Bedingung 1) des Satzes. Die Bedingung Sp(SH)=0 bedeutet gerade,
daB S die in der Bedingung 2) des Satzes genannte Gestalt hat.

n(n+1)
2

Im Falle p= existiert eine Multilinearform a mit den in Satz 3 angegebenen

Bedingungen, nimlich die Determinantenform auf Z,. Tatsichlich existieren in diesem
Falle auch holomorphe Differentialformen, welche nicht fortsetzbar sind.

' . ) 1
Im nichsten Abschnitt wollen wir zeigen, daB im Falle p < n(n+1)

derartige alter-

nierende Formen nicht existieren konnen.

28*
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§ 2. Invariante alternierende Multilinearformen von symmetrischen Matrizen

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes, in dem £ den Vektor-
raum der symmetrischen komplexen »n x n-Matrizen und G, die im Beweis von Satz 3 ein-
gefilhrte Gruppe bezeichnet.

Satz4. Sei a: Z?— C fir 1 Sp<N=n(n+1)/2 eine alternierende Multilinearform
mit der Invarianzeigenschaft

a(WilU],..., W,[UD)=a(W,,..., W)
fiir alle U € G,. Dann gilt
a(S, W,..., W,)=0
fiir alle W,,. .., W,e % und alle S € % der Gestalt

0 0
= [ — Q(n—r)
S < 0 Sz) mit S,=8y"".

Beweis. Wird der Dualraum Z* mit Hilfe der Spurform mit £ identifiziert, so
ist die Operation von SL(n, C) auf Z* gegeben durch

U, Z2)— UZU’=»Z[U’].
Die Multilinearform a ist auf natiirliche Weise als Element von A? Z* identifizierbar.

Wir ersetzen nun 2* durch den Vektorraum V= S?(C"); dabei geht die Operation
von SL(n, C) auf 2* in die gewOhnliche Operation auf V iiber. Sei {ey,...,e,} die
kanonische Basis von C". Daraus ergibt sich die kanonische Basis {e;e;|1<i<j<n}
von V, die beziiglich der durch die Spurform induzierten Bilinearform orthogonal ist.
Sei ¥, der von den e;e; mit 1 <i<r, i<j<n aufgespannte Unterraum.

Satz 4 ist nun eine unmittelbare Folge von

Satz 4'. Alle G,-Fixpunkte in APV mit 1 <p <N liegen in APV,.

Der Beweis von Satz 4’ wird auf einen Hilfssatz reduziert. Sei dazu G.' die Unter-
gruppe aller unipotenten oberen Dreiecksmatrizen in G,. Sei E;; die Matrix, die eine 1
an der Stelle (i, /) und sonst nur Nullen enthilt. Ein x € APV ist genau dann G,"-in-
variant, wenn fir alle i,j mit 1 Si<j, r<j=n gilt: (E,+tE;)x=x fiir alle e C, also
E;;x=0. Dabei ist bei dieser letzten Gleichung zu beachten, daB E;; beziiglich des duBeren
Produkts A und beziiglich des symmetrischen Produkts C" x C* — S2(C") als Derivation
operiert. Insbesondere gilt

0 fiir j*k,

. e2 =
Elje,c { Ze,-ek fﬁr j= k,

0 fir j+k, 1,
Eijeke'= e;€; fiir J‘-’—'k(l, ‘
ee fir k<j=I.
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Die kanonische Basis der duBeren Algebra AV besteht aus den A-Produkten von je
einer Teilmenge der Basis {e;e;} von V; als Gedankenstiitze ist es niitzlich, sich einen
solchen Basisvektor dadurch zu yeranschaulichen, daB man in einen n x n-Kasten an die
Stelle (i, /) mit 1<i<j<n einen Stern oder eine Null setzt, je nachdem, ob e;e; als
Faktor in diesem Basisvektor vorkommt oder nicht. Beispiel fiir n=4:

2 2
bedeutet efAe;e;ne;.

S O
[e= RN e RN e BN o

Ein Basisvektor v von AV, der nicht zu AV, gehort, ist, wie man direkt sieht, genau
dann G,*-invariant, wenn er die folgende Bedingung erfiillt:

(B) Kommt ee, mit r</<m<n in v vor, so auch alle e;e; mit 1<i</ und
iISj=m.

Fiir den zu v gehodrigen n x n-Kasten formuliert bedeutet dies: Ist die Stelle (I, m)
mit einem Stern besetzt, so auch alle Stellen, die von (/, m) aus in einer Richtung
zwischen links und oben einschlieBlich liegen.

Hilfssatz 2. Sei x € AV ein G, -Fixpunkt. Dann liBt sich x zerlegen in x =x, + x,
mit x, € AV, und x,= Linearkombination von G,'-invarianten kanonischen Basisvektoren,
die nicht zu AV, gehoren.

Beweis. Die Basis {e;e;} von V sei lexikographisch geordnet. Die kanonischen
Basisvektoren von AV seien immer als Produkt der e;e; in aufsteigender Reihenfolge
geschrieben; die kanonische Basis von AV sei dann auch lexikographisch geordnet. Sei
nun v der lexikographisch erste Basisvektor auBerhalb AV, der in x vorkommt, etwa
mit dem Koeffizienten ¢. Zu zeigen ist, daB v die Bedingung (B,) erfiillt. Der Hilfssatz
folgt dann durch Induktion, indem man x durch x — cv ersetzt usw.

Die Bedingung (B,) wird ihrerseits durch (lexikographische) Induktion iiber (I, m)
nachgewiesen. Sei also ¢e,, der erste Faktor von v, der gegen (B,) verstoBt. Zu zeigen:
c=0.

1. Fall. I=m. Sei
I={k=1,...,m—1|ee, fehltin v},
J={(la.])[1§l<.]’ i,jEI, €;e

;  kommt in v vor}.
Fiir (i, j)eJ sei v; der kanonische Basisvektor, der aus v entsteht, indem man ee;

und 2 durch e;e,, und eje,, ersetzt (und diese an die richtige Stelle riickt). Sei

x=cv+ 2 Ui+ Xo,
G, )ed
wobei x, Linearkombination der iibrigen Basisvektoren ist. Fiir k € I sei E,,v wieder
als Linearkombination der kanonischen Basis dargestellt. Dabei tritt der Basisvektor w,
auf, der aus v entsteht, indem man €2 durch e,e,, ersetzt. Die iibrigen Basisvektoren w,
fir die w, in E,,w auftritt, sind genau die v,; mit (k,j) € J oder aber Basisvektoren,
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die bis zur Stelle (k, m—1) wie v aussehen und dann e,e,, enthalten, also lexikographisch
vor v stehen und nicht in AV, liegen, also nicht in v vorkommen. Da x Fixpunkt ist, .
muBl der Koeffizient von w; in E,,x Null sein. Zu diesem Koeffizienten liefert v den
Beitrag .

(—1)*-2c,

wobei g, die Anzahl der Sterne in den Zeilen k+1,..., m—1 plus die Anzahl der Sterne
in Zeile k rechts von der Stelle (k, m) im zu v gehoérigen Kasten ist, d.h., die Anzahl
der Vorzeichenwechsel, wenn man e2 in v durch ege,, ersetzt und dieses an die richtige
Stelle riickt. Die weiteren Beitrige zum Koeffizienten von w, kommen nur von den v;;
mit (i, j) € J, und zwar

0 fir k+i,j,
(—l)ak‘a"+l+bk1‘ckj fﬁr k=i,
(=1l ¢y fir k=j,

wobei b;; die Zahl der Sterne in Zeile i von (i, j+1) bis (i, m—1) einschlieBlich ist. Wir
erhalten die Gleichung

0=2(,'+ z (_1)—a,<+1+bk,. ckj+ Z (_1)"ak+bik - Cix
jmit(k, j)eJ imit(i,k)eJ
fiir alle k € I. Diese |I| Gleichungen ergeben aufaddiert
0=2:[f]-c+ T (1) % u.cup ¥ (=17,
@i, j)eJ @i, el

also 2-|I|-¢=0 und c¢=0.

2. Fall. I<m. Falls links von (/, m) im Kasten von v noch ein Stern steht, so auch
an allen noch weiter links gelegenen Stellen; das folgt ndmlich aus der Induktions-
annahme, daB (/, m) der erste VerstoB gegen (B,) ist. Es gibt also auf jeden Fall ein A
mit /[Sh<m, so daB ee; fir /ISi<h in v vorkommt, fiir A <i<m hingegen nicht.
Sei diesmal

I={k=1,...,1—1| e, fehltin v},
J={(,)))iel, h<j<m, ee; kommt in v vor}.

Fiir (i, j) € J sei v;; der Basisvektor, der aus v entsteht, indem man e;e; und ee, durch
e;e, und ee; ersetzt.

In E,;x fiir k € I tritt der Basisvektor w, auf, der aus v entsteht, indem man e;e,
durch e,e,, ersetzt. Der zugehorige Koeffizient erhélt von v den Beitrag

(=1D)%-c,

wobei a, die Anzahl der Sterne in den Zeilen k+1,...,/—1 plus die Anzahl der Sterne
in Zeile I echt links von (/, m) plus die Anzahl der Sterne in Zeile k rechts von (k, m)
im Kasten von v ist. Die weiteren Beitrige kommen erstens von den vy; mit (k,j) e J,
und zwar ‘ ” :

(—1)tt+h. (14 0y;) * Cxjs



Freitag und Pommerening, Regulire Differentialformen 219

wobei b,; die Anzahl der Sterne in Zeile k zwischen (k, j+1) und (k, m—1) einschlieB-
lich ist, oder aber zweitens von Basisvektoren, die lexikographisch vor v stehen und
nicht in AV, liegen, also in x nicht vorkommen. Wir erhalten die Gleichung

O=ct+ X (=D)'.(1+58,) ¢,

Jmit(k, j)eJ
fiir alle k € I, also aufaddiert
) 0=IIl-c+ ¥ (—1)'*.(1+8,)-c;.
@i, j)ed

Fir k=h,...,m—1 tritt in E,x der Basisvektor w, auf, der aus v entsteht,
indem man e,e,, durch e, ersetzt, und zwar mit dem Koeffizienten

0=C+ Z ('—1)1,“"0"‘.
imit(i,k)eJ
Diese m—h Gleichungen werden wieder aufaddiert; im Falle k=h=/ wird die ent-
sprechende Gleichung zweimal beriicksichtigt. Das ergibt

(@) O=(m—h+6y)-c+ ¥ (=D -(1+46;)-cy.

@i, j)eJ
Die Addition von (1) und (2) ergibt (/| +m—h+6,)-c=0, also c=0.

Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. Fiir den Beweis von Satz 4’ bestimmen wir noch
unter den G,"-Invarianten diejenigen, die auch unter der Gruppe 7, =~ (C*)"~"~! der in G,
gelegenen Diagonalmatrizen invariant sind. Die Zuordnung y;: 7, — C* des i-ten Dia-
gonalelements zu einer solchen Diagonalmatrix fiir r+ 1 <i<n ist ein (rationaler multi-
plikativer) Charakter von 7. Die kanonische Basis von AV besteht aus Gewichtsvektoren
beziiglich 7;, und zwar gehort ein Basisvektor v zum Gewicht y = y™1{'--- x™, wobei m;
im zugehorigen Kasten die Anzahl der Sterne in Spalte i plus die Anzahl der Sterne in
Zeile i ist. Genau dann ist y=1, also v eine 7,-Invariante, wenn m,,, =---=m,. Es
gibt hierfiir zwei Moglichkeiten: Entweder liegt v in AV, und m, <r, oder aber ein m; >r,
also m,>r, also wegen (B) m,,,=n+1, also m,,;=---=m,=n+1 und ve ANV. Da
der Raum der G,"-Fixpunkte und auch das orthogonale Komplement zu ¥, in V beide
T,-stabil sind, ist Satz 4’ bewiesen.

Damit ist auch der Beweis von Satz 4 vollstindig erbracht.

Bemerkungen. 1) Die Beweise von Hilfssatz2 und Satz 4’ gelten offensichtlich
genauso, wenn man C durch einen unendlichen Integritdtsbereich der Charakteristik 0
oder >n ersetzt.

2) Die G,'-Fixpunkte in AV, sind nicht ganz so leicht zu bestimmen. Fiir n=3,
r=2 ist zum Beispiel
e2neje; neje;—el nejes ned
G, -invariant.

3) Im Fall r=0 liefert der obige Beweis die Zerlegung von AV in irreduzible
SL(n, C)-Moduln: Die Hoéchstgewichtsvektoren der irreduziblen Summanden sind genau
die kanonischen Basisvektoren, die die Bedingung (B,) erfiillen. Insbesondere sind A°V
und A"V die einzigen trivialen irreduziblen Summanden von AV.
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§ 3. Das Hauptergebnis

Aus den Sitzen 3 und 4 folgt, daB im Falle I'=1T,[/], /=3, jede holomorphe
Differentialform auf X9(=S,/I') auf ganz X; holomorph fortsetzbar ist. Fiir alternie-
rende Differentialformen (nicht fiir beliebige Tensoren) gilt [1]: Sei f: X — Y eine
surjektive eigentliche holomorphe Abbildung gleich-dimensionaler zusammenhéngender
analytischer Mannigfaltigkeiten und « eine meromorphe Differentialform auf Y. Wenn
f*o auf ganz X holomorph ist, wird auch @ auf ganz Y holomorph. Damit erhalten
wir allgemein das in der Einleitung angekiindigte Resultat:

Satz §. Sei I' = Sp (n, R) mit der Siegelschen Modulgruppe kommensurabel. Im Falle
nz=2 definiert jede I'-invariante holomorphe Differentialform vom Grad p <%n(n+ 1)

auf der Siegelschen Halbebene S, einen holomorphen Tensor auf einem kompakten singu-
laritdtenfreien Modul X des Korpers der Modulfunktionen K(I').
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