Eine Bemerkung zu Andrianovs expliziten Formeln fiir
die Wirkung der Heckeoperatoren auf Thetareihen
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We prove an explicit formula for the action of Hecke-operators on theta-geries. Similar for-
mulas have been obtained by Andrianov using different methods. Our method is based on the. ¢
notion of a singular modular form.

Einleitung

Mithilfe der Theorie der singuliren Modulformen gelang es, innerhalb
des Vektorraums [I7,,r] aller Siegelschen Modulformen g-ten Grades vom
Gewicht r, die Teilschar, welche von den Thetareihen

34(Z)= z ™! Sp(S1G12)
G ganz

aufgespannt wird, funktionentheoretisch zu kennzeichnen [2], [3], [4].

Hierbei sei § eine positiv definite, gerade quadratische Form der Deter-
minante Eins. Als Folge erhiilt man, dass diese Teilscharen unter Hecke-
operatoren invariant sind. Andrianov hat in seiner grossen Arbeit [1] explizitg
Formeln fiir die Wirkung der Heckeoperatoren auf diese Thetareihen au
gestelit,

Da die von mir verwendete Beweismethode in [3] durchaus effektiv ist, wag
es naheliegend, lings des dort vorgezeichneten Weges die Formeln neu
beweisen. Der auf diesem Wege gewonnene Beweis fiir «explizite Formeln» i
viel einfacher ais der Andrianovsche, Durch einen Kunstgriff gelingt es uberdle‘,'
die Theorie der singuliren Modulformen ganz zu vermeiden. Dies scheint n :
mitteilenswert zu sein, schon im Hinblick auf die interessanten Anwendunger
dieser Formeln. Wie Andrianov gezeigt hat, ist der Siegelsche Hauptsatz in viel
Spezialfillen eine direkte Folge dieser Formeln.

Es scheint jedoch nicht so zu sein, dass man den Siegelschen Haupts
in voller Allgemeinheit aus den besagten Formeln erhilt. Dies mag daran liege
dass man bislang nicht den linearen Raum, welcher von allen Thetareihen :
Formen eines festen Geschlechts aufgespannt wird, funktionentheoretisch kes
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zeichnen kann. Wie Witt gezeigt hat, liegen alle positiven geraden quadrati-
schen Formen der Determinante Eins in cinem Geschlecht. Die zugehérigen
Thetareihen sind Modulformen zur vollen Siegelschen Modulgruppe.

Ich mochte mich aus diesem Grunde in dem vorliegenden Aufsatz ganz
auf die volle Siegelsche Modulgruppe beschrinken. Diese Einschrinkung ist
fur den Beweis der Andrianovschen Formeln, welche man in [1] nachlesen kann,
jedoch ohne Belang,

1. Siegelsche Modulformen

Dic Siegelsche Halbebene g-ten Grades S, besteht aus allen g-reihigen
symmetrischen komplexen Matrizen Z= Z’, deren Imaginirteil positiv definit ist.
Die Siegelsche Modulgruppe g-ten Grades I', besteht aus allen ganzen sym-
plektischen Transformationen

A B
Z-MZ=(AZ+BY(CZ+ D)1, M=(C D)eSp(g,Z)-

Sei
@)= 3 ameis
T=T=20,

T gerade

eine in S, konvergente Fourietreihe, wobei nur fiber symmetrische, semipositive
und gerade Matrizen 7 summiert wird. (Eine symmetrische Matrix heisst gerade,
wenn sie ganz ist und wenn ihre Diagonalelemente gerade sind.)

Die Reihe f(Z) heisst Modulform g-ten Grades vom Gewicht re Z, falls sie
das Transformationsverhalten

(1) f((AZ+B)(CZ+ D)) =det(CZ+ DY f(Z), Merl,,

besitzt. Beispiele fiir solche Modulformen sind dic Thetareihen zu positiven,
geraden quadratischen Formen §= §@7 der Determinante 1

(2) ‘95 (Z) — 2 T SpGSGZ)
G=G%% ganz,

Die Fourierentwicklung dieser Reihe hat die Form

95(Z)=3" A (S, Tyem 5pT2)
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wobei 4 (8, T) die Anzahl aller Darstellungen
G'SG=T, G=G@ 8 ganz,

bezeichne.
Wir bezeichnen mit [I”,, r] den Vektorraum aller Modulformen g-ten Grades
vom Gewicht r. Dieser ist endlichdimensional, und es gilt

(I, /=0 fur r<0, _ [Fg,0]=C.
Der Siegelsche @-Operator
[ngr]m}[rg—isrl

(1) @) =tims(7 )

- N0t
ist fur Induktionsbeweise von fundamentaler Bedeutung. Sein Kern
[ =€l /1D =0
ist der Unterraum der Spitzenformen. Es gilt
I (ZB) | D =g (2B,

DeriniTION 1.1, Eine Modulform g-ten Grades fe |I',,r] heisst singuliir, wenn
ihre Fourierentwicklung

f@y= Y a(D)e s
T=T"20,

T gerade

der Bedingung

a{(N)#0=>detT=0
genilgt,
Ohne die Theorie der singuliren Modulformen zu benutzen, beweisen wir

SAT1Z 1.2, Jede singulire Modulform fe[l' g 1] ist Linearkombination von
Thetareihen 35 zu positiv definiten, geraden quadratischen Formen S=SC7 der
Determinante 1.
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FoLGERUNG (Resnikoff [5)). In | g 'l kann nur dann eine singuldre Modul-
form existieren, wenn

g=2r
gilt.
(Der Hauptsatz der Theoric der singuliren Modulformen besagt, dass auch
umgekehrt unter dieser Bedingung jede Modulform singulir ist.)

BEWEIS. Sei
S@)=Za(@)er st

cine singulire Modulform, welche nicht identisch verschwindet. Wir wihien
einen von 0 verschiedenen Fourierkoeffizienten a (7)), so dass der Rang pvon T
maximal ist. Bekanntlich existiert ¢ine unimodulare Matrix Ue Gl(g, Z) mit

U’TU—(0 0) §=5¥=0
=0 ¢/ — =0,

Wir wahlen nun T und U so, dass die Determinante det $ minimal ist. Schliissel
zum Beweis von 1.2 ist die

BeHAUPTUNG. Es gilt
a)p=12r
bydetS=1.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Wir entwickeln die Funktion

Z 0
: 7= 7 = Wi
o wh 7oz wew

in eine Fourlerreihe

f(OZ ?4/) =5 A (W)ewSpU2)

Bekanntlich sind die Funktionen A, (W) selbst Modulformen g-ten Grades vom
Gewicht r. Durch Umordnen der Fourierreihe von f erhilt man

T

T, )
A (W)= e SPTI )
r( Z a (Tu T )
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Zu summieren ist tiber alle T;, T, 12- 80 dass die Matrix

- T, !
F ( ! le)
Ty, T
gerade und semipositiv ist.
Wir bestimmen die Funktion Ap(W)im Spezialfall T= S, Wenn der Koeffi-
zient a(T) von 0 verschieden ist, so gilt nach Wahl von )

.00
= =T*0 =g,
U(O T*) UeGl(g,Z), T*=T*0)>0

Eine einfache Rechnung ergibt

* *
S=G'T*G, U=(*G), G=Go,

Hieraus folgt det 7* #0, Nach Wahl von § erhalten wir
detT™ >det S.

Die Matrizen S und 7* sind demnach unimodular dquivalent und wir erhalten

0 0 A
AS(W)=a(O S) (; ;"'2);(3 g) i Sp(TW)

Die in der Summationsbedingung auftretenden Matrizen sind alle von der
Form

(G’SG G’S)_ G ang
s¢ s ) ganz.
Wir erhalten also
Ag(W)
?T)_SS(W)'
o s

Insbesondere ist

SS(W)e{Fp,r].

Hieraus folgt aber det S=1 und p=2r, wie behauptet.
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Satz 1 ist eine einfache Folgerung aus der Behauptung: Wir bezeichnen

mit S),...,8; ein Vertretersystem der unimodularen Klassen aller positiven
geraden Formen §= S@7 der Determinante Eins und bilden

B
FVATIVARS g} ¢, 85 (Z)=3. ay(T) e SpI2)
3

o s)

a

0 s,

¢,z e
A(S,.8,)

Dann gilt jedenfalls

0 0
o (0 S)zo* falls det S=1, §=S@n

Aus der Behauptung folgt f,=0. Das Verfahren, eine singulire Modulform als
Linearkombination von Thetarcihen darzustellen, ist also durchaus effektiv.

2. Die Wirkung der Heckeoperatoren auf Thetareihen im Falle g> 2r

Im folgenden seien g, n, r feste natiirliche Zahlen. Die Bausteine der Hecke-
operatoren «vom Typ T'(n)» sind Substitutionen der Art

Z—+MZ=(AZ+B) D!
Dabei seien A, B, D ganze g-reihige Matrizen mit der Eigenschaft
AD'=nE, BD '=(BD1y.
Gegeben seien / Substitutionen von diesem Typ
Mo (A, B, D), j=1,.,1,

sowic cin /-Tupel komplexer Zahlen ¢y, ..., ¢, Wir bilden die formale Sumime

i
« T=ZCij»
=1
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und fassen T als Operator auf, welcher eine Funktion f S,—~Cin

!

717 (Z):= 2 6f (4, Z+B)D;")
j

=1

iberfiihrt. Dieser Operator fithrt eine Fourierreihe

f@= 3 a(H)evSrHD)

H=H'gerade

wieder in eine Fourierreihe iiber, und zwar gilt

ND@=_ > ap(HyesSed
He=H’'nH gerade

4)

ar(t= S a(DHATY s,
l=js |, DjHA;‘ gerade

ToeoREM 2.1, Sei g=>2r. Mit S\, ..., S; werde ein Vertretersystem der Klassen
positiver gerader g-reihiger Matrizen der Determinante | bezeichnet. Der Operator

‘
«T=3 ¢;Mp, Mo (4;,B,D),
=1

7

mage den Vektorraum Iy, vl in sich iiberfithren. Dann gili

, _
95,1 T= Z[c‘,ﬂ(T)SS#, l<v<h
=

it
A (S D (0 0 A1
I vr L5 0 S) g ) ((G 0 )A"‘B-)
S c, = ) ¢ K emSp\N0 sus T
) W (1) jgl ! A(S,.S,)

Zusatz. Diese Formel ist auch im Falle g=2r richtig, wenn man voraus-
setzt, dass T die von den Thetareihen 3¢, | <v<h, aufgespannte Teilschar von
[y, 7] in sich iiberfiihrt.
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Wir spezialisieren Theorem 2.1 auf den Fall eines Heckeoperators, Sei
M= M?8 cine 2 g-reihige ganze Matrix mit der Eigenschaft

0 E
M IM=nlI, I=( )

—-E 0

Bekanntlich zerfillt die Doppelnebenklasse Sp(g,Z)MSp(g,Z) in endlich viele
Linksnebenklassen

f
(6) Sp&. Z)MSp(s,2)=U Sp(z.Z) - M.

Man findet sogar ein Vertretersystem der Form

A, B,
M.= 7 J')
=0 5

i
und es gilt dann

AiD{=nE,  B;D;'ist symmetrisch.

Der Operator

I
f(2)= 2, ety f((4,Z+ B)D; )
i=1

bildet den Vektorraum [I° ¢ 7] in sich ab und seine Wirkung auf diesem Raum
hiingt nicht von der Wahl der Reprisentanten M; ab. Wir erhalten also einen
wohldefinierten Operator

{N Tyl g rl= 1],

den sogenannten Heckeoperator zur Doppelnebenklasse Sp(g,ZYM Sp(g,Z). Das
Vertauschungsgesetz zwischen Heckeoperatoren und Siegelschem @-Operator ist
wohlbekannt [6]. Insbesondere weiss man

Satz 2.2 (Zarkovskaya [6]). Zu Jjedem Heckeoperator T+=T,, vom Grade g
existiert eine Linearkombination T=Y ¢, T, u, von Heckeoperatoren (g+ 1)-ten
Grades, so dass

(8) AT S=f1| T fur fell oq.7]
gilr.
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Aus diesem Satz und aus Theorem 2.1 folgt, dass der von den Theta-
reihen aufgespannte Unterraum unter Heckeoperatoren invariant bleibt. Da die
Zuordnung T— T in Zarkovskayas Arbeit durchaus konkret beschrieben ist, kann
man sagen:

Theorem 2.1 in Verbindung mit Zarkovskayas Vertauschungsgesetz ergibt
explizite Formeln fiir die Wirkung der Heckeoperatoren auf Thetareihen.

Wir konnen nun 2.1 fiir Heckeoperatoren T, auch im Falle g=2r anwen-
den, insbesondere fiir den Operator

T(n):=2 Ty,

wobei M ein Vertretersystem aller Doppelnebenklassen (6) mit der Eigenschaft
M’ IM =nl durchlauft.

Bekanntlich existiert ein System &7 (M) von g-reihigen ganzen Matrizen D
mit von 0 verschiedener Determinante, so dass folgendes gilt:

Fiir jedes feste D% (M) durchlaufe B ein Vertretersystem ganzer Matrizen

mit der Eigenschaft (BD™1)=(BD™!)’ beziiglich der Aquivalenzrelation

B\~ By« (B,— By) D! ganz.

Dann durchlaufen die Matrizen

A B
(o D)’ A'D=nE

ein volles Reprisentantensystem der Linksnebenklassen von
IM=M?2 ganz, M'IM=nl} .

Wir kénnen den Heckeoperator T{(n) also als formale Summe

g

-5 fnD"1 R
©) «T(n)= detD) 2 ( ) »
De;(M) B n%dﬂ ( ) 0 D
B ganz, BD~! symmetrisch
schreiben.

Wir setzen fiir beliebige ganze symmetrische §= $%) und D)= D® e Z (M)

(10) a(D,S)= > el Sp(SBD™Y
Bmodl
B ganz, BD~! symmetrisch
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Die in Theorem 2.1 auftretenden Koeffizienten haben nun die Form (g=2r)

¢ A (S‘,,L S, [D’])

W e (re)=, 3 wam T SE L o(p L s ),

Die Summe ¢(D,S) kann man leicht berechnen. Dazu fithren wir D durch
geeignete unimodulare Matrizen U, Ve Gl(g, Z) in Elementarteilerform iiber

d 0
IJ‘DI/—-'D‘Em '. s dvidv+l fiir 1Sv£g.
0 4,
Offensichtlich gilt
(12) 0 (8, D)=0(S{U"],Dg).

Wir kénnen zur Berechnung von ¢ (S, D) annehmen, dass D eine Elementar-
teilermatrix ist.

HILFssATZ 2.3. Sei =) eine symmetrische ganze Matrix und D= Dp eine
Elementarteilermatrix. Wenn die Summe o (D, S) von O verschieden ist, so gilt

(13) 2d,|s,, und d,s, fir lsv<p<g,

und in diesem Fall ist

G(D,S):dna?,_l--'d’f.

Bewgis. Die Matrix BD ! ist genau dann symmetrisch, wenn

d
b=,

v

gilt. Ist also b,,; 1<v<p=<n ein willkiirliches System von ganzen Zahlen, so
kann man dieses eindeutig zu einer ganzen Matrix B erginzen, so dass BD™!
symmetrisch ist. Ein Vertretersystem mod D erhilt man durch die Forderung

0<b,, <d, fur vzp.

Dicses Vertretersystem enthélt genau d,d2_,---d" Elemente. Der Hilfssatz ist
nunmehr evident.
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Eine erhebliche Vereinfachung der Formel (11) erhilt man, wenn n=p
eine Primzahl ist. Ein System %/ (M) kann man in diesem Fall leicht angeben.
Bezeichnet man mit &% (j), 0<j<g ein Vertretersystem aller Linksnebenklassen
Gl(g,Z) D, so dass dic zu D gehorige Elementarteilermatrix Dy die Form

E&=H @ '

hat, so kann man

g
(14) 9(M)=U0-@(f)
=

nechmen.
BEHAUPTUNG. Wenn die in der Formel (11) auftretende Zahl

1
A (S,,, ; S, {D’]), De (), von 0 verschieden ist, so gilt j= —‘g— und

_5 1 JG+1-g)
(detDy 1g (D, —s, [D’]) T
¥y
BEwEIs. Wir knnen D= Dy annehmen. Wenn die Matrix

iS {D’}=(* ) ) Sy=5"
“ * SO ’ 07 Wy
ganz ist, so gilt
a) p8|(det DY, also g<2j
b) Sy=0modp.
Die in Hilfssatz 2.3 formulierte Bedingung fiir das Nichtverschwinden der
Summe g (D, §) ist also erfiillt.
Wir erhalten nun die Koeffizientenformel

1-
& 5 AGPS DY

15 e, (T
(1) W T0) = J=z/2 Deéf(r) A(S,.8,)

Hierbei durchlanfe 47/(j) ein Vertretersystem aller Linksnebenklassen
Gl (g,Z)- D, so dass die zu D gehorige Elementarteilermatrix die Form

hat. Pre= (OELH) gE‘f’)
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Andrianov hielt im Sommersemester 1979 in Heidelberg eine Vorlesung
itber seine expliziten Formeln. Aus dieser Vorlesung stammt eine weitere Verein-
fachung der Formel (15)

HiLrssaTz 2.4, Firg/2<j<g gilt

1
(16) ASpS)=apig) 3 4[5, 5,101,
De@ () P
Dabei sei

@D eI - )
e-DE-D-@E-n

(17) a(p.j.g)=

BeEwEIs. Wir setzen

%) n=(g " o)

Ist eine Darsteliung

(9 G'S,G=p8§,, G ganz,

gegeben, so ist die Elementarteilermatrix G5 von G notwendig von der Form
Ge="Dgp

wie man sich leicht iiberiegt. Da dic Matrizen D.p und ng/‘z unimodular

dquivalent sind, existieren unimodulare Matrizen U, Ve Gl(g,Z) mit der Eigen-
schaft

U-G- V=p'D;/2.
Nach Voraussetzung ist = g /2. Daher gilt
p-Dh=D;p- D!
mit einer ganzen Matrix ﬁj. Infolgedessen besitzt die Matrix G cine Zerlegung

G=G pD"';  De% (), G, ganz,
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und aus (19) folgt

20 S, [Gi]= *S (D]

Hilfssatz 2.4 folgt nun aus folgender

BEHAUPTUNG. Di¢ in (17) definierte Zahl a (p,j,g) ist gleich der Anzahl
aller Matrizen D e (j), fir die G, = (1/p) GD’ ganz ist.

Es ist klar, dass die Anzahl nicht von der Wahl des Vertretersystems
abhingt. Nach Voraussetzung existieren unimodulare Matrizen U, V mit der
Eigenschaft

G= UD3/2 V

Da mit D auch die Matrizen DV’ ein Vertretersystem der gewiinschten Art
durchlaufen, kann man zur Berechnung obiger Anzahl

G=D,

annehmen. Damit ist gezeigt, dass die gesuchte Anzahl nicht von G, also nur
von p, j, g abhidngt. Da nur dies fiir den Fortgang der Rechnungen und
fur die Anwendungen in §3 von Belang ist, verzichten wir hier auf die
genaue Bestimmung dieser Anzahl.

THEOREM 2.5 (Andrianov). Seien m, g natiirliche Zahlen, p eine Primzahl.
Mit §y,.... Sy werde ein Vertretersystem der Klassen positiver, gerader, m-reihiger
Matrizen der Determinante 1 bezeichnei. Es gilt

h
85, (Z9) | T(p)=$ (p.m.g) - Z;A (528,85,
e

Dabei ist
; H(1+pf U furgsr
B, 2rg)= Seletl—gry j=1
1 18 P g-r
H(l-’rpi") firg=r.

Im Falle g=m=2r ist Theorem 2.5 eine Folge aus (15), (16), sowie aus der
Summenformel

g AR
#2) Bp.gg)= 2, a(pjgp *
i=z/2
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Der allgemeine Fall ist nun eine Folge des Vertauschungsgesetzes

(22) ATEHE=1+p"Nf 121 Tip).

3. Der Siegelsche Hauptsatz

Wir leiten aus Theorem 2.5 in Anlehnung an Andrianovs Arbeit [1] kurz
gewisse Spezialfille des Siegelschen Hauptsatzes her.

Satz 3.1. In [[,.r]}, r=0 mod 2, r>g-+ 1, existiert eine und nur eine
Modulform f mit den folgenden Eigenschaften:
a) Der O-te Fourierkoeffizient ist f.
b) Es gilt

ATE)=40)f

fiir unendlich viele Primzahlen p.
Diese Funktion ist sogar Eigenfunktion unter allen Heckeoperatoren und es gilt

g
Ap)=2 (I +1)
j=

Bewszls. 1) Existenz. Mithilfe von Thetareihen kann man zeigen, dass eine
Modulform f mit nichtverschwindendem O-tem Fourierkoeffizienten existiert.
Da {I',,r] bekanntlich eine Basis aus Eigenformen besitzt, muss sogar eine
Eigenform mit dieser Eigenschaft existieren, Die Eigenwerte A(p) kann man
leicht ausrechnen, indem man die Wirtkung des Operators T(p) auf den O-ten
Fourierkoeffizienten bestimmt.

2) Eindeutigkeit. Da man durch Induktion nach g schliessen kann, genfigt
es, folgendes zu zeigen: [1], Lemma 4.5.1.

Sei fell,rly eine von O verschiedene Spitzenform mit der Eigenschaft
FIT{(p)=p (p)f fiir unendlich viele p. Dann gilt

#(p)
Z(p)

-0 fir p—w

(also insbesondere p# 1).
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Eine brauchbare Abschiatzung fiir die Eigenwerte u(p) erhiili man mittels
der bekannten Heckeschen Methode, bei welcher ausgenutzt wird, dass die
Funktion [f{Z) (det YY/?| fur Spitzenformen beschrinkt bleibt.

Die Eisensteinreihe zur Siegelschen Modulgruppe wird unter der Konver-
genzbedingung r>g+ 1 durch

E, (Z2)=Y del(CZ+ Dy

definiert. Hierbei ist ber ein Vertretersystem aller Klassen

UG, UD), UeGl(n,Z)} zu summieren, wobei die Matrizenpaare C=_4),

D= D' folgenden Bedingungen zu gentigen haben.

a)C"'D=D"'C

b) Die Rechteckmatrix (C, D) ist ganz und primitiv, d.h. zu einer unimodularen
Matrix ergiénzbar.

THeorEM 3.2 (Siegel). Im Falle m=2r>2(g+ 1) gilt

h
;imVSSu(Z)wEg,,(Z), ZeS,.

A(S,. S
m. =
YASLS) T+ +A(S,, S,

Bekanntlich ist die Eisensteinreihe Eigenform der Heckeoperatoren. Wir
miissen also im Hinblick auf Satz 3.1 nur zeigen, dass die Siegelsche Linear-
kombination der Thetareihen eine Eigenform unter allen T(p) ist. Dies folgt
unmittelbar aus den expliziten Formeln, wenn man zeigt:

Der Ausdruck

23) 3 AGerS).

=1,....h
& A(S,,S) s

hdngt nicht von u ab.
Die Zahl A, (p) stimmt offenbar mit der Anzahl aller Linksnebenklassen
Gl(g,Z) G iberein, wobei G= G® alle ganzen Matrizen durchliuft, so dass

pS, 167
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unimodular und gerade ist. Die Matrizen S,,..., 5, liegen alle im selben Ge-
schlecht. Man kann daher die Vertreter S, ..., §;, so wihlen, dass

§=85=--=5§,mod!

gilt, wobei / eine beliebig vorgegebene natiirliche Zahl ist. Wihlt man fiir / eine
gentigend grosse p-Potenz, so ergibt sich die Unabhingigkeit der Summe (23)
VOIL ji.
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