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Einleitung 

Kiirzlich hat Van der Geer [5] gezeigt, dab die Hilbertschen Modulfl~ichen zu 
Hauptkongruenzgruppen gentigend hoher Stufe minimal sind. 

Dieses Resultat kann man auf beliebige Dimensionen verallgemeinern, wie im 
folgenden dargelegt werden soll. Wir werden allgemeiner zeigen: 

J ede holomorphe Abbildung einer rationalen oder elliptischen Kurve in eine durch 
die Spitzen kompaktifizierte Hilbertsche Modulmannigfaltigkeit geniigend hoher 
Stufe ist konstant. 

Dieser Satz impliziert neben der erw~ihnten Minimalit~it auch Aussagen tiber 
die Automorphismengruppe der entsprechenden Funktionenk6rper. 

Die Beweismethode ist elementar und beruht auf der genauen Beschreibung 
von holomorphen Kurven in der N~ihe yon Spitzen (Satz 1). 

Dieses ,Kurvenlemma" 1/igt sich auch fiir andere Modulmannigfaltigkeiten, 
beispielsweise die Siegelschen, beweisen [-4]. Im Falle der Hilbertschen Modul- 
gruppe ist der Beweis fast trivial. 

Im folgenden seien L ein total reeller Zahlk6rper vom Grad n und 

L--~ IR, a--~ a u), j = l  . . . . .  n 

die n verschiedenen Einbettungen von L in IR. Sei 

t c L ~ I R "  

ein Gitter vom Rang n und 

A c o *  

eine Gruppe von total positiven Einheiten, welche in der vollen Einheitengruppe 
endlichen Index hat und welche auf t operiert. 

eet, aeA ~ eaet .  
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Es gilt 

t ~ n  und 

A ~ ~7 n- 1 (Dirichletscher Einheitensatz) 

Die Gruppen t u n d  A operieren auf dem Produkt  von n oberen Halbebenen 

H n = H x . . .  x H ,  H = { z e C ,  I m z > O }  

fixpunktfrei und diskontinuierlich. Wir wollen die holomorphen Abbildungen 

q~: E ' ~ H " / t . A  

E '=  {q~ffr O<lql < l} 

genau beschreiben. Hebt  man cp auf die universelle Oberlagerung hoch, so erh~ilt 
man ein kommutat ives Diagramm 

q~ 
z H > H" 

q = e 2~ i z  

q E" ~ ~H"/ t .A  

~(z + l)=eq~(z)+a, geA, aet. 

1, Satz.  Ist 

q~" E'--~ H'/i" A 

eine holomorphe Abbildung, so gilt 

�9 (z)=az+qSo(q), a~t. 

Die Funktion 4) o hat in q = 0  eine hebbare Singularitfit. 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem 

2. Hilfssatz. Sei 4): H ~ H e i n e  holomorphe Funktion mit der Eigenschaft 

q~(z+l)=,q~(z)+a; ~>0, a~IR. 

Dann gilt 

a) ~=1 
d~(z) 

b) die Funktion ~ hat als Funktion yon q = e 2~i~ eine hebbare Singularit& in 
q=O. 

Beweis. 

I. Fall: ~ = 1. 
Die Funktion ~(z) ist dann yon der Form 

~(z) = a z + 4~ o (q). 



Hilbertsche Modulmannigfattigkeiten hoher Stufe 29 

Wir w~ihlen eine positive reelle Zahl C, so dab C. a ganz rational ist. Die Bedingung 
Im ~b(z) > 0 impliziert 

l e -  27ricq)(z)[ > 1. 

Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz hat die Funktion 

e -  2rcic .(1)o(q) 

in q = 0 eine auBerwesentliche SingularitM. Hieraus folgt, dab auch die Funktion 
4~o(q) selbst in q = 0  eine auBerwesentliche Singularidit hat. Aus der Bedingung 
Im ~(z) > 0 schliel3t man nun leicht, dab diese Singularit~it hebbar ist. 

2. Fal l :  e =t= 1. 

Dann gilt 

d~(z + 1) d~(z) 
z ~ , . - -  

dz  dz  ' 

also 

dcb(z), z e z �9 ~(q)  
dz  

Entwickelt man ~ in eine Laurentreihe, so folgt durch Integration 

~b(z) = e z. ~o(q). 

Es gilt also a = 0  und daher 

log qS(z + 1) = log e + log ~(z). 

Wie im ersten Fall beweist man nun, dab qSo(q) eine hebbare Singularit~it im Punkt 
q = 0 hat. Die Bedingung 

Im ~ .  ~o(q) > 0 

kann nun leicht zu einem Widerspruch gefiihrt werden. 
Wir interessieren uns fiir hoiomorphe Tensoren auf der analytischen Mannig- 

faltigkeit 

H " / t .  A ,  

also fiir invariante Tensoren 

o =  ~ f j  ...... j, dzj l  |  |  
1 <Jl, ...,Jr <n 

f ... : H"--* ~ holomorph. 
Die Invarianz bedeutet 

f~ ...... j , ( ~ z + a ) ~ . . .  ~J '~=f j  ...... ~z(z). 
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Insbesondere sind die Komponenten periodisch und kSnnen in Fourierreihen 
entwickelt werden. 

f~ ..... jz(z)= ~ a(g)e 2~iez, 
geto 

a(g) =W ...... Jz(g). 

Dabei sei 

gz=g(1)Zl + . . .  q-g(n) z n 

und t o das zu t duale Gitter. 
Aufgrund des GStzky-Koecherprinzips I gilt 

a(g)q=0 ~ g > 0  

(d.h. g~) > 0 fiir j = 1 . . . . .  n). 

Wir nennen co eine Spitzenform, wenn iiberdies 

a(g)=t=O ~ g > 0  

gilt. 

3. Definition: Der Tensor co hat die starke Fortsetzungseigenschaft, wenn fiir jede 
holomorphe AbbiIdung 

cp: ExE"- I - - -~H"/ t .A  

gilt: 

Der zuriickgezogene Tensor (#* co ist auf E" holomorph fortsetzbar. 

Wir erl~iutern die Bedeutung des Begriffes: 

Bekanntlich l~il3t sich der Raum H"/t. A dutch Hinzufiigen eines Punktes oo zu 
einem normalen komplexen Raum 

X~o:H"/t. A~{oo} 

erweitern. Eine Umgebungsbasis von oo definiert man mit Hilfe der Mengen 

Uc={z~H",y  1 ... y ,>C} .  

Die Spitze oo ist jedoch im Fallen > 1 nicht unformisierbar. Man kann sie jedoch 
auflSsen [6]: 

p: Xoo~X|  

4. Bemerkung (vgl. [4], w 1). Sei co ein holomorpher Tensor auf H' / t .  A mit der starken 
Fortsetzungseigenschaft. Der Tensor p* co ist auf ganz Xoo holomorph fortsetzbar. 

Wir betrachten Untergruppen von endlichem Index 

t oo t ,  A o c A ,  

wobei A o ebenfalls auf t o operiere. 

1 s. e twa [3],  Hi l fssatz  2.2, Beweis des ,2. Fal les"  auf  S. 114 
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5. Satz. Set co ein Tensor vom Grad 1 auf  der Mannigfaltigkeit  H"/ t .  A. Es gelte 

a) co ist eine Spitzenform, 
b) / . t c t  0. 

Dann besitzt das Urbild yon co auf  Hn/to A o die starke Fortsetzungseigenschaft. 

Beweis. Die holomorphe Abbildung (p hat nach Satz 1 die Gestalt 

q~(z) = a z + ~o(q, w). 

Es ist leicht zu sehen, dab a und ~b0(q,w) auch yon den Variablen w e E " - 1  
analytisch abh~ingen. Insgesamt ist also ~b 0 eine analytische Funktion 

~0: E" ---r II;. 

Der Vektor a geh6rt einer diskreten Menge an, ist also von w unabh~ingig. 
Wir ziehen nun einen Tensor der Form 

co = f dzjl |  | dzj, 

zuriick: 

~b*co =f(~(z))dq~j, |  | d~bj~ 

Dabei ist allgemein 

dcb~ =a ,  dz  4 &b~ co) dq, 
~q 

1 dq 
d z ~ _ _ .  __  

2~zi q 

Nach Voraussetzung ist f eine Spitzenform bezfiglich t. Der Vektor a geh6rt dem 
Gitter t o an. Daher hat die Funktion f(r eine Nullstelle mindestens /-ter 
Ordnung in q = 0. Dies folgt leicht aus der Bedingung I. t ~ t o. 

Die Hilbertsche Modulgruppe F L = S/(2, !D), tD der Ring der ganz algebraischen 
Zahlen in L, operiert auf H" diskontinuierlich: 

M z = (M (1) z 1 . . . . .  M (") z,), 

a (j) z q- b (j) 
M (j) z -- J 

Die Hauptkongruenzgruppe 

FEE/] -- { M ~ ;  M - E  mod l} 

operiert fixpunktfrei, wenn I hinreichend groB ist. 
Man kann den Quotienten H ~ / ~  El] durch Hinzufiigen endlich vieler Spitzen zu 

einem kompakten komplexen Raum 

x = H"/rL U1 

erg~inzen. Bekanntlich ist X sogar eine projektive algebraische Variet~it. 
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6. Satz. Es existiert eine natfirliche Zahl l o = lo(L ) mit folgender Eigenschaft : 

Sei 9t eine kompakte Riemannsche Fliiche yore Geschlecht 0 oder 1. Jede 
holomorphe Abbildung 

~o: 9{--~ H"/FL[I], l> l o 

ist konstant. 

Beweis. 

t. Fail: (p(9~) enth~ilt keine Spitzen. Die Zahl l 0 sei so grog gew~ihlt, dab FL[1 ] 
fixpunktfrei operiert. Dann kann man (p auf die universellen Oberlagerungen 
hochheben. 

~: ~l-+ H". 

Nun ist H" zu einem beschr~inkten Gebiet biholomorph ~iquivalent. Nach 
Voraussetzung ist ~t die Zahlkugel oder die komplexe Ebene. Nach dem Satz von 
Liouville ist ~b konstant. 

2. Fail: q)(91) enth~ilt Spitzen. 

Unter einer Hilbertschen Modulform vom Gewicht r~2~ versteht man eine 
holomorphe Funktion 

f :  H"-* 

mit der Eigenschafl 

f ( M z ) =  ( I  (c(~lz~+d(~))zrf(z), M~FL. 
~=1 

Offenbar ist der Tensor 

co = f (dz 1 | ... | dz,) | 

invariant unter ~ .  

Behauptung. Wenn q~(9{) Spitzen enth~h, sind folgende beide Aussagen gleich- 
bedeutend 

a) ~0" co =0 .  
b) Die Nullstellenmannigfaltigkeit yon f umfaflt ~o(~R). 

Beweis. Wir kSnnen annehmen, dab ~p(9~) die Spitze ~ enth~lt. In der N~he der 
Spitze c~ hat dann q~ die in Satz 1 angegebene Form, wobei in der dortigen 
Bezeichnung a yon 0 verschieden ist. 

Es gilt dann aber auch 

a(~)+ 0 ftir v = l  . . . . .  n 

und daher 

~* dz~ :# O. 
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Wir w~ihlen nun die natiirliche Zahl l o so grol3, dab zu je zwei Fc-in~iquivalenten 
Punkten a, b~H eine Spitzenform f vom Gewicht l o existiert, welche diese beiden 
Punkte trennt: 

f(a) = O, f(b) # O. 

Der Tensor 

co = f (dz~ | | d zJ  ~ 

ist bezfiglich F L u n d  daher auch bezfiglich jeder Untergruppe invariant. Der 
zurfckgezogene Tensor ~p*co ist im Falle l>l o auf ganz 9t holomorph, wie 
unmittelbar aus Satz 5 folgt. 

Wenn das Geschlecht von 9l kleiner oder gleich Eins ist, so ist der Vektorraum 
der holomorphen Tensoren eines festen Gewichts hSchstens eindimensional. Mit 
obiger Methode kSnnen wir jedoch zwei linear unabh~ingige Tensoren vom 
Gewicht lo konstruieren, wenn ~o nicht konstant ist. Damit ist Satz 6 bewiesen. 

Folgerung. Sei 

X ~ H " / r ~ [ l ]  

eine singularit~tenfreie projektive Mannigfahigkeit, welche H"/FK[I ] als Zariski- 
offenen dichten Teilraum enthiih. Sei 

f:  2---~ Y 

eine holomorphe, birationale Abbildung auf eine weitere singularit&enfreie algebrai- 
sche Mannigfahigkeit Y. Dann gilt: 

Die Einschri~nkung yon f auf H"/FK[I ] is t  eine offene Einbettung. 

Zum Beweis dieser Folgerung hat man zu benutzen, dab die Fasern einer 
birationalen Abbildung singularit~tenfreier algebraischer Mannigfaltigkeiten 
unirational sind. Dies ist fiir monodiale Transformationen trivial und folgt 
allgemein aus Hironakas Desingularisierungstheorie [6] (Chap. 0, Sect. 5, S. 144). 
Aus Satz6 folgt, dab H"/Fr[l] keine unirationale Variet~t positiver Dimension 
enthalten kann. 

Wir bezeichnen mit 

K = K(F~ Ill)  

den K6rper der Modu~unktionen, also der KSrper der meromorphen ( = rationalen) 
Funktionen auf X. Wir sind an den Automorphismen dieses KOrpers interessiert. 
Dazu betrachten wir den Normalisator 

~[ l ]  ~ r~ ill 

von F L [~ in der Oruppe aller biholomorphen Automorphismen yon H n. Bekannt- 
lich ist F L [l] eine Erweiterung yon endlichem Index [8]. 

[ ~ [ ! ]  :EL[/]] < o0. 
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Die endliche Gruppe 

C = ~  [;3/~ [13 

operiert in naheliegender Weise auf Hn/I'L [/] und daher auch auf K. 

7. Satz. Die Abbildung 

G ~ a u t r  L [/]) 

ist fiir hinreichend grofies l ein Isomorphismus. 

Insbesondere ist die Automorphismengruppe endlich, was schon aus der 
Tatsache folgt, dab K(FL[I] ), l>>O, von allgemeinem Typis t  ([1], S. 301). 

Zum Beweis ben6tigt man eine Information fiber eine Desingularisierung 

Solche Desingularisierungen wurden in [1, 7] konkret konstruiert. Der expliziten 
Konstruktion entnimmt man: 

Die irreduziblen Komponenten yon J [ -  Hn/Fg[1] sind unirational. 

(Im Fallen = 2 wurde dies ohne Kenntnis einer expliziten Aufl6sung bereits in [2] 
gezeigt.) 

Sei nun a ein Automorphismus des Funktionenk6rpers K, also eine birationale 
Abbildung 

Wie in Hironakas Theorie der Aufl6sung von Singularit~iten gezeigt wird 1-6] 
(Cap. 0, Sect. 5, S. 144), existiert eine Modifikation 

~: ? ~ 2  

und eine holomorphe Abbildung 

g: 2--,J~ 

mit der Eigenschaft 

Aus Satz 6 und unserer Information fiber Jf folgt nun leicht (vgl. den Beweis der 
Folgerung zu Satz 6): 

Die Abbildung a definiert eine holomorphe Abbildung 

~: Hn/r~[l]-~ W/~1-;]. 

Diese mug biholomorph sein. Hebt man diese Abbildung auf die universelle 
Oberlagerung hoch, so erh~ilt man ein Element des Normalisators yon F L [l]. 
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