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Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten
zur Siegelschen Modulgruppe

Eberhard Freitag

Mathematisches Institut der Universitiit, Im Neuenheimer Feld 288, D-6900 Heidelberg,
Bundesrepublik Deutschland

Einleitung

Unter einer harmonischen Form P(X) vom Gewicht k in einer Matrixvariablen
X =X"" versichen wir ein Polynom
Pe(C[x,,]

1<vEm
1£usn

mit den Eigenschaften

o*pP
a) AP:ZW *0,
o

b) PXA)=(det A)*PX) fiir AcGl(n, T).

Eine m-reihige symmetrische reelle Matrix S heiBit positiv (S>0), wenn die
quadratische Form

Sx}=x8$x= Y 8%y X,

15v,usm

positiv definit ist. Bekanntlich ist jede positive Matrix § das Quadrat einer
eindeutig bestimmten positiven Matrix S/,

Wir ordnen dem harmonischen Polynom P und der positiven Matrix S die
Thetareihe

2= Y P(SYAG)em e

G = Gimnlganz
zu, welche in der verallgemeinerten oberen Halbebene
8,={Z=2Z"=Z"1mZ>0}

konvergiert.
Diese Thetareihen wurden im Falle n=1 von Hecke [4] und fiir beliebiges n
;von MaaB [7] ecingefihrt. In der zitierten Arbeit bewies MaaB folgende
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Thetatransformationsformel :

S pIY~ )= (detS) 2 (det 17)%”"93,1,(11’).
Man nennt die Matrix S gerade, wenn sie nur gerade Zahlen darstellt,
Slg]=0mod2 fir geZ",
wenn ihre Komponenten also ganze und die Diagonalelemente sogar gerade
Zahlen sind, Wie im Falle P=1 ergibt sich aus der Thetatransformationsformel:

Sei S=S™ eine positive, gerade, unimodulare Matrix* und P(X"™™) eine
harmonische Form vom Gewicht k. Dann ist 3¢ p(Z) eine Siegelsche Modulform vom

Gewicht r=k+- %.

Unter einer Siegelschen Modulform vom Gewicht re Z versteht man eine in S,
konvergenie Fourierreihe

f[@= T aEeen

H=H'20,H gerade

mit dem Transformationsverhalten

f(AZ+B)(CZ + D) Y)=det(CZ + DY f(Z)

.. AB L
fiir alle M= (CD)EF,,.-Sp(n,m.

Bezeichnet man den Vektorraum dieser Modulformen mit [, r], so gilt also
I pell,r].

Wenn man nicht voraussetzen will, da} § gerade und unimodular ist, mud man I,
durch gewisse Kongruenzgruppen ersetzen. Fiir gewisse harmonische Polynome
wurde dies in den Arbeiten [, 6] durchgefiihrt.

Ich mdchte mich in der vorliegenden Arbeit aus Griinden der Einfachheit
jedoch ganz auf den Fall der vollen Siegelschen Modulgruppe beschrénken.

Alle Thetareihen zu festem m und k spannen eine Teilschar

B, m)Cl,T]

auf. Es ist das Ziel dieser Arbeit, diese Teilscharen funktionentheoretisch AT
charakterisieren.

Methoden und Resultate
Wir wihlen eine natiirtiche Zahl N >m, » und bilden die Reihe
f(Z(N)): Z IS(S”ZG) e Sp(SIG1Z)
G=GlmN)
mit
BX)=P(X)), X={nX§N"m),

1 Bekanntlich gilt dann m=0mod8
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Diese Reihe ist i.a. keine Modulform, da P keine harmonischg Form ist, die
Bedingung b) ist verletzt. Es LiBt sich jedoch zeigen, daB f=F, dic erste
Komponente einer vektorwertigen Modulform

F:8;->C'
beziiglich ¢iner Darstellung
0 :GI(N,C)—-GIl(,C)
ist. Diese Funktion besitzt fiir Me I, das Transformationsverhalten
FIM{Z»)=0(CZ+D)F(Z).
Aufgrund der Wahl von N (N>m), ist diese Modulform singulir, d.h. ihre
Fourierentwicklung
FZ)= Z A(HD) o™ SPUHZ)
geniigt der Bedingung
A(H)+0=detH=0,

Wir werden zeigen (Satz 3.2), daB sich jede vektorwertige singulire Modulform in
kanonischer Weise als Linearkombination von Thetareihen mit vektorwertigen
harmonischen Koeffizienten darstellen 148t. Die angekiindigte funktionen-
theoretische Charakterisierung der Scharen B, (m) ergibt sich hieraus mit Hilfe
des Siegelschen $-Operators.

Die Theorie der Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten steht also in enger
Beziehung zur Theorie der vektorwertigen singuldren Modulformen.

1. Hhrﬁmnische Formen

Im folgenden sei & ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper der
komplexen Zahlen. Wir bezeichnen mit GI(%) die Gruppe aller linearen Auto-
morphismen von &, Sei

2 :Glin, €)-GI(ZF)
eine rationale Darstellung, also e¢in Gruppenhomomorphismus, dessen Kompo-

nenten rationale Funktionen sind.

1.1. Definition. Eine harmonische Form beziiglich der Darstellung ¢ ist ein
Polynom

P:M, (O-2, M, (C={X=X"" X komplex}

mit den Eigenschaften
1} PX A)y=g(A)P(X) fir A=A,
2) AP=0,
Wir bezeichnen den Vektorraum aller harmonischen Formen mit #(m, o).
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1.2. Bemerkung. Sei P(X) ein Polynom in der Matrixvariablen X =X ", Folgende
beiden Aussagen sind gleichbedeutend :

a) 9/8X'8/6X P(X)=0,
d.h.

L I
2. % p=0 fir 1<i, k<n, (1)
J-Z‘l@xﬁ axjk

b) APX A)=0 fiir jedes 4=A".

Beweis. Ersetzt man in der Differentialgleichung
AP(X)y=Sp(6/0X'3/dX)PX)=0

die Variable X durch X 4’, so erhilt man
Sp(A4'8/eX’'a/dX PX)A)=0.

Aus der Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle A= 4" folgt a). Aus der Darstellung ¢
erhdlt man durch Reduktion eine Darstellung

¢l®:Gl(n—1,0)-Gl(Z),

40 2
D) A)= .
elex=e(gy)
Sei Pe #(m, p) eine harmonische Form,
Das Polynom P
0
(PIP)X™ "~ V)=PX,0}), o=|:|, 3)
0

ist ebenfalls harmonisch. Wir erhalien also ¢inen Reduktionsoperator
H(m, )~ H'(m, 0| ).

Wir beschreiben einen weiteren Reduktionsoperator. Sei & ein weiterer endlich-
dimensionaler Vektorraum und

8:Gl(n, O)»GI(F)
eine rationale Darstellung, Eine C-lineare Abbildung
L:F-%
heifit dquivariant (beziiglich ¢ und §), falls
Leg{Ay=g(d)-L fiir AeGl(nC) @

gilt. Ist P eine harmonische Form beziiglich g, so ist L+ P eine harmonische Form
beziiglich ¢, wir erhalten also einen Operator

H(m, @) — H(m, o).

Wir kombinieren die beiden Reduktionsoperatoren.
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1.3. Bemerkung. Gegeben seien
1) eine rationale Darstellung

2:Gl(n, C)—~Gl(%),
2) eine rationale Darstellung
8:Gl(H, O~ Gl(%),
3) eine lineare Abbildung
L:F-%,

Annahme. Es gilt n<#, sowie

(A0
LGQ(OE

) =gld)-L fir A=A®, E=EgFn,
Wir erhalten dann einen Operator
P H(m g~ H(m, @), (P|D] "X)=L-PX,0).
1.4. Hilfssatz. Sei
Pe#(m, )
eine harmonische Form beziiglich der rationalen Darstellung
¢:Gl(n,C)-»GUZ), dimF <.

Zu jeder natiirlichen Zahl fiz n existieren
1) eine rationale Darstellung

3:Gl(H,€)-»Gl(F), dmF<w,
2) eine lineare Abbildung
L:Fo% ,

so daf die in 1.3 formulierte Voraussetzung erfiillt ist und so, daf P im Bild des
Reduktionsoperators

" H (m, B)— H (m, 0)
enthalten ist.
Zusatz. Es gelte
e(@aE®)=a*id,, .
Dann kann man
HeE™ =d*id ;
annehmen,

Beweis. Wir bezeichnen mit 2, den linearen Teilraum von %, welcher von allen
Werten P(X), X =X"", erzeugt wird. Wegen

PX 4)=o(A)P(X) (5)
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bleibt dieser Vektorraum unter allen Transformationen ¢(4), AeGl(n, €), inva-
riant. Wir knnen daher von vornherein & =%, annehmen. Die Komponenten
von P beziiglich irgendeiner Basis von & sind dann linear unabhéingige Polynome.

Sei
P,

z=C, pP=|:'}]. (6)
Pl
Es gibt dann ! Punkte X ,...,X;, so daB} die Matrix

(Pv(Xu))lgv,ﬂél

nicht ausgeartet ist. Aus (5) folgt dann, daB die Darstellung g polynomial — nicht
nur rational — ist.
Wir zerlegen nun die Matrixvariable X™®;

X=X"D=(X X,), X,=X{", X,=X{An (7
und scizen
PX)=P.x,) fur v=1,..,1. (8)

Wir erginzen die Polynome ISV(X), 1=£v£l zu ciner Basis des Vektorraumes,
welcher von allen Polynomen

PixAy; wv=1,.,01; A=4® o
erzeugt wird:
ﬁls-.-;ﬂs—ﬁ[+1,...,ﬁi (lgi) (10)
und setzen _
- Pl
Z=C, P=|: (11)
By

Nach Konstruktion gilt
PXA)=3(A)VP(X) fir A=A

mit einer gewissen Matrix §(4'). Diese ist eindeutig bestimmt, da die Komponen-
ten von P linear unabhiingig sind. Es folgt

a) @(A) ist polynomial (insbesondere rational),

b) 8(AB)=g(A)a(B). .

Als niichstes zeigen wir, daB P(X) harmonisch ist. Aus dem Differential-
gleichungssystem

C/0X' 8/0X  P,(X )=0
folgt

X' B/IXP(X)=0, 1=v=l. (13)
Benutzt man 1.2, so folgt

AP=0,
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Die Projektion (Streichen der letzten [~ Komponenten)
L:Cs¢

hat die in Hilfssatz 1.4 geforderte Eigenschaft.

Im Hinblick auf Hilfssatz 1.4 gewinnen harmonische Formen zu grofiem # an
Bedeutung. Wir setzen daher n2m voraus. In diesem Falle Bt sich jede Matrix
X =X"" in der Form

X =(E™, 0). 4™ (14)
schreiben, sogar mit invertierbarem A, wenn die Matrix X Maximalrang m hat.

1.5. Hilfssatz. Im Falle n=m ist eine harmonische Form
PedH(m,0); ¢:Gln,O)-GlI(Z)

durch ihren Wert an der Stelle (E™, 0) eindeutig bestimmt.

Wir nehmen an, daB die Darstellung ¢ sogar polynomial ist. Dann kann man
(4) auch fiir ausgeartete 4 bilden. Man erhiilt aus (14) sogar

PX)=0(X",0)P(E, 0).
Der Vektor
a:=PE,0)
erfullt offenbar folgende beiden Bedingungen :

EW 0
a) (.0 0)a=a,

b) PX)=p¢(X',0)a ist harmonisch.

Bezeichnet man den Vektorraum aller Vektoren a mit diesen Eigenschaften mit
H(m, 0) so gilt:

1.6. Hilfssatz. Die Darstellung
| e:GlnO-GlZ), nzm,
sei polynomial. Die Zuordnung

a—P,; P(X)=o(X’ 0)a

“La

(15)

definiert einen Isomorphismus von der durch (15) definierten Schar H{m, g} von
Yektoren auf #(m, g).

Beispiele harmonischer Formen
1) ¢:Gl{L,0)—GI(1,T)

I [
‘ « - T
a — d'; k=0,1,2....



34 ‘ E. Freitag

Harmonische Formen beziiglich dieser Darstellung sind gewOhnliche homogene
harmonische Polynome von Grade k

a) k=0, alle konstanten Polynome sind harmonisch.

b) k=1, alle linearen Polynome sind harmonisch.

¢) Endliche Summen von Formen der Art

m k m
( Y avxv) unter der Nebenbedingung Y aZ=0. (16)
v=1

v=1
Bekanntlich ist diese Liste vollstindig [4].
2} ¢:Gln,O—-GL,C)=C
A —(detAf; k=0,1,2,....
a) Im Falle k=1, m=nr erhiilt man eine harmonische Form in
PX)=detX .
b) Endliche Summen von Formen der Art .
det(A'X)F, A/A=0 (A=A 2 : (17)
3) Annahme, Die Darstellung ¢ sei selbst ein harmonisches Polynom:
4pX)=0 (z.B, 2a)).
Dann erhilt man fiir jeden Vektor ae & eine harmonische Form
PX)=¢X")a.
Hierbei ist m=mn.
4) Sei
¥ ={Z=2"=27"}

der Vektorraum aller n-reihigen symmetrischen komplexen Matrizen. Die Darstel-
lung

o : Gl(n, €)= GI(Z),

(18)
0o(ANZ)=(det A)* A’ ~1ZA™"
ist polynomial. Wir setzen
A*¥=(detA)A' .
Jeder m-reihigen Matrix ordnen wir das Polynom
PX)=(X'"HX)*+(X'HX)*, H=H"™, (19)

zu. Fiir gewisse H, beispielsweise fur

0 EW
H=(0 0), m=2r,

2 Im Falle m=2-n sind dies die einzigen harmonischen Formen, wie MaaB in einer neuen Arbeit,
welche ebenfalls in dieser Zeitschrift erscheinen wird, bewiesen hat [8]
e
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ist dieses. Polynom harmonisch und somit in #(m, ¢) enthalten. Das Polynom P
verschwindet mit dem angegebenen H nicht identisch, falls

rznp—1.

5) Von ausgezeichneter Bedeutung fiir die Theorie der harmonischen Formen ist
folgende Darstellung: '
Sei H(m,n,k) der Vektorraum aller Polynome P(X™") mit der Eigenschaft

a) P(X)=t'P(X) fir teC, '
b) 3/6X'0/0X P(X)=0.
Auf diesem endlichdimensionalen Vektorraum operiert die Gruppe Gl(n, T)
PX)-»PXA) fir AeGlnC).
“Wir bézeichnen diese Darstellung mit
Om.ni - Gl(n, ©) > GI(H{m, n, k)) .
Die ausgezeichnete Bedeutung dieser Darstellung ergibt sich aus der (trivialen)
':i._'7._ Bemerkung. Sei
 e:Gl(nO-GI(2)
eme irreduzible rationale Darstellung. Es sei
H(m, g)+(0).
Dann ist g isomorph zu einer irreduziblen Komponente einer Darstellung
@iy - Gl ©) > GL(H(m, 1, k))

Fiir ein systematisches Studium harmonischer Formen ist also eine genaue
tiis der Zerlegung der Darstellung @mn; in irreduzible Komponenten
erforderlich. Diese Zerlegung ist sehr kompliziert [5].

2 Vektorwertige Modulformen

Wig in Abschn. 1 sei & ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Korper
der komplexen Zahlen. Wir betrachten vektorwertige Fourierreihen, welche in der
Siégelschen Halbebene 8, konvergieren.

J@= ¥ aH)e"PHD - g(H)e Z . (20)
H

=H'z0,H gerade
Diese %oﬁrierfeihe heilt Modulform beziiglich der rationalen Darstellung
 2:Gl(n,0)~GI(2),

falls sie das Transformationsverhalten

el (21)

FIMLZY)=o(CZ+D)f(Z) fiir M= (AB)

CD
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besitzt. Wir werden vektorwertige Modulformen dieser Art mit Hilfe von Theta-
reihen konstruieren. Fiir die Konstruktion benétigt man die Gaulitransformation.

2.1. Definition. Die GauBtransformierte eines Polynoms P(X), X =X*", ist durch

PX)= | PU+X)e "PVVU

Lenyn

definiert. Hierbei ist 4, , der Vektorraum aller recllen m x n-Matrizen und dU das
Euklidische Volumenelement in diesem Raum,

dU=du, du,,,....du,,.
Offensichtlich ist P(X) ebenfalls ¢in Polynom.

2.2. Hilfssatz [7]. Sei P(X"™) ein Polynom. Es gilt

o e & APX)

A
Beweis. Der Operator e*~ ist das Produkt der mn Operatoren

o2
edritrue)? 1<svEm, 1€usn.

Entsprechend erhiilt man die GauBtransformierte, indem man den Operator
fix)— j flu+x)e™" *du,

also die GauBtransformierte im Falle m=n=1, auf jede Variable x,, getrennt
anwendet.

Man kann sich beim Beweis daher auf den Fall m=n=1 beschrinken und die
Formel nun durch direkte, wenn auch etwas miihselige Rechnung fiir die
Polynome P(x)=x* beweisen.

2.3. Hilfssatz. Sei P(X*™™) ein Polynom. Wir setzen
P(X)=P(aX) fir aeC.

Folgende beiden Aussagen sind gleichbedeutend
1) 4P=0,
2) P=P, fiuralle acC.

Ist P(X), X =X" ein Polynom und §=3" eine positive Matrix, so konver-
giert die Thetareihe

$Z)= T PSHEIG)e e 22)

G=G0"" ganz

in S, absolut und stellt dort eine analytische Funktion dar. Wie transformiert sich
diese Funktion unter Z——Z"1?
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Die Rethe
f(W)= Z P(’SUZ(G-I— m)em’ Sp(8[G + W12Z) (23)

G =G{mn) ganz
konvergiert im Raum aller komplexen m x n-Matrizen absolut und lokal gleich-
miBig-ind definiert eine periodische holomorphe Funktion. Wir entwickeln diese
Funktion in eine Fourierreihe:

f(W) Z a(G; S, Z)e?™ Sp@W) (24)

G ganz

8,Z)= [ PSPW)eneEme-1voy oy iy, (25)

Zur E‘:er_éehnung des Integrals bendtigt man die Formel
i SpS[W]Z—2W'G)=Sp(S[W—S~'GZ~1]Z—§" 1G1Z27Y).
: _er»varf‘ugen tiber den Imaginirteil V von W, so daB die Matrix W—§~1GZ~!

S Z) =g miSPETHGIZ™)

- | (PSVRU 457 12GZ )erisesuin gy (26)
xm‘ﬂ

S,1Y)=(detS)™"(det Y)~"™/2 ¢~ "SRG Y)
- [ PUA—iS~V2GY ™ Ye =@ gy (27

: Py (28)
- anderStelle —iS™12GA"

538, 1Y) =(detS) " det ¥) "2~ UON 9 (512G 41, (29)

EineNereinfachung dieser Koeffizientenformel erhiilt man, wenn man voraussetzt,
&ﬁﬁ alle Polynome P,, A=A", harmonisch sind. Dann gilt nimlich

Pﬂ(—_ IS_ 1":!(;14.') —P(— IS_ I'IZGY 1)
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und wir erhalten in diesem Falle
—-my2
a(G; S, Z)=(detS) "2 (det?) e~ mSPETHENT Y p(g-12GZ 1), (30)
Betrachtet man die Fourierreihe von f(W) im Punkt W=0, so erhilt man
y —m2
95 p(Z)=(detS) "> det (T)

- T PSTIGZT e IeR T, 31

G ganz
Ist Pe #(m, g,) eine harmonische Form, so erhilt man aus (31) fiir die Thetareihe
\93 P{a = ZP(SUZG)eniSp(s[G]z)

folgendes Transformationsverhalten:
2 Z m{2
Y51 p(— Z7 ) =(detS)" det(T) VAR VAN

Wir nehmen nun an, daB die Matrix S unimodular ist, Se Gl(m, Z). Da mit G auch
8G alle ganzen Matrizen G=G™" durchliuft, erhalten wir

85-1 p(Z) =95 p(Z) (§ unimodaular).
Ist S iiberdies gerade (also insbesondere m ein Vielfaches von 8), so gilt
95 pf(Z + H)=9¢ p(£), H=H' ganz.

Da die Substitutionen Z——Z"1, Z—»Z+H die volle Modulgruppe erzeugen,
erhalten wir

2.4. Satz. Sei S =S5™ cine positive, gerade, unimodulare Matrix und sei Pe #(m, 0,)
eine harmonische Form beziiglich der rationalen Darstellung g,:Gl(n, €)= GI(%).
Die Thetareihe

35, p(Z)= Y P(SH2G)emsreion)

G=G"Mganz
ist eine Modulform beziiglich der Darstellung
o(A)=g,(A) (detAy™?.

Wir wollen auch eine Umkehrung von Satz 2.4 beweisen und bendtigen hierzu den
in [3] bewiesenen

2.5. Hilfssatz, Jeder semipositiven geraden Matrix T= T sei ein Polynom Q(T, A)
in einer n-reihigen Matrixvariablen A =A™ zugeordnet. Die Reihe

ZQ(T; A)e—ﬂSp(TA'A)

T
moge fiir alle Ae Gl(n,R) konvergieren. Wenn diese Reihe identisch verschwindet, so
gilt

(T, A)=0 fiir alle T.
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DBie Eifnhéitengruppe einer quadratischen Form § werde mit
' {UeGl(m,Z), S[U] =5} (32)
bezemhnet Wir folgern nun aus Hilfssatz 2.5

2.6. Hilfssatz. Seien n>m,, v=1,...h, natirliche Zahlen S,=S" y=1,.. . h,
durchlaufe ein h-Tupel paarweise maquwalemer positiver rationaler Matrizen. Jedem
h} se; ein Polynom P (G, A) in den Matrixvariablen G=G"™", A= A®

l{(__v‘,g:A):I_’v(G, A) fir Ued(s,). - (33)

» ZP (G A)e—uSp(Sv[G]A A)_O

m" 'as:h-verschwmdet so gilt
' ._.j'l=_,,.'_;p =0.

: Bewexs Wir denken uns die Matrizen S, ...,S, nach der GroBe ihrer Variablen-
zahl (m,<m,<...<my) und bei glelcher Variablenzahl nach der GréBe ihrer
: Dgg‘eml;nante geordnet:

zdets, , , falls m,=m,, .

durch Induktion nach k schlieBen. Es geniigt daher P,=0 zu zeigen.
7:2.5 folgt zuniichst

Y PG, A)=0 fir alle T. (39)

(=1

yutzen diese Formel im Falle
(Sh
o

leiLiisung__en der Gleichung S,[G,]=T sind in diesem Falle von der Form

L0 V3 S,[U] =S,

g) [V]; VeGl(n, Z)

esung U existiert nur fiir m,=m, und detS,=detS,.
die Matrizen S, paarweise maqulvakent sein sollen folgt

und Ued(S,).
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fiir alle primitiven Matrizen H=H' tmwem) also fiir alle ganzen Matrizen, welche sich
7u einer unimodularen n-reihigen Matrix erginzen lassen. Man zeigt leicht, daB die
Menge aller primitiven Matrizen im Raum aller m x n-Matrizen (n>m) Zariski-
dicht liegt, daB also P, =0 gilt.

2.7. Satz. Sei S=S™ eine positive rationale Matrix und sei
P:M, (O~Z
ein Polynom, welches nicht identisch verschwindet.

Annahme. 1) n>m.
2} Die Thetareihe 9 p(Z) ist eine M. odulform beziiglich einer geeigneten polyno-
mialen Darstellung

0:Gl(n,€)~GI(Z).
3) P(SH2UX)=P(SY*X) fiir Ue&(S).

Dann gilt. a) S ist gerade und unimodular.
b) Die Funktion X ~P(X A) ist fiir jedes A=A"™ harmonisch, genauer

Pe #(m,04), 0o(A) =0(A4) (det A)~™?,
Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf} § gerade ist:

Vorbemerkung. Wenn § keine gerade Matrix ist, so existiert eine unimodulare
Matrix U, so daB

Sp(S[UL¢2Z .
Zuniichst findet man einen Vektor ge Z™ mit teilerfremden Komponenten, so daB

Slgl¢2Z.

Da g die erste Spalte einer unimodularen Matrix ist, konnen wir von vornherein
annehmen, daf} das erste Diagonalclement 5, von S keine gerade Zahl ist. Es ist
nun leicht zu sehen, daB der Ansatz

A0 x x—1) [x 2x-1
Uz(o E) A=(1 1 ) (1 2 )
zum Ziel flihrt.
Um zu zeigen, daB S gerade ist, benutzen wir die Periodizitit der Thetareihe
35 o Z+H)=95 J(Z), H= H' ganz.
Mittels Hilfssatz 2.6 folgert man aus dieser Beziehung
P(SY/2G) = P(SV2G)e™SPe1aH

Wir schliefen indirekt, nehmen also an, daB § nicht gerade ist. Nach unserer
Vorbemerkung konnen wir dann sogar

Sp(S)¢2Z
annehmen. Wir setzen nun speziell

G=(E,0) V,H=V"1eGl(n2Z)
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und.echalten -
| GlH)=Sp(S)e2z.

mitiven Matrizen G=G™", d.h. fiir alle ganzen Matrizen, welche sich
ummodularen Matrix

; ~.‘-—“?,:Q(:“ i) o(iY). (35)
] 3) W durch 0 und Z durch iY~" und erhalten aus (24) und (29)
= (detS) "2 (det Y)?

. ): P(—iS™12GA")e ™SoSTHOW) y_ 44 (36)

lfssatz 2 6 folgt nun, daB die Matrizen S und $™* unimodular dquivalent

iissen, Dies bedeutet, da S ganz ist, daB § selbst unimodular ist {also
esqndere m“OmodS)

(37)
(38)
A) fir Ued(S)
’ifssatz 2.6
A)=0o(—iY)P(S2G) (39)

=(det4)""%g(4) (8|m).

wung (39) gzit fiir alle ganzen, also auch fiir alle komplexen Matrizen G.
sieren sie auf den Fall

e X) =go(—ia2E)P(Ei§ ) {40)
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Auf der linken Seite steht nach Definition der GauBtransformation

a

~ 1 .
P, (EX) ={PX +al)e ™=UD4U.

Vollzieht man den Grenziibergang a—0, so erhilt man

P(X)=lim go(:E)PG-X) . ' {41)
t—=0

Allein aus dieser Bezichung folgern wir:

Behauptung. P(X)=g,(tE)P (%X ) L0, (42)
Beweis. Die Abbildung
C-Gl(Z)
t—>0,(tE)

ist ein rationaler Homomorphismus und somit diagonalisierbar. Zum Beweis
dieser Behauptung konnen wir also annebmen, daBl & eindimensional und

g ty=1* fiirein keZ

ist. Aus (41) folgt, daB P homogen vom Grade k ist. Spezialisiert man (40)aufa=1,
so folgt mittels (42)

P(X)=go(—iE) P(iX) = P(X).
Nochmalige Anwendung von (42) ergibt
P=P, fiiralle aeC.

Das Polynom P ist also harmonisch.
Zum Beweis von Satz 2.7 miissen wir nur noch .
P(X A)=gy(A)PX)

nachweisen. Im Falle A=aE haben wir diese Beziehung bereits bewiesen. Wir
miissen sie daher nur unter der Nebendedingung det A=1 beweisen. Die Gruppe
Sl(n,Z) liegt in der Gruppe Sl(n,@). Zariski-dicht. Wir konnen daher sogar
annehmen, dal 4 =U unimodular ist. In diesem Falle benutze man

SEIUYN=0(U™ N f(Z),f=95p,
in Verbindung mit 2.6.

Beispiele fiir Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten
1) Die Thetareihen zu den harmonischen Polynomen
P(X)=det(AX)*; 4'A=0

werden ausfithrlich in [17 untersucht.
2) Die Thetareihen

Y (det G) ™SI (1 == )
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1::{6] eingefiihrt und zur Konstruktion von Spitzenformen kleinen
‘werwendet.

pezielle vektorwertige Thetareihen wurden erstmals von QOda [9] betrach-
. zur. Konstruktion alternierender holomorpher Differentialformen auf
] odulmannlgfaltlgkelten verwendet.

Das vierte Beispiel fiir harmonische Formen aus Abschn. 1 ergibt eine
grtige Modulform

é-ﬁﬁ#(Z))l Svusa
m Transformationsverhalten
—ﬁet(CZ +D}"""z+ HCZ+DY ' f(ZWCZ+Dy1

<1 haben diese matrixwertigen Modulformen eine ausgezeichnete

{ZY)=det(CZ + DYYNCZ+ D)y~ f(ZWCZ+ DY ',

¢éllung singuliirer Modulformen als Linearkombination von Thetareihen
# Einie Modulform

- a( Iﬂ efciSp{HZ)
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ein Vertretersystem der unimodularen Klassen von positiven geraden Matrizen
S=8@7 2r<p, der Determinante 1. Zu jedem ve{l,...,h} existiert eine eindeutiy
bestimmte harmonische Form :

Pe(2r,0)v=1,...h, g (4)=p(A)(det4)™"™
mit der Eigenschaft

P(SV2UX)=P/S}?X) fir Ueéd(S,),
so daf

h

f= vgl Isur,
gilt.
Zusatz zn Satz 3.2.

Zusitzliche Voraussetzungen. 1) [ sei irreduzibel,
2} f#0.

Behauptung. Dann existiert eine natiirliche Zahl r, so dafi die Darstellung
0ol4): =(detA) To(4),r>0,

polynomial ist3. Weihit man r maximal mit dieser Eigenschaft, so gilt
P,40=>r, =r.

Der Spezialfall g{A)=(det 4y wurde bereits in [2] behandelt. In diesem Falle
sind die harmonischen Formen P, notwendig konstant und nur dann von 0
verschieden, wenn r,=r gilt. Satz 3.2 liefert in diesem Falle also eine Darstellung
von f als Linearkombination von Thetareihen

SS(Z) = ZeﬂiSp(S[G]Z)’ S§= S(:Zr) .

Beweis von Satz 3.2.

1. Eindeutigkeit. Diese folgt aus Hilfssatz 2.6.
1I. Existenz. Sei

f(Z) = Ea(H)eniSp(HZ)

eine singuliire Modulform, welche nicht identisch verschwindet. Wir wihlen einen
von 0 verschiedenen Fourierkoeffizienten a(H), so dafl der Rang

m=Rang(H)
maximal ist. Es gilt

a(H[U])=e(U)a(H), 43)

also

S0
a(o 0) +0.

3 Diese Aussage gilt auch, wenn f nicht singuliir ist, wie in [3] gezeigt wurde
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- beziiglich ¢, auf welche man wieder dasselbe Verfahren
ach endlich vielen Schritten bricht dieses Verfahren ab und
tellung von f als Linearkombination von Thetareihen der
h-Art. (Die Symmetriebedingung
X)=P(S"X), Ue &(5)
&yon
i\ (SO 50

&_)a_(.o 0)—a(0 0), Ue&(s).

1

ehauptung. Wir zerlegen

1 2

wickeln f(Z) in eine Fourierreihe als Funktion von Z,:

xiSp(HoZo)
AHO(Z] 5 Zz)e .
Hog —Hs V=0

effizienten sind holomorphe Funktionen auf dem Raum M
motdnen der Fourierreihe von f erhilt man

2)= 2 a (HO Hl gTiSp(HZ2+ 2HYZ))
H’1 H, '

en ist Uiber alle H,, H,, so daB die Matrix

(@) xS, .

mh—m
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an:

o ) A RN e O )

0 Ej\-Z| -Z, -zZ;'z, , =-Z;!
Aus
E 0
M{Z>)= Z
rotan=e| 5, % )@
folgt die Funktionalgleichung
4 1 E 0\ ispirtozs uzid
AHU(MZIZZ 9722 )=Q _ZJ __Z e AHO(Zl’Zz)' (44]
1 2

Wir bestimmen die Funktion Ay (Z,,Z,) im Spezialfall Hy=5. Wenn der
Koeffizient a(H} von O verschieden ist, so gilt nach Wahl von m

H* 0

0 O)U, UeGl{n,Z), H*=H*""=0.

H=U (
Eine einfache Rechnung ergibt

G

*

S=G'H*G, U=( :) G=G™

Hieraus folgt
detH*+0, also detH*=detS

nach Wahl von S. Die Matrizen § und H* sind demnach unimodular dquivalent
und wir erhalten

S H, )
H“(Ha Hz)”(o 0)'
Die hier auftretenden Matrizen sind alle von der Form
He S SG)_(S 0)[E G
\G'S S[G]) \o o/|0 E

Damit sind die Fourierkoeffizienten a(H) bestimmt :

E 0y /8§ 0
= 4

ol H) Q(G, E)“(o 0), (46)

also
E 0\ (§ 0Oy . ,
A {Z ,Z }2 Q( ) )a( )emSp(S[G]Zg+ZG SZ;). (47}
s ! 2 G= G(m,nz— ) ganz G E 0 0

Definition.

: sz (£ 0 - - '
BS(Zl! Zz)ﬁemm Sp(SZ; [Zl}’? (Z’f E) AS(_lez 1., —Zz i). (48)
1
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ethalten
2) ZQ(SIR(G-FZ ))emSp(S[G+Z1]( Zz 1y (49)

EOE Y

%Wm

-n dm Koeffizienten a(G; S, Z,) auf zwei verschiedene Arten berechnen
1 yrisere Behauptung durch Verglelch der beiden Formeln beweisen.

Y,=4'4A, AeGl(n—m,R)

i5, in) =(detS)” 2 (det¥,)
‘ "R TIEING (ST 12G A1), (52)

B&rechnung von oG ; S, Z) mittels des Transformationsverhaltens von f. Aus der
ionalgleichung (44) folgt

: E 0
.' pZy)= Q(O sz) AfZ,. Z,), (53)

m
2

E

i (
0

7 )Q(S“ Y2@), falls G und 571G ganz sind,
2

(3:8,2,)= (54)

0 sonst,

; ,_iser_l nun Teil a} unserer Behauptung 3.2,. Wenn § nicht unimodular ist,
1t eine ganze Matrix G, so daB $71G, nicht ganz ist und wir erhalten aus
llung B)

,Z,)=0 fir G=G,moddetS.
det Darstellung A) folgt nun
. ~12G)=0 fir G=G,moddetS.
.Ofn Q muB daher identisch verschwinden. Da die GauBtransformation

ertierbarer Operator ist (wegen 2.2), erhalten wir 0 =0, also @ (g g) =0, im
erspruch zu unserer Voraussetzung.
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Die Matrix § ist also unimodular und wir erhalten durch Vergleich der beiden
Darstetlungen fiir G S,iY,):

A . [ —m E 0
Q4(—iXA)=(detY,)""¢ . ]2, (55)
0 —iY,
Wie beim Beweis von Satz 2.7 [vgl. (55) mit (39)] folgert man aus dieser Relation:
Das Polynom
X-0XA)
ist harmonisch fiir jedes A=A""™,

Es ist sogar eine harmonische Form beziiglich der Darstellung

E 0
-~ mf2
(det A) Q(O A).

Aus der Definition von @ folgt auBerdem

E 0y /8§ 0O s 0
QO(O A)a(O 0)=a(0 0) fir AeGlin—m, Q). (56)

Wir beweisen nun Teil b) der Behauptung 3.2,.

Konstruktion von P. Fine gewisse Schwierigkeit bei der Konstruktion von P
besteht darin, daB wir nicht wissen, ob die Darstellung

0o A) =(det A)~™2g(A)

polynomial ist, dall wir also nicht Hilfssatz 1.6 anwenden kdnnen.
Wir zerlegen die Variable X

X =X ) — (X({"),Xg”’"_"’)) .

Es gilt
X, X
X=(E0 ' 2.
&y ) 7
Ansatz. Wenn X, nicht ausgeartet ist, so definieren wir
X, 0 50
P(SV2X) = 1 . -1, ) 58
S =eo(y! o) B9 ey ) CN

Dies ist eine rationale Funktion auf M, (C).

Als niichstes zeigen wir

PXA)=g,(A}PX) fir AeGl(n0), (59)

sofern X und X A im Definitionsbereich dieser rationalen Funktion enthalten sind.
Die Formel (59) ist offenbar dquivalent mit

E 4\ (S O\ (5 © |
Q"(o AJ"(@ 0)‘“(0 a)' (60)
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haben wir fiir 4, =0 bereits bewicsen (56). Wir brauchen sie daher
zialfall 4, =E zu beweisen. Da es sich um eine Polynomidentitit
1 wir sogar annehmen :

g folgt dann aus (43).
nun, daB P ein Polynom ist:
nitionsbereich der rationalen Funktion P enthilt wegen (59) alle
X®",_ deren Rang maximal (=m) ist. Das Komplement dieser
g allen Matrizen X, deren m-reihige Unterdeterminanten alle
st der Durchschnitt von mehr als einer irreduziblen Hyperfli-
cine algebraische Menge, deren Kodimension mindestens zwei ist.
enge einer rationalen Funktion ist aber in jedem ihrer Punkte
1. Daher muB P ein Polynom sein.

beweisen, daB P harmonisch ist,

2 E(S)_ 1 Q(SII2X2) , (61)
B8 oo o). 6

. daB Q einc harmonische Form ist. Daber ist Q als Funktion einer
alte von X', harmonisch. Wir erhalten aus (62), daB3 auch P(X X ,)als
¢inter beliebigen Spalte von X, harmonisch ist. Da man durch Multipli-

A geeignet,

te ;;‘.’On X vertauschen kann, ist P(X) als Funktion jeder Spalte von X
sch. Der Laplaceoperator

HD/0X 9/9X)

i¢ der in bezug auf die einzelnen Spalten von X gebildeten Laplaceopera-
wir erhalten also

0.
t Satz 3.2 bewiesen.

}: Vektorraum aller Modulformen beziiglich g.
): Vektorraum aller endlichen Summen von Thetareihen 5 p zu
raden unimodularen Matrizen S=S8" und harmonischen Formen

1, 0); @o(A) =(det )" ™2g(4).
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3) B, ,= 3B, [m).
Es gilt
Bn,g(m}c [Fn! Q] ’

Natiirlich ist B, (m) nur fir endlich viele m von 0 verschieden ; wenn g irreduzibel
ist, mul} die Darstellung

eolA)={det A)"™g(4)

polynomial sein.
Wenn ¢ irreduzibel ist, und wenn B, (m)} eine von O verschiedene singulire
Modulform enthilt, so muB sogar m die groBte natiirliche Zahl sein, so daB} g4(A4)

Funktionentheoretische Charakterisierung von B, (m).
Fiir die Zwecke dieser Charakterisierung definieren wir:

3.3. Definition. Der Rang einer nicht identisch verschwindenden Modulform n-ten
Grades

f(Z)= Z a(H)e=SvH2)
ist
m=m(f)=max{RangH, a(H)+0}.
Die Modulform [ ist also genau dann singulir, wenn m<n gilt.
3.4. Definition. Sei
2:Gl(n, O)-GlHZ)

eine rationale Darstellung. Eine Modulform fe[ I, o] heibt zu einer singuldren
Modulform vom Rang m hochhebbar, falls eine rationale Darstellung

9:Gl(R, C)-»Gl{Z),
¢ine lineare Abbildung
L:¥F-2%
mit den Vertriiglichkeitseigenschaften aus 1.3 existieren, so daB

f=F|®i"™ f(Z): =L(limF(z 0

{20 0 itE

mit einer geeigneten singuliren Modulform Fe[l, ] vom Rang m gilt. Wir |
erhalten nun

3.5. Theorem. Sei
¢:Gl(n, O)—-GI{(Z)
eine rationale Darstellung. Der Unterraum

B, (m)CLI,e]

)), Z=Z"W E=E"™, 63)
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§ den endlichen Summen von solchen Modulformen, welche sich zu einer
Modulform vom Rang m hochheben lassen.

weis hat man neben 1.4 und 3.2 nur noch zu benutzen, daf3 der durch
rte @-:Operator Thetareihen in Thetareihen iiberfithrt ;

=85 p, P=Bld7 (s, 1.3).
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