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I. Einleitung
Dle genaue Struktur des Kérpers der Modulfunktionen oder all-
gememer die genaue Struktur des graduierten Ringes der Modul-
formcn 1st in mehreren Verédnderlichen nur 1n wenigen Spezialfillen

erglbt sich, daB der Korper der Slegelschen Modulfunktlonen zwei-
ten. Grades rational ist. In [4] wurde mit Hilfe von Thetareihen ein
elgmentarer Beweis dieses Satzes gegeben. Mit der hierbei verwen-
deten Methode war es schon GUNDLACH [6] gelungen, das entspre-

] ér Q(V_) zu losen. Der Korper der symmetrischen Modulfunk-
thhe% zu dieser Gruppe erwies sich ebenfalls als rational.
Ea E}é‘mg&hng kiirzlich HAMMOND zu zeigen, daB der Satz von GUND-

'gtis'dem Satz von Iusa hergeleitet werden kann, wenn man
Satz faus: [4] zZur Verfugung hat. Dleser besagt im wesenthchen

besitzt. HamMoND fand unabhingig von [4] einen Beweis
unter Zuhilfenahme der Theorie der Abelschen Funk-
uf diesem Wege erhielt HamMonD die Struktursitze fiir
giten Hilbertschen Modulgruppen zu Q (}/2), @(}/3).

"Jbemerkt daB GUNDLACH [6] einen anderen Beweis

;len Mit derselben Methode léste GuNpLAcH das
0 (V_ )- Auch hier erwies sich der Kérper der sym-
diflfunktionen als rational,
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In der vorliegenden Arbeit wird das analoge Problem im Falle
der Hermiteschen Modulgruppe zweiten Grades I'y(K) zum Gaub-
schen Zahlkc“)rper K= Q(i) und — in engem Zusammenhang hier-

- iy ¢immt. Die Korper
der Modulfunktlonen Zu qc% f en, erweisen sich
auch hier als rational, ﬁi verwendete tellt eine Verall-
gemeinerung von [4] dar. Mittels gey }
symmetrische Modulform (&(Z) ?@g @ewmht': 10 zu Ty (K) kon-
struiert, die auBer Zwax}gsﬁnlls/ len keine weiteren Nullstellen, be-
sitzt. Der Bewe Satzes kann im Gegensatz zu [4] nicht mehr
'al],em durcli -Abschﬁtzung der Thetarcihen gegeben werden. Aus
numenschen Griinden ist s nur moglich, die Nullstelleh im Funda-
mentalbereich zu I’y (K) auBerhalb eines gewissen Kompaktums zu
bestimmen. Mit Hilfe eines allgemeinen Satzes tiber Nullstellen von
Modulformen, der mit einer Kompaktifizierungstheorie bewiesen
wird, kann diese Schwierigkeit Giberwunder werden.

Die Form @{Z) spielt bei der Bestnnmung der symmetrischen
Modulformen zu I'y(K) dieselbe Rolle, wie skriminante 4(z)
im Falle der elliptischen Modulgruppe und die in [4] und [5] auf-
tretenden Thetaprodukte. Sie gesta.ttet dl§ R ; tion des Problems
auf die Bestimmung der Modulformqn zia f ,.Egenauer zu der
erwihnten Erweiterung vom Index zwei:. Azichihler wird mit Theta-
reihen eine Modulform konstruiert; dereri Nullstellenmannigfaltig-
keit vollstindig bestimmt wird und welche:die' Reduktion des Pro-
blems auf den Fall der élliptischen Modulgruppe zulaBt.

Wir geben noch einen kurzen Uberblick.

In IT sind Bezelchniingen And Beﬁﬁttmnen zusafnmengestellt.

In IIT werden die m‘teressiereﬁden zehn Thetarethen eingefihrt
und ihr Transfonnaﬁdns‘verhﬂten ‘b’ex Modlﬁsubsﬁtutmnen soweit
als notig, entwickelt., '~

IV ist der Abschﬁ qg Thet reihen | gewldmet aufgrund
derer die Nullstellen ihres Produkts’ NZ) anb rhalb eines gew1ssen
Kompaktums im Fundamentqlb h der Mod 'pe bestlmmt
werden kénnen. IR

In V wird- die Smgelscm Str;tfengruppe I’ (@,ﬁ) g@mﬁB ihrer
" Bedeutung fiir die Hermitesche; Modulgruppe! I’, (K} eingefiihrt und
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eine Modulform konstruiert, deren Nullstellenm-annigfaitigkeit voll-
stindig bestimmt wird.

In VI werden gewisse Modulformen konstrmert und die ange-
kun(hgten Struktursitze bewiesen.

Im Anhang wird die benétigte Kompaktifizierungstheorie ent-
wickelt. Man kénnte sie aus einer allgemeinen Theorie von BaiLy
und BorEL [1] herauspriiparieren. Da sie jedoch in dem benétigten
Spezialfall besonders einfach wird, habe ich mich entschlossen, sie
in einem Anhang moglichst elementar darzustellen.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Hans Maass,
danke ich’fﬁr?,‘ein' teilnehmendes Interesse an meiner Arbeit.

1L, Bezeichnungen und Definitionen
GroBe lateinische Buchstaben bezeichnen, falls nicht ausdricklich
anderes bemerkt wird, quadratische komplexe Matrizen. Der obere
Index # bringt zum Ausdruck, daB A™ eine n-reihige Matrix ist.
E bzw. 0 wird far die #-reihige Einheits- bzw. Nullmatrix vorbe-
halten. 4’ ist die zu A transponierte Matrix. Eine beliebige (kom-
plexe} Matrix Z=2Z" zerlegen wir in ihren ,,Hermiteschen Real- und
Imaginarteil”
Z=X+iY; X=X'; Y=Y
Wenn Z symmetrisch ist, so sind X und Y reelle symmetrische
Matrizen.
Der Hermitesche Halbraum H, besteht aus allen Matrizen
Z=Z7", deren Hermitescher Imaginiirteil positiv definit ist.
H={Z|Z=2W=X4iY; Y>0. (1)

Der Siegelsche Halbfaum 8, besteht aus den symmetrischen Ma-
trizen des Hermiteschen Halbraums

S,={Z|Z=2'cH). @)

Wir definieren nun die Hermitesche und die reelle symplektische
Gruppe.

n. Tf .7_{ OE
f,—{M| M =M H'IM=1I; I=(_p¢) (3)
2, ={Me3,| M reell}. (4)
2, bzw.; @, operiert auf H, bzw. 8, als Gruppe analytischer Auto-
morphismen mittels

Z>MZy=(AZ+B)(CZ+Dy s M=(L 1) ()
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Sei I' eine Untergruppe von £, bzw. £2,; v ein Abelscher Charakter
von I'. Eine auf H, bzw. S, definierte komplexwertige Funktion f
heiBt automorphe Form zu I' vom ‘Gewicht % {(ganz rationale Zahl)
zum Multiplikatorsystem v, wenn gﬂt

1. fist holomorph,
2. fliM=v(M)-} fur Mef‘
Dabei werde allgemein, :
f|kM(Z _|CZ—[—D]“k;‘(M<Z.;_ 1M

gesetzt. Wir definieren nun die Hemutesche MQdulgruppe n-ten
Grades zum imagindr-quadratischen Zahlkérper K:

I(K)={Mcf,|M ganz in K} (7
und die Siegelsche Modulgruppe #-ten Grades:

I,={McQ,| M ganz rational}. ' (8)
Im folgenden ist I stets eine mit I, (K) bzw. I, kommensurable
Untergruppe von £2, bzw. £2,.

Wichtige Beispi¢le von Gruppen, die mit I', kommensurabel smd
hat man in den Siegelschen Stufengruppen

r()=(; Jrun(s 4" ©)

wobei T eine Elementarteilermatrix vom Typus

mit ganz rationalen {,>0; ~|t,+1 fiir alle 1, j und

(D)= {M M‘“’|M’( TT)M

To ; M ganz rat} (10)

sei. Eine automorphe Form zu I heift Hermitesche bzw. Siegelsche
Modulforin #-ten Gradés zu F, wenn im Falle =1 noch eine gewisse
Beschranktheitsbedingung ,,im Unendlichen™ erfillt ist. Der Vek-
torraum dieser Formen wird mit [T, k, v] bezeichnet oder auch mit
[[, k], wenn es sich um das triviale Multiplikatorsystem v=1 han-
delt. Bekanntlich gilt ) h

dim [T &  &mIl.0 ] 0, falls wz==1
PR U ) 2 Vs = .
: I<e : v 1, falls v=1

dim[F, k,v]=0, falls k< 0."

— 6 —
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Obwohl sich ein Teil der vorliegenden Untersuchungen verallge-
meinern 1a0t, wird aus Griinden der Einfachheit #=2 und K= Q {7}
(GauBscher Zahlkdrper) vorausgesetzt. Die ganz algebraischen
Zahlen in K sind die Zahlen a= & ¢4 mit ganz rationalen 4, d.
Wir nennen sie ganz schlechthin.

III. Konstruktion gewisser Modulformen mittels Thetareihen

Zu zwei ganz rationalen Spalten a= (f:‘x), b= (:1) definieren wir
die Thetareihe :

@(z;a,ﬁ)=}gje(z{g+ e a}+zRe"2*““' bg); ZeH, (11)

wobei allgemein
e(@)=e™ und Z{}=%Z3 (12)
gesetzt werde. Die Summation laufe {iber alle ganzen Spalten g= (?) .
o
Die Reihe &(Z; a, b) steht in engem Zusammenhang mit der z.B.

in [4] eingefiihrten Thetareihe
BZ;a6)=DeZisg+ia+bq) (ZeS).  (13)
9

Die Summation ist hier tiber alle ganz rationalen Spalten g zu er-
strecken. Wir 1e1ten einige einfache Elgenschaften dieser Theta-
reihen her.

a) Ist a=a*mod 2, b =b*mod 2, so gilt
B(Z; a,b)=0(Z; a*,0%), H(Z;a,0)==+8(Z;a% b*),
wie die Substitution . |

a>g+- 1 (@a*—a) baw. gg+ 1 (a*—a)
zeigt.

) @(Z;a,0) und #Z;a,b) verschwinden identisch, wenn
a'b=1mod 2 gilt.

Die Transformation g—+ —ig—ia zeigt nimlich
O(Z;a,0)=(—1)*"0(Z; a,b).

Fir 4(Z; a, b) kann man dhnlich schlieBen, die Behauptung folgt
aber auch.aus

) OZ; 0, b)=*(Z; 0,b) fir ZcS8,.

J— 7 J—
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Fir symmetrische Z gilt nimlich
; L1 -
z{g+ 5 0l =z {3+ 50} +2{5+1a},
wenn { bzw. § den Real- bzw. Imaginirteil von g bezeichnet.
d) O(Z;0,0)=6(Z";a,b).

Zum Beweis hat man die Formel Z {s}=2'{3} zu verwenden.

Es gibt mod 2 zehn verschiedene Moglichkeiten fiir a, b unter
der Nebenbedingung a'bh=0 mod 2, nimlich
1
1
1)'
1

a
(a) = (
estunmten zehn Theta.reﬂlen wird (ab-

0
o
0
1

0 1
0 0
1 0
11001

OOOO
OOO*
e R L =
O'*'*O
QOn-hnL

0.
0
1
0
Das Produkt der dadurch b
weichend von [4]) mit-

=

Z)=T]6Z;a; B) fui' ZGHE, - (14)
#Z)=]] #(Z;ab) fur ZES, (15)

bezeichnet. Nach ¢) gilt
O(Z)=92(2) far Zc§,. (16)

Die folgenden Untersuchungen verallgemeinern Satz 1 in [£].

Satz 1. (1) O(Z) ist eine symmetrische Modulform vom Gewichi 10
z2u I'y(K), d.h. es ist

O(Z)c [[,(K),10] und O(Z) =O(Z')
(2) O(Z) verschwindet auf der Mannigfaltigheit
N= {Z (::" j‘) ¢H,; 7= @23}

in erster Ordnung, und jede Nullstelle von 0(Z). wt emem P@mkt m N
bezuglzck T, (K) aqmvalem

by Z-2Z {U} U’Z U U unnnodular-s(ﬂ h.; W und U1 ganz),
(C) Z—>—Z771 T Z‘i":\_; 8 b i\fﬁf E AL
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erzeugt wird. Der Wittsche Beweis [13] fiir das rationale Analogon
dieses Satzes ist auf den Fall der Hermiteschen Modulgruppe zum
Gauflschen Zahlkdrper unmittelbar zu {ibertragen.

Die Gruppe der ganzen Hermiteschen Matrizen wird von den
speziellen Matrizen

S=( =0 s=Cd s=(2)

erzeugt. Fiir diese gilt - .
60z +Sab)=¢ * 0(Zia,b+ (%),
OZ+ S, 0b)—c 1 O 0z:a5+(, ), )).
O(Z+ S5, 0,0) =™ HZ; a,b+d),
HZ+S,; a,b) = O(Z;0,04+4d),
falls a ,._( J a —-( ’) gesetzt wird.

Da es unter den zehn Thetareihen jeweils genau vier mit a,=1
und a,=1 und genau zwei mit #,4,==1 gibt und da entsprechend

bb+(*FA), b5+ ( b>b+d

1+a)
Permutationen der zehn Restklasseh(ﬁ) mod 2 bedeuten, folgt

@(_Z#-S) o(z) fir S= (:" ::)

{17)

S, Sp ganz ra_,tlonai, $§; ganz.,

Wir ur;’g_ersuchén nun das Transformationsverhalten von &{(Z) bei
unimodularen Substitutionen. Die Gruppe der zweireihigen uni-
modularen Matrizen wird von den speziellen Matrizen

Ul"—“'(:) :)’ U*'“"(1 o) Usz(; (1))
erzeugt.

1. U=U,, U,.
Mit g durchliiuft Ugq alle ganzen Spalten, also gilt
GZ{U}; a,0)=0(Z; Ua, U'1h).

Die zehn in Frage kommenden Werte von a, b werden durch
T ‘
(5=} (mod2)
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permutiert. Mithin ist’
OZ{UN=06(2) fir U=U,U,.
2. Die Substitution g, — —z’g1+a1 zeigt .
AZ{Ug}; 0,0) = (—1)""O(Z; a,b)-
Da genau ein g, b mit 4,5,=1 vorkommt, gilt
OZ{U=—6(2).
Zusammenfassend kénnen wir damit
Z{U}) =|U|®@(Z) fiir unimodulare U=U@ (18)
feststellen,

Es bleibt das Transformationsverhalten bei Z— —Z-1 zu unter-
suchen, was nach bekanntem Verfahren miittels der Poissonschen
Summenformel geschehen kann. Von selbstindigem Interesse ist
vielleicht die Reduktion der Betrachtung auf den Fall der ,ratio-
nalen’ Thetareihen. Es sei

'Z" 1( AN A z(Z—Z’))' .

—i(z—2zY; z+z') {19)

Dann gilt
Z{g} =Z{x+1iy} firreelle g,1.
AuBerdem rechnet man leicht nach:
2 =2, |Z|=|z]~
Definiert man daher zu reellen #-reihigen g, t) allgemein
}Z;n9) =2 eZ{g+i}+b'y) fir Ze§,

wobei iiber alle ganz rationalen #-reihigen Spalten g summiert
werde, so gilt .
0Z;a8)=8(Z; (1), (3) fir Zem, (20)

Das Transformationsverhalten von #(Z; , 1)) setzen wir als bekannt
voraus. Aus

H—Z; g, y) =i Z]te T E09(Z; y, —g) -mit ZeS,, (21)
folgt in der Tat die Thetatransformationstormel
O(—2;0,b)=—|2| 0(Z;6,0). (22)
Mit &(Z; a, b) ist auch @(Z) beziiglich Z-~Z’ invariant. Damit ist
jedenfalls Teil (1) von Satz 1 bewiesen.

—_— 10 —
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IV. Abschiitzungen der Thetateihen

Teil (2) von Satz 1 wird durch direkte Abschitzung der Theta-
reihen in einem geeigneten Fundamentalbereich von I'y (K) bewiesen.
Sei X der Bereich der zweireihigen Hermlteschen Matrizen, die den
Bedingungen —+<2, %y, %, X g ¥
geniigen. Hierbei und auch gelegentlich im folgenden verwenden
wir die Bezeichnung

4=Rea;, d=Ima. (24)

Sei weiterhin R ein Fundamentalbereich zweireihiger positiv de-
finiter Hermitescher Matrizen Y beziiglich der unimodularen Sub-
stitutionen -

Y>Y{Uy=UYU (U=U"® ynimodular).

Nach {2] ‘stelit der Bereich F, der aus allen Matrizen Z=X+7Y
besteht, die den Bedingungen

a) XeX,

b) YecR,

. 4 B

¢) |CZ4+D|z1 fir M= (C )2 (B)
geniigen, einen Fundamentalbereich beziiglich I'y{(K) dar. Einen
Bereich R konnte man der Humbertschen Reduktionstheorie ent-
nehmen. Im Falle des GauBschen Zahlkorpers ist es jedoch ein-
facher, analog der Minkowskischen Reduktionstheorie wie folgt vor-
zugehen.

Sei Y==Y® eine positiv definite Hermitesche Matrix. Aus der
Menge der unimodularen Matrizen U= (u,, 1), fiir die Y{u;} mini-
mal ist, wihlen wir eine aus, fiir die Y{ir,} minimal ist. Wir konnen
und wollen annehmen, daB der Real- und Imaginirteil von ii, Yu,
nicht negativ sind, was eventuell durch Multiplikation von u, mit
einer Potenz von # zu erreichen ist. Die Matrix Y{U} heifie dann
reduziert. Die Menge der reduzierten Matrizen ist der gesuchte
Fundamentalbereich R. Eine reduzierte Matrix ¥V = (;‘1’ Z :) gentgt

offensichtlich folgenden Bedingungen:
(@ Y gl} = ¥, falls g,, g, teilerfremde ganze Zahlen sind;

(b) Y {gl} =Y, falls( g‘) unimodular ist;
© n.d=zo.

1¢ Heidelberger Sitzungeberichte 1967 — 11 —
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Hieraus leitet man leicht die Ungleichungen -
025,25 9=y (25)

ab. Eine kleine Uberlegung zeigt, daB z, und z, im bekannten Fun-
damentalbereich der elliptischen Modulgruppe enthalten sind, wenn
(:" z‘) in F liegt. Hieraus folgt, daB F in dem Bereich B ent-

s %3

halteri ist, der aus allen Matrizen von H, besteht,; deren Hermite-
scher Imagindrteil ¥ =(2* ::) den Ungleichungen
1 .

0529, 29, 23 ==y (26)
geniigt. Wir gehen jetzt an die Abschitzung der Thetareihen. Zu-
niichst betrachten wir den Fall a=o:

9(2. 0, b —_ Z (____ Re(1+i)b!ge(z{g})-
Man ziehe das zu g= o gehdrige Glied auf die linke Seite und schitze
den Rest durch die Betragsreihe ab.
|©0(Z;0,8) —1] =< —1+0(EY; 0,0); Z--X—|—4'Y.

Es folgt O(Z;0,0)0, falls O(EFY;0,0)<2.

Wir bestimmen das Maximum von @(Y; o, 0) im Bereiche

n={r=(:7)

Offensichtlich gilt ‘

={Z|Z=X4iYcH,; Ye¥g}.
Beachtet man, daB Y’ aus Y entsteht, wenn man ¥; ins Negative
iiberfiihrt, so folgt aus den Eigenschaften des hyperbohschen Co-
sinus, daB

GV e Y@

eine monoton wachsende Funktion von: || ist.. Eine entsprechende
Aussage gilt daher fir &(:Y'; 0, 0):in Abh#ngigkeit von #; und nach
einem hnlichen SchluB in Abhéngigkeit von ¥;. Da e(iY{g}) als
Funktion von y, und y, monoton fallend ist, folgt aus den Reduk-
tionsungleichungen (25) die Abschﬁtzung

0s2y1,2y1,a5y05y2} a>0. (27)

Yo 9. Yo 1-2“%' '
Q(s(ly) no)g.g_\—t;i% " ,n.o‘

oftin(, 2/ mo)

—_— 42 —
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Das Maximum von 6(; Y ; o, o) im Bereiche ¥, wird daher im Punkt

Yo=ta(,2 [T (28)

angenommen. Leider zeigt eine numerische Rechnung
@(@'Y;Vg; 0, 0) > 2.

Wir begniigen uns daher vorerst zu beweisen, daBl &(Z; 0, b) in F
auBerhalb eines geeigneten Kompaktums keine Nullstellen hat. Zu-
nichst beachten wir

Es gibt also ein 2,>0, so daB @Y ; v, 0) < 2 fiir Ye¥, gilt.
Wir betrachten jetzt den Bereich

XIS

Offensichtlich ist die Menge der Punkte aus F, deren Hermitescher
Imaginirteil nicht in ¥* liegt, beschrinkt. Sei a> a4, und

¥ 1+i?
[1] L]
Y':( . 2 )GY", aber Y¢¥, .

1—1%
2 Yo ¥

Mit g= (g:) gilt
Yig}= Y,.o{g} + (Y2 —¥0) gaBy = Ym‘; {g} -+ (a —a,) g3 8s-
Daher gilt fir beliebiges Ye ¥*; Y¢ ¥, (a>>a,) die Ungleichung

BEY;0,0) = > e(GY,5{a) + (@ —a0) g2 8a) -
Es ist aber '

lim 3% (6 Y0} + (@ —an) g =

Es gibt also ein Kompaktum K in F, so daB €(Z; o, b) auBerhalb K
in F keine Nullstelle hat.

Es sei bemerkt, daf fiir die numerische Rechnung die Ab-
schitzung ,

S e‘%vw)’< 2.

= — 00

¢ TP =0,065... < 0,07
geniigt.
Wir betrachten nun

N

—_ 13 —
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Fiir die Nullstellenuntersuchung ist folgende Umformung von Be-
deutung:

£.(2) = (—1)° 2
o (r0— by —125) +(= 1)
. 0
Z —1 s(g1+gl)g(Z{ gi—{-‘;}—Z{ig—‘&})X (3 )
> ga+ 2 2

g
X ;ﬂ (— 1)t "(”( e :iz))

Dabei ist a, die nichi_: welter inte_ressierende Zahl
a,=2(g+8t st ThE— T & T+ +1.

Von der Bezeichnung Z= (j“ :‘) werden wir auch im folgenden
Gebrauch machen. .

Der Beweis obiger Identitit beruht auf der Transformations-

T )=o),

sie ergibt sich vermittels der Substitution

. & &
1t 141 . ,
o'} (g,+ 1"2“) _)(ga.+1—_"zﬂ)’

wenn man noch die Invarianz der Thetareihe beziiglich Z—~Z" be-
achtet, '

Es folgt nun

26050, () =2 o) + 0§ o)

=Z (__ 1)3(&14—5) [g (Z {g3+-li—;l;i}) + (—1)° ( ,{i 1-{-1} {gz_’_g‘ll _21% })}

Eine leichte Rechnung zeigt

141
s [1 142 s, A . %
SOTRee W30 Y EAPS

2

— 14 —
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Beachtet man

e
=(_4)eg(z{’+ 1+s}) ( ,{1 ‘+’}{g,+;:i}_
o, ) o] oy S

, +3 LI & . .
Xe( Z “ {gﬁiz-i—s}-l—Z{g’_l_g_}z_})-[—(—.i)},

so folgt
20(23 1) ¢(o) = (=1 Zﬂ(—«)ﬂéﬁﬂ)e(Z{;,,f?j})x

x[e(ze— 1{’;@. — 1-m4,)“" +(— ]—!-Z(_ni)a*(gﬁgn)x

ag<9

ol g o]

In der zweiten Teilsumme, in der tber a,< 0 summiert wird, fiihren
wir die Involution

SHio&t(—08—1 L—>idh
aus; sie bewirkt

41 g+ {144 g+ 2
+ {1 144 , = ' .
a)Z{ }{ga_]_ 1+z} Z{ 7 12z}~—>Z {E:+ 121}
p .
=7 11+i}.
g+ )
g

C) (_1)5(8!14"3:1) — (_ ‘I)"? (_1)5(8.1_4'?1)‘

b} ay,— —a

Die beiden Teilsummen stimmen daher tiberein, und die behauptete
Formel ist nun leicht zu bestiitigen. Wir beweisen jetzt, daB f,{Z)
in F auBerhalb eines gewissen Kompaktums keine Nullstellen hat.
Wir ziehen aus der Reihe die Glieder, die durch

A E o — 1+i =0
g+ 2 2

— 1y
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bestimmt sind, d.h. die zu
M= (o] 325~

gehorigen Glieder heraus und schitzen den Rest durch die Betrags-
reihe ab. Wegen (25) gilt

. & ) . '
|f.(Z)—4|g@(Y)jeM;g>:(@Y{ga+ 111}_,y{17+,})ag

Wir zeigen, daB f,(Z) in ¥* [s. (29)] bei geniigend groBem a keine
Nullstellen hat und beachten hierzu ililg hy (Y)=0, falls 4 der kleinste

Eigenwert von Y ist. Daher existiert jedenfalls ein @,>0 mit
f(Z)=F0 far Ye¥, [s. (26)].

Die Behauptung, daB /,(Z) in ¥*bei hinreichend groBlem (von Z
unabhingigem) a keine Nullstellen in ¥* hat, folgt daher aus

yﬁjnwh1(y) <4 fir 0=23;29, %'wa = Yo = .

Fihrt man den Grenzﬁbergang aus, s_o erhilt man

lu’n h(Y)=4 i 8“’*(%»‘+u(1't—y1))Zemn(:vnu'-&«u(y.-f- 3) 2n+1)—

% == 00 7wl

=4 ) e_Tﬁ"(g"_l)Ze_Tm' (2n+1)—4<4.

H=—00 EE

Ahnlich kann @ (Z ; (;), s(;))) behandelt werden. Da diese Reihe

aus @ (Z ; (?), & (é)) durch Vertauschung von z, mit z, entsteht, ver-

schwindet

At
. ofes (1) +() (2| 7)) .
: [T "

in F auBerhalb eines geeigneten Kompaktums sicher dann nicht,
wenn

Jim 5(Y)<4 fir 025,29, 4135
gilt. Man zeigt leicht | |
& 2
%yﬁm hl(Y) = (Z e—-n?a(n"-i'ﬂ) (2.”2 _{_2” _i,. 1)) <2
> 00 - #=0

— 16 —
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Ahntlich kann

o(z: (). <(J)

behandelt werden. Hier ist folgende Formel von Bedeutung:

A4
oo 2|2
g(Z)= 25— @z, PN :
(e(5=2) + ) (25 + )
ke et 1+
2| i) ot
2

R

Dabei ist

by= (28 +1) (B + 8+ 1)+ 28 +1) Ba— 2,
=28 +1) @+ &+1)+ 24 +1) (g —5).

Zum Beweis gehen wir von der Transformationsformel

@(Z; (:) 8(:)) =(“1)'@( ,{(1) S}(:) e(:))

aus. Es ergibt sich

1+1.

20(2:(3). o(}) = 2 (— )t aerivriv [e (Z{ o g
BT

143
—i—(-—-1)"e(Z' a7 1|
. igy+ _12_“

Eine leichte Rechnung zeigt

o+ 1+1 e+ 1-[—1 is
Z 1+£ —Z +£ === Y%
fat——5— igat >

2a Heldelberger Sitzungsberichte 1967 — 47 —
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5+ 1+
A
g+ 2

Aus

14
.z gt 111:
g2+ 2

i .
Nt Llet e

'] . e A e
igat _12““ &t @r

144
-—Z’[ &+ 2

ig+ it

)
2 .
141 144
. €1+T , &+ 2
=(—1)etZ 1t g Z-' i
g2t 2 : T8t 2

folgt nun

J#o
26(z:().of)

1+4
e | Bt —— e .
=b§o(_1).«gl+g.+g.+g.)g (Z [ —21+;D [,, (ii_;:_ g)+ (—1) ]+

igy+ 3

gt 12

1

—1 s —_ 5(8‘1+.8.;+8.|+El) 2

+( )b‘;o(, 1) e(Z{ 1+'li

gt 2
5n—iz e
x[e(— AR b4 (—1) J
Die Involution
gG—>8—1; La—>—ifa—1—1%

fithrt offensichtlich die zweite Reihe in die erste iiber, so daB man
folgendes Zwischenergebnis erhilt:

o(z:(). <)

= D1 (—)ethtEtatii g zv{ g1+'1._2'_.i' D [6(21—_1-?15)4-(—1)8]
—1+if f—i 97T :

bg>0 ‘ig,—|-

Wir verwenden jetzt die Formel
o(z:(3). e[ = 1oz {s () ()

- 48—
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oder
Hieraus folgt
W0
= 3 (— 1) Et it [3 (z'l ' )+
_ 2
)
“*‘“”’3(Z|f )| e o
I T T
Eine leichte Rechnung zeigt
A+i
A
T
=(—¢)*e(Z’ [‘m _2,+,D [e(— 25 e+ (=10

26(Z:(). (D) =0 (2: (1), « () + (=10 (2 f, (1), (1)
by>0 g+ —H_i
e( .| &t i:"‘: ])+( ‘.l)s .Z &t 1+1 )
. —1)%e
iyt —LH ﬂr1?
£t

Wendet man in der Teilreihe, die durch ¢,<0 definiert wird, die

Involution ‘ - ‘e .
Eim>r—&H—1; ga—> —1gy—1—1
an, so folgt

Q(Z;(:)’a(:)) | g+ 1+1

4 2
e ]

Damit wird die behauptete Formel fiir g (Z) evident. Zieht man in
der Relhendarstellung fir g,(Z) die Glieder zu

7 g1+1+' ol 1'2‘"]‘. -
1. 1+ e
B Ty S G

2

2b Heidelberger Sitzungsberichte 1967 — 19 -
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0| —1|—i|—1—4
. M2={(0|—1 —i —-1—i)}
auf die linke Seite und schitzt man den Rest durch die Betrags-
reihe ab, so folgt

d.h. zu

|g.(Z) — 4| =2,(Y) fir 0=2j <29,
mit

.€1+ 1+i T
hy(V)= eliY AR A2 & B LAY
2( )bg>0;cq>z‘,0;9€M'( l—gs"“ 1it, : I__‘:,zti}) o

Nach einem bereits zweimal verwendeten Pﬁnzip verschwindet
£.(Z) auBerhalb eines geeigneten Kompaktums in F nicht, wenn

lim A, (Y)<4 fir 0=2¥,2%, 43 <

Yy 00

gilt. Eine leichte Rechnung zeigt

-}hm ) (Y)-|—1 S[Z‘? Fi (2n+1)r<2

He=0
Aus den bisherigen Abschitzungen folgt

Es gibt ein Kompaktum K F, so daB die holomorphe Funktion
OZ) /= (Z) mit’

w01~ e 28] )
X[ﬁ(%)“][ﬁ(%*m—f—ia)*‘]x
X{""(zrf—ir?::)—‘][ (=t —724) 1
x| (’"2 )] |

in F-K nirgends verschwindet. Wir bemerken daB «(Z) auf der
Mannigfaltigkeit

(34)

N={ZcHy|t,—iz)= S{ML} (35)

in erster ‘Ordnung verschwmdet und daB ]_ede Nullstelle von «(Z)
einem Punkt aus N beziiglich I'y (K) dquivalent ist. Wir zeigen z.B.,
daB die Nullstellenmannigfaltigkeiten

A %g

14 + P

2= und 2, =142

— O ——



Modulformen zweiten Grades zum rationalen und GauBschen Zahlkérper 21

dquivalent sind. Aufgrund der Thetatransformationsformeln gilt

oz (), (Dot =0 (z: (. (1) mie g1,

: 01 ' 10 10
M'_—_(E 1 0)( EE)(E oo)( 0 E)(E oo)
o E/)VEY\o E/VE\y £
Es ist plausibel, und eine Rechnung bestitigt dies auch, daB M
die Aquivalenz zwischen den beiden Mannigfaltigkeiten liefert, Wir
haben noch zu zeigen, daB in dem Kompaktum K keine Nullstellen

von 9(2) auftreten auBer den bereits festgestellten Hierfiir beno-
tigen wir den

Hilfssatz 1. Sei f eine Modulform zu Ty(K) bzw. zu einer mit T,
(n>1) kommensurablen Gruppe. Dann besitzt die Nullstellenmannig-
faltigheit von f in Hy[T,(K) bzw. S,/I' keine kompakie Zusammen-
hangskomponente.

Der Bewseis ist im Anhang zu dieser Arbeit gegeben. Um diesen
Hilfssatz ahzuwenden, betrachten wir ein System M von Substitu-
tionen M¢Iy(K) mit den Eigenschaften:

a) McM=M{N)~B*}0 mit

B*={ZcH,|XeX; Ye¥, 5 [s. (27)]. (30)

b) Ist Myel,(K) mit M;{N)nB*<=@, dann gibt es genau ein
MecM mit M {N)y =M, {N>.

Satz 1 besagt nun gerade:

/ )/ TTa(M1Zy)4+0 fir ZcB* mit a(Z)=z2—iz.
MeM

Da diese Behauptung auBerhalb eines gewissen Kompaktums richtig
ist, geniigt es nach dem Hilfssatz zu beweisen:

1. &(Z)=£0 fir ZeB und z=14z [s (33)].

. Mit _ :
2 o1(2)=0(2)- 6 (Z: (3). (1) (37)

und
ﬂm{MEM|M<N}=}=N,N{3?}} (38)

gilt

8* (2) / JTaM¢Z) %0 fir ZeB* und  z=iz [s.(36)].
mc i

Wir beweisen zunichst die erste Behauptung.

— 3 —
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Fir 2, =12 gilt

' 141 1414
e@—4=s ¥ ofiv] ST iyl T2 )
bg>0; 05> 0; 06 M, | —ga— 1-25-1 | _ 1-2|—¢

L Xby D ef2n).
DS”<6‘
Mit Y=V {g 1?‘_‘} ¥= ?: z:) erbalt man |
l6.(2) —4| = D¢ (1Y{}+ 1?{;}—_-@'?{;}'-._i?{_.}}ﬂn&;)x
X(be—ad). -

Die Summationsbedingungen lauten
@, b, ¢, d ganz rational; a=c=b4-d=1mod2;
0=wn—ab-—cd; ad<bc.

Der Faktor von 2.5"1 1m Exponénten berechnet sich zu ab+ c'd—l—*l
-+ 2#. Hieraus ist ersichtlich, daB obige Reihe als Funktion von §,
monoton wachsend ist. Thr Maximum liegt daher bei

¥= —;—VE(: ;) L

Verwendet man (: ;) = ((1) 2) {; :} 50 ftrlgt Imt Hﬁfe von

Zﬂ—lnﬂ?xSZg ﬁ"g 1,4

#=l n-o

die Abschitzung
|g.(2) —4| éti@e%ﬁ}i{n} —2) (be—ad).

Die Summation {iber 1’ = (2, b, ¢, d) unterliegt den Bedingungen
'ﬂ' ganz rational =i= (11 0) 01 '—1)J (0) {l 1: 0): (0) _13 —13 0)3 (—11 01
0,1); at+b=c+d=b+d=1 (mod2);

ad<be, O<b4d*—ab—cd.
Es zeigt 51ch nun,’ daB Pyl e

|2.(2)—4| 1,4 xe TP <4
mit |
- (bc—ad)

.;.ﬁ!;s,i’fi‘ ﬁ, é,d

e
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ist, wobei tiber die ganzen 4, b, ¢, d ‘summiert wud die den Be—
dingungen
PP A P=4n+2, ad<be, o<52+'dﬂ—ab—'cd,
atb=ct+d= b—f—d—1 (mod 2)
geniigen. Dabei beachte man
5L=i2n+1) D 1s16(n+1)(n+2)(n+3)

BHOLS D =dn+2 -
Es bleibt noch die zweite Behauptung zu beweisen. Wir stiitzen uns
dabei auf das folgende Lemma dessen Beweis vorerst zuriickgestellt
wird.

Lemma 1. O*(Z) (betrachtet als Funktion auf N) verschwindet auf
{ZEH !zl_aza_ H"’} . N{(N>nN;

e olds (39)
N'='(° 1 )
Voo |1 o '
00 |0 —¢
in erster Ordmmg und jede Nullstelle von @"(Z) ast einem Punkt in

*
N* besiglich  pu _ g 1y (R)| M (N — % @

dquivalent.

Sei M* ein System von Substltutlonen aus I'* mit den Eigen-
schaften

a) McM*5 M(N*>~B*~ N=§.
b) Ist M,eI* mit M; (N*>~B*~N=@, dann gibt es genau ein
MeM* mit M(N*) M, (N*S.
Mit 5(Z)=a (N1 <Z>)=~'—'—z(zl-}—zz3—1——z) folgt aus Lemma 1,
daB die holomorphe Funktion
0*(2)/ ] b(MZ))
MeM*
in B¥~N keine Nullstellen hat. Sei nun M,, M,cM*, dann ist
M N{N>3+=M,N{N), es kann also angenommen werden, daB
MecM* = MNeM, also ¢M [s. (38)],
daher gilt sicher _
. Z)/ I a(MZX)+0 fir ZeB*~N.
- Men
Nun zum Beweis von Lemma 1. Eine Verschirfung hat man in

— 33 —
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Lemma 1'. .0 (Z) verschwindet auf Ny ={Z¢ Sy|zy=13} in erster
Ordnung und jede Nullstelle von 0,(Z) ist etnem Punkt aus Ny beziig-
lich T dquivalent.

Dabei set

{MGQS’MO MMgicr*; Mo_(OU_) U,= (Oiit)}, (41)

03(Z) = 6*(2) |\ M, fir ZeS,. (42)

Wie zu Beginn des nichsten Paragraphen gezeigt wird, ist I'=

r (; (2)) also eine mit I', kommensurable Gruppe. Es wird sich

herausstellen, daB

B;‘ ={ZESZI —_ %‘ gxo, ¥y, 2x3 é%; 0 g 2.71: %V;éyl)»' zyZ} (43)

einen Fundamentalbereich von I' enthilt. Offenbar ist @5 (Z) eine
Modulform zu I' (vom Gewicht 9, zu einem nichttrivialen Multi-
plikatorsystem), die auBerhalb eines gewissen Kompaktums in B}
keine auller den in Lemma 1’ aufgefiihrten Nullstellen hat. Noch-
malige Anwendung des im Anhang bewiesenen Hilfssatzes reduziert
die Behauptung auf

1. 6(Z;0,b)+=0 fiar ZeB,; zl—-@zs—'f'

2. @(Z; ({1}), e(:)))=|=0 uéd @(Z, ( ) | ( ))=f=0 in demselben

Bereich.

- Die erste dieser beiden Behauptungen fo‘lgt aus

| ©(Z; 0,5) —1] g(,.Z e—ny.,,; LZ e_,,m, 3

=—00 o — 00

<[ 3 *%3’5"' ;_'
= Dle 1<,

# o0 .

die zweite aus

o12: ). e(3)e( 2 s3]}~

2

[7olgal‘+y-(|g. Eal ;)]

= —4+3e |
4+L 2!’3”’ Z "i.ﬁ("’+”))n<4.

R ¥ N—
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Damit fehlt zum Beweis von Satz 1 nur noch der Nachweis der
Tatsachen, daB I' [s. (41)] mit I (:) 2) tibereinstimmt und daB By
{s. (43)] einen Fundamentalbereich von I' enthilt, was sich im nich-

sten Paragraphen ergeben wird.
V. Die Siegelsche Stufengruppe I' (é 2)

Im folgenden sei stets T='((1) 2)

Wir wollen diejenigen Funktionen auf 8, bestimmen, welche

sich in der Form
w@) =i(z{} 2 : (44)

schreiben lassén, wobei f eine symmetrische Hermitesche Modulform
(zweiten Grades zum GauBschen Zahlkérper) sei. Hierzu ist folgende
Gruppe von Interesse: [s. (41)]

— {Me | Moparer, ) My=(3 2 ) =1, 0 )
Es gilt
r— (E 0

O (5 ) = {100 = b seets; (0 )1t

=( 2 o) ()M (35 sane}.

Setzt man '
M=(Gpy A=) B=Q) =23 0=(1)
so gilt offensichtlich o |
—_m{M[M_:M“)ganz rat.; M'(_OT g)M

'=(__0T g); dy=by=c3=1dy=0 modz}.

Die Kongruenzbedingung ist automatisch erfiillt, denn

= (3

ist eine ganze Matrix. Also haben wir bewiesen :
I'=ryr),; r=r(T). : -(45)

— 25 —
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Die Gruppe I'(T) besitzt in £2, eine Erweiterung vom Index zwei,
nimlich :

. W~ Do ~

FO)=r@ori; H=(5q4): U=1)2(; 5)- 6
Man sieht leicht, daB F(T) eine Gruppe ist. Es gilt |

. Cwr AR BN _ (225
uGo=Cen)

Beachtet man, daB Z -+ Z {: ;} zu F,-(K) gehort, so resultiert

Lemma 2,

fe [Ty (K), 4%] = foe [F(T), 4%]  [s. (44)).

Wir werden die Modulformen zu F'(T) bestimmen. Hierbei ist die
Gruppe .
Ty=I(T)n I, (47)
von Interg:sse.
Lemma 3.

r(T)=FOUFGM1UroM2=FnUM1reUMsro,

Ml - ( _OT Tc')'l); M, _ (]é‘ I;l) ‘

Diese Zerlegung I'(T) in Restklassen nach Iy ist disjunkt.
Beweis. Eine symplektische Matrix M= (g g) liegt genau dann
in I'(T), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
A= m-(E) c-(ni) o=l 9
a4, b;,¢;, d; ganz rational fir i=1,...,4. ‘
Man beachte

sy u(Es

_(.4 BT)
0T 0T/

rac Tapr)eTell)=T"
Wir machen drei Fallunterscheidungen.

1. a,=0mod 2.
Dann gilt

(3 71) = (3 EEen we eriu,

denn A T ist ganz rational.

— 26 —
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2. a,=b,==1mod 2

M-(ﬁ_ ‘—g”l)el‘o, also MeIyM,; denn—AT-*4+B
ey, by By . _
o (a, -}a.) +(ba '}’?4) st ganz rational.
3. bQ,EOmOdZ,
Dann gilt schon MeT,.

Man kann zu jeder Modulform zu I', mittels Symmetrisierung
Modulformen zu I'(T) konstruieren; dies besagt

Lemma 4. |

@) fello, k1= f+fls Mi+f| Mye [T(T), &

b) felTo kol =f-flsMy-f|s Mye [I(T), Bk ).
Jeden Wert, den das Multiplikatorsystem i annimmt, nimmt auch-v an.

Beweis. Ist Me(T), so bildet {M, M, M, M, M} wieder ein Ver-
tretersystem der Linksrestklassen von I'(T) nach I'y. Es gibt daher
Agly; i=1,2,3,50 daBB {M, M, M, M, M}={A7}, A7'M,, A7'M,}
gilt. Die Behauptung des Lemmas ist damit evident, und man sieht,

daB
”(M =v(4;-4,-4,).

Wir konstruieren nun mittels Thetareihen eine Modulform zu I,
vom Gewicht 2. Dazu ist es notwendig, ein wenig genauer das
Transformationsverhalten von #(Z; a, b) zu studieren. Fir die Er-
zeugenden der Modulgruppe I'; und daher fir beliebige Me I, gilt
aufgrund unserer Untersuchungen

BT 0, )LM= (M) 02(Z; 6, B). (48)

Dabei ist s, (M) eine vierte Einheitswurzel, deren explizite Be-
rechnung [8] uns nicht weiter interessiert. Die Zuordnung

et

stellt eine Permutation der zehn Werte dar. Wir wollen sie genauer

untersuchen und fithren hierzu die Bezeichnung

: ayy :

@Wo=(). for 4=a=(a)
2 4

ein,

— 27 —
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Lemma 5 ([8]).

/a D -G\ (C” Dy ... . __ (4 B
6= =15 26 +((& ppmoaz M=(C plers
Beweis. Die Behauptung des Lemmas gilt fiir die Erzeugenden
der Modulgruppe Iy, aulerdem beweist man leicht
) /N _ o
(M- My) (3= M, (M2 <b>> mod 2.

=t Ber p=[3)

Aus dem Beweis zu Lemma 3 ergibt sich mittels einer einfachen
Rechnung

Es sei jetzt

o o*
M <g> = (d't*“ﬂ) mod 2 fir M eI(T). (49)
. ]

Da die letzte Zeile von M fiir Mc T, nicht lauter gerade Elemente
enthalten kann, ist 4, ungerade, also folgt

d4azsa2mod2 fir Mel,. (50}

Das Produkt der vier Thetareihen #(Z; a, b); a,=1 ist somit eine
Modulform zu I, vom Gewicht 2. Nach Lemma 4 gibt es ein
Multiplikatorsystem v,, so daB

2(2)=I14(Z; 0, b} X

(51)
x( %, B))|, M- 1_7.’9 (Z:a, 5)_)j'|sM_2é [F(T), 6,2,]
gilt.

Satz 2. ¥(Z)c[I(T), 6, 2] verschmﬂdet auf dey M anmgfulhgken
No={z|z= (""” Mesy; 21—0} (52)

in dritter Ordnung und jede Nullstelle von x(Z) ist etnem Punkt aus
N, beziiglich I(T) dquivalent.

Bewez’s Wir zeigen zunichst, daB der Bereich

{Zessl —F =%, 2,253 =%; 0=2y,, %V— = Yo, 23’2} [s- (43)]

einen Fundamentalbereich von I'(T) enthilt.

In der Gruppe I'(T) liegen die unimodularen Substitutionen
Z=>Z{U}=U'ZU, U—(“" ::) unimodular, %; ganz rational (z—
1,2, ..., 4), mit der Wirkung Y —Y{U}.

— 28 —
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Ein Fundameﬁtalbereich beziliglich dieser Substitutionen wird,
wie manleicht der Minkowskischen Reduktionstheorie entnimmt,
durch folgende Ungleichungen definiert:

0=2y; = Yo, 25 (53)

Wir betrachten jetzt noch die Ungleichungen

Icz +Dlz+; M=(i Dlen(T) fir Z=(37)cs,.
. #1 29

Aus ihnen folgt |ezo+d| =1, | 2cz2~+-d] =1 fiir ganz rationale teiler-
fremde ¢, 4. B} enthalt also, wie behauptet, einen Fundamental-
bereich von I'(T). Man kénnte ohne Zuhilfenahme der Kompakti-
fizierungstheorie Satz 2 elementar beweisen. Es ist jedoch bequem,
Hilfssatz 1 zu benutzen. Wir zeigen daher zunichst, daB x(Z) auBer-
halb eines gewissen Kompaktums in By keine auBer den angege-
benen Nullstellen besitzt. Dazu beachten wir zunichst

a) 1im|ﬁ(Z;(?), e(i))e(—ng) —2| <.2 far ZeBj koder eBy -+ T

O,
C telz (M e(Mel=z ) -
b) l'imlﬂ(Z’ (’);(31512)(_(1),2{_“}) —-2|<2

fir ZeBY, By4+ T, By{T}.
c) im[#(Z;0,8) —1| <1 fir ZeBg{I},
Wobei jeweils die-Grenziiberginge

Yo und yg—> 005 yo—>oo(yy, ¥y fest);  yy—>o0 (¥y, yp fest) -
zu vollziehen sind. .Jetzt beachten wir noch, daf $(—ZH{T}; 0, b)
bis auf einen trivialen Faktor mit #(Z{T}; b, a) ibereinstimmt; da-
her verschwindet 4 (Z ; ( 0) ( )) (e (#a—2,) — 1) auBerhalb eines Kom-
paktums in By{T} nicht, wie man etwa der Formel

ol 2 (0 ) =0tz (3 D)ofes (o) ey
und den Nullstellenuntersuchungen von @(Z) entnimmt. Jetzt ist
klar, da8 x(Z) auBerhalb eines Kompaktums in B} nur die ange-

gebenen Nullstellen hat, und man hat im Hinblick auf Hilfssatz 1
nun noch y{Z) nach Ausdividieren der Nullstellen z,=0 auf dieser

-— 29 —
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Mannigfaltigkeit zu untersuchen. Zunichst ist

#(Z;0,B)+0 fir ZeN, [s.(52)] und (f)c

0
1
b 1
0

0
1
0
da die elliptischen Thetareihen 0

o o - =
m‘n'x. m‘{n-l—i)'t. xiniy-twin
€ € &

e — OO LRl <] H=—00

bekanntlich keine Nulistellen haben (Die achte Potenz ihres Pro-
dukts ist eine Spitzenform vom Gewicht 12!). Zum Beweis von
Satz 2 braucht man daher nur noch.

eellete ) )
2{e () (=11 1=

—1+ Z e~ malat ) n—agln+ly (2g1 "|' 1 (2& T 4) <1
Sl g0

far ZeBy; ZeBy + T; Ze BY{I} zu beachten.

VI. Modulformen und -funktionen zu I', (K) und I' (T)

Wir bringen x(Z) mit einer gewissen Hermiteschen Modulform
vom Gewicht 8 in Verbindung, Allgemein. sei

pu(Z) =2 0""(Z;0,0); k=123, . (54)

Dabei werde tiber alle zehn- Thetare;hen -summiert. Offensichtlich
gilt

Pas(Z) € [Ta(K), 48], 9isl@) =9 (Z2'y & 0.
Da zwei Siegelsche Modulformen aus [T, 8] stets linear abhingig
sind, verschwindet 4 g;— ¢} fiir symmetnsche Z. Durch Berechnung
eines Fourier-Koeffizienterr kann gé%érgﬁf werden, daB diese Funk-
tion nicht identisch verschwmét-':tg ﬁeﬁaﬁn’chch gllt eine Entw:ck-
lung der Art : B
{4 9s— 9id) (Z) EG(T) 6*"""”’

wobei iber alle Hermiteschen halbganzen T summijert wird, Eine
elementare Rechnung ergibt ;

c(:) ?)_____,210 <3, o
D1e Funktwn ’

mo=snlzly L)- A2y Lizes 69

—_— 30 —
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ist eine nicht identisch verschwindende Modulform zu F(7) vom
Gewicht 8. Wiirde sie nimblich identisch verschwinden, so wire
4 g — @i nach Satz1 durch & teilbar. Die Form f; verschwindet
auf N, [s. (52)] in mindestens vierter Ordnung, denn 4 ¢, — ¢} ist

bei den Transformationen Z-»Z" und Z—+Z { 0} invariant. Nach
Satz 2 ist daher x4/} eine holomorphe Modulfunktion, also

f=cyt; c¢+0.

Daher ist x sogar eine Modulform zur erweiterten Gruppe I'(T)
und dritte Potenz einer Modulform vom Gewicht 2, nimlich ¢t y1/,.
Wir interéssieren uns fiir das Quadrat dieser Form. Nach Satz 2
Satz 2/, Die Form . w
> . . _
he=2e[F (] 9). 4, vo]

verschwindet auf N, in zweiler Ordnwng, und jede Nullstelle von h,
ist einem Punki in N, dquivalent. :

Das Multiplikatorsystem vy kann lelcht bestimmt werden. Wir
bemerken zunéchst, daB die Form

»(Z) (Hasz a,b))

ay =0

x(IT9*(Z; 0. 0))|, M, (] (23 0. 0)| M,
P’

nach Lemma 4 eine Modulform vom Gewicht 18 zu I'(T) darstellt.
Da #2(Z) - ‘83(2‘) |19M1 H%(Z) |10 M, eine Modulform zu I'(T) zum
trivialen Multiplikatorsystem darstellt, stimmt das Multiplikator-
system von ¢{Z) mit der Beschrankung von v, auf I'(T) iberein.
Andererseits stellt auch (6§)? [s. (42)] eine Modulform zu I'(T) vom
Gewicht 18 dar. Man kann leicht nachrechnen, daB (@7)2 und ¢
iibereinstimmen. Dies folgt aber auch aus der Tatsache, daB y(Z)
auf N*={Zc8,|s = }} verschwindet und daher (Lemma 1) durch
(€F)? teilbar ist. Wir erhalten somit aufgrund der fir &(Z; a, b) be-
wiesenen 'i‘ransformationsformeln '

1 fir M= (OU_I)er( o M=(°70

(e (TR s=(23)

v.,(M) - (57)
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Es sei f eine auf S, definierte Funktion. Wir setzen
b 0 Y - . N
Flonm) =f(o 0} fir (n,m)eSx8,. (58)

Die Bedeutung dieser Bezeichnung zeigt sich in

Lemma 6. Es sei fe[F(T), 2] bew. ¢ [F(T), 2k, v,]. Dann gilt

a) f(z,2) =7 (22, 20).

b) g(z)=f(z,z5)€ [y, 2k] bzw. c[Iy,2k,5] (2, fest).
Dabei ist ¥ das einzige nichitriviale Multvphkatorsystem von Iy mit
PE=1,

Da die elliptischen Modulformen zum trivialen Multiplikator-
system von den Eisensteinreihen g, und g, erzeugt werden und da
sich jede Modulform zu # in der Form 4 (z) £{2) mit einer ellipti-

schen Modulform g zum trivialen Multiplikatorsystem darstellen
1aBt, folgt (s. [4], §3)

Lemma 7. Esseife [[(T), 2k] bzw. € [F(T), 2k, v,]. Dann ist

flzo,2) baw. A7H(zy) A *(22) f (%0, 23)
als isobares Polynom in :
ga(20) 82(7);  gs(20) & (2a); Az} A(zz)
darstellbar.

(Abweichend von [¢] wurde g§(z,) £3 (%) + g"(zs) £8(z) durch die
etwas handlichere Funktion A(z) 4(z,) ersetzt.) -

Wir sind nun in der Lage, alle Modulformen geraden Gewichts
zZu T(T) Zum trivialen Multiphkatorsystem und zu 2, zu bestimmen.,
Wir setzen zunachst die noch ziu beweisende Existenz dreier Modul-
formen mit folgenden Elgenschaften voraus:

- LelF(T),]; v=4,6,10.
.1. fa, feEO. ‘ '
2. fwEcffy; c=const.
Nach ‘Lemma 7 gllt dann ' o N
f {20, 20} =1 83 ("-'e) &2 (32) fn (%0, %a) = Ca 8 (20) £3(22) ;
f 1020, Z2) = €5 82 (%0) 82 (22) 83 (%) 82 (22) -

Die Konstanten ¢, und ¢, miissen belde von Null versch1eden sein.
Das folgt unmittelbar aus folgender Bemerkung, die wir.noch mehr-

' (59)

— 32—
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mals benutzen werden. Es sei

fe[F(T),2k] bzw. €[I(T),2kv,] und [=0.

DaZ->z{} °, } in I(T) liegt, verschwindet f auf der Mannigfaltig-
keit N, in mindestens zweifer Ordnung. Nach Satz 2’ gilt somit

foie(B(T), 2k —4,v,] baw. ¢[I(T), 2k—4].

Da ¢, und ¢, von Null verschieden sind, gibt es eine Konstante ¢ mit

_ f;o_cfgfs_—“o-
Wir kénnen ohne Einschrén_kung der Allgemeinheit annehmen, daB
schon £, identisch verschwindet. Es gilt dann

o=t B [T(T), 6,001 o (ra, 22) =4 44 (20) A (2z5)  (60)
(Lemma 7). ‘
Die Konstante ¢, muB} aufgrund obiger Bemerkung von Null ver-
schieden sein. Wir gelangen damit zu

Satz 3. (1) Jede Modulform geraden Gewichis zu f(; g) 2um

trivialen Multiplikatorsystem ist als isobares Polynom in den spe-
ziellen Modulformen vom Gewicht 4, 6, 8, 10, 12

darstellbar. - foi o Hi; hyho; By .
(2) Ist fe[F(T), 2k, v,), so gilt eine Relation der Art
f=p1hy+bshe;  bic [f(T): 2k — 0 o m=4, =0,

Beweis. Eine gegebene Modulform kann nach Lemma 7 mit den
speziellen Modulformen so reduziert werden, daB sie auf N, ver-
schwindet. Man teile sie dann durch 4, und schlieBe mit Induktion.

Jede Modulfunktion zu F(7) ist bekanntlich als Quotient zweier
Modulformen gleichen Gewichts, also als isobare rationale Funktion
in den Modulformen

fa: fos Bahe; By (man beachte K} = (b hy)2hg)
darstellbar. Hieraus folgt (vgl. [4])

Satz 4.. Die Modulfunktionen au T ((1) g) bilden einen rationalen

Funktionenkorper mit den Erzeugenden

hh. A, A
hohe' WS MR
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Wir konstruieren nun die Formen f,, f,, f1o. Es sei fe[I,, k]. Dann
ist nach Lemma 4

=f+fIM + /| Mae [L(T), k (61)
und offensmhthch ‘ o _ _'
fe=i+1|He[FT), ). ()
Ist sogar fc[Iy, 2£], so gilt | '
| 1@ =12) + 2T +1Z + T,
Bekannthch besitzt f eine Founer-Entmcklung der Art [12]
' - f(Z Za(H) gAniaz) (o— Spur).

Dabei wird tiber alle halbganzen H— (;2’1 %’:") 20 (h; ganz rational)

summiert. Definiert man
a(H)=o0,
falls H mcht halbganz, so folgt

f(Z Zu(H) GSu-o(HZ)
a(H)= 2a(H}+2”‘a(H{T‘1})
Dabei wird nur noch fiber alle H sum:mert mit hs_ 0 mod 2. Eben-

so gilt
Z) Za*(H eSuw(HZ)

SR e Ta—
also z.B. | |

a*(0) = (4 + z*”'ﬂ) 2(0),
i) =teli)=el)
foeachte ;){-g,qﬂi};:;(g,g))). .
Man setze jetzt -

Ji=Gl fe=G¥; ho= (9)* (Deflmtmn von G, s. [12]). (63)

Offensichtlich verschwindet #,, auf N,, ist aber nicht identisch 0;

10

denn der Fourier—Koefﬁziept z (0 1) von # ist von Null ver-
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schieden, wie eine direkte Rechnung zeigt. Dies zeigt auch ein Blick
auf eine von IGUsA angegebene Tabelle [7] iiber einige Werte der
Fourier-Koeffizienten einiger Eisensteinreihen, denn es gilt [£]

P =c{Gp—GaGy)  (c0).

Damit sind Satz 3 und Satz 4 vollstindig bewiesen. Wir bestimmen
nun die symmetrischen Modulformen zu I, (K}. Eine solche Form 7,
deren Gewicht nicht durch vier teilbar ist, verschwindet auf N

[s. (35)], denn es gilt
Hz {) =21,

Dann ist aber f(Z) durch &(Z) nach Satz 1 teilbar. Es geniigt daher,
diejenigen Modulformen zu bestimmen, deren Gewicht durch vier
teilbar ist, Wir konstruieren sie durch Thetareihen. Wir setzen zu-
néchst die Siegelschen Modulformen zweiten Grades (zu Ij) zu
Hermiteschen Modulformen fort. Nach dem Satze von IcUsA werden
sie von Formen vom Gewicht 4, 6, 10, 12 erzeugt, die IGUsA in [9]
mit Thetareihen wie folgt konstruierte.

> 95(Z; a,b).
2. Y+ [J94Z;a,5).

gl
Dabei wird tdber die sechzig sog. syzygischen Tripel mit abwech-
selnden Vorzeichen summiert. Ein Tripel heiBt syzygisch, wenn

e(ay, By; 85, 09) €(0s, by; a3, by) € (0, By; 0y, b)) =1
mit e(0;, B;; a;, B;) = (—1)b—aib gilt,
3. 92(2).
D 94(Z; a,B).

Diese vier Formen erzeugen sdmtliche Siegelsche Modulformen zwei-
ten Grades (geraden Gewichts zum trivialen Multiplikatorsystem).
Sie lassen sich leicht zu Hermiteschen Modulformen fortsetzen:

1. ¢4(Z)=Z@4\(Z'a b).
2. WG(Z) Z:':HQ Z au s'
3. = I T o Z o b).
4- @12(2 =Z @12 Z, a, E) .
Alle vier Formen stellen symmetrische Modulformen zu I'y(K) dar.

7 ist allerdings eine Form zu einem nicht trivialen Multiplikator-

» — 35 —
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system v, denn es gilt

10 0 0\
WG(Z{ }) ne(Z) = v o 110 =—1.

Bemerkung. Da sich auch die Modulform ,,azy" (s. [9]) zu einer
Hermiteschen Modulform forisetzen Lift, kann man die Charakiere
von Iy (K) vollstindig bestimmen. Die Charakiergruppe von I'y(K) ist
isomorph Z[2Z < Z[2Z.

Wir gehen hierauf nicht niher ein.

Die Modulformen _

P Mas Pas O Pua
sind algebra.isch unabhingig, denn g,; 54; ¢; @y sind schon auf S,
algebraisch unabhiingig und 4 p;— ¢ verschwindet auf 8,. Es gilt
daher

a) fa=ct1(pao-

b)  fs = calngle-

) Bi=cs(4 95— @lo-

dy k= (‘74 P12+ Pl@y; 76; ‘Pa))o; P isobares Polynom (¢, 0).
Nach Satz 3 erzeugen f,; fo; 53; #3; hyhyts alle Modulformen zu F(T)
zum trivialen Multiplikatorsystem, deren Gewicht durch vier teil-
bar ist. Wir setzen sie zu Hermiteschen Modulformen fort. Hierzu

fehlt noch eine symmetnsche Modulfonn @ell, (K), 16] mit der
Eigenschaft

Po =y g fy. (65)
Is geniigt eine Form ¢ zu konstnﬁeren, so daB
5 0L 7s o3 PraPu Vo Vo i
linear unabhingig sind. Dann sind ndmlich :anch
905 (9Do; (1 93 (912 Pados (o (Pagldo (66)

linear unabhingig, da eine symmetrische Modtlform fell,(K), 4%];
k<5 genau dann identisch verschwindet, wenn Jo identisch ver-
schwindet. Die lineare Unabhéangigkeit der Formen (66) ist natiir-
lich gesichert, wenn die Beschrinkungen von -

P ¢4 N Praa (67)

— 36 —
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auf 8, linear unabhangig sind. Wir setzen @, ; 75; @, mit Eisenstein-
reihen in Verbindung. Es gilt ¢ (Z)=c;G(Z); ns(Z)=c2G4(Z);
@12(Z) = €3G 12(Z) -0, GEZ) + ¢5GE(Z) ; (Z€S,) mit von Null verschie-
denen Konstanten ¢, ..., ¢5 (s. [9]). Wir haben also ¢<[I'y(K), 16]
so zu konstruieren, daB

912); Gi(2); G4 Gi(2); Gua(2); (ZeSy)
linear unabhingige Funktionen sind. Es bietet sich etwa
?(2)=pu(2)=3,6"(Z; 0, 1)
an. Die lineare Unabhéngigkeit kann durch Berechnung der Fourier-

Koeffizienten zu o, ,
r=ol b6y )

bewiesen werden, Fiir die numerische Rechnung kann man auf die
schon erwihnte Tabelle von Igusa [7] zuriickgreifen. Das ist der
einzige Grund, weshalb wir zu Eisehsteinreihen fibergegangen sind.
Wir gelangen zu .

Satz 5. Jede symmetrische Modulform zu Ty (K) zum trivialen Mul-
tiplikatorsystem ist als isobares Polynom in den Formen vom Gewichi
4, 8,10, 12,12, 16

el ¥ 05755 Prai P
darstellbar. Sie sind alle in der von den Thetareihen @(Z a, f)) er-
zeugten C-Algebra enthalien.

Diese Modulformen sind nicht algebraisch unabhingig, denn es
gilt mit gemssen isobaren Polynomen P,, P,

(¢m+P1(994» Ps, ﬂu: 9’12))0-‘&" byt "14:0
(4 95— 9’2)0 _ =chf; . 6O,
(9’12+P (9?4: P, ﬂg))u =0y hg; 6340.
Also verschwindet -
1= P+ Pi9a, @5, M5, Pr0) — (4 95— 90 (P12 + P4, 95, 79));
£t G
51

anf N [s. (35)]. Die Form y verschwindet aber nicht identisch, wie
man durch Einschrinkung auf 8, sieht. (g,(Z); ¢4(2); pana(2);
@a P12(Z) sind linear unabhingig!)

=
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Es gibt also isobare Polynome Py, P,, so daB

—@2. 2 . o __ Pul@e 9. %8, P13, o)
z=0 Ps(‘P:p P8, N5 ‘PIB)» 7 Po(Per Par s Pra) (69)

gilt. Hieraus folgt

Satz 6. Die symmetrischen Modulfunkiionen zu I'y(K) bilden einen
rationalen Funktionenkirper, der von

P ﬁ- Pz P1s
. i’ W’ W’ d
erzeugt wird.

VII. Anhang
1. Geringte Riume
Sei X ein topologischer Raum.

Definition A1, Eine Garbe Oy von komplexwertigen Funktionen
auf X ist eine Abbildung, die jeder offenen Menge U in X einen
- Unterring Ox (U) des Ringes der stetigen komplexwertigen Funktionen
- die sog. holomorphen Funktionen — zuordnet mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Seien UV offen; fc 0x(U) = | Ve Oy (V). - |
2. Ses U=y U; U, offen, f eine Funktion. auf U, so daf

f| Uie 0 (U) = fe 0 (U).

Beispiel: X = C"; Oy (U)={f im iiblichen Stnne holomorphe Funk-
tionen auf U}. o

Man nennt @, die analytische Struktur des C*.

Das Paar (X, @) heiBt geringter Raum. Wenn kein Zweifel iiber
die geringte Struktur besteht, schreibt fan statt (X, @) einfach X.
Sei Y ein Teilraum von X (mit der induzierten Topologie versehen).
Dann kann man die ,,induzierte geringte Struktur ¢x|Y definieren,
Eine auf der offenen Menge U ¢ Y definierte komplexwertige Funk-
tion f heiBe holomorph, wenn es zu jedem Punkt x< U eine offene
Umgebung U, in X und eine (beziiglich @) holomorphe Funktion f,
auf U, gibt, so daB

fl U“Q;=fx[ UAU.;
gilt. Wenn Y offen in X ist, dann ist U auch in X offen, und es gilt
Ox|Y(U) =0y (1)
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Definition A2. Seien (X, Oy); (Y, Oy) zwei geringte Riume. Eine
stetige Abbildung f:X—Y heift holomorph, wenn fiir alle offenen
U Y und alle gc 0y (U) gilt:

gofeOx(f (D).
Wie diblich heifen die beiden geringten Riwme (X, Oy); (Y, Oy) iso-
morph, wenn es holomorphe Abbildungen - XY, g:Y —»X gibt, mit
gof=tdx;  fog=idy.

2. Komplexe Riume

Sei UcC" offen. Ein in U abgeschlossener Teil X (U heifit
analytische Menge, wenn es zu jedem xcX eine (in U) offene Um-
gebung V, C U gibt, sowie in ¥, holomorphe Funktionen

Fooror In€ O (V) mit XnV,={yeV,|h(3) =" =fuly) =0}.

Definition A3. Ein komplexer Rawm (X, Ox) ist ein geringler
Raum, der eine Uberdechung durch offene Mengen U, besitzt, so daf
(U, Ox|U) einer analytischen Menge, verschen mit dey von der ana-
lytischen Struktur des C" induzierten Struktuy, isomorph ist.

Sei Y < X. Im allgemeinen ist Y (mit der induzierten Struktur
versehen) kein komplexer Raum, aber in folgenden beiden Spe:ual—
fallen.

1. Y ist offen in X.

2. Y ist ein abgeschlossener analytischer Teilraum von X, d.h.:
Y ist abgeschlossen in X, und zu jedem yeY gibt es eine offene
Umgebung U, in- X und holomorphe Funktionen :

f fme@X U)
Y ({,m{ery[fl(x -f...(x) =0}.

(Eine analytische Menge in U ¢ C* ist also nichts anderes als ein
abgeschlossener analytischer Teilraum von U)

so daB gilt:

Tiefergehende Ergebnisse erhilt man nur unter Zusatzvoraus-
setzungen an die Topologie von X, die im folgenden stets erfilllt
seien.

1. X separiert.

2. X abzahlbar im Unendlichen, d.h.: X = UK,,
K,, K,, ... kompakt in X.
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Definition A4. Sei X ein komplexer Rawm. Eine Karte auf X ist

a) eine offene Menge U X;

b) ein analyt@scher I somorphismus :U—U,, wobei U, eine of-
fene Menge in C" ist.

Ein Punkt x¢X heiBt uniformisierbar, wenn er in einer Karte

enthalten ist. Ein komplexer Raum heift analytische Mannigfaltig-
keit, wenn jeder Punkt uniformisierbar ist.

Satz A1, Sei X ein komplexer Raum. Der singuliive Ort S von X,
d.h. die Menge der nicht uniformisierbaren Punkte bildet einen in X
diinnen abgeschlossenen analytischen Teilraum.

Unter der Dimension von X versteht man die Dimension der
analytischen Mannigfaltigkeit X — S, genauer die maximale Dimen-
sion ihrer Zusammenhangskomponenten,

Sei x ein Punkt des komplexen Raumes X, Gewisse lokale Eigen-
schaften von X in x spiegeln sich in algebralschen Eigenschaften
des folgenden Ringes wider.

@, = {in x holomorphe Funktionen}.
(Eine Funktion heiBt in x holomorph, wehn sie in einer offenen
Menge U3w definiert und holomorph ist. Zwei in:# holomorphe
Funktionen werden dabei identifiziert, wenn sie in einer Umgebung
von x tbereinstimmen.)
Satz A2, Sei X ein hompakter komplexer Raum. Jede absteigende

Folge X>X,>X,>-- von analytischen Teilrdumen (abgeschlosse-
nen) bricht ab,

Definition A5. Ein komplexer Raum X }mﬁt normal, wenn dey
Ring O, fir alle xc X normal ist.

Bemerkung. Ein Ring R heifit normal, wenn gils:

a) R ist Integritiisbereich. :

b) Ist xGQuotwntmkorﬁer (R) ein ganzes Element iiber R, also

Nullstelle eines Polynoms aus R[X) mit hichstem Koeffizienten 1,
so st xe R,

Satz A3. Die Kodimension des smgulﬁrm Ortes S eines normalen
komplexen Rawmes X ist grifer als eins.

codJmS=d1mX—dLmS;2._

Folgerung. Ein normaler zusammenhingénder komplexer Raum
der Dimension 1 ist eine Riemannsche Fliche. - .

_— 40 —
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Sei X ein komplexer Raum, I eine diskontinuierliche Gruppe
von analytischen Automorphismen von X. Sei X/I' der Faktor-
raum, p:X—X{I die natiirliche Projektion. Eine Menge U ¢ X/I
ist definitionsgemil genau dann offen, wenn 7} (U) offen ist. Auf
X|I filhrt man eine geringte Struktur ein. Eine stetige Funktion f
auf der offenen Menge U<CX/I heiBe holomorph, wenn fop auf
$7(U) holomorph ist.

Satz A4, Unter den vorstehenden Voraussetzungen ist X|I' wieder
ein komplexer Rawm und sogar normal, wenn X es ist.

Fir die Kompaktifizierungstheorie ist ein Fortsetzungssatz fir
komplexe Strukturen von BAILY-CARTAN von Bedeutung. Sei X
ein lokal kompakter, im Unendlichen abzihlbarer topologischer
Raum. V sei ein zusammenhangender offener dichter Teil von X.
Auf Vsei die Struktur eines normalen komplexen Raumes definiert.
Auf X ist folgende geringte Struktur @, von Interesse. Sei UcX
offen. Eine auf U definierte komplexwertige Funktion gehore genau
dann zu 0y (U), wenn gilt:

a) f stetig.

b) f| VAU holomorph.

‘Satz A5, Unler obigen Voraussetzungen ist (X, Ox) genau dann
ein normaler komplexer Raum und W=X-V ein abgeschlossener
analytischer Teilyawm, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Jeder Punkt xcW besitzt ein Fundamenialsystem von offenen
Umgebungen U'in X, so dag UnV zusammmhangmd ist.

(2) Die durch X auj W induzierte geringte Struktur macht W 2u
einem kon@lexm Raum echt kleinerer Dimension als V.

(3) Jeder Pkt xcW besitat eine offene Umgebung U in X, so
daf die in U kol@mprgbkm Funktionen die Punkte von VU trennen,
d.h.: Seien a,b zwei verschiedene Pumbte ¢V U, dann gibt es
feOx(U) mit f(a)=0; j(b)=0.

Spezielle komplexe Riume hat man in iiber € definierten al-
gebraischen Ma.nmgfalhgkelten Es gibt ein wichtiges Kriterium
dafir, wann ein komplexer Raum algebraisch ist.

Satz A6 (CHOW) Jeder abgeschlossene analytische Teilrawm X des
pmyektwen Raumes P*C st algebmzsch d.h., es gibt homogene Poly-
nome Py, ..., PcC[X,, ..., X,], so daf

Xz{x‘eP“C‘iPl(x)=--~=P,,,(x)=0}- gil.

— 4 —
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Bemerkung. Der projektive Raum P* € besteht aus allen #-1-1-
Tupeln x=(x,, ..., %)= (0, ..., 0), wobei zwei solche identifiziert
werden, wenn sie sich um einen (von Null verschiedenen) Faktor
unterscheiden. Sei

P C={xc P"C| x40}

k7 Xy A . . .
Durch(x,, ..., x,) —>( Lyeeny i, 1, L, i’it)erlt_la‘ltma.neme Bijek-
% ¥ o %

tion von P* € auf C*,
P*C=F'Cu...0P!C

ist eine sog. affine Uberdeckung von P"C. Sie definiert auf P*C
eine Struktur als analytische Mannigfaltigkeit.

Um den Satz von CHOW anwenden zu kénnen, bendtigt man
gelegentlich

Satz A7 (REMMERT). Seien X, Y zwei komplexe Riume, f: X—Y
eine eigentliche analytische Abbildung (K CY kompakt =f™ (K) kom-
pakt), dann ist {(X) ein abgeschlossener analytischer Teilraum von Y.

Es gibt Methoden, um Aussagen iiber analytische Abbildungen
(Funktionen) auf Aussagen tiber komplexe Riume zuriickzufiihren.
Man benétigt dabei den Begriff des kartesischen Produkts zweier
komplexer Riume.

Lemma Al Seien X, Y zwei komplexe Riume, Dann ist X XV,
mit der Produkttopologze und einer nalzelzegmdm geringlen Strukiur
versehen, ein komiplexer Raum. :

(Sei UCXXY offen, f eine stetige. Funktzon auf U. Sie heife

holomorph, wenn f(x, v) bei festem y brw. x izolomorpk als Funktion
von x baw. y ist.)

Lemma A2. Sei {: X —Y eine aﬂa._lytischs Abbz’ldﬁng. Dann ist
A= {(x1, 7)) € XX X|f(m) = f(m)}
ein abgeschlossener analytischer Teilraum von X x X.
3. Kompaktifizierung von H,[T,(K).
Sei 7' (u); u>>0 folgendes Gebiet'in 8, =H:
T, (u} ={zeSllz=x_—]—£y; |2 <u; y>%}.

Es gibt nur endlich viele MeI'y; M{T, (u) 5Ty ()= 0.

Wihlt man # geniigend groB, so enthilt T,=T, () den bekann-
ten Fundamentalbereich der elliptischen. Modulgruppe.
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Wir konstruieren ein analoges Gebiet T, in H, zu Iy (K). T (u)
bestehe aus allen Z=X+1YecH,

mit X 2460

. . 1
|l <u;  1=0,1,2; —<y<wuys || <uy..
Bei gentigend grofem « enthilt 7'y= T, ()} den Fundamentalbereich
F (II). Man kann aufgrund [70], HS.1 leicht zeigen, daB es nur
endlich viele M<c Iy (K) gibt mit M {(T,>~Ty==0. Sei Ty der Raum,
der nur aus dem Punkt oo besteht. Wu- bilden die dJS]unkte Ver-
einigung T=T,uT,uT,.

Auf T wird eine Topologie definiert, die auf T} die iibliche Topologie
induziert. Sei hierzu

V(U.C)={zeT,|z = (2 5): 20€ U Tmzy > c}
far UCT,, C>0,
V(C)= {zeT,[z= (”» "’:); Tm 2o, Tm 2, > c}.
Eine Menge in T heife offen, wenn sie Veremlgung von Mengen
folgenden Typs ist:
1. U T, offen.
2. V(U,C)wU; U T, offen.
3. V(C)u{zeTy; Imz>C}u{oo}.
Offensichtlich konvergiert die Folge

(e A
(xx»: zm) T,

gegen z¢ T, genau dann, wenn
' z{," —-z; Tma>oo.
Wir betrachten die natiirliche Projektion
II:T - X = H,[T,(K) wH,/T, »{oo}.

-1
Sie induziert auf X eine Topologie (U < X offen & ITU (T offen)
mit folgenden Eigenschaften:

1. X separiert.

2. X kompakt.
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3. H,[T,(K) ist in X ein offener dichter Teilraum, mit der natiir-
lichen Topologie versehen.

Sei V=H,/I',(K) (nach Satz A4 ein komplexer Raum), @, die
wie im Zusammenhang von Satz A5 definierte geringte Struktur.

Satz A7. (X, O0y) ist ein normaler kom;ﬁlexer Raum, W=X-V
ein abgeschlossener analytischer Teilraum.

Beweis. Wir priifen die Bed.mgungen des Baily-Cartanschen
Satzes nach.

(1) Sel xe W = H,/I';w{oo}.

a) x=oo. Die Mengen I[V(C)u{zeTy|Im 2> C} v {oo}]= U
bilden ein Fundamentalsystem von offenen Umgebungen von x,
wobei Uy~ V' =1II(V(C)) zusammenhéngend ist.

b) xeHI; x=Iz;, zeT,.

Hier hat man die Mengen _ _
IV (U,C)wU); =zeU offen znsammenhingend

in T, heranzuziehen.

(2) Auf W=H,(F,~{o} hat man nach‘der Theorie der ellipti-
schen Modulfunktionen eine komplexe Struks tur (9%, so dall (W, Oy)
der Riemannschen Zahlkugel analytlsch Aqui Vaient ist, Eme stet1ge
Funktion auf der offenen Menge U ¢ W ist hzerbel hdf omorph, wenn
f auf U~{co} holomorph ist. Um (2) von Satz X”S”m sx%enﬁmeren
zeigen wir @Xl W 1 " R

TR

a) Sei UCX offen, fe@y (V). W,:r bewgisan L
fl UnWe@W(UﬁW)
Sei f'=foll; f' (‘:;' :) ist in einer offenen Menge U, in T, als Funk-
1

tion von 2, und fiir Im 2;>> C bei hinreichetid groBem € als Funktion
von z, definiert. Da /' bei Modulsubstxtutxonen invariant ist, gilt
eine Entwicklung

7 (zu 0) Ea,, esnins, Imz, > C )
mit holomorphen Funktlonen a,= a,, (zo) Dabei ist
(5 O) = fila) = ayla)

holomorph und somit
HU~W e O (UnW).
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b) Wir zeigen die Umkehrung. Sei xeW.

Behauptung. Es gibt eine affene Umgebung U von x in X, so daf
jede Funktion aus Oy (U~ W) zu einer Funktion aus Oy (U) fortsetz-
bar 1st.

Diese Behauptung folgt aus ,
Lemma A 3. Sei 2¢T, baw. z—=o00. Es gibt £ >0,C >0, so daﬂ die in

VU (), C) bze. V(C) —Uls)=ps{wel;|w—z|<ef —

definierte Funktion f %o z‘ =f(z,) tn beziiglich T iquivalenten
4 2 ag

Punkien denselben Weft annimmt, falls f eine in U (2) bzw. {ze T1]
Im 2> C}{oo} definierte Funktion ist und in beziiglich Iy dquiva-
lenien Punkten denselben Wert annimmi.

Der Beweis von Lemma A3 ergibt sich unmittelbar aus
Lemma A4, Sei 2¢ T, baw. z=oc0. Es gibt £¢>0, C>0, so daf
a} U~ MU, (2)540;

Mel, s> McStab(z) ={MecI,| M{z) =2}

baw.
{ze 1| Imz2 > Cyon M{2e Ty Imz>C}p =@ fitr Mel,;
M+1E,
b) V(U (2), C)n M(V (U (), > 9; MeTy(K)
bzw.
V() MV(C)>+0;
@, 0. by by
= byby].
Mcly(K)=M = (2‘341«1:)’
00 0d,

(& g) ¢ Stab(z) bzw. ¢ Stab(eo) (¢, =0).
_'Bemerkung Hat M die im Lemma angegebem Gestalt, so gilt

@: g:> ((01 dn)<"'> ) ley2,+dy|2=|CZ +D|2;

b . A B 2 L3

M= (c o) Z=(-f' iR

Der Beweis des Lemmas folgt aus
Lemma.AS Sei

") yin)
Z% = (zé,.) 2,,,)6 Ty; Z™ 26 Ty o{oo}.
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Set
—}n) Fm

MeT,(K); Z%— ("’ ) = MCZ™S > 56 Ty u{oo} .

Ho 30
Dann gilt

f, 2= o0& F = o0,

a O g:b, ,
—[%mas byby ). (3.0 —3
2. M toddl (oldl)<z> z.
0 0 dyd,
Beweis. Zunichst stellen wir
u Wh— 10
Z% > 26 Ty e (Z) 1»(30 0)
fest.

Man hat die T, definierenden Ungleichungen zu verwenden und

(zo zl)—l__ 1 ( 25 —-zi)
2 2y T Bofa—E A \—a %
zu beachten.

Sei jetzt
Z" =(42" 4 B)(C Z" 4+ D),

(20:))—1 — ( D(Z")1 4 C) ( B( Z(n))—l +4

Wir vollziehen den Grenziibergang und. erhalten

9=+ 9+a)

mit gewissen komplexen Zahlen z, %, also |

* 0 . * *
A=(3) o= 2=(3)
(3) Wir haben noch die lokale Punktetrennungseigenschaft nach-
zaweisen. Sei xe W=H, /I . {cc}. = .
Bekanntlich existiert eine elliptische Modulform f eines geeig-
neten Gewichts %, die in » nicht verschwindet. Nach Lemma 4 gibt
es eine offene Umgebung eines Punktes ze T mit ITz=x, so daB

f(""’ %) =f(z) in UnT, eine lokale Modulform ist, d.h. f(M<Z))=

2y %

[CZ+D[*#(2) mit M= (¢ D)era(K) und Z, M(Z)eUNT,. Wir

kénnen annehmen, daB f in U nirgends verschwindet. Daher sind
die Funktionen

g 1" gelly(E),vk]l; v=1,2,3,...
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holomorph in U~ T, und beziiglich I'y(K) invariant. Sie liefern da-
her holomorphe Funktionen in ({fU}~V, die sich sogar in ganz
11U holomorph fortsetzen lassen. Dies folgt aus

Bemerkung. Der Operator

@: (1, (K), k] - [T, (K), k};  /|9(2) =Jim n f(o )

hat die Eigenschaft {(Z,Y~>}|®(2), falls Z,e Ty—>2cT,.
Die Funktionen fg* trennen die Punkte von I7U~V aufgrund
des folgenden ’frennungssatzes

Lemma A6, a) Seien Z;, Zyc Hy nicht bezughck Iy (K) dquivalent.
Dann gibt es eine Modulform | zu Ty(K) mit {(Z,)=0, }{Z5)=1 [3].
" b) Sei ZeH,. Es gibt eine Spitzenform f 2u I'y(K) (d.h. {|@=0)
mit f(Z)=0.
{Nach [3] existiert eine Spitzenform ¢ zu I';, die auf Z (111 (19)]

nicht verschwindet. Offensichtlich ist /{Z)= fp_(_Z) eine Spitzenform
f zu I',(K).)
Damit ist Satz A7 bewiesen.

Lemma A7, Es gibt Modulformm fo, voes T 21t To(K) (gleichen
Gewichis), die in X keine simultane Nullstelle haben..

(f< [T3(R), K]; 3€X; f(1) = 0paf () =0 baw. f|8(2) =0
bew. f|@2=0 fiir ZeT; IZ = x).

Wegen der Kompaktheit von X folgt dies aus den zwei Bemer-
kungen:

1. Sei ZeT,. Es glbt eine Modulform f zu I'y(K), die in Z nicht
verschwindet.

2. Sei f eine emptlsche Modulform deren Gewicht durch vier

#5555 a8 =t (oD -1 1nl2))
 bzw. (f°|95 (2), ... 1a|®(2)) bzw. (f,|®% ..., fu|DY)

eine analytische' Abbildung von X in P"C gegeben ist, wobei Z
ein Urbild von % in T, bzw. T, ist.
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Satz A8. Dic Modulformen (f,, ..., [} konnen so gewihlt werden,
dafs F=Jp .. X>P"C |
eine eineindeutige Abbildung ist.

Beweis. Wir konnen durch geeignete Wahl von f,, ..., /,, er-
reichen, daB j| W eine Injektion von W in P™¢ ist. Man hat dafiir
Sorge zu tragen, da8 das Gewicht % von f, Vielfaches von zwalf ist
(eventueller Ubergang zu f*% und daB die Monome A" (=) g2 (2)
121+ 4w =k unter fy|®, ..., },|® votkommen. Wenn j nicht in-
jektiv ist. existieren Punkte %, ¥eX; xy mit §(x)=7(y). Da es,
wie schon bemerkt, eine Modulform f zu I, (K) gibt, die die beiden
Punkte trennt — ihr Gewicht sei # — hat man mittels der Formen

mfy, Zv=kk;p
eine Abbildung j* von X in P € mit 4,5 4,.

Da jede absteigende Folge von abgeschlossenen analytlschen
Teilrdumen eines kompakten komplexen Raumes abbricht, ist der
Satz bewiesen. Nach Satz AG, A7 ist j X algebraisch, §W eine al-
gebraische Teilmannigfaltigkeit. Sei f eine beliebige Modulform zu

I'y(K). Aufgrund unserer Konstruktion kénnen die einbéttenden
Modulformen so gewihlt werden, daB eine Potenz von funter ihnen
vorkommt. Sei etwa f=7,.

Das Bild der Nullstellenma.nnigfaltlgkﬂt von f in j X besteht
genau aus dem Schnitt von 7X mit der Hyperebene' -

H={x=(x),...; % ,,,)eﬁ“ro-,\ %‘0’20}.
Aus.der algebraischen Geometrie ist-bekannt:
Lemma A8, Sei H eine Hyperebene, X eine (. abgeschlossme ) alge-
braische M. annigfaltigkeit in P*C, dann gilt
a) Sei dimX =1 =>HnX40.
b) Sei dmX =2; X zrredzmbel s HnX zusammenhaﬂgend

‘Als Anwendung aus dieser Theorie folgt daB die Nullstellen-
mannigfaltigkeit von f in H,/I,(K) keine kompakte Zusammen-
hangskomponente besitzt. Derselbe Satz gilt anch fiir I',; #> 1 und
fiir die mit I, kommensurablen Gruppen. Hier wurde eine Kom-

paktifizierungstheorie in [3] ausfuhrhch dargestellt Im Falle I ( 0 2)

der in der vorliegenden Arbeit benotlgt wurde, kann sie vollkommen
analog zur Kompaktifizierung von Hg,/l‘n (K) entvnckelt ‘ja sogar
aus dieser abgeleitet werden. : D .
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