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Ein Verschwindungssatz fiir automorphe Formen
zur Siegelschen Modulgruppe

Eberhard Freitag
DantestraBe 19, D-6%00 Heidelberg, Bundesrepublik Deutschiand

Es set S, die Siegelsche Halbebene n-ten Grades, also die Menge aller n-reihigen
symmetrischen komplexen Matrizen Z =X +iY mit positiv definitem Imaginiir-
teil Y. Auf S, operiert die reelle symplektische Gruppe Sp(n,IR) als Gruppe
analytischer Automorphismen vermoge

Z>MZ=(AZ+B)(CZ+D)~!, M= (‘é g)esp(n,lk}. (1)

Die Siegelsche Modulgruppe I besteht aus den ganzzahligen sympiektischen
Matrizen
1,=Sp(n, Z).

Im folgenden sei I'<Sp(n, R) eine mit I, kommensurable Gruppe. Die Gruppe
I'n I hat also sowohl in I' als auch in I, endlichen Index.
Gegeben sei ein Homomorphismus

p: Gl(n, ©) -Gl(m. C), n>1.

Wir setzen im folgenden voraus, dal p eine rationale Darstellung ist, daB also
die Komponenten

Puld); 1Zv,usm

durch rationale Funktionen in den Komponenten von A gegeben werden. Sind
iberdies alle p,,(4) Polynome, so wollen wir die Darstellung polynomial nennen.

Unter einer automorphen Form zur Darstellung p beziiglich der Gruppe I
verstehen wir eine holomorphe Abbildung

fo 8, "
mit der Eigenschaft

f(MZy=p(CZ+D)f(Z) firalle Mer. )
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Ziel dieser Arbeit ist der Beweis von

Satz 1. Wenn zu der irreduziblen rationalen Darstellung p eine von Null verschiede-
ne automorphe Form existiert, so ist entweder p trivial oder von der Form

p{A)y=det A-py(A)
mit einer polynomialen Darstellung pg.

Folgerung. Jede [-invariante holomorphe alternierende Differentialform vom Grad
p verschwindet in den Fillen

n(n—1)
1=ps——-

=pP= 3
Hilfssatz 1. Sei f: S, — C™ eine automorphe Form beziiglich der rationalen irredu-
ziblen nicht trivialen Darstellung p. Dann sind die Differentiale der Komponenten
von f linear unabhdngig, d.h.

h

Y ¢, fy=const. = ¢;=...c, =0, (c,eC).
ve= 1

Beweis. Die natiirliche Zahl m,, sei maximal mit folgender Eigenschaft:
Es cxistiert eine Matrix BeGl(m, €), so dal} die ersten m, Komponenten von

ge=Bf

konstant sind.
Wir wollen Hilfssatz 1 indirekt beweisen, nehmen also m,>0 an. Die Funk-
tion g ist eine automorphe Form beziiglich der konjugierten Darstellung

pP(A):=B-p(A)-B~".
Insbesondere gilt

_ U0
g{U'ZU)=} pH(U Ng,(2) fur (0 U_I)EF. 3
Wegen der Maximalitit von m, ist keine nichttriviale Linearkombination der
Funktionen g,, m,<v<m, konstant. Daher gilt

pPU - N=0 fiir ismg, j>m.

Die Menge der hierbei auftretenden Matrizen U enthilt eine Untergruppe
G cGl(n,Z) von endlichem Index. Nun ist Gl(r, Z) und damit auch G Zariski-
dicht in Gl(n, €). Da die Komponenten von p rationale Funktionen sind, folgt

pE=0 fir iZmgy, j>m,.

Aus der Irreduzibilitit von p folgt nun my=m, d.h. die Funktion f(Z) ist
iiberhaupt konstant. Dieser konstante Vektor wird von allen Matrizen p(CZ
+ D) festgelassen. Dies ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitit und Nichttriviali-
tit von p.
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Der Beweis von Satzl beruht auf einem Riickgriff auf die Hilbertsche
Modulgruppe. Fiir gewisse Matrizen AeGl(n, R) erhilt man durch den Speziali-
sierungsprozel _

JA@)i=p(d)-f(4' 2* 4) (4)

Hilbertsche Modulformen. Dabei sei zeS? im Produkt von n oberen Halbenen
enthalten. Wir verwenden generell die Bezeichnung

z, 0
*i=] - fitr z=(z,,...,2,).

s Zn
0 =z,

Hilfssatz 2. Gegeben sei ein m-Tupel
(B,...,B)*(0,...,0)

von Polynomen in den Komponenten einer variablen n-reihigen Matrix. Unter den
Voraussetzungen von Hilfssatz 1 existiert eine Matrix AeGl(n,IR), so daff die auf
8} definierte Funktion

Y B4 * 4)

nicht konstant ist.

Beweis, Wir entwickeln die Funktionen {f,,...,f,) in Fourierreihen:

£(@)y= Y a,(T)em T2,

720
Es gilt
a(0)=p(U)a(0) (3)

fiir alle Matrizen U aus einer Zariski-dichten Untergruppe von Gl(n, C). Da die
Darstellung p irreduzibel und nichttrivial ist, folgt

a,0=0 fir v=1,...,m,
und daher

lim  f{A z* 4)=0.
Flsn ¥p— o
Wenn die in Hilfssatz2 definierte Funktion konstant ist, verschwindet sie
demnach identisch,
Wir fithren den Beweis indirekt, nehmen also

1z

P(A)f,(A'z* A)=0 fiir alle AeGl(n,R) (6)

v=1
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an. Fiir z=(i, ..., i) bedeutet dies

YR(T Ay »T40 = )

mit n
P(TA):=} a(T)E(A).

v=1
Wir behaupten nun allgemein:
Gegeben sei eine fiir alle AeGl(n, IR} absolut konvergente Reihe
ZP('I; A) e—nSp(TA’A),

wobei iiber semipositive ganze symmetrische Matrizen T summiert werde, Fijr
festes T sei P(T,A) ein Polynom in den Komponenten von A. Wenn die Reihe
identisch verschwindet, so gilt

P(T,A)=0 firalle T und A.
Im Falle n=1 kann man dies leicht durch Induktion nach T beweisen. Sei
P(T,A)=0 fir T<T,.
Multipliziert man die Reihe (7) mit
enSp{ToA'A)
und fithrt anschlieBend den Grenzitbergang A — oo durch, so erhilt man
P(T,, A) >0 fir A—w |
ﬁnd somit
P(T,, 4)=0.
Im Falie #=1 betrachten wir die Relation
Y P(T,a A)e”™rT4 4% —( (8)

fiir festes AeGl{n,IR) und variables acR. Da der Fall n=1 bereits erledigt ist,
erhalten wir

Y P(Tad)=0, 20, ©)

Sp(TA A)=1
Spezialisiert man diese Relation auf a=0, so folgt
Y. P(T;0)e~=SptT44a” . (10)

Da sich jede positiv definite Matrix in der Form 4’ A schreiben 1dBt, schiiefit
man aus der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung

P(T,0)=0 firalle T (11)
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Wir differenzieren nun die Relation
Y P(T, A)e =SeiT4 (12)
nach den Komponenten von 4 und erhalten eine analoge Relation, deren

Koeffizienten £ dic Form

. 0
P(T, A)=5— P(L,A)+Q(T, 4) (13)
ik
mit §(T, 0)=0 haben.
Aus P(T,0)=0 folgt daher

7
Bay,

P(T,0)=0. (14)

Durch Iteration dieses Verfahrens zeigt man, daB auch die héheren Ableitungen
von. P(T, A} in A =0 verschwinden. Dies bedeutet

P(T, A)=0. (15)

In dem uns interessierenden Fall (7) bedeutet dies
m
Y P(A(Z)=0 fiiralle AeGln,R).
v=1

Die Funktionen f,...,f, sind demnach linear abhingig im Widerspruch zu
Hilfssatz 1.
Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten der Funktion {(4). Sei

a, b
= LMY, M= ).
M=y, 0 M= (T )

v v

Wir setzen

a* b*

M*:(C* d*) mit a=(a1,..-,a")’__._

Hierdurch erhéilt. man eine Einbettung
S1(2, Ry < Sp(n, R),
M= M*
welche mit den fiblichen Operationen dieser Gruppen vertriglich ist:
(M z2)*=M*z*,

Wit ,projizieren” nun die Gruppe I beziiglich der durch eine Matrix AeGl{n,R)
definierten Einbettung

S;_' — S’n

(16)
z A" 7% 4,
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d.h. wir betrachten

Q::{Mesuz, RY"; (0’ _01) M* (f)' Aql)—ler}. (17)
Offenbar hat die Funktion

h(z): =p(A) f(4' z* 4) (18)
das Transformationsverhalten

M 2)=p(c*z* +d¥)h(z) fir M= (j 3)61}1. (19)

Wir sind nur an solchen Einbettungen interessiert, fiir die I, geniigend groB ist.

Hilfssatz3. Die Menge aller Matrizen A, fir die I, mit einer Hilbertschen
Modulgruppe kommensurabel ist, liegt dicht in Gl(n, R).

Beweis. Sei K/@Q ein total reeller Zahlkdrper vom Grad n Wir fassen die »
verschiedenen Isomorphismen K <— IR zu einer Einbettung

K<R"

o (o ..., o™

zusammen. Das Bild von K liegt dicht in R" Einer belicbigen K&rperbasis
@y, ..., 0, ordnen wir die invertierbare Matrix

A=(w;w)1§i,j§n

zu. Es ist nicht schwer zu zeigen, daB I, mit der Hilbertschen Modulgruppe von
K kommensurabel ist [1].

Die Menge all dieser Matrizen A liegt offenbar dicht in Gl{n, R),

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 1. Die Einschrinkung von p auf die
. Untergruppe der Diagonalmatrizen zerfillt bekanntlich in eine direkte Summe
von e¢indimensionalen Darstellungen. Da wir p durch eine konjugierte Darstel-
lung ersetzen diirfen, bedeutet die Annahme

pia@) 0
pla*)= ,  a={a,,...,a,),
0 pula)

keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Es gilt
play=aj' ... a"; 1=iZm,

mit gewissen ganzen Zahlen r .
Wir wihlen nun eine Matrix AeGl(n, R} mit folgenden beiden Eigenschaften
a) I, ist mit einer Hilbertschen Modulgruppe kommensurable Gruppe.
b) Keine Komponente von h(z)=p{4)f(A' z* A) ist konstant.
Die Existenz einer solchen Matrix 4 ist dank der Hilfssdtze 2, 3 gesichert.
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Die Komponenten von # sind wegen (19) Hilbertsche Modulformen:
h(M z)= [](c;z;+d) hy(z). (20)
=1
Nach einem fundamentalen Lemma aus der Theorie der Hilbertschen Modulfor-
men miissen alle #;; positiv sein! (s. [2], Hs.2.2.).
;>0 ﬁ.i_r 1gigm, 1=<j<n.
Hzeraus folgt aber
. pi(a) —0- fails ai, a,=0,

d.h. p verschwindet auf der Menge aller Diagonalmatrizen der Determinante 0.
Da: jede Matrix durch Links- und Rechtsmultiplikation in Diagonalgestalt
iberfiihrbar ist, folgt

p(A)y=0 fiir detA=0,
Satz 1. ist dafnit bewiesen.

-Beigpiel:'Sei 3, der Vektorraum der symmetrischen komplexen Matrizen, Die
‘Darstellung.

p Gl © - GIB)=GIN, 0, N=""D

iy -orduet jeder Matrix AeGl(n, €) den Endomorphismus
(A): 3 -+3n,‘ Zr—AZA

Zu. Neben p smd auch die duBeren Potenzen

) F’”'&’ i
p: A3, A3, 0psN,

. von Interesse.

ssatzd. Die Darstellungen p), 0<p< N, sind irreduzibel. Sie verschwinden auf
Fliiche {A: det A=0} genau in den Fillen

N—-n<p=N.

- Beweis. Sei V=C" der kanonische Gl(n, C)-Modul. Uber die Interpretation
‘symmetrischer Matrizen als Bilinearformen erhilt man eine quivariante Ein-
tung

_ B2 VRV
und daher

] r :
- ABoven
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Irreduzible Teildarstellungen von V®™ erhilt man allgemein mit Hilfe der
,» Young-Diagramme®, (s. [3]). Die Darstellung p'?* entspricht dabei dem Dia-
gramm

1 2
3 4
2p—1 2p

und ist daher irreduzibel.
Die ,Funktionalmatrix“ einer symplektischen Substitution MeSp{n,R) in
einem Punkt Z,eS, wird bekanntlich durch die lineare Abbildung

3= 3
Z—(CZy+ DY~ Z(CZy+ D)~}

gegeben,
Damit erhalten wir

Bemerkung. Die I-invarianten holomorphen alternierenden Differentialformen vom
Grad p auf S, entsprechen umkehrbar eindeutig den automorphen Formen beziig-
lich der Darstellung p'?,

Damit ist auch die Folgerung zu Satz 1 bewiesen.
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In der Folgerung zu Satz 1 ist eine falsche Schranke filr das Ver-
Schwinden von‘alternierenden-Differentialformen zur Siegelschen
Modulform angegeben. Richtig ist '

Folgerung: Jede I-invariante holomorphe Differentialform vom Grad p

verschwindet in den Fillen

1<p<n .

Der Fehler liegt in Hilfssatsz f4]. Die dort behauptete Irreduzibilitst
der Darstellungen p[p] ist falsch. Statt dessen gilt

Hilfssatz 4: In den‘Féllen 1 < p < n verschwindet keine irredﬁzible
Komponente der Darstellung‘p[p] auf der Fliche {A : det A = O},




