Die Kodairadimension von Korpern
automorpher Funktionen

Von Eberhard Freitag in Mainz

Einleitong

Es gibt eine Reihe von systematischen Untersuchungen iiber die Struktur von Koér-
pern automorpher Funktionen mehrerer Verinderlicher.

Die cher dirftigen Resultate dieser Bemithungen kdnnen damit entschuldigt werden,
daB sic nur im Zusammenhang mit Fortschritten in anderen Gebieten, wic zum Beispiel
der algebraischen Geometrie und Zahlentheorie erzielt werden konnten. Ein Beispiel
hierfiir ist die arithmetisch interessante Tatsache, dal} Thetareihen zu positiv definiten
quadratischen Formen durch die Heckeschen T,-Operatoren in Linearkombinationen von
Thetareihen tiberfiihrt werden.

Es ist mir seit langem bekannt, dal die Existenz von Spitzenformen kleinen Ge-
wichts Konsequenzen fiir die Struktur der Funktionenkorper hat. Durch einen neuen
Typus von Thetareihen ist es H. Maal} gelungen, solche Spitzenformen zu konstruieren {6].
In § 1 wird mit Hilfe dieser Konstruktionen gezeigt, daBl der Korper der Siegelschen
Moduifunktionen K(I',), n=0mod 24, nicht rational ist, seine Kodalrad1mens10n strebt
mit # gegen oG. :

Im Gegensatz zu fritheren Untersuchungen, in denen éihnliéhe Siitze bewiesen werden
(z.B. die Nichtrationalitiat von K(I',) fiir n=1mod8, n>9 in [3]) wird in dieser Arbeit
weder eine allgemeine Desingularisicrungstheorie, noch eine konkrete Desingularisierung
bendtigt.

Mit Hilfe Mumfords Auflésung der Spitzen beweist Tai [8], daB der Korper der
Modulfunktionen fiir arithmetisch definierte Gruppen geniigend hoher Stufe von all-
gemeinem Typ ist. In § 2 wird am Beispiel der Siegelschen Modulgruppe gezeigt, daB man dies
auch einfacher, ohne Desingularisierung beweisen kann.

§ 1. Quadratintegrierbare holomorphe Differentialformen -

Sei K= C ein algebraischer Funktionenkérper vom Transzendenzgrad N. Wir
interessieren uns fiir rationale Differentialformen vom hochsten Grad N:

w=fdg, A---Adgy; fek.
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ﬁabeifsei- g, - - ., gy eine Transzendenzbasis von K. .

Unter einem Modell von K versteht man eine 1rredu21ble algebralsche Varietit X
zusamunen mit einem Isomorphismus

K ~ K(X) = Kérper der rationalen Funktionen auf X.

Fiir den vorliegenden Zweck ist es ausreichend, -affine Modelle zu betrachten.
Sei X, die Menge aller reguliren Punkte von X in denen die rationalen Funktionen
f. g1, .., gy definiert sind.

Die Differentialform o heiBe quadratintegrierbar, falls das Integral

Iw/\cﬁ‘
Xo

konvergiert.

Diese Bedingung hingt nicht von der Wahl des Modells X ab, da zwei verschiedene
Modelle birational dquivalent, von Mengen vom MalB Null abgesehen, sogar biholomorph
dquivalent sind.

Die Maximalzahl linear unabhéngiger quadratintegrierbarer Differentialformen vom
Grade N ist also eine Invariante gy(K) des Funktionenkorpers. Ist K rein transzendent,
rs0ist bekanntlich g, (K) =0.

Der Quotient von zwei rationalen’ leferentmlformen , »'#+0 vom Grade N ist
ein Element des Funktxonenkorpers K D1e Quotienten von quadratintegrierbaren Diffe-
' rentialformen erzeugen einen Unterkorper von K welchen wir mit K, bezeichnen:

KICK

Der Transzendenzgrad von K, ist eine weitere Invariante &, (K) von K:

0 < ky (K) S min (N, gy (K) —1).

: g;;nun K= K(TI',) der Korper der Siegelschen Modulfunktionen n-ten Grades zur
ve len Modulgruppe I,=S8p(n, Z). Im Falle n>1 sind die Elemente von K(I',) genau die

meromorphen Funktionen auf der Siegelschen Halbebene

ol g § = {Z=ZW=Z =X+ iY, ¥>0 (positiv definit)},

SRt

we g e unter der Modulgruppe invariant sind.

: (AZ+ BY(CZ+ D) 1)-=f‘-‘(Z) | fﬁr M= (‘é g) e Spn, 2).

Bekan_ntlich ist K(I',) ein algebraischer Funktionenkdrper vom Transiendenzgrad

?‘N=ﬁ1~wn(n—!- 1.

1 1 Satz Es gilt

IR A TN ky(K(I))— w0  fiir n— o0, n=0mod24.
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Fiir groBe n =0 mod 24 ist der K&rper der Modulfunktionen insbesondere nicht rein
transzendent. Es wird sich sogar zeigen:
1. 2 Satz. Der Kiorper der Modulfunktionen n-ten Grades ist im Falle
n=0mod24, n>0
nicht rein transzendeni.

Jede rationale Differentialform von K. (I',) 146t sich natiirlich als I',-invariante mero-
morphe Differentialform auf S, auffassen.

Es gilt sogar:

1. 3 Hilfssatz. Jede I',-invariante meromorphe Dyfferentzalform o auf S, ist im Falle
n>1 rational, d.h. von der Form

w=fdgl A A dg,v, f; &1» --'%gNe-K(Fn)'

Beweis. Sei w,+0 eine beliebige rationale Differentialform. Dann ist w/w, eine
I'~-invariante meromorphe Funktion, also eine Modulfunktion aus K(I,)

Sei nun

wo=A dz,,

vEp

das alternicrende Produkt der Differentiale dz,,, welche irgendwie, etwa lexikographisch
geordnet seien. Jede meromorphe Differentialform w auf S, kann man in der Form

w=f w,, f meromorph in. S,,
schreiben. Di¢c Funktionaldeterminante einer symplektischen Substitution

4 B
Z—MZ=(AZ+B)(CZ+D)*; M:(C D)GSp(n,P)

ist bekanntlich
HZ, My=det (CZ+ D) "D,

Die Differentialform ¢ ist daher unter irgendeiner Untergruppe ' 8p(n, R) genau
dann invariant, falls

f(MZ)=det(CZ+ DY f(Z) fir MeTl
gilt.

Aufgrund der Kompaktifizierungstheorie von Satake-Baily ist S,/I" eine quasi-
projektive algebraische Varietit, wenn I' mit der Siegelschen Modulgruppe kommen-
surabel ist. Die Modulfunktionen entsprechen dabei gerade den rationalen Funktionen.
Die Differentialform ¢ ist also genau dann quadratintegrierbar, falis '

(%) f onaa=[f@ wy A dy
Sn/T F

konvergiert. Dabei sei F ein Fundamentalbereich von I'.

Aus der Diskontinuitiit von I" folgt, daB das Integral von |f(Z)|? iiber -gine geniigend
kleine Umgebung eines vorgegebenen Punktes aus S, konvergiert. Daher ist fin ganz §, -
holomorph. Die Funktion fist also eine Modulform vom Gewicht n+ 1.
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GoansiPen) Vektorraum aller Modulformen vom Gewicht r e Z, im Falle n>1 also aller
éhmmrphen Ldsungen von o

aid sk

gﬁiﬁ L fIM=f fix MeT; (fIM)@)=det(CZ+ D) f(MZ)

bezeichnen wir mit [T, r]. Der Unterraum der Spitzenformen [I, r], ist durch die Be-
dingung :

tim 0740 (z g).__wo_ fir M e Spn, 2)

definiert.

Mit Hilfe der Fourierentwicklung einer Modulform und der genauen Gestalt des
“Siegelschen Fundamentalbereichs ze1gt man, dal} das Integral (%) genau dann konvergiert,
wenn [ eine Spltzenform ist..-

Wir erhalten (vgl. [2_])

- 1.4 Bemerkung, Es gilt o
gN(K(F))=d1m[F,n+ 130

H. Maaf} konstruierte kiirzlich mit Hilfe vérallgemeinerter Thetareihen Spitzenfor-
men kleinen Gewichts zu Kongruenzgruppen der Siegelschen Modulgruppe [6] Im ein-
fachsten Fall haben diese Reihen die Form :

9 (S(n) Z(n})_ Z (detG') emSp(S[G]Z)

G

f)abel ist § eine reelle symmetrische positiv deﬁmte n-relhlge Matrix, Z variiert in der
Slagelschen Halbebene §,. Wenn S gerade.ist . .

. g’Sg=Zsi,~gig;EO m_0d2 - fir geZ”
ENIY i,j : : T :
Qé‘ s

und wenn #n gerade ist, so ist 3, (S, Z) eine Spltzenform vom Gew1cht wi—+1 zur Haupt-

LNlgl={Merl,; M=Emodgqg}.

i ist g=g(S) die Stufe von S, also d1e klcmste natiirliche Zahl so daB ¢gS~!
ade ist.

9 (S‘") Z"")e [F [q] + 1} (n=0mod2, g=¢q(S), S gerade).
fe ezhen 91 (s, Z) kénnen 1dentxsch verschwmdcn. Dies tritt genau dann ein, wenn
eine Einheit von § mit negativer Determinante éxistiert:

U'SU=S, UeGln Z), detU=—1.

m Minkowskischen Sinne reduzierte’ Matrizén: S mit dieser Eigenschaft miissen auf dem
Rand der Minkowskipyramide liegen. In der Regel sind also auBer +E gar keine Ein-
ten zu erwarten. Dennoch ist es schwierig, Beispicle von Matrizen kleiner Stufe
nzugeben, welche nur Einheiten positiver Determinante besitzen.

. Journal fir Mathematik. Band 296 ' n
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Bekanntlich existieren fiir 0 <# =< 24 genau. 27 unimodulare Klassen von Matrizen S |
der Stufe 1. Nur die Klasse, welche dem Leech-Gitter (»=24) entspricht, besteht aus
Matrizen, deren Einheiten positive Determinante haben. In diesem Falle ist ja die Ein-
heitengruppe modulo =+ E einfach, wie Conway gezeigt hat [1]. Da die Einheitengruppe

von :
S 0
o S

von den Einheiten von § und Permutationen der Kastchen erzeugt wird (s. [7], 11 6. 4),
erhaiten wir

1. 5 Hilfssatz.- Es gilt
[F,,,%H] +0  fir n=0Omod24. . -
Q . R

Vermutlich gilt dieser Hilfssatz unter der Voraussetzung 5#’&0"'mdd 8, nz=24.

Multipliziert man eine Spitzenform vom Gewicht % i gt be‘li'ebigen' Form
. n ~ e SRR .
vom Gewicht 5+ 50 erhilt man cine Spitzenform. vom Gewicht #1.,...: + «-

Die gewijhnlichen Thetéreihen s b pnden Bhomieily o5
S(S(m), Z(n)) — 2 ef:iSp(S[G]Z)’ S(m). unlmogulai}, sgerade' >0,
. _ ST J‘f LN,

G =Glm, n)

nicht. 1dentlsch verschwinden.

"sind bekanntlich Modulformen vom Gcwicht g, ‘wele nje

Gemal Bemerkung 1. 4 folgt nun mit m =n sofort: Satz*

Dem:Beweis von Satz 1. 1
dient '

1. 6 Hilfssatz. Seien S,=S", 12v<], irredﬂffﬁféf,ﬁﬁag}i«véise indiquivalente positive
unimodulare. gerade Matrizen. Fur genugend groﬁes n. sind dle Thetareihen 9(S,, Z™),
1 £ v < L algebraisch wnabhéngig. : SN A I

Dabci heiBe eine Form S irreduzibel, wenn sie fiicht unimodular dquivalent mit
einer Form vom Typ

ty
w,

;Sl 0 e ©lmy) o

nimed 1,2
ist. Bekanntlich gibt es zu jedem m =0 mod8 mlndestens eine ummodulare gerade
irreduzible Matrix S™>0. SR 1% I
,}, welche durch
8(S,, Z™), .. S(SuZ Nt
annulliert werden, bildet ein Primideal

| x".mc.[Xl, ,X1]= T U S

Beweis. Die Gesamtheit aller Polynome P e C[ng
. N ’ Lo ’ . LT

offenbar gilt

. ¥ DX D
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Jede Primidealkette in einem Ring endlicher Diménsion bricht ab.
(&‘E i
B Wenn dic Reihen 9(S, Z™) fiir Jedes n algebralsch abhangig sind, so folgt nun d1e
- Existenz einer Relation .

P(3(S,, Z™)=0, PeC[X,,....,X] P=+0,

welche fur alle n gilt.

Da das Produkt von Thetareihen selbst eine Thetare1he ist, 1mphzlert eine solche
algebreusche Relation eine lincare Relation

E CjS'(S}k)D Z(")) = 09

i
wobei die Matrizen §J paarweise infiquivalent sind ([71, 11 6. 4). Wahit man n = h, so folgt
aufgrund der Fourierentwicklung sofort ¢;=0 fiir alle j. Die Fourierentwicklungen der

Thetareihen (ohne Index J) haben die Gestalt

9(S,2)= Y A(S, T) 501D

Tz0
Dabei ist AR, T die Anzahl aller ganzen Matrizen G® mit G'SG=T. Es gilt
| A, 8)=0<j="k.

Darmt ist Satz 1. 1 bew1esen

Die beim Bewels verwendete Methode hefert keme effektzve Abschitzung fiir
ki (K(I',)). Bessere Resultate erhilt man fiir Kongruenzuntergruppen. Bekanntlich sind
die Thetakonstanten

b

IR 1.:iZ.[g+%a]+b'g K C
Y e , a,belZ”,

fodulformen vom Gewicht E Zu einer gewissen Kongruenzgruppe mit einem gewissen
R Coooopbugny S C o . )
ultiplikatorsystem. Die:Quotienten aus diesen Funktionen erzeugen einen Funktionen-

Grper vom Transzendenzgrad in(n+ 1) {5]. Multipliziert man die von Maal3 kon-

tuierten Spltzenformen vom Gewicht ?~+ 1 mit Potenzprodukten dieser Thetakonstan-

;80 erhilt man vlel,e Beigple]e fiir Spitzenformen vom Gew1cht n+ 1. Ohne auf Emzelhelten
emzugehen formuheren wir noch :

1.7 'Sat"z‘. Bl

(K(F [y .—n(n+ ) ﬁ;r I=0mods.

22+
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§ 2. Differentialformen hitheren Gewichts

Eine Differentialform vom Gewicht r € Z des Funktionenkorpers X > C mit Trans-
zendenzbasis g,, ..., gy ist ein Ausdruck der Form

fldgy A---ndgy).

Beim Ubergang zu einer Transzendenzbasis ist f mit der r-ten Potenz der Funktional-
determinante zu multiplizieren.

(Die iiblichen partiellen Ableitungen rationaler Funktionen

F;
og,

:C.(g15"'9gN)_>C(g13-'j’-gN)a lévéN

lassen sich bekanntlich eindeutig zu Derivationen

d

KK
g, e

ausdehnen. Ist g%, ..., g¥ eine weitere Transzendenzbasis, so ist det - &
. 2,

determinante.)

Eine Stelle -des -Funktionenkdrpers K ist em drskreter Bewertungsrmg

CCRCK

mit Quotientenkdrper K, dessen Restklassenkérper den Transzendenzgrad N -1 hat.
Gestattet die Differentialform e eine Darstellung der Form

fldgy ~---ndgyY, f gis ,gNER,

50 heifi{ w reguldr an der Stelle R.

Die Dimension des Vektorraums aller (an Jeder Stelle) regularen D1ffcrent1alformen
wird mit

P=pi(K); r=0,1,2 .0
bezeichnet, Diese ist endlich!

Die Menge aller Quotienten von reguliren. leferentia}fgrmen gleichen nicht negati-
ven Gewichts ist ein Unterkérper K, von X e

[47] . . .
K, = {—,; o, @' regulir vom selben nicht negativen Gewicht, ' # 0}.
w SERt

Die Kodairadimension k&, (K) von K ist der Transzendenzgrad von K. Wenn diese
maximal ist (k. (K)=N), heiBt K von allgemeinem Typ.




Freitag, Die Kodairadimension von Korpern automorpher Funktionen 169

Es ist nicht schwer zu zeigen, daB eine rationale Differentialform vom Gewicht 1 genau
dann reguldr ist, wenn sie quadratintegrierbar ist.

Esgiltalso. _ :
' KjcK, und daher Kk (K)Sk,(K).

Satz 1. 7 besagt daher insbesondere:
| DerKorper K(T,[1), 1=0mod 8, ISI von allgemeinem Typ.

Tai hat bewiesen [8], daB der Korper der Modulfunktionen X(I',[/]), / hin-
reichend groB, von allgemeinem Typ ist (sogar fiir beliebige arithmetische Gruppen I’
anstelle von I,). Es ist ihm dabei gelungen, die reguliiren Differentialformen hoéheren
Gewichts mit Hilfe, yon Modulformen exakt zu beschreiben.

 Sein wesenthghe% Hilfsmittel ist Mumfords Desingularisierungstheorie. Wir wollen
am Beispiel der Siegelschen Modulgruppe zeigen, daB scine Resultate auch ohne De-
singularisierung bewiesen werden knnen.

Zunichst Tassen sich Hilfssatz 1. 3 und die daran anschheBenden Bemerkungen ohne
weiteres auf D1fferent1alformen hoheren Gewichts ubertragen

2. 1 Bemerkung. Die rationalen Differentialformen von K(I) vom Gewicht » ent-
sprechen umkehrbar éindeutig den in S, meromorphen Funktionen f mit der Eigenschaft

f(MZ)=det(CZ+DY"*" f(z) = fir MeT.

Sei P8, eine irreduzible Komponente der Polstellenmenge von f. Die Menge aller
Modulfunktionen fe K(I'), deren Polstellenmenge nicht P umfaBt, ist ein diskreter Be-
wertungsring R von K(I'). Da S,/I' algebraisch ist, hat sein Restklassenkérper den
richtigen Transzendenzgrad N — 1.

Wenn die f zugeordnete Differentialform regular ist, so muf3 infolgedessen fin ganz’
S, holomerphiseing:d i fe [T, r(in+ 1)].

2.2 Bemerkung. Sei X eine irreduzible quasiprojektive algebraische Varietit der
Dimension #. Eine rationale Differentialform o vom Gewicht r des Funktionenkdrpers
K(X) ist genau dann regulir, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Sei Xo < X ein-offener Teil des regularen Orts von X, auf dem o holomorph ist und
G ExEt Xo, E=TFinheitskreis, £=E\.{0} ein¢ holomorphe Abbildung mit auBer-
wesentlicher Smgularltat Dann ist @*w auf E” holomorph festsetzbar.

Die Abbildung ¢ hat eine auBerwesentliche Singularitit, wenn sie zu einer holo-
aporphen Abbildung E” — X'i in einen projektiven AbschluB fortsetzbar ist.

Die in 2. 2 formulierte Bedingung ist offensichtlich birational invariant. Man konntc
sie daher auch zur Definition der Regularitiit heranzichen. Aus diesem Grund wollen
wir den einfachen Beweis dem Leser iiberlassen und lediglich darauf hinweisen, daB er
nichts mit Desingularisierung zu tun hat.

In [3] wurde mit einfachen Schliissen aus der Wertverteilungstheorie gezeigt:
2. 3 Hilfssatz. Sei
¢ ExEN 1S F, [l 123, n>1

eine holomorphe Abbildung mit auferwesentlicher Singularitiit.
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Dann ist ¢ von der Form
(g, Wy=M(Sz+®(q, w)), gq=e*"",
§=0mod/, (g, w) holomorph in E¥, M e I,/T,[1].
(Die Gruppe I',/I',[/] operiert in natiirlicher Weise auf S,,/I,[/].)

Da die Gruppe I,/I,[1] auch auf den Modulformen zur Gruppe I,[1] operiert,
brauchen wir uns in unseren Anwendungen nur mit dem Fall M = E zu befassen.

2.4 Satz (Tai). Sei
felb,, (r+1)rlo-
Die f zugeordnete rationale Differentialform ist in bezug auf den Korper K(I',[Ir]) regulir.

Folgerung. Der Kirper der Modulfunktionen K(I',[I]) ist fiir hinreichend groﬁe l von
allgemeinem Typ.

Zum Beweis benutzt man die Fourierentwicklung von 1

f@= T aDe o,

T=T">0 halbganz -
und beachte

1
T Sp(STy=0modr, falls S=0modlr.

Esfolgt, daB
f(Sz+®d) e ™, S=0modlr,
in 1g= 0 noch regulir ist.

Dieselbe Methode liefert auch die genauen in [8] angegebenen Regularltatskntenen
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