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Holomorphe Differentialformen zu Kongruenzgruppen
der Siegelschen Modulgruppe

Eberhard Freitag (Mainz)

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden invariante holomorphe Differentialformen zu
Kongruenzgruppen der Siegelschen Modulgruppe konstruiert. Der Grad dieser
Formen ist N—1; N=1n(n+1).

Der Spe21alfall n=2 wurde in [1] behandelt Zur Konstruktion dieser For-

men werden Modulformen vom Gewicht —2— benutzt, genauer, es wird eine
bilineare Paarung

konstruiert.
Aus der Tatsache, daB jede invariante holomorphe Differentialform vom
Grad N—1 geschlossen ist, kann man Konsequenzen fir Modulformen vom

. n—
Gewicht r <

1 (2reZ) ziehen. Solche Formen miissen singuldr sein, d.h. es

treten nicht verschwindende Fourierkoeffizienten a(T) nur auf, wenn die Deter-
minante |T| verschwindet.

Wie mir Herr H. Resnikoff freundlicherweise m1tte11te, hat er diesen Satz auf
vollig anderem Wege bewiesen. Inzwischen liegt ein preprint scines Beweises vor.

§ 1. Singuliire Modulformen

Die Siegelsche Halbebene n-ten Grades S, bestcht aus ailen n-reihigen symmetri-
schen Matrizen Z=X +iY, deren Imagmartell Y positiv definit ist.
Jeder analytische Automorphismus von S, hat die Form

Z—-MZ=(AZ+B)(CZ+D)}, n

wobei
AB
M= (C D)ESp(n, R)

eine 2n-reihige reelle symplektische Matrix ist.



182 E. Freitag

Im folgenden sei I'=Sp(n, R) eine Untergruppe, welche mit der Siegelschen
Modulgruppe

L=8pin, Z) @

kommensurabel ist. Die Gruppe I, nI" hat also sowohl in I' als auch in I end-
lichen Index.

Unter einem Automorphiefaktor vom Rang h versteht man eine Abbildung
J: §,xI'> Glh,T)

mit den Eigenschaften:
1) J(Z, M) ist holomorph in Z,
2y J(Z,MN)=J(NZ,M)- J(Z, N}.
Beispielsweise ist die komplexe Funktionalmatrix ein Automorphiefaktor.
Der Hauptwert des Logarithmus von |CZ+D| ist in einer Umgebung

von Z=iE analytisch und kann zu einer auf ganz S, analytischen Funktion
log |CZ + D fortgesetzt werden. Eine Funktion

v: F'-C ={zeC; z+0}
heit Multiplikatorsystem vom Gewicht reR, falls
J(Z My=0(M)Y|CZ+Df

ein Automorphiefaktor ist. Wenn r ganz ist, so bedeutet dies einfach, daB » ein
abelscher Charakier ist,

Im Falle n>1 ist das Gewicht eines Multiplikatorsystems stets rational.
AuBerdem ist die Faktorkommutatorgruppe von I' endlich. Daher ist eine
geeignete Potenz von o trivial (v =1).

Im Falle n=1 wollen wir dies voraussetzen.

Der Vektorraum der Modulformen zum Multiplikatorsystem v (vom Gewicht r)
wird mit [T} r, v} bezeichnet oder einfach mit [T, #], falls reZ und v=1 ist.

Eine solche Modulform ist eine analytische Funktion

f:5,—~C,
die dem Transformationsgesetz

FIMZ)y=o(MYICZ+ D[ f(Z) fir Merl' (3)
genligt,

Die Funktion f ist dann insbesondere periodisch unter einem gewissen Gitter
von symmetrischen Matrizen und gestattet daher eine Fourierentwicklung

f@)= 3 a(T)e*"'5ro, )

T=T"
wobei T das zum Periodengitter duaie Gitter durchlduft.

1.1. Theorem. Es sei

fell,rv], 2rek
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eine Modulform vom Gewicht r, deren Gewicht hichstens den Nenner zwei hat.
Dann gilt

a(T}=0 = Rang(T)<2r+1.
n—1

Diese Aussage ist natiirlich nur im Falle r < relevant.

Sei M e Sp(n, Q) cine rationale symplektische Matrix. Dann ist

f'IM(Z)==|CZ+DI"f(MZ) (5
eine Moduiform beziiglich der konjugierten Gruppe M~'I'M. Die Fourier-
koeffizienten dieser Form bezeichnen wir mit a,, (T).

[CZ+D|7" f{IMZ)=) a,,(T)e? 152}, 6)
Im Falle n>1 gilt aufgrund des , Koecherprinzips*

O%ay(T) = TZ0.

Im Falle n=1 ist dies eine zusitzliche Voraussetzung.
Spitzenformen sind durch die Bedingung

a4,y (T)=0 = |T|%0 | )

charakterisiert. Den Unterraum der Spitzenformen bezeichnen wir mit [T , v],.
Ein Gegenstiick zum Begriff der Spitzenform ist der Begriff der singuliiren
Form.
Eine Modulform heiBt singuldr, falls folgende Bedingung erfiillt ist.

ay(T)+0 = |T|=0. (8)
H. Resnikoff hat in [5] bewiesen, dal nicht verschwindende singulire Formen
nur fiir kleine Gewichte, rgnz;l, existieren konnen. Aufgrund von Theorem 1.1
gilt hiervon auch diec Umkehrung.

1.2. Theorem. Eine Modulform

fellrnv]l: f+0, 2reZ,
ist dann und nur dann singulir, falls

n—1
<X -
rs 3
gilt.
Wir wollen aus diesern Satz einige Folgerungen zichen.

1.2,. Folgerung. Jede Spitzenform vom Gewicht r

n—1
re——

7 2reZ

verschwindet identisch.
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" Eine weitere Folgerung wollen wir der Einfachheit halber nur fir die volle
Modulgruppe I, =Sp(n, Z) aussprechen.

Durch den Grenzprozel
AN

f1®(Z):=1lim f (0, _ ) 9
t—+o0 It

wird bekanntlich ein Operator
[, 1= ]
definiert, dessen Kern mit dem Raum der Spitzenformen {1, r], iibereinstimmt.

. —1
Aufgrund der Folgerung 1.2, ist der @-Operator injektiv, falls rgn—z—v.

1.2,. Folgerung. Fiir 2r <n gilt

dim[l;, r]1sdim(L,, rl.

Es gilt [, 1}=0 fiir n£2 (s. etwa [3]) und daher sogar

[L,1}=0 fir n=1,23,.... (10)
Herr Eichler hat mit freundlicherweise mitgeteilt, daB er

[[,2]=0 fir n=4
bewiesen hat. Hieraus folgt aber

[[,2}=0 fiir alle n. (11

§ 2. Charakterisierung singulirer Formen durch Differentialoperatoren

Wir betrachten den Vektorraum V=" mit der kanonischen Basis ¢,, ..., €, und
die duBeren Potenzen A7V (0<p=n). Ist ac{l, ..., n} eine Teilmenge, so setzen
wir

e,=e€, A+ Ae, , falls
’ (12)
a={ay, ..., ap}, 8 < - <d,.

Durchliuft @ alle Teilmengen von {1, ...,n}, die genau p Elemente enthalten
(lal=p), so bilden die Vektoren e, eine Basis von A* V. ] eder linearen Abbildung

A AV APV
entspricht cine Matrix 47

Ae,=Y Ale,. : (13)
Wir ordnen nun jedem Paar.linearer Abbildungen

A: AV APV, B: A2V AV
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eine lineare Abbildung

AMB: APV 5 APTLY

zu.
1
AmBla, A - Aapﬂ):Tngn(o)
(p q) (14)
P
Alagpy A NI A B8,y Ao Ay, g).
Dabei durchlduft ¢ alle Permutationen von {1, ..., p+q}.
Die Matrixdarstellung von 4 B lautet
1 -
(AmBf=———— Y &(d,a") e(b',b") A% B2 (15)
(p+q) a=a"va’”’
P b=b'ub
|la'|=[b'}=p, la"|=[b"{=4.

Sei

a ={a,...,a,}; a <--<a,

a'={af,....a7}; a<--<aj.
Dann ist &(@, @) das Vorzeichen der Permutation, diec man benétigt, um das
{p+g)»-Tupel (ay, ..., a,, af, ..., a}) in die natiirliche Reihenfolge zu bringen.

Die Paarung AmB ist bilinear, kommutativ und assoziativ. Man kann daher
insbesondere die p-te Potenz einer linearen Abbildung A: ¥V — ¥ bilden.

AP =AM A: APV APV, (16)

Diese wird manchmal auch mit A? A bezeichnet.
Die Matrixdarstellung von A" wird durch die Unterdeterminanten von A
gegeben.

AP AR fiir a,befl, ..., n} |a|=|b|=p. (17)
Dabei wird mit |Al§ die Determinante
lz‘1l§.=d€t(z‘1v,,)v.sg (18)
pe
bezeichnet,

Der Laplacesche Entwicklungssatz fiir die Determinante einer Summe von
Matrizen folgt aus der binomischen Formel

(A+Bf= Y (") AP Bl (19)

pra=h

Wir fiihren nun die Differentialoperatoren

1 fir v=p
i _ 20
d,,=e,, 0/0z,,, e, {% fir v+pu “

ein. Thr Wirkungsbereich sind analytische Funktionen f(Z), welche auf irgend-
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einem Gebiet von symmetrischen komplexen Matrizen Z definiert sind, also etwa
auf der Siegelschen Halbebene.

Es gilt

8,, &M=t D, T=T. (21)
Da die Operatoren ¢,, untereinander vertauschbar sind, kann man Unter-
determinanten |0f; der Matrix #=(3,,) betrachten und diese in den duferen

Potenzen &'P! zusammenfassen.
Aus der Formel (21) folgt unmittelbar

5l GSp(TE) — Tl p5p(T2) (22)
2.1, Hilfssatz. Es gilt die Produktformel
M(f-g)= Z (n) P froke g,
p+a=h p
Beweis. Es geniigt, diese Formel fiir die Funktionen
fZy=eTD,  g(Z)=eSP6D

zu beweisen. In diesem Spezialfall folgt sie aber einfach aus den Formeln (19)
und (22). Mit Hilfe dieser Produktformel kann man Theorem 1.1 auf den Fall

n—1 ) . .
r =5 reduzieren. Zunichst bemerken wir

Rang T<2r+1 <« TR+1=0.

Man kann Theorem 2.1 daher auch folgendermaBen aussprechen: Sei f eine
Modulform vom Gewicht r, dann ist

a[2r+ 1]f=0-

Wir nehmen an, dieser Satz sei fiir ein gewisses réi—l bewiesen. Wir beweisen
ihn dann auch fiir r—4. 2

Sei also f eine Modulform vom Gewicht r—4. Wir multiplizieren f mit einer
Thetafunktion

‘ga,b(z)= Z eniZ[g+4}a]+b’g' (23)
geln

Dies ist eine Modulform vom Gewicht 4 beziiglich einer geeigneten Gruppe, wenn
a, be Q" rationale Spalten sind.
Nach Voraussetzung gilt

o+ li(f- 8, ,)=0.

Wir wenden die Produktregel an und beriicksichtigen, daf offensichtlich
g, ,=0 fir g=2

giit. Es folgt
(2r+1) 827 fm a9, ,+(@> 1 f)- 9, ,=0.
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Wir betrachten diese Identitiit fiir festes Z bei variablem a und b. Eine einfache
Rechnung mit Hilfe der Formel (15) ergibt
a[Zr] f =0

-1
Damit ist Theorem 2.1 auf den Fall r= " reduziert.

§ 3. Eine Transformationsformel fiir die Differentialoperatoren

Sei 0 ein Operator, welcher auf Funktionen wirkt, die in irgendeinem Gebiet von
symmetrischen nicht ausgearteten Matrizen definiert und analytisch sind. Wir
setzen noch voraus, dafl man in diesen Gebieten cinen analytischen Zweig des

Logarithmus log|Z| finden kann. Auf die Wahl dieses Zweiges kommt es im
folgenden nicht an.

Wir bezeichnen mit § den Operator, der aus 0 durch Konjugation mit Z — Z~!
entsteht, also

0f(@)=0f(ZYWz—-2" (24)
3.1. Satz.! Die Operatorenmatrix
D(h):=2ZM oM

geniigt der ’D'ansformationsformel

h—1

Dmy=(- 1)"IZ| D(h)’IZI .

Es ist ausreichend, wenn man eine solche Operatorenidentitit auf Funktionen
vom Typ

f(Z)=|Z?PTD,  T=T, (25)

testet. Auflerdem kann man die Variable Z durch eine reelle Variable Y=Y'>0
ersetzen. Entsprechend kann man annehmen, daB T reell und positiv definit ist.
Es gibt dann genau eine positive symmetrische Wurzel T? von T. Dem Beweis
von Satz 3.1 schicken wir 3 Hilfssitze voraus.

3.2. Hilfssatz.
St EY|—E= i ]" o SPOYIPI+ P T, ﬁ”)'dP.

Die Integration ist iiber alle n-rethigen reellen Matrizen zu erstrecken,

Beweis. In der Formel

[eSPE P gp = gin? {26)
nehmen wir die Variablentransformation P— ¥* P vor und erhalten

|Y]? § e~ 5o D gp — i, 27
Ersetzt man pun P— P+ Y1 T3,

-1'Im"Spezialfall h=n wurde diese Formel von A. Selberg bewiesen.
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so folgt unmittelbar Hilfssatz 3.2.

3.3. Hilfssatz [2]. Es gilt

AN Y|~ = (= 1) g, () {Y]~* Y0,

Dabei ist

gl)=a-(x—13) ... (a—h—;lw).

3.4. Hilfssatz. Seien a, b, ¢, d={1, ..., n} Teilmengen mit
lal=1bl=h, |e|=|d|.
Dann gilt

2
0 sonst.

h
, i, (M) R ge _
g e-seorngpo @75 (7)o ame b=d

Beweis. Da} das Integral verschwindet wenn a= ¢ oder b #4 ist, zeigt man mit
einer einfachen Integraltransformation. Man ersetzt eine geeignete Zeile oder
Spalte durch ihr Negatives.

Wir kénnen daher ¢=c und b=d annehmen. Es ist keine Einschrinkung der
Allgemeinheit, wenn wir sogar h=n voraussetzen.

Man wende nun auf beiden Seiten der Formel {s. (27))

je—Sp(vu’n dP=nt" lYl_%

den Operator |é|=2™ an und spezialisiere das Resultat auf den Fall Y=E,

Beweis von Satz 3.1. Wir berechnen
DA f(V)=Dh) (¥ yoy

fiir die Funktionen f(Y)=| Ylg &P Aus Hilfssatz 3.2 folgt
D) (Y N =(—1 =" Y [ (PP g~ SPOIFI+F rheringp,

Macht man die Substitutionen, die beim Beweis von 3.2 verwendet wurden, riick-
ginglg, so resultiert

Dy f(V)y=(=1Y = 3 f(Y)Y M [(YIP-YTHM (YIP— YTiyMe 52("Pyp
Mit Hilfe der Formeln (15), (17) zeigt man
(Y*P-YTH(YP-YTH
= Y (=1 Y e, a) eb, b elx, x") ey, ¥

0=Zp p'=h

1A

T vE b
Y+ P |YTHE |YE PR YT

Dabei sind a,b<={1,...,n} zwei Teilmengen von h Elementen (|a|=|b|=h). Zu
summieren ist iiber Teilmengen «,...,y"<{l,...,n} unter folgenden Bedin-
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gungen:
le'|=Ix'|=p, avd’'=a, |a'|=|x"|=h—p,
|=lyl=p, bub'=b |b'|=|y'|=h-p,
Xnx'=yny'=0, xux'=yuy’.

Aus Hilfssatz 3.4 folgt nach einer einfachen Rechnung

IYE  fir x'=y

Y*PI [Y* PP e S2# D) gp = g3#* (ﬂ)
fI e | e S 0 sonst.

2

Nachdem die Integration ausgefiihrt ist, zeigt man — wiederum mit Hilfe von
(1s) -

DSW)=(= 1PN Y ¥ T ¢, ) (2) YW T[Y],

Axf der anderen Seite folgt aus 2.1, 3.3 und (22)
Aol _h-1
(=D*Y[ 2 D{W|Y] * f(Y)
=(_1)ﬁf(y) yi Z (h)(gl)ps (h—nw—l) Y ot il
p=g=h ‘P ’ 2

Um das allgemeine Transformationsgesetz zu beweisen, mufl man nur noch die
beiden Formeln

(3 () )

und
: Y—[hl(ylp] mTLY )=y (Y- T[ql)]l

verifizieren.

§4. Holomorphe Differentialformen

Um das Transformationsverhaiten der Differentiale dz,, beschreiben zu kon-
nen, fassen wir sie in ¢iner (symmetrischen) Matrix dZ =(dz, ) zusammen. Bekannt-
lich transformiert sich dZ unter einer symplektischen Transformation M folgender-

mabBen
dZ\M=(CZ+Dy - f(ZWCZ+D)". (28)

Wir denken uns die Indizes (v, 4); 1 £v S p<nirgendwie — etwa lexikographisch —
angeordnet und bezeichnen das alternierende Produkt aller Differentiale dz, LVEp
in dieser Reihenfolge mit

we= A dz,,. (29)

vEp

Diese Differentialform transformiert sich folgendermaBen

WM =[CZ+D|~C+D gy . (30)
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Ist fe[l, n+1] eine Modulform vom Gewicht n+1, so ist infolgedessen die
Differentialform f e, invariant unter I.

Wir bezeichnen mit A” Q (S,)f den Vektorraum der holomorphen alternie-
renden Differentialformen vom Grad p, welche unter I' invariant sind. Die Zu-
ordnung f— fw, stiftet also einen Isomorphismus

(L n+1]——A"Q(S,)", N=gnln+l).

. . ) ... n—1 .. . .
Wir wollen die singuliiren Formen vom Gewicht 5 mit invarianten Differen-

tialformen in Zusammenhang bringen. Dazu benutzen wir den Differential-
operator

B1=1@)l;  Buu=e,,0/02,,,

Das Transformationsverhalten dieses Operators unter der Substitution Z —Z~!
haben wir in § 3 untersucht. Hieraus gewinnt man leicht die Transformations-
formel fiir Z— —Z~', Bezeichnet man allgemein mit § den Operator, der aus 0
durch Konjugation mit Z —» —Z ! entsteht, so gilt

ns3 _n-1
101=121 * leliz] * . (31)
Mit der Bezeichnung (5) kann man diese Formel auch folgendermaBen schreiben
(14t f) +ISJ\/Iil@l(fLM)- (32)
. T

E S (E 0 . .
( 0 E)’ §=45, erzeugen bekanntlich die volle symplektische Gruppe. Daher gilt
(32) fiir beliebige symplektische Substitutionen M. Der Operator |0| vermittelt
insbesondere eine lineare Abbildung

o [r5 [0]

fiir ein beliebiges Multiplikatorsystem v.
Seien nun zwei Modulformen

-1 -1
fE[F,%—,v], gE[F,nz ,v“]
gegeben. Dann ist g|d| f eine Form vom Gewicht n+1, die Differentialform

¢8| fo, ist also I'-invariant.
Wie in §2 ausgefithrt wurde, ist Satz 1.1 damit dquivalent, daB |3| f=0 fiir

Dabeiist M= ) . Diese symplektische Matrix und die Translationsmatrizen

-1
alle Modulformen vom Gewicht n_2_ gilt.
Zuniichst werden wir zeigen, daB die Differentialform

(flolg+{(—1y*'glelf)w,



Holomorphe Differentialformen zu Kongruenzgruppen der Siegelschen Modulgruppe 191

die totale Ableitung einer holomorphen invarianten (N —1)-Form {f, g} ist,
deren Konstruktion wir uns nun zuwenden wollen. Zur Beschreibung dieser
Form benutzen wir die in § 3 entwickelte Multiplikation von linearen Abbildun gen

A: APV APV, B: AV — A2Y,
Im Spezialfall p+g=n ist AMB: A"V— A"V eine lineare Abbildung eines

eindimensionalen Vektorraumes in sich und damit die Multiplikation mit einem
Skalar. Identifiziert man Ar B mit diesem Skalar, so gilt

AHB=%erdmﬂdHJﬂA§ml 32

)

Dabei ist iiber alle Zerlegungen
cadva'=boub’={1,...n}, |d|=|=p, |d'|=|b"|=¢q
Zu summieren. -

Diese m-Multiplikation ist auch sinnvoll, wenn die Komponenten A Funk-
tionen und Bj. Differentialformen vom Grade d sind. Dann ist A~ B eine
Differentialform vom Grad d.

..~ Im folgenden verwenden wir noch die Bezeichnung

o=t A dz,,. (33)
ISvsSpsn
v, upF (i, &}
Das Vorzeichen wird durch die Forderung
Wy AdZy =, (34)

festgelegt. Wir fassen dicse (N — 1)-Formen zu einer Matrix @ =(w;,) Zusammen.
~ Seien nun f, g zwei holomorphe Funktionen auf S,- Wir definieren eine
holomorphe alternierende Differentialform vom Grade N—1 durch die Formel

fe= Y (-1paifma¥gma. (33)

- . prg=n-1

Man kann die totale Ableitung d{f, g} dieser Form berechnen.
4.1 Hilfssatz. Es gilt
d{f gt=—nlsl2lg+(—1y"g|a| f1w,.
Beweis. Eine direkte Rechnung ergibt

{f; g} =Z(“ i)i+kAik Wiy

. &.-" :__1 -1
*”"Z( ¥

s;"“ e

HRS

Y el a")elb, b &5 f- % g.

Zu summieren ist iiber alle disjunkten Zerlegungen

FOd U= Ob Uk ={1, ..,n}; || =|F|=p—1.

{
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Fiir die totale Ableitung der Form {f, g} erhilt man
d{f,g}=A-0,
mit

A== (=1)**dA,

r (=1 . .
NG R W NP AL TN
i, k p=1

(p—l)

itk < (_ l)p
+R(=DE Y
ik 0=1 ("l - 1)
p—1
In der ersten der beiden Summen kann man die Summation iiber a”, b”, i, k, bei
festen o', b, p ausfithren.

Y e(d, a") b, ") 0, 8% f % g

Man hat
(— ¥ e, a") e (b, b")=2(a, {i}) e/, (k) ea, &) e(b', )
zu benutzen. Dabei wird allgemein mit @ das Komplement a in {1, ...,n} be-

zeichnet. Mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes erhilt man fir die
erste der beiden Summen

n “‘"1‘” — — . -
A= Z (n )1 n—p+1) Z ela,ayed,b) 05 f- 058,
p:l( - ) '] =16 = p—1
p—1

Fiir die zweite Summe erhiilt man entsprechend

- (Ml T 1 LRy Aa a'’
4,=Y )lpp T el ) e, b o S 2 g
p=a(”— ) lar*| = 67| ~n—p
p—1
Addiert man diese beiden Ausdriicke, so heben sich dic einzelnen Terme
von A, und A, gegenseitig auf, mit Ausnahme der Teilsummen, dic zu p=1
in A, und p=nin A, gehdren.
A=A+ A, =—n(f|d|g+(— 1) glatf).
42 Satz. Die Zuordnung (f, g)— { f, g} vermittelt eine bilineare Paarung

[r,";—l, v] x [F, "2;1 u—l] S ANLQ(S,)

Es gilt
{(fgy=(-1"'{gf}.

Beweis. Wir beweisen allgemeiner fiir beliebige hotomorphe Funktionen f g
die Transformationsformel

{feM={f| M, g | M} (36)
n—1

n—1

2 2
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—E
fiir symplektische Substitutionen M. Es geniigt, den Spezialfaill M= (g 0)
zu behandeln.

Fir die Matrix o erhilt man aus (28) und (30) die Transformationsformel

w|M=|CZ+D|" " Y(CZ+D)w(CZ+D). (37

Die-Operatormatrix 0" geht bei der Transformation Z — — Z -1
_h-1

5[”]—|Z| 7 Z['r](z[h] a[h]) |Z| T
%ﬁber wie man unmittelbar aus Satz 3.1 folgert.

Wir beweisen nun (36) fiir f|M (M = (g _g)) anstelle von f.

12 Beiden folgenden Umformungen sind die Hilfssitze 2.1 und 3.3 zu benutzen,

o IMLEMIM= Y (C1p 8z T £@)n a2 T g ymaim

ptg=n—1

=|Z|g2 Z (_1)j+k5i(u) gk(i__n),
p+g=n—1 2 2

A i+j=pk+l1=gq

' zlpl [Z[p](z Mgl T Mz [ Z(Z- M g ) M Zw Z.

chsen Ausdruck kann man vereinfachen, wenn man die Formeln

APBAC)=APBAADC;  (BriC) AWM= BAW A CqW (38)

benutzt, welche fiir lineare Abbildungen
WALV SV, B APV APV, Ci ATV s ATV (h=p+q)

“gelten; .
e B8 folgt

{fIMgIM} M= 3 (—lf“‘ﬂs(p;")ﬁk(‘q—?)

i+j+k+l=n-1
i 27UV Z - E i g,

gggégzigf_summiercn bei festem j und [ iiber i und k. Eine einfache Rechnung zeigt

vk, p—-n) (q—n)= 0 fir j+l<n-—-1
(=1y 8'( 2 1%\ 2 (=1 fir j+i=n—1.

JF k-1 =1

Damlt erhalten wir
»\{JJM gIM}|I M=} (—1Ydfmolgro,

J+l=n-1

was ji'beweisen war.
mmmmen nun aus, dall nicht identisch verschwindende singulire Formen

-1
vom Ge\mcht T existieren, etwa
: LR oy

eﬂzwhzgooczy7{

=GER R~ Dgany
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Aus Hilfssatz 4.1 ergibt sich dann
d{fgl=—nflolg.

Es soll gezeigt werden, daB |0|g fiir beliebige Formen g vom Gewicht
verschwindet. Dies folgt nun aus _

4.3 Hilfssatz. Jede I'-invariante holombrphe Differentialform ¢ vom Grad N—1
(N=2%n(n+1)) ist geschlossen (do =0).

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Stokes soll gezeigt werden, daB das Integral
der Differentialform

n—-1

2

dp ndp=d(p Ado)

iiber den Quotientenraum S,/ verschwindet. Da dieser nicht kompakt ist,
bedarf dies einer Begriindung. _

Sei E, der bekannte Siegelsche Fundamentalbereich von I, [3]. Sein Rand
ist in der Vereinigung endlich vieler (reell) algebraischer Flichen enthalten.
Wenn zwei Punkte Z,,Z, aus S, dquivalent modulo I} sind, so giit |Y,|={Y,].
Die Funktion det Y auf E, induziert also eine stetige Abbildung S,/I, — IR.

Wenn I ¢ine Untergruppe von endlichem Index in [ ist, so erhélt man durch
»HZurlickziehen® eine stetige Funktion

h: S,/ T—R.
Der Bereich
Ue={x€e8§,/T, h{x)< C}

ist, wie man weil, relativ kompakt.
Die Menge S der nicht glatten Randpunkte von U ist in p~'<g(@F,) ent-
halten, dabei werden mit

p: 8,/ T—=S8,/L;  q: E—S8,/1L,

die natiirlichen Projektionen bezeichnet.

Wir benutzen nun den Satz von Stokes in folgender Form:

Sei X einc orientierte C*-Mannigfaltigkeit, U c X ein offener relativ kom-
pakter Teilraum.

Die Menge S der nicht glatten Randpunkte habe das (n— 1)-dimensionale
MaB 0 (n=dim X). Sei ¢ eine (unendlich oft differenzierbare) (n—1)-Form auf X.
Dann gilt:

fdo= | o,
v U~ 8

sofern das Integral auf der rechten Seite absolut konvergiert.
Der Rand von U ist sicherlich in der Menge {xeS,/I, h(x)=C} enthalten.
Hilfssatz 4.3 folgt nun leicht aus folgender

Behauptung. Sei ¢ eine I-invariante holomorphe Differentialform auf S, und

M(C)={ZeF,, detY=C}.
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Sei

P=(p Adp)| M(C).
Esgilt
J18|—0 fir C—o0.
M(C)

""Man benutzt fiir ¢ die Darstellung
2 - g(Z)=Sp(A - ).

Die, Matrix A besteht aus periodischen Funktionen und kann daher in eine
Fourierreibe entwickelt werden

%}&@%@(Z) = Z a(T) p2miSp(TZ)

“die Koeffizientenmatrix zeigt man

- La(UTU)U =a(T) fiir (U ({l)ef.

_ - 0o v
11 leitet man die folgenden beiden Eigenschaften ab: -
a{T)=0=> T20, Koecherprinzip®.
Die totale Ableitung do=Sp(94)- w, ist eine Spitzenform, d.h.
{ A)= Z b(T) eZniSp(TZ)_

T>0

' iibergehen den (einfachen) Beweis (vgl. [1]) dieser beiden Aussagen, da
nseren Anwendungen evident sind. Wir erhalten nun

N —_ —_— o~
dp=Y, Cp(Z)dzy A - Adz,, Adzy A ceAdzy A adz,,

béte Index " bedeutet wweglassen®)
W2 SedeY iy ZeE,.

er gewissen Konstanten §> 0,
ist zu benutzen, daB im Fundamentalbereich F, folgende Ungleichungen

1%,,/=1,

E]/§§Y1:§ = Voo

]P_u_l SV

detY<y,,...3,,SC, det Y.

an beweist nun cine Abschitzung

éeomt an . e""}c.

Korrekiur., 1) Hilfssatz 3.3 wurde erstmals von L. Gdrding bewiesen. (Extension
40 synimetric determinants. Proc. Edinb. Math. Soc. 8, 73-75(1948)).
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2) Herr MaaB3 hat mir in cinem Brief einen anderen Beweis von Satz 3.1 mitgeteilt, welcher auf
der verallgemeinerten Capelli-Identitit beruht. Der Spezialfall A =#n findet sich auch in seinem Buch [3]
und geht auf A. Selberg zuriick.
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