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Holomorphe Differentialformen zu Kongruenzgruppen
der Siegelschen Modulgruppe zweiten Grades

Eberhard Freitag

Einleitung
Sei KD ein aigebraischer Funktionenkérper und
d:K-M=My,

sein Differentialmodul. Eine alternierende Form we AM heiBt regulir, wenn
sie fir jeden diskreten Bewertungsring R

CCRcCK

mit Quotientenkdrper K und Restklassenkdrper € eine Darstellung der Form

W=Zf...,g...sﬁfjl...jvd9j1 AL Adgjv

besitzt.
Der Vektorraum der reguliren v-Formen ist endlich-dimensional, seine
Dimension wird mit

#.=g,(K)

bezeichnet.

In der vorliegenden Note werden diese Invarianten fir den Korper der
Modulfunktionen K(I') beziiglich irgendeiner Untergruppe I'CSp(2,Z) von
endlichem Index in der Siegelschen Modulgruppe zweiten Grades untersucht.
Die volle Modulgruppe ist hierbei natiirlich uninteressant, denn ihr Funktionen-
korper ist nach einem Satz von Igusa rein transzendent. Hieraus folgt aber

g,=0 fir j>0.

Wir werden u.a. zeigen, dal die Invariante g, ia. nicht verschwindet. Beispiels-
weise gilt

g(K(I[8]=9.

{Mit I'[] wird die Hauptkongruenzgruppe der Stufe | bezeichnet.)
Damit im Zusammenhang steht folgendes gruppentheoretische Resultat.

dmHAC 2, Q0 fir 1o,
Bei unseren Konstruktionen verwenden wir die Theorie der Thetanullwerte.
S(Z; d, b) 22 eki[Z[g-yiu] +bgh .

Das sind Modulformen vom Gewicht £ zu Untergruppen der Siegelschen Modul-
gruppe.
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Diese Thetanullwerte geniigen alle der Differentialgleichung

402 _ & AP Zo ZI)——-—O.
0260z, (0zy) Zy Iy
Eine weitere Anwendung besagt, daf} jede Modulform vom Gewicht § zu irgend-

einer Untergruppe I'CSp(2, Z) von endlichem Index und zu beliebigem Multi-
plikatorsystem der obigen Differentialgleichung geniigen muf.

§ 1. Alternierende Differentialformen auf der Siegelschen Halbebene zweiten Grades

Die Siegelsche Halbebene zweilen Grades S, besteht aus allen zweireihigen

Matrizen
Zo Z;Y . .\ . e
Z= . mit positiv definitem Imagindirteil ¥,
1 2
Yo ¥ '
Y=( ° 1); ¥o>0, yoy,—yi>0.
Y1 ¥2

Jede symplektische reelle Matrix

A B
M=(C D)ESp(2,R)

induziert einen analytischen Automorphismus von §,
ZoMZ=(AZ+B{CZ+D)™*.

Sei
w= fodzy+ fidz, + fodz,

ein Differential auf einem Teilgebiet DC S,.
Wie transformiert sich o unter der symplektischen Transformation M?
Es ist zweckmiBig, w in der Form

w=Sp(f-dZ)
VA B

zu schreiben. Bekanntlich gilt [6]
dZ/M=(CZ+ Dy 'dz(CZz+D)"*.
Hieraus folgt
o/M=Sp[{CZ+D)" ' f(MZ)CZ+ Dy 'dZ].

Das Differential  ist also genau invariant unter M — wir setzen jetzt voraus, dall
M das Gebiet D in sich iiberfiihrt —, wenn

JMZ)=(CZ+DYf(Z)CZ+ DY 1
gilt.
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Als néichstes untersuchen wir das Transformationsverhalten von alternierenden
2-Formen.

w=hydz, Adz,+hdzq Adz, +h,dzy Ndz,
also

wAdZ=h-w,
mit

h=(m]]:(: _Z:) wo=dzo Adz, Adz, .

Die komplexe Funktionaldeterminante der symplektischen Transformation M
ist [CZ+ D|™3. Es folgt

WMA(CZ+D) 'dZ(CZ+D) ' =|CZ+D| *h(MZ)w, .
Die Invarianz von w unter M bedeutet also

WMZ)=|CZ+DP(CZ+ DY 'h(ZXCZ+D)™*. 2)
Es ist zweckmiifig diese Formel auf die Adjunkte

h* =(:2 :1) (hh* =dethE, E Einheitsmatrix)
1 R

umzuschreiben. Man erhilt
W MZ)=|CZ+D|(CZ+DW*(Z)NCZ+ DY . ' (3)

Es sei nun I"CSp(2, Z) eine Untergruppe von endlichem Index in der Siegelschen
Modulgruppe zweiten Grades. Wir setzen voraus, daB I' keine Elemente endlicher
Ordnung auller +E enthdlt. Dann ist der Quotientenraum S,/ eine drei-
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Die kanonische Projektion

p:8,—8,/T

ist unverzweigt.
Wir bezeichnen mit 2 die Garbe der holomorphen Differentiale auf S,/I".
Der Automorphiefaktor [CZ + D| definiert ein Geradenbiindel & aufl S,/

L(V)={f:p"Y(V)=C holomorph, f(MZ)=|CZ+D|f(Z),MeT}. 4
Offenbar ist
F*=K=A%Q (kanonisches Biindel). (5

Die Gln. (1) u. (3) zeigen
Hilfssatz 1. Es gibt einen Isomorphismus

A20=0RF . (6)
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§ 2. Modulformen vom Gewicht L und Konstruktion von 2-F ormen

Der Hauptwert des Logarithmus log|CZ + D| ist in einer kleinen Umgebung
von Z=iE analytisch und kann zu einer analytischen Funktion auf ganz §,
fortgesetzt werden. Damit ist auch |CZ+D|" fiir beliebige re R definiert und
analytisch. Unter einem Multiplikatorsystem vom Gewicht r beziiglich einer
Gruppe I'CSp(2,R) versteht man ¢ine Abbildung

v I—-C*,
so daly
HZ, M)=o(M)}CZ+D|

ein Automorphiefaktor ist, d.h.
IZ,M-N)=INZ,M)-I{Z,N). (7

Eine automorphe Form vom Gewicht r zum Multiplikatorsystem v ist eine
analytische Funktion f: §,—»C mit der Transformationseigenschaft

JMZ)=uoM)ICZ+DI"- f(Z). (8)

Der Vektorraum dieser Formen wird mit (I, r, v] bezeichnet. Wir setzen der
Einfachheit halber voraus, da8 I'CSp (2,7) auBer +E keine Elemente end-
licher Ordnung enthilt. AuBerdem sei v ein Multiplikatorsystem vom Gewicht 4,
das nur die Werte +1 annimmt (¢ =1).

Seien f,ge[I,4,v] zwei linear unabhingige Formen vom Gewicht 4. Der
Ausdruck

r2-a(%)=g-df +1-dg
ist dann ein holomorpher Schnitt des Biindels Q@.%.

Mit Hilfe von Hilfssatz1 erhiilt man nun eine holomorphe nicht identisch
verschwindende 2-Form auf S,/I'. Diese Differentialform kann man explizit
angeben.,

Bezeichnung

__(,8f .2
(for=—(s52-1 L) dnds,
of .o
Woe 2 2
40521 32)  dzonds, ©)

af og
—-(gazo—f‘az—o) dZOAdZI.

Satz 1. Durch die Zuordnung
(f9-{f.9}
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wird eine bilineare Abbildung
{r: %‘: U] X [r" %s U] MAzQ(SZ/F)

definiert.
Wenn {f, g} verschwindet, sind die beiden Formen linear abhiingig.

Folgerung.
dimA*Q(S,/ I zdim[I,4,v]—1. (10)

Beispiele von Modulformen vom Gewicht  kennt man aus der Theorie der
Thetafunktionen

28, b)= T goga €70 2019 )
AZ[x]:=x"Zx).
Durchlaufen ¢ und b die geraden Thetacharakteristiken

b
a=(1]. b={p') anbiel0t). abitah,=0modz,
as b,
so erhilt man zehn lincar unabhiingige Modulformen vom Gewicht 1 beziiglich
der von Igusa eingefiihrten Gruppe [4]
T4, 8)={MeSp(2,Z), M = Emod4, (A'B)y=(C'D), =0mod8} . (12)

Dabei wird allgemein mit A, der Vektor bezeichnet, der aus den Diagonal-
elementen von A gebildet wird.

Auf dem Quotienten S,/T'(4, 8) existieren also mindestens neun linear unabhdn-
gige holomorphe 2-Formen.

§ 3. Das Verhalten der 2-Formen in den Spitzen

T A s . .
Sei h=(h0 hl) eine zweireithige symmetrische Matrix von holomorphen
1 2

Funktionen auf §, mit dem Transformationsverhalten
WZ+8)=hZ) fir S=0modl
HUZUY=U-h2Z)- U fir UeSK2,E)
U=Emod!.

Dabei ist [ eine natiirliche Zahl. Dieses Transformationsverhalten ist beispiels-
weise erfiillt, wenn die 2-Form

hodz; ANdzy —hydzg Adzy + hydzg Adz,

invariant unter der Kongruenzgruppe der Stufe [

I'IN={MeSp(2. Z); M = Emod]} (14)
ist.
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Wir entwickeln k in eine Fourierreihe

h(Z} — Z a(T)eZniSp(TZ)

Tzl(io %tl)
[\3ty t,

to, 1y, t,eZ.
Dic Koeffizienten a(T) geniigen der Bedingung

aU " 1TU YHY=Ua(THU'. (15)
Wir setzen
Qo 4
A(T)= max |a(T); a= .
0=v=2 dy dy

Aus der Konvergenz der Reihe folgt die Ungleichung A(T)=< T fiir fast alle T.
Hilfssatz 2. Es gilt a(T)=0, wenn T einen negativen Eigenwert hat.

{Dies ist eine Variante des Koecherprinzips.)
Beweis. Wir konnen annehmen, daB t, <0 gilt.
Andernfalls ersetzt man T durch UTU’ mit einem geeigneten [J. Wir setzen

11
U=( 0 1). Es existiert eine positive Zahl >0, so daB die Ungleichung

Sp(UTUNE —dr*
fur hinreichend grole r richtig ist. Es folgt
AT Z42AUTTUNZdr%e ™ r»0.

Man fiihre nun den Grenziibergang r— oo durch.
Hilfssatz 3. Es gilt:

t 0 t 0
a000=0100=0.

10
Beweis. Man verwende (15) fir U=(x 1).

-§ 4. Holomorphe 2-Formen des Korpers der Modulfunktionen

Die Mannigfaltigkeit S,/ ist nicht kompakt. Aufgrund der Kompaktifi-
zierungstheoric von Satake und Baily weill man, daB §,/I" eine quasiprojektive
algebraische Mannigfaltigkeit ist. Dank der allgemeinen Desingularisierungs-
theorien kann man §,/I" als Zariski-offenen Teilraum in eine kompakte singulari-
titenfreie projektive Mannigfaltigkeit X einbetten. Igusa hat fiir die Kongruenz-
gruppen I'[[],1= 3, ein solches Modell explizit konstruiert [5].

Satz 2. Jede holomorphe 2-Form auf S,/I" laBt sich auf ganz X holomorph
fortsetzen.,
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Beweis. Die Gruppe I' enthilt nach einem bekannten Satz von Mennicke
eine Kongruenzgruppe I'[T] (I=3).

Es geniigt den Fall I' =I'[I] zu behandeln.

Das singularitiitenfreie Modell X erhiilt man durch die monodiale Transfor-
tion der Satakekompaktifizierung §,/I" lings des Randes. Einzelheiten findet man
in Igusas Arbeit [5]. Die Gruppe I'[1]/I'[!] operiert auf der Satakekompakii-
fizierung und permutiert dic cinzelnen Zusammenhangskomponenten des
Randes transitiv. Es geniigt daher, die monodiale Transformation der typischen
Randkomponente (Imz,—co) zu studieren. Den ,unendlich fernsten” Punkt
(Imzy— o0, Imz,—oo) kann man vernachlissigen, denn die Kodimension der
Faser, die iiber thm liegt, ist groBer als Eins!

Wir beschreiben ein Koordinatensystem eines Punktes we X, dessen Spur-
punkt im endlichen Teil der typischen Randkomponente (Imz,— o) liegt. Man
kann o als Grenzwert ciner Folge von Punkten aus S,/T erhalten. Wahit man

geeignete Reprisentanten Z™ e S, und geht eventuell noch zu einer Teilfolge
iiber so gilt

P z¥e s,
20zt
Imz§— oo .
Wiihlt man geniigend kleine offene Umgebungen
Uzd)cs,, UEHcC
und eine hinreichend groBe Zahl C, so erhilt man eine offene Einbettung
UEg)x U} x U/IZ 5 8,/T

Zo 2
.(Zo,zn 22)—>( ¢ 1)-
2y Iy
Dabei sei
Ue={zeC;Imz>C}.
Der Zylinder U /IZ 138t sich mittels der Abbildung
2zizy
z,—e !

in die Kreisscheibe

_2sC
K={<fe(l?;|<§|<e ! }

einbetten. Die Abbildung ¢ 148t sich zu einer offenen Einbettung
UzH)xUzh) xK-X

ausdehnen. Dies ist ein Koordinatensystem im Punkt .
Damit 146t sich Ieicht zeigen:
Eine holomorphe I'-invariante Differentialform

hodzi A de —h’leO A dzZ +h2d20 A d21
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ist genau dann auf X holomorph fortsetzbar, wenn sich die Funktionen k, und
2ziza
I

hy bei festem z;, und z, in Potenzreihen von é=e ohne nullten Koeffizienten

entwickeln lassen
hv(z) = ::02 1 av(z(]‘} zl)‘fn ﬁir V:O, 1 . (16)

Dal dies immer richtig ist, folgt aus den Hilfssitzen 2 u. 3.

§ 5. Anwendungen

In der Einleitung haben wir dic Invarianten g, eines algebraischen Funktionen-
korpers K eingefiihrt. Ist X ein kompaktes singularititenfreies Modell von K,
so gilt bekanntlich

9, (K)=dimA"Q(X) .

Satz 3. Die Gruppe I CSp(2, R} sei mit der Siegelschen Modulgruppe kommen-
surabel. Dann gilt

a) ¢,(K(I)=0,
b} g,(K(I)zdim[[, 3, 0],

sofern ein Multiplikatorsystem v(M)= + | vom Gewicht } existiert
¢} g5(K()=dim[T’, 3], .

Dabei wird mit [I', 3], der Vektorraum der Spitzenformen vom Gewicht drei
zum trivialen Multiplikatorsystem bezeichnet.

Beweis. Man kann annchmen, dal I' eine Untergruppe der Siegelschen
Modulgruppe ist, welche auf S, frei operiert (vgl. [2], Hilfssatz 4).

a) Der Beweis wird durch einen Riickgriff auf die Hilbertsche Modulgruppe
eines reell quadratischen Zahlkérpers L gefiihrt. Sef o, «, eine @-Basis von L.
Mit Hilfe der Matrix

oy o
(o 2
Ay O

wird eine Einbettung

SIXS, 58, (zy,29)—A (Zl )A’ (17
0 z,
definiert. Projiziert man die Gruppe I auf §, x S, so erhiit man eine Gruppe I,
welche mit der Hilbertschen Modulgruppe von L kommensurabel ist (vgl. {1]).
Durch Restriktion von w erhilt man eine I'y-invariante holomorphe t-Form,
welche nach [3], Satz 2.1 verschwinden muB. Dies gilt fiir alle reell quadratischen
Zahlkorper. s ist nun leicht zu zeigen, daB o verschwindet.
b) folgt aus den Sitzen 1 u. 2.
¢) Eine holomorphe 3-Form

w=f-dzyAdz, Adz,

|
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ist genau dann I'-invariant, wenn f eine Modulform vom Gewicht 3 ist. Man
nennt f eine Spitzenform, wenn fiir jede Matrix M e Sp(2, Z) die Fourierentwick-
lung der mit M transformierten Form die Gestalt

JMZ)CZ+D|™3 =3 rogs g ay(T)e?mST2) (18)
hat. Dies ist gleichbedeutend mit
jsz,trw/\(?)<00 .

Diese Bedingung ist natiirlich notwendig fiir die Fortsetzbarkeit von  auf eine
singularititenfreie Kompaktifizierung von S,/I". Sie ist aber auch hinreichend
{[3], Hilfssatz 3.1).

Das arithmetische Geschlecht

Q(K(F))“—”Z (— E}"gj=1+g2—g3

kann man fiir '=I7[I],1=3 berechnen, indem man den Riemann-Rochschen
Satz auf das Igusa-Modell anwendet.

Auf diesem Wege hat Yamazaki [7] dim[I[], 3r], 7> 1 berechnet.

Mit Hilfe seiner Resultate zeigt man

dK(IT)— -0 fir I-o0.
Es folgt )
dim[I'{1],3]o»w fir I-wo. (19)

Konkrete Beispicle von Spitzenformen vom Gewicht 3 sind mir nicht bekannt.
Eine holomorphe Differentialform auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
ist stets geschlossen. Durch Restriktion erhalten wir eine Abbildung

- APQAX)-HA(S,/T, C)=HYI", C). (20)

(Die Gruppe I operiert trivial auf C.)
Es laBt sich zeigen, daB diese Abbildung injektiv ist. Hieraus gewinnt man
folgende gruppentheoretische Anwendung

dimH*(I'[2],€) »cc  fiir -, 21)

{An dieser Stelle sollte man einen tiefen Satz von Garland erwiihnen:

Ist I'CSp(n, Z) eine Untergruppe von endlichem Index in der Siegelschen
Moduigruppe n-ten Grades, nz8, so gilt

dimHAI,C)=1).

Wir wollen schlieBlich noch eine Anwendung auf Modulformen vom Gewicht 3
geben. Sei

fell,3,v].

Dabei sei I'CSp(2, Z) eine beliebige Untergruppe von endlichem Index und v
irgendein Multiplikatorsystem vom Gewicht 4. Dieses Multiplikatorsystem und
das Multiplikatorsystem der Thetafunktion

Q(Z) = dezn euiz[g]
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missen auf ¢iner geeigneten Untergruppe I'y CI'nI'(4, 8) ibereinstimmen, denn
Jede Untergruppe von endlichem Index von Sp(2,Z) hat eine endliche Faktor-
kommutatorgruppe! :

Wir haben bereits bemerkt, daB die Differentialform {f, 3} geschlossen sein

muB, da sie sich auf eine singularititenfreie Kompaktifizierung von $,/T" fort-
setzen [46t,

Satz 4. Sei f eine Modulform vom Gewicht 1 beziiglich irgendeiner Untergruppe
von endlichem Index der Siegelschen Modulgruppe zweiten Grades { beliebiges
Multiplikatorsystem), dann geniigt f der Differentialgleichung

462 a2 Zy 1z,
{520622 —(321)2} f (21 22)_0 )

J(Z)= ZT= 20 T)e?m572)

die Fourierentwicklung von 1, so bedeutet obige Differentialgleichung einfach
a(T) - detT=0. (22)
Folgerung. Jede Spitzenform vom Gewicht 3 verschwindet identisch.

(Im Falle n=1 ist die Dedekindsche f#-Funktion eine Spitzenform vom Ge-
wicht 1.)

Ist
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