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Singularitiiten von Modulmannigfaltigkeiten
und Korper Automorpher Funktionen

Eberhard Freitag

Die analytische Theorie der Modulformen mehrerer Verinderlicher erhielt einen
betrichtlichen Aufschwung durch die “Kompaktifizierungstheorien”, welche von
Satake begriindet wurden. Entscheidend weiterentwickelt wurden sie von Baily
und zur héchsten Aligemeinheit gebracht von Baily und Borel.

Wir erinnern kurz an das Hauptresultat. Sei D ein beschrinktes symmetrisches
Gebiet im C¥ und I eine diskontinuierliche Gruppe analytischer Automorphismen
von D, welche arithmetisch definiert ist. Dann ist D/I" eine quasiprojektive al-
gebraische Mannigfaltigkeit (i.a. mit Singularitdten) mit einer natiirlichen Kom-
paktifizierung D/T’, welche nichts anderes ist, als die projektive algebraische Man-
nigfaltigkeit, die dem graduierten Ring der Moduiformen

AT = }:jo [, r

zugeordnet ist. Hierbei ist [I, 7] der Raum der Modulformen in bezug auf den
Automorphiefaktor

j ro = _QI).’..
JEXY! ,J{;, 7) = de 5 )

Dass obige Algebra endlich erzeugt ist, geh6rt zu den Hauptresultaten der Kom-
paktifizierungstheorie. :

Die Mannigfaltigkeit D/I" hat i.a. Singularititen. Insbesondere die Punkte im
Unendlichen D/ — D/I' sind—von einigen Ausnahmen abgesehen—hochkompli-
zierte Singularitiiten. Es ist ein wichtiges Problem, die Natur dieser Singularititen
aufzukliren. Aufgrund der Desingularisierungstheorie von Hironaka existiert
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eine Auflssung = : X — X, X = D/I". Im Falle der Hilbertschen Modulflichen
konstruierte Hirzebruch explizit die minimale Auflésung und benutzte sie, um den
Typ von X im Sinne von Kodaira (rough classification) zu bestimmen.

Einige der Resultate Hirzebruchs kann man auch ohne Benutzung einer expli-
ziten Desingularisierung beweisen und auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.
Es gibt in hoheren Dimensionen auch interessante Phinomene, welche im Falle
der Hilbertschen Modulflichen nicht auftreten.

Wir wollen nun etwas mehr ins Detail gehen. Unter /(Y) verstehen wir den
Raum der holomorphen Differentialformen vom Grade v auf einer analytischen
Mannigfaltigkeit Y.

Im Folgenden machen wir die Voraussetzung

dim(D/T" - D{I") + 2 £ dim D/I' = N.
(Dadurch wird im wesentlichen nur der Fall N = 1 ausgeschlossen.)
1. BEMERKUNG : Man hat einen natiirlichen Isomorphismus
V(X peg) = [I', 1]
(X, = reguldirer Ort von X).

(Durch Restriktion dieses Isomorphismus erhilt man eine Einbettung OV s
[, 11)

2. SATZ. Das Bild von Q¥(X) in [I', 1] stimmt iiberein mit dem Raum der Spitzen-
formen [T, 1],

Die Dimension g,(X) = dim Q*(X) héingt nicht ab von der Wahl der Auflésung
X und ist daher eine Invariante des Korpers der Modulfunktionen X(I') (= Kérper '
der rationalen Funktionen auf X).

Ist beispielsweise K(I') eine rein transzendente Erweiterung von C, so ist
dim{r, 1}, = 0.

Von cinigen Spezialfdllen abgesehen, konnten die Invarianten g, nur fiir Grup-
pen berechnet werden, die mit der Hilbertschen Modulgruppe kommensurabel
sind.

3. THeoREM [1]. Sei I" eine Gruppe von simultan gebrochen linearen Substitutionen
Oz ayz b
G~ (E5gh  a L )

welche mit der Hilbertschen Modulgruppe eines total reellen Zahlkérpers kommen-
surabel ist, Dann gilt:

(a) gﬂ(Xreg) = gﬂ()g) = 1’

(b) 8( X)) = 8(X) = 0fiir 0 < » <N,

(C) gN(Xreg) = gN(X) + h = (_—I)N(Pl’(o) - h - 1)‘

Dabei ist # die Anzahl der Spirzenklassen von I'und g,(—) = dim *(—);
mit P, wird das Hilbertpolynom von A(I") bezeichnet.

Pp(r)y = dim [/, r] fiir r = 0 mod ro (geeignet), r > 0.
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Das Polynom P, wurde von Shimizu mit Hilfe der Selbergschen Spurformel
berechnet.
BEisPIEL. Sei [” torsionsfrei und N ungerade. Dann gilt

dim[l,rly=dim [l r] = h = wD/I) - @r — DV firr > 1.

Es folgt mit Hilfe des Theorems 3 dim {I, 1]y > 0. Der Kérper K(I") kann nicht
rein tranzendent sein!

Bevor wir die Hilbertsche Modulgruppe weiter behandeln, wollen wir etwas die
allgemeine Situation erliutern.

(1) Es gibt eine Formel, welche das arithmetische Geschlecht g(K(/) von K(J")
(d.h. eines singularititenfreien Modelis) durch die Werte von Hilbertpolynomen
ausdriickt, welche im Prinzip mit Hilfe der Selbergschen Spurformel berechnet
werden konnen,

BEeISPIEL. Sei S, die Siegelsche Halbebene und I” eine Gruppe, welche mit der
Siegelschen Modulgruppe kommensurabel ist, aber keine Torsion hat. Den ver-
schiedenen Randkomponenten (n — 1)-ten Grades entsprechen ebensolche Grup-
pen [y, .-, I, auf S,,. Bezeichnet man mit P bzw. Py, ---, P, die Hilbertpolynome
der entsprechenden Algebren von Modulformen, so gilt

N - A

sKD) = B (-1y g = P0) - R A (AEL) (v= 204D
Ungliicklicherweise hat bis jetzt niemand im Falle der Siegelschen Modulgruppe
Iy, n > 2, eine endliche Form der Selbergschen Spurformel fiir dim [, r] ausgear-
beitet. Man darf aber hoffen, dass dies eines Tages geschieht.

(2) Die Invarianten g,(Xp), 1 < v < N, verschwinden im allgemeinen nicht.

Ist I" kommensurabel mit der Siegelschen Modulgruppe, so gilt wohl

gv(Xreg) =0 fir0 <y <n(= Rang§,).

Aber mithilfe der Theorie der Theta-Nullwerte kann man holomorphe alternie-
rende Differentialformen vom Grad N — 1 zu gewissen von Igusa definierten Kon-
gruenzuntergruppen der Siegelschen Modulgruppe konstruieren. Es gilt also
ON-Y(X,.) # 0 im allgemeinen.

(3) Im Falle der Hilbertschen Modulgruppe sind die Spitzen isolierte Punkte.
Allgemein liegen jedoch auch héherdimensionale Randkomponenten vor.

Ich méchte nun die Spitzen der Hilbertschen Modulgruppe genauer beschreiben.
~ Sei t ein Gitter vom Rang N in einem total reellen Zahlkdrper L vom Grad N
und A eine Untergruppe von endlichem Index in der Gruppe aller total positiven
Einheiten, welche auf t operiert, /1t < t. Diesen beiden Daten ist eine N-dimen-
siondle analytische Singularitit, die Spitze, zugeordnet.

Wir wollen uns hier damit begniigen, die Komplettierung des lokalen Ringes in
dieser Spitze zu beschreiben.

Der formale Gruppenring C[[t*]] iiber der Halbgruppe

= {xet, x > 0 (total positiv) oder x = 0}
besteht aus allen Abbildungen f: t* — C, wobei die Multiplikation durch
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fre@ = B f) e

erklirt ist. Diese Summe ist endlich! Die Gruppe A operiert auf diesem Ring. Der
Fixring wird mit R = C[{t*]]4 bezeichnet.

4. THEOREM [2]. DerRing R hat folgende Eigenschaften:

(1) Er ist ein noetherscher lokaler volistdndiger normaler Ring der Dimension N.

(2) Die Tiefe von R (homologische Kodimension) ist zwei.

(3) Der kanonische Modul von R ist isomorph zu R.

(4) Die Divisorenklassengruppe von R ist Hom (t*-A, C*) (mu‘ t+ - A wird das
semidirekte Produkt bezeichnet).

(5) Im Falle N z 3 ist der Ring R starr.

In Wirklichkeit wissen wir iiber den Ring R noch sehr viel genauer Bescheid.
Der Raum Spec R — {m]} ist singularitdtenfrei; die Elemente der lokalen Divisoren-
klassengruppe entsprechen also genau den Isomorphieklassen von Geradenbiindeln
auf diesem Raum. Die Kohomologie all dieser Geradenbiindel ist explizit bestimmt.

Obwohl obiges Theorem rein algebraisch formuliert werden konnte, erfordert
sein Beweis die analytische Realisierung von R:

R=0y,; Xo=HVt"-AY {0}

Wir nehmen nun an, dass der Korper L eine Galoissche Erweiterung von @ ist. Die
Galoisgruppe G mdge t und A in sich iiberfiihren. Sie operiert dann auch auf R
und man kann den Ring R€ betrachten. Auch dessen Tiefe kann berechnet werden.

Im Falle N = 3 gilt

Tiefe R =4 falls G = ZJ2 x - x Zf2,
= 3 sonst.

Die Divisorenklassengruppe von RS ist Hom(t - A - G, C'*). Dies ist eine endliche
Gruppe! Der Ring RC ist also ein fastfaktorieller Ring.

Immer dann, wenn die Gruppe G halbeinfach ist, kann man t und A so konstruie-
ren, dass RC ein ZPE-Ring ist. Mithilfe der klassischen Invariantentheorie kénnen
total reelle Zahlkdrper zur alternierenden Gruppe fiinften Grades 45 konstruiert
werden. Damit erhdlt man Beispiele 60-dimensionaler ZPE-Ringe der Tiefe drei.

Wir wollen nun noch auf einige globale Eigenschaften der Hilbertschen Modul-
mannigfaltigkeiten eingehen.

Ist Y ein komplexer Raum, so setzen wir (YY) = dim H*(Y, Oy). Sei wiederum
I' = SL(2, R)" eine diskrete Untergruppe, welche mit der Hilbertschen Modul-
gruppe kommensurabel ist.

5. THEOREM [1]. Es gilt

Xy =1 firv=0,
oo fiirv=N-1;X,= H¥,
0 sonst;
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X)) =1 fiirv =0,
= dim{l, 1] firy = N,

=0 SOnst;

Iy =1 fiir » = 0,
=dim [l 1}y fiirv = N,
=0 sonst,

- Die singulire Kohomologie von X wurde von Harder bestimmt [4]. Der Unter-
- raum aller Kohomologieklassen aus H(Xy, C), welche im de Rham-Komplex durch
quadratintegrierbare Differentialformen repriisentiert werden kénnen, wird mit
H'(X,, €) bezeichnet. Seine Kodimension kann man mithilfe der Theorie der
Eisensteinreihen berechnen.,

6. THEOREM [4].
dim H¥(X,, €) — dim Hv(X,, €) = 1 firy =0,
=0 firl£v=n-1,
=h-(;"_“}1:) firnsy<m -2,
=h-1 Siirv=2n-—1,
=0 Siir v =z 2n.

Die Differentialformen (dx,,_/\ dy, )y ,1 = v £ N, sind invariant und definieren
Kohomologieklassen w, aus H+(X,, C). Sie erzeugen einen Unterring H,;.(X,, C).
Definierende Relation ist w; A -+ A wy = 0. Man hat eine Zerlegung

H(Xo, C) = H (X, C) @ Hp X0, ©),

wobei in H,,, (X, C)alle Kohomologieklassen zusammengefasst sind, welche sich
durch Spitzenformen darstellen lassen. Diese werden wir nun genau beschreiben.
Jeder Teilmenge 7 = {1,.--, N} ordnen wir eine mit " kommensurable Gruppe
I zu, Sie entsteht aus /" durch Konjugation mit dem Automorphismus

0'(21,"‘,ZN)='—(W1,'“,WN); w, = 2z, fi;‘rve[,
= —Z, firvél

Die Zuordnung f— o*(f(z), -+, zy)dz; A - A dzy) induziert eine Einbettung
[PI) 1]0 S Hjcvusp.(Xﬂs c)

7. THEOREM ([4], [5]).

qusp(XOs C) =0 fur Y F# N,
ngsp(XO: C) = Icu@ " EPI, 1]0

Die Dimensionen von [7", 1]y konnen mithilfe Shimizus Formeln ausgedriickt
werden (Theorem 3) Sie hiingen i.a. von I ab! Die Differenzen lassen sich durch



448 EBERHARD FREITAG

Werte von L-Reihen ausdriicken. Die Berechnung der Kohomologie von X, hat
folgende Anwendung.

8. THEOREM [3]. Im Falle N = 3 gilt
(a) Pic X = ZV 1@ I, I,
Die Kommutatorgruppe [I', I’} hat endlichen Index in I' (sogar fiir N 2 2).
{b) Pic X = Z.
Die Aussage (a) kann man elementarer auch folgendermassen aussprechen. Ist
7 (2, M)e Z(T, 0*(HY))

ein analytischer Automorphiefaktor von I, so existiert dine holomorphe nirgends
verschwindende Funktion £: HY — € mit der Eigenschaft

hMz)

ﬂ'(z,M)-T(z)——

o

N
l=l_'[1]cvz,,+d,

Die Zahlen r, sind rational und ihre Nenner sind beschridnkt. Studiert man die
Kohomologie der Geradenbiindel auf X, so stdsst man auf interessante Probleme.
Aus den bisher bekannten Resultaten ldsst sich u.a. folgern, dass die Hilbertschen
Modulmannigfaltigkeiten im Falle N = 3 starr sind im Sinne der Deformations-
theorie komplexer Raume.
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