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Algebraische Eigenschaften der lokalen Ringe
in den Spitzen der Hilbertschen Modulgruppen

Eberhard Freitag (Mainz) und Reinhardt Kiehl (Mannheim)

Einleitung

In dieser Arbeit wird dic Untersuchung der Spitzen Hilbertscher
Modulgruppen in mehr als zwei Variablen weitergefiihrt, Wir bauen auf
der Arbeit [3] auf.

Im Vordergrund werden algebraische Eigenschaften der lokalen
analytischen Ringe in den Spitzen stehen.

Wir wollen uns in der Einleitung damit begniigen, die Komplettierung
dieser Ringe zu beschreiben.

Gegeben seien:

1) Ein totai reeller algebraischer Zahlkorper L.

2) Ein Gitter {< L vom Rang n.

3) Eine Untergruppe A von endlichem Index in der Gruppe aller
total positiven Einheiten, welche auf t operiert

A-tet.
4) Eine Gruppe G von Automorphismen von L, welche t und A in

sich {iberfiihrt.

Diesen Daten ordnen wir einen Ring R zu.
Zuniichst sei t, die additive Halbgruppe aller total positiven Elemente
aus t vereinigt mit 0.
Wir bilden dann den formalen Gruppenring C[[t,]], welcher aus
allen Abbildungen
[t~

besteht. Das Produkt zweier Abbildungen ist durch
ff@= Y fla)f@)

a' +a'=a
erklirt. Diese Summe ist endlich! Auf dem Ring C[[t*]] opericren die
Gruppen A und G. Der Invariantenring sei
R=C[[t, ]1*¢.

Dieser Ring R ist ein normaler lokaler vollstindiger noetherscher Ring der
Dimension n=[L :@}].
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Seine Tiefe (homologische Kodimension) kann berechnet werden.
Es kommen nur die Werte 1, 2, 3, 4 vor. Im allgemeinen handelt es sich
also um keine Cohen-Macauley-Ringe. Die Divisorenklassengruppe des
Ringes R wird bestimmt. Sie ist endlich, wenn L/@ galoisch ist und
wenn G die volle Galoisgruppe ist. Genau dann, wenn iiberdies G mit
seiner Kommutatorgruppe iibercinstimmt, kann man t und A so kon-
struieren, daB R ein ZPE-Ring ist. Mit Hilfe der Invariantentheorie
werden galoissche total reelle Korper L mit Galoisgruppe A. (alter-
nierende Gruppe} konstruiert. Man erhiilt dann Beispiele von 60dimen-
sionalen ZPE-Ringen der Tiefe drei.

Damit ist eine seit lingerer Zeit offene Frage beantwortet, ob es ZPE-
Ringe der Charakteristik 0 gibt, welche nicht Cohen-Macauley sind .

Wenn die Gruppe G nur aus der Identitit besteht, ist der Ring starr
im Sinne der Deformationstheorie analytischer Singularititen (n>3 vor-
ausgesetzt). Andere Beispiele starrer normaler Singularititen, welche
nicht Cohen-Macauley sind, scheinen nicht bekannt zu s¢in. Obwohl die
obigen Resultate rein algebraisch formuliert sind, erfordert ihr Beweis
analytische Hilfsmittel.

Die vorliegende Arbeit steht im Zusammenhang mit Untersuchungen
von U. Christian.

Er hat sich mit der Frage nach den Automorphiefaktoren des
Stabilisators einer Spitze (auch fiir allgemeine Gruppen) beschiftigt.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen diesen Faktoren und
der lokalen Divisorenklassengruppe (s. § 4).

§1. Gitter und Multiplikatoren

Ausgangspunkt unserer Untersuchung ist ein Gitter t von maximalem
Rang in R".
t<IR”; Rangt=n.

Unter einem Multiplikator {(von t) versteht man ein n-Tupel e= (g, ..., &,)
von positiven reellen Zahlen mit der Eigenschaft

gt=t.
(Das Produkt zweier Vektoren ist komponentenweise zu bilden
(@, ..., ap) - by, ..., by)=(ay- by, ..., a,-b,).)
Fiir jeden Multiplikator & giit |
g - g,=1,
da t maximalen Rang hat.

! Ein Charakteristik-p-Beispiel findet man im Ergebnisbericht von Fossum iiber Divisoren-
klassengruppen (Springer, 1973).
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Es sei AcIR*" eine diskrete Gruppe von Multiplikatoren. Mit Hilfe
der Logarithmusabbildung transformiert man A in eine diskrete Gruppe
logAcIR"

Diese ist in der Hyperebene
X+ o+ x,=0
enthalten. Daher ist A eine freie abelsche Gruppe vom Rang <n—1.
Wir setzen im folgenden voraus, dall A Maximalrang hat.

Rang A=n—1.

Konstruktion von {t, A)

Wir fassen im folgenden €" als einen Ring auf. Zwei n-Tupel von
Zahlen werden komponentenweise addiert und multipliziert. Man hat
die Spur- und Normabbildungen:

S:C"—-»C, Sz=z,+--+z,
N: ([:"——+{]:, Nz:zl.““zn'

Wir betrachten nun einen total reellen algebraischen Zahlkrper vom
Grad n. Es gibt n verschiedene Einbettungen von L in den Korper der

reellen Zahlen L—R, a—a, 1<v<n,

die wir zu einer Einbettung
LR, a-{a,...,a,)

zusammenfassen. Wir identifizieren der Einfachheit halber a mit
(@y,...,a,). Damit ist L ein Unterring von R". Dann ist der Ring t der
ganzen Zahlen in L ein solches Gitter vom Rang #in IR" und die Gruppe A
der total positiven Einheiten eine Multiplikatorengruppe. Diese hat

-nach dem Dirichletschen Einheitensatz den Rang n— 1. Ist allgemeiner
t< L irgendein Gitter vom Rang n, so existiert einer Untergruppe A von
endlichem Index in der Gruppe aller total positiven Einheiten, welche auf
t operiert.

1.1. Bemerkung, Es sei t <IR" ein Gitter und A eine diskrete Gruppe von
Multiplikatoren
Rangt=n; RangA=n-1.

Der von den Multiplikatoren ¢ erzeugte Q-Vektorraum
L=@Q 4

ist ein total reeller Kérper vom Grad n.



124 E. Freitag und R. Kichl

Es gilt
a} Die Einheitengruppe von L enthiilt A als Untergruppe von endlichem
Index.

b) Es existiert ein Vektor ac R *" mit der Eigenschaft
a-tcL.
Beweis. Jedem Multiplikator ¢={(g, ..., ,) kann man das Polynom
E(x)=(x—2}...(x—¢,)
zuordnen. Dies ist das charakteristische Polynom der Abbildung
R"-R", a—ca.

Da das Gitter t bei dieser Abbildung in sich iiberfiihrt wird, ist das
Polynom FE, ganzzahlig. Seine Wurzeln &, ..., ¢, sind daher algebraische
Zahlen, Ihr Produkt ergibt Eins, es handelt sich also um algebraische
Einheiten. Das Polynom P, kann unter Umstéinden reduzibel sein. Dann
gilt aber
£ J‘.l v By, = 1
fiir ein v-Tupel
15, <<j2n, 1svZh.
Das Gitter
log AcH={acR" Sa=0}

kann nicht in der Vereinigung von endlich vielen echten Unterriumen
aus H enthalten sein. Daher existiert ein Multiplikator ¢, so daB das
Polynom F, irreduzibel ist. Die Komponenten g, ..., ¢, bilden dann ein
vollstindiges System von konjugierten algebraischen Zahlen. Der Modul
Z[z] hat den Rang n.

Wir wihlen nun irgendeinen Vektor
a={(a....,a)eR" a,£0 fir v=1,...,n

mit der Eigenschaft
(I,...,1)ea-t
aus. Dann gilt
ZielcZ Aca-i.

Da auch a -t ein Modul vom Rang » ist, existiert eine natiirliche Zahl r
mit der Eigenschaft

. ratcZ[c].
Hieraus folgt

Qe]=Q-4=Q-a-t,

und Bemerkung 1.1 ist bewiesen.
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Wir konnen hicraus einfache Folgerungen ziehen.

Wenn eine Komponente a, eines Gittervektors act verschwindet, so
ista=(0,...,0).

Wenn eine Komponente ¢, eines Multiplikators eA Eins ist, so
gilt: e=(1, ..., 1).

Ein Vektor aeIR” heiBt total positiv — in Zeichen a>0 — wenn alle
Komponenten positiv sind.

Entsprechend wird die Schreibweise

az0<=a,20,...,a,20

n

verwendet.
Offenbar gilt fiir einen Vektor act:

az0<=a>0 oder a=0.

§2. Fourierreihen
Es sei

H'=Hx--xH, H={zeC,Imz>0},

das kartesische Produkt von n oberen Halbebenen. Auf H" sei eine
Gruppe I' von Transformationen der Form

z—ez+a
gegeben,
Die Translationen in I' definieren eine Untergruppe von R”

t={aeR" z—z+a in I},

Wir setzen voraus, daf t ein Gitter vom Rang n ist.

Wenn die Transformation z—¢z+ain I' liegt, so ist offensichtlich &
ein Multiplikator von f,

Die Gesamtheit dieser Multiplikatoren bildet eine Gruppe
A={eeR*" z—¢gz+a,inT firein a,eR"}.

(Der Vektor g, ist natiirlich nur modulo ¢ bestimmt.}

Wir setzen weiterhin voraus, dal A eine diskrete Gruppe vom
Rang n—1 ist.
Die Gruppe I' operiert auf H" diskontinuierlich und fixpunktfrei.

Die Spitze o

Im folgenden ist zu beachten, daB die Hyperfliche N y=1 unter I’
stabil ist und daB ihr Bild im Quotientenraum H"/I" kompakt ist.
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Dies gibt uns die Moglichkeit, den Raum H"/I" durch Hinzufligen
eines Punktes o

X=H"Iu{wx}
so zu erweitern, daB folgende Eigenschaften erfiillt sind:
b X ist lokal kompakt.
2) HY/I ist ein offener Unterraum.
3) Eine Umgebungsbasis von oo bilden die Mengen

U./Tw{oo} mit Ug={zeH",Ny>C}.

2.1. Theorem. Der Raum X triigt eine Struktur als normaler komplexer
Raum, H"/[ ist eine offene analytische Untermannigfaltigkeit.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [6].

Eine in einer Umgebung U der Spitze coeX definierte Funktion ist
genau dann holomorph, wenn sie stetig ist und wenn sie in UnHYT
analytisch ist.

Den lokalen analytischen Ring in der Spitze oo bezeichnen wir mit
R=R({=04, .-

Beschreibung von R mit Hilfe von Fourierreihen:

Jedes Element von R kann durch eine I'-invariante holomorphe

Funktion .
f: U= €, C hinreichend groB

reprisentiert werden. Eine solche Funktion ist insbesondere periodisch
flz+a)=f(z) fir act
und kann daher in eine Fourierreihe entwickelt werden.

f(z): 2 age(gz), e(...)=e2mist),
get?
Dabei ist
t°={geR", S(g x)eZ fir xet}

das zu t duale Gitter.
Die Invarianz

flez+a)y=f(2)
bedeutet
ag8=a8 ' e(ga)'

Die Funktion f ist genau dann in die Spitze oo stetig (und damit auch
analytisch) fortsetzbar, wenn

a,+0 =220
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gilt. Dies ist im Falle n=2 automatisch der Fall nach dem Gétzky-
Koecher-Prinzip oder nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz.

Es ist gelegentlich zweckmiflig, die Konvergenzbedingung m ver-
nachlissigen und formale Fourierreihen

Y ae(gz) mit a,=ae(ga)

getf, gz 0

zu betrachten. Diese bilden cinen Ring R. Die Summationsbedingung
g =0 gestattet es ndmlich, solche Reihen formal zu multiplizieren

Z ay e(g' z) Z bgre(g’z)= Z cgel(gz)
g g’ £
mit
Cg= 3, dgby.
g'+g'=¢
Die letzte Summe ist endlich.
2.2, Satz. Der Ring R ist die Komplettierung von R=0y_,.
Insbesondere ist R ein lokaler, vollstindiger, noetherscher, normaler
Ring der Dimension .

Beweis. Dic Menge der Spuren von Elementen aus t bildet eine zyk-
lische Gruppe
SH=Z-ry, re>0.

Mit Hilfe der Spur definiert man gewisse Idealketten
fit,={feR, a,=0 fir Sg=rwn}
m,=Rn,,

offenbar gilt

a) m,; =m=maximales Ideal in R,
b) mom,>--,
C) M S,

Diese Filtrierung von R ist insbesondere grober als die m-adische
Filtrierung, welche durch die Potenzen des maximalen Ideals definiert
wird.

mcacm, firr=12,....

2. . Hilfssatz Der Ring R ist die Komplettierung von R in bezug auf die
Topologie, die durch die Filtrierung {m,} definiert wird.
(Satz 2.2 bezieht sich natiirlich auf die m-adische Filtrierung.)

Beweis. Die ,,Poincaréreihen™

B()=Yelgez+ga), get’ g20

ted
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konvergieren in ganz H" und sind ['-invariant. Offenbar wird der Vektor-
raum R/, von endlich vielen dieser Reihen erzeugt. Die kanonische
Abbildung

R/m,— R/,

ist also ein Isomorphismus von endlich dimensionalen Vektorrdumen.

Die Schwierigkeit beim Beweis von Satz 2.2 besteht also im Vergleich
der beiden Filtrierungen {m,} und {m"}. Wir milssen zeigen, daB sie
diescibe Topologie definieren. Dazu bezeichnen wir mit

R=lim Rjm"
jm

die m-adische Komplettierung von R. Durch stetige Fortsetzung erhiilt
man einen Homomorphismus

o: R—R.

Mit Hilfe e¢iner ,Mittag-Lelfler-SchluBweise™ zeigen wir nun, daB der
Homomorphismus ¢: R — R surjektiv ist.

Da R/m’ endlich dimensional ist, kann man eine Folge von natiir-
lichen Zahien r, <r, < --- mit der Eigenschaft

m,, cm?+m,,

finden.
Jedes Element fe R 1idBt sich als Reihe der Form
[=%0i feEm,
schreiben.
Man kann nun induktiv Folgen

aemi;  giem,
mit der Eigenschaft

Skt fy =g

konstruieren. Die Reihe a, +a, + -+ konvergiert in R. Thr Bild in R ist
gerade £

Damit ist gezeigt, daB ¢ surjektiv ist. Insbesondere ist R ein noether-
scher vollstiindiger Ring.

Um zu zeigen, daB ¢ auch injektiv ist, benutzen wir den bekannten
Satz, daf} die Komplettierung ¢ines nullteilerfreien analytischen Ringes
nullteilerfrei ist.

Hieraus und aus der Formel

dim R =dim R + Héhe (Kern ¢)
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folgert man R
Kern ¢=0<dim R=n.

Das Hilbert-Samuelpolynom P des Ringes R ist durch die Eigenschaft
P(r)=dim R/i"  fiir hinreichend groBe r

charakterisiert. Sein Grad stimmt mit der Dimension von R iiberein.
Es gilt dim R/# = dim R/,

Daher geniigt es zu zeigen, daB

| S N
T dim R/vft,
unbeschrinkt ist.
Nun ist dim R/, offenbar genau die Maximalzahl von nicht asso-

ziierten Elementen
get®, 220, Sg<rr,.

(Zwei Gitterelemente a, b heiflen assoziiert, wenn es einen Multiplikator
geA mit der Eigenschaft sa=5 gibt.)
Eine einfache Abzihlung von Gitterpunkten beendet den Beweis von
Satz 2.2.
§ 3. Die Kohomologie der Gruppe I

Ordnet man einer Transformation z — ¢ z+a den Multiplikator & zu,
so erhiilt man einen Homomorphismus von I" auf A, dessen Kern aus
den Translationen besteht

O0—t—-r—14-—1.

Wir werden im folgenden das Gitterelement a mit der Translation
z— z+ a identifizieren.

3.1. Bemerkung. Die Kommutatorgruppe von I' ist eine Untergruppe
von endlichem Index von t.

Beweis, Die Kommutatorgruppe von I' ist offenbar in t enthalten.
Der Kommutator zweier Transformationen

z—ez+4, und z—z4a
ist die Translation
z-»z+(e~1)a.

Bereits fiir einen Multiplikator ¢+1 ist (¢—1) t<t ein Untergitter vom
Rang » und damit von endlichem Index.

Wir benétigen im folgenden die Kohomologiegruppen H'(I, €).
Dabei operiert I trivial auf €.



130 E. Freitag und R. Kiehl

3.2. Satz. Die natiirliche Abbildung
H(A,C)— H'([,C)

ist im Falle 0<r<n ein Isomorphismus.

Der Beweis ergibt sich aus der Analyse der Spektralsequenz
HP (A, HU(, C))==H'(I,C), r=p+q.

Die Gruppe I' operiert auf dem Vektorraum @(U) der holomorphen
Funktionen
[y U—C, Us={zeH",N(Imz)>C}.

Die Kohomologiegruppen
H (L 0(Up)=H'(Uc/L; 6)

wurden in [3] berechnet.
Die kanonischen Abbildungen

C=0W) und I'—A
induzieren Homomorphismen
H (4, ©)— H (L OW)).
Aus [3] iibernehmen wir
3.3. Satz. Die natiirliche Abbildung
H (4, €)— H' (1, 0(Uc)
ist injektiv. Im Falle 0<r<n—1 ist sie sogar ein Isomorphismus.

Wir betrachten nun gewisse Erweiterungen der Gruppe I, indem wir
auch Permutationen der Variablen zulassen

0'(21, terg z,,)=(z,(1), sy 2”(“)).
Es sei I eine Gruppe von Transformationen
z—e-a(z)+a.

Ordnet man jeder dieser Transformationen die Permutation ¢ zu, so
erhilt man einen Homomorphismus auf eine gewisse Untergruppe G< 8§,
der symmetrischen Gruppe.

Der Kern dieses Homomorphismus sei genau die oben untersuchte
Gruppe I Wir haben also die exakte Sequenz

1T G-1.
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Die Gruppe G operiert in bekannter Weise auf I" Bei dieser Operation
bleibt t stabil und ist daher ein G-Modul. Ebenfalls ist A=T/t ein
G-Modul.

Aufgrund von Bemerkung 1.1 hat man ein¢ Einbettung von G in die
Automorphismengruppe des Korpers L

G=G(L/D).
Dabher ist die Ordnung von G nicht gréBer als n
|Gl<n.

Wenn die Gruppe I auf einem C-Vektorraum M linear operiert, so
erhilt man die Kohomologie H'(I; M) aus H'(I; M) durch Invarianten-
bildung:

H' ([, M)y=H"(I; M)°.
Es ist zu beriicksichtigen, daB die hoheren Kohomologiegruppen einer
endlichen Gruppe, welche auf einem €-Vektorraum linear operiert, ver-

schwinden.
Dieses Prinzip kann man auf die Moduln M = € und ¢(U;) anwenden.
(Wenn die Substitution z—go(z)+a in I liegt, so ist eine gewisse
Potenz schon in I" enthalten. Hieraus folgert man Ne=1. Die Gruppe I’
operiert also auf U.)
* Wir zichen aus den Sitzen 3.2 und 3.3 einige Folgerungen:
Man hat. im Falle n>3 aufgrund der Sitze 3.2 und 3.3 natiirliche
Isomorphismen.

Hom(I; ©)=H'(F; ©)= H(4, ©)= H'(F, 0(Uy).
Duich Invariantenbildung erhilt man
. 34 Bemerkung. Im Falle n2 3 existiert ein natiirlicher Isomorphismus
Hom (T, ©)=H'(, 0(Uy).
“"Tii §1 wurde der Iokale Ring
R(N=0y_ .; Xc=U/Tu{wx)

il

e_ingeﬁihrt. Auf diesem operiert die endliche Gruppe G und wir kénnen
R(OY=R(N)¢
betrachten.
Dies ist der lokale Ring des Raumes
G U/l woo=Xc/G
im Punkt 0.

10 Inventiones math., Vol. 24
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Wir wollen nun die Tiefe = des lokalen Ringes R(I") ausrechnen.
Unter der Ticfe eines lokalen noetherschen Ringes R versteht man
die Linge einer maximalen Nichtnullteilerfolge

ag, ..., ,em(R).
(Das Bild von g; in Rf(ay, ..., a;,) ist Nichtnuliteiler fiir 0 j<1.)
Ist X ein komplexer Raum, x€ X, so kann man die Tiefe t des lokalen
Ringes R=0y..
folgendermaBen mit Hilfe der Kohomologie mit Trager in x charakteri-
sieren H, (X, 0)=0" fir r<z
+0 fiir r=1 [8].
Im Falle R=R(f), n=2, erhiilt man hieraus die folgende Beschreibung
der Ticfe H(E0UH=0 fir 0<r<e—2
£0 fir r=1—1.
3.5. Theorem. Es sei n=3.

1) Die Gruppe G habe nicht die Ordnung n. Dann ist die Tiefe von
R(I') zwei.

2) Die Gruppe G habe die maximale Ordnung n. Dann ist die Tiefe von
R(I) drei, mit Ausnahme des Falles

G=FZ2xZj2x--xL[2.
In diesem Falle ist die Tiefe 4.

3.6. Folgerung. Im Falle n>4 ist R(I") niemals ein Cohen-Macauley-
Ring.

(Ein lokaler noetherscher Ring R heilit Cohen-Macauley-Ring, wenn
die Tiefe gleich der Dimension ist.)

Beweis von Theorem 3.5. Die Tiefe ist genau dann groBer als zwei, wenn

Hom(f, ©)=H(f, 0(Uc)
verschwindet. Nun ist

Hom([} €)=Hom(l; €)°=Hom(t, ©)°.
Nach Wahl einer Basis von t erhilt man einen Isomorphismus
Hom(t, ©)°=1®C.

Wenn ein G-invarianter Multiplikator e+ 1 existiert, so kann G nicht
eine volle Galoisgruppe sein.
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Ist umgekehrt die Ordnung von G kleiner als #, so ist der Korper IS
total reell +@. Es existiert daher eine total positive Einheit ¢ 1 in IS,

Eine Potenz von ¢ liegt in A, '

Die Ordnung von G sei jetzt #(23). Dann ist die Tiefe von R([")
groBer als zwei. Im Falle n=3 ist also R(I") ein Cohen-Macauleyring.
Wir kdnnen daher n>4 annehmen.

Wir haben zu untersuchen, wann die Gruppe

H*([ 0(Wp))=H?(4, ©F
verschwindet.
Die Kohomologie einer freien abelschen Gruppe ist bekannt

H*(t,€)=A*Hom(4, ©).

Den G-Modul Hom(A, ©) kann man mit Hilfe der reguldren Dar-
stellung Q [G] beschreiben. Bekanntlich zerfalit die Gruppenalgebra in
eine direkte Summe von zwei G-Moduln

QG1=J(G)+Q,

wobei G auf Q) trivial operiert.
' Man kann zeigen, daB die beiden G-Moduln

A®zR und J(G)®oR
isomorph sind.

Dazu nur folgende Bemerkungen:

1) Die Gruppe G operiert auf L@gR=R" durch Permutation der
Variablen. Dieser G-Modul ist isomorph zum Gruppenring R[G].

2) Der Untermodul
T M={xeR", $x=0}

ist isomorph zu J ()@ R.
.. 3) Die Logarithmusabbildung

log: A—=R"

ist mit der Operation von G vertriglich.

Der Vektorraum H2(t, €)° ist also isomorph zu (A2 J(G)®4C)°. Ob
dieser Raum verschwindet, hiingt nur von der abstrakten Gruppe G ab.

Bemerkung Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung n4, so gilt

(A2 J(G)®C) =0 G=Z/2x Z/2x --- x ZJ2.
100
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Beweis. Seien a, b nur Elemente aus G. Die Summe

Sgangh

gel
ist invariant unter G.

Sie verschwindet offenbar genau dann, wenn
ab~t=(ab™ !

gilt. Wenn diese Relation fiir alle {(a,b)eGx G erfiillt ist, so muB G vom
Typ Z/2 % --- x Z/2 sein.

In diesem Falle kann man die Operation von G auf 4> J(G)®eT
leicht iiberblicken.

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB die Gruppe (A" J(G)@qC)° im
Falle =2 tatsichlich verschwindet. Sie verschwindet aber nicht im
Falle r=3, wenn G mehr als zwei Faktoren vom Typ Z/2 enthilt.

Damit ist Theorem 3.5 bewiesen.

§4. Die lokale Divisorenklassengruppe

Sei X ein normaler komplexer Raum, X° sein regulirer Ort. Im
folgenden verwenden wir die folgende modifizierte Picardgruppe.

Pic X sei die Gruppe der Isomorphieklassen analytischer Geraden-
biindel auf X°, welche sich auf ganz X als kohiirente Garben fortsetzen
lassen. '

Wenn die Kodimension des singulidren Ortes groBer oder gleich drei
ist, so gilt

Pic X =Pic X°.
Im folgenden sei
Xe=Ud/T,
X ¢ =regulirer Ort von X,
UQ = Urbild von X2 in U.
4.1. Bemerkung. Im Falle n23 operiert T frei auf U?.

Beweis. Wenn die Abbildung U2 — X2 iiberhaupt verzweigt ist, so
hat der Verzweigungsort die genaue Kodimension Eins. Daher geniigt
es zu zeigen, daBl im Falle n>3 keine Spiegelung

z—ea(z)+a

enthalten ist. Wenn diese Substitution eine Fixpunktmannigfaltigkeit
der Kodimension eins haben soll, so muB ¢ eine Transposition sein. Im
Falle n=3 kann aber niemals ein¢ Transposition in der Automorphismen-
gruppe des Korpers L liegen. Fiir ac L wiirden néimlich gewisse Kom-
ponenten von a—a(a) verschwinden. Hieraus folgt aber schon a=o(a).
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Im folgenden sei stets
n=3.

4.2. Bemerkung. Wenn die Gruppe Pic X, fiir jedes C >0 nur aus dem
trivialen Geradenbiindel besteht, so ist der lokale Ring R=0x, , ein
ZPE-Ring.

Beweis. Ein beliebiges Element feR kann als holomorphe Funktion
fi Xe— €, C hinreichend grofB,

aufgefaBBt werden. Den Nullstellendivisor von f kann man in Primdivi-
“soren zerlegen
()=n, Bt -+, .

Da ‘Xg singularititenfrei ist, kann man jedem Divisor D auf X, ¢in
Geradenbiindel aus Pic X zuordnen. Wenn dieses trivial ist, existiert
eine holomorphe Funktion mit genauem Nullstellendivisor D.

In unserem Falle kann man also holomorphe Funktionen

fio-uf, mit (f)=B  fiur v=1,,. ., r
finden.

ES gllt f=hj‘1m . rn,-
mit einer holomorphen invertierbaren Funktion h. Dies ist die Prim-
faktorzerlegung von f.

Man kann Bemerkung 4.2 auch anders interpretieren.

 In der kommutativen Algebra wird jedem normalen noetherschen
Ring R die Gruppe der Divisoren zugeordnet.

Ein Divisor ist ein Flement der von den Primidealen der Hohe 1
erzeugten freien abelschen Gruppe. Jedem von Null verschiedenen Ele-
ment. des Quotientenkdrpers wird ein ,Hauptdivisor* zugeordnet. Die
Gruppe der Divisorenklassen ist genau dann trivial, wenn R ZPE-Ring
ist.

. Bemerkung. Im Falle nz3 ist die Divisorenklassengruppe des lokalen
Riﬁ § R (P} isomorph zu lim Pic X¢.

Manchmal ist es niitzlich, die Geradenbiindel durch Automorphie-
. faktoren zu beschreiben. Unter einem solchen Faktor versteht man eine
Abbildung

J: UsxI'-C

mit:folgenden Eigenschaften

a) J(z,y)} ist als Funktion von z holomorph,
b)) Iz yy)=0E ) TG 2 y).
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Ein Automorphlefaktor ist also nichts anderes als ein 1-Kozykel der
Gruppe I' im Modul
A*=H° (U, 0*)

der holomorphen invertierbaren Funktionen auf Ug. Jedem Automor-
phiefaktor J wird eine kohiirente Garbe zugeordnet. Ein Schnitt iiber
einer offenen Menge V' — X ist eine holomorphe Funktion

J: U—=C€, U=Urbildvon Vin U,

mit der Eigenschaft

f2)=J(z ) 2.

Die Einschrinkung auf X7 ist ein Geradenbiindel L;ePic X;. Dieses
Biindel ist genau dann trivial, wenn J ein Korand ist.

hyz)
h(2)°

4.3. Bemerkung. Im Falle n=3 ist die natiirliche Abbildung

Iz, y)= heO*(U).

HY(T, A*)— Pic X2, A*=H%(U;,0%
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei L ein analytisches Geradenbiindel aus Pic X,.. Sein rezi-
prokes Bild p* L in U2 kann zu einem Geradenbiindel auf ganz U, fort-
gesetzt werden, da L kohdirent auf X fortsetzbar ist. Auf Ui ist jedes
Geradenbiindel trivial, denn U ist Steinsch und zusammenzichbar.

Es existiert daher ein globaler nirgends verschwindender Schaitt s
von p* L.

Der Automorphiefaktor J(-, y) wird nun durch

J =751
definiert.

Spezielle Automorphiefaktoren sind die Gruppenhomomorphismen
v: F>C*  Jzy)=0().

Damit ist insbesondere jedem solchen Gruppenhomomorphismus ein
Geradenbiindel auf X2 zugeordnet.
4.4, Theorem. Im Falle n23 ist die natiirliche Abbildung

Hom (f; €*)— Pic X,
ein Isomorphismus. '
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Beweis. Wir setzen
A=H®(U,, ©)

A*=H®(U,, 0%).
Aus der kurzen exakten Sequenz
0Z A= 4% 0
'reéultieﬂ eine exakte Kohomologiesequenz
H'([, A)— H'([, 4%) > B* (L, ) > H*(F; 4).
Nach 3.4 hat man einen natiirlichen Isomorphismus
HY(F, A) - Hom (I} ©).

Mit Hilfe der Exponentionalabbildung erhilt man cinen Homomor-
phismus R -
Hom (I; C)— Hom (I, C*).

v
b

‘ Es lst leicht nachzurechnen, dal das Diagramm

HY(I, A)— Pic X2=H'([, A*)

S

Hom (I; €©)—— Hom (I} €%
kommutativ ist.
Das Bild von H'(I; A) in PicX¢ O besteht also nur aus Geradenbiindeln
-der Form L,,ve Hom (I, €*).
- Als niichstes untersuchen wir das Bild von H'(I, A*) in H2([} Z), also
den Kern von
HY([, Z)— HA (T, 4).

Dieser Kern ist endlich, denn aufgrund der Sitze 3.2 und 3.3 ist die
‘Abbildung
H* (L €©)—H*L 4)

injektiv. Hicraus folgt, daB auch
H* ([, €©)— H* ([, 4)
injektiv ist.

% - Das:Bild von H'(I, A) in Pic X ist also eine Untergruppe von endlichem
~Index.
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Insbesondere ist eine geeignete Potenz I7 eines Geradenbiindels
LePic X2 im Bild der Abbildung

Hom (f, €*) — Pic X,
enthalten.
Dies kann man auch folgendermalen ausdriicken:

Zu jedem Automorphiefaktor J existiert ¢ine natiirliche Zahl r, ein
Homomorphismus v: '— C* und eine invertierbare holomorphe Funk-
tion h: Uy — € mit der Eigenschaft
- h{y2)

J(z, Y =v(y)-

hiz)

Es gibt einc holomorphe Funktion

ho: U= C* mit hy=h.
Wir erhalten

oz =0G) mit Jo(z y)=J(z 1)~

holyz)”

Die Funktion Jy(z, y) ist bei festem y konstant. Der Antomorphiefaktor J
ist daher zu einem Homomorphismus

Vg IA"—HE, UO{}")=J0(Z’ y)

dquivalent.
Damit ist bewiesen, daf} die Abbildung
Hom (I; €*) > Pic X,
surjektiv ist.
Wir miissen noch zeigen, daB sie auch injektiv ist.

Seiv: ['— C*ein Homomorphismus, so daB das assoziierte Geraden-
biindel trivial ist. Es existiert dann eine holomorphe invertierbare
Funktion

h: Us > C* mit h(z)=v(p)h(y2).

Nach Bemerkung 3.1 ist die Funktion 4 periodisch bei einem Untergitter
fct von endlichem Index. Man kann daher h in eine Fourierreihe ent-

wickeln
h{z)= Z age(gz).

gel?

Eine Variante des Gotzky-Koecher-Prinzips besagt [3]
ag+F0=g=0.

Auf die Funktion 1/h kann man dieselbe Uberlegung anwenden. Es
folgt a5 30.
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Andererseits ist
o ao=v(y)-a, fiir yel.
DaHler ist
v(y)=1 fiir alle yel

:-§5. Die Konstruktion einiger Gruppen I fiir die R(I") ZPE-Ring ist

“; "(3egeben sei eine endliche Gruppe G. Wir bezeichnen mit [G, G] die
autatoruntergruppe von G, mit Z[G] die Gruppenalgebra von G
‘'dem Ring Z der ganzen Zahlen und mit J folgendes Z [G]-Ideal:
IJ=YZ(@-1).

deG

“wsiAus der homologischen Algebra bendtigen wir den bekannten
5.1, Hilfssatz. Die abelschen Gruppen G/[G, G] und J/J* sind isomorph.

§§'m’?”é_év'v’eis. Es geniigt folgendes zu zeigen:

. Fiir jede abelsche Gruppe 4 ist dic abelsche Gruppe der Homo-
&fﬁmijphismen von G/[G,G] in A isomorph zur abelschen Gruppe der
“Hgmomorphismen von J/J? in 4. Aquivalent dazu ist:

syuDig Gruppe der Homomorphismen von G in A ist isomorph zur
Gruppeder Homomorphismen von J in A4, die

8 Jr= Z ZG—-1)(z—1)
3, 1eG

annullieren.
=49 Man. hat eine natiirliche Bijektion

— band'!
mwhen der Menge aller Abbildungen
XG4, x(1)=0,
und der Menge aller Z-linearen Abbildungen

_ i J— A
mit

$6—1)=x(3).
Fiir o, r aus G gilt:

@O—-D+-1)—-(Fr—-D)=—EG-1(z—1),

1@ +x(D)—x@E)=—F((6~D(-1).

Bs ist also x(67)=x()x(z) genau dann, wenn F((6—1)(z—1)} ver-
schwindet.

damit
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5.2, Folgerung. M sei ein beliebiger G-Modul, P=JM= Y (6—1)M.
deld
Wenn die Gruppe G wmit ihrer Kommutatorgruppe [ G, G] iibereinstimmt,

so gilt
P=JP.

Es sei L ein total reeller galoischer Zahikdrper vom Grad n>1 mit
der Galoisgruppe G. E sei eine Gruppe total positiver Einheiten, von
endlichem Index in der Gruppe aller Einheiten von L. Nach dem Dirich-
letschen Einheitensatz ist dann E eine endlich erzeugte freie abelsche
Gruppe vom Rang n—1.

5.3. Hilfssatz. Die Gruppe total positiver Einheiten A= ||(6—1)E ist

e
G-stabil und hat einen endlichen Index in der Gruppe aller Einheiten.

Damit ist A ebenfalls eine freie abelsche Gruppe vom Rang n—1.
Beweis. Die Norm N ¢= [| ¢ jeder Einheit ¢ aus E ist Eins, damit
deG

e "=]]d¢/e=[](6—1)¢ in A enthalten. Also ist E” in A enthalten!
4G 4G

5.4. Hilfssatz. Gegeben sei ein Gitter M in L, d. h. ein endlicher Z-Unter-
modul vom Rang n in L. A sei eine G-stabile total positive Untergruppe
von endlichem Index in der Gruppe aller Einheiten von L. Wir setzen:

N=Y@-1)M, P=Yc¢N.

deG sek

Die Gruppe G stimme mit ihrer Kommutatoruntergruppe G, G] iiberein,
Dann ist der G— A-Modul P ein Gitter und es gilt:

P=Y(-1)P+Y(E-1P

deG eeAd

Beweis. Wegen Hilfssatz 5.2 gilt:
N=Y (—1)N.

del

Fiir eine Einheit f aus A gilt:
SNEN+{(f-)NS Y. (6—D)N+ T (e—DN

deG eed
ST B-)P+ Y (e—1)P.
ieG sed

Es bleibt noch zu zeigen, daB P ein Gitter ist.
N ist ein endlicher Z-Modul. Weil M nicht im Korper @ =K° der
rationalen Zahien enthalten ist, muB N von Null verschieden sein.
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-rspes Y Z e ist ein Ring ganzer Grofen in L. Sein Quotientenkdrper K
Guw o BEA
en

t n—1 unabhiingige Einheiten. Nach dem Dirichletschen Ein-
satz muB der Grad von L mindestens »n sein. Also stimmen K und

ein und v ist eine Ordnung von L. P ist ein (vielleicht gebrochenes)
1l:verschiedenes v-Ideal!

Lemma. Gegeben sei ein total reeller galoisscher Zahlkorper vom
2 itber dem Korper Q) der rationalen Zahlen und G seine Galois-
ie' Gruppe G stimme mit ihrer Kommutatoruntergruppe [G, G]
also z. B. eine einfache Gruppe.

ibt es eine G-stabile Gruppe A total positiver Einheiten von L
1—1 und ein A— G-stabiles Gitter W in L mit folgenden Eigen-

A=TlE-14
deG

U= (3—1) A+Y (e—1) .
deG ted

emidirekte Produkt von W und A, ' das semidirekte Produkt
o

I'=¥%xA, [=Ixg:,

iinmt die Gruppe ' mit ihrer Kommutatoruntergruppe [I.[']

. widnhang. Die Existenz total reeller galoisscher Zahikorper
mit einfacher Galoisgruppe

ber. die Existenz galoisscher Zahlkérper mit vorgegebener Galois-
sehr wenig bekannt. Nach Hilbert [5] gibt es galoissche Zahl-
;allen alternierenden Gruppen. Leider sind diese Hilbertschen
ispiele nicht total reell. Es soll daher die Konstruktion einiger Beispiele
ller Zahlkrper mit einfacher Galoisgruppe kurz skizziert werden.
" Gegeben sei cine rein transzendente endlich erzeugte Kérpererweite-
ng K=Q(t,, ..., 1,) des Korpers @ der rationalen Zahlen erzeugt durch
¢braisch unabhiingigen Elemente ¢,,...,¢, und eine endliche
e Korpererweiterung L von K mit der Galoisgruppe G. K=1F. .
Z[ty,...,t,]=Z[t]; der ganze AbschluB B von 4 in L ist
er 4-Modul. Es gilt: A= B°.

i ein Punkt a=(ay, ..., q,) aus dem Zahlraum R"; Q(a)
den Elementen ay, ..., a, iiber @ erzeugte Korper. Man hat
chen Homomorphismus

Z[]- Q)

Li—aq;
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und @ (a) ist iiber diesen Homomorphismus ein A-Modul. Wir setzen:
L(a)= B®z1n Q(a).

Die Gruppe G operiert auf L(a). Hilberts Irreduzibilitdtssatz [5] sagt aus,
daB die Menge H derjenigen ae @, fiir die K(a) ein K&rper, damit K{a)
eine galoissche Erweiterung von Q mit Galoisgruppe G ist, dicht im
Raum R” liegt.

Die Menge U derjenigen Elemente aeR”, fiir die L(a) ein Produkt
total reeller Korper ist (insbesondere ist dann der Kern des natiirlichen
Homomorphismus Z [t] — @ (a) unverzweigt in B), ist offen. Wir wollen
annehmen, daB U nicht leer ist. Diese Bedingung ist immer erfiillt, wenn
L iiber @ rein transzendent ist. Dann ist H n U nicht leer. Es gibt also
total reelle galoissche Zahlkodrper L{g) mit Galoisgruppe G.

Sei Q) algebraisch abgeschlossen in L. Dann ist L immer verzweigt
iiber @[t]: Es gibt keine unverzweigten Uberlagerungen des affinen
Raumes tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charak-
teristik Null. Wir wollen unter diesen Voraussetzungen zeigen:

Es gibt unendlich viele total reelle galoissche Zahlkérper mit Galois-
gruppe G, die untereinander nicht isomorph sind.

Der Beweis wird zunichst mit Hilfe von Hilberts Irreduzibilitiitssatz
auf den Fall n=1 zuriickgefiihrt.

Wir wollen also annehmen, daB n=1 ist. Nach einer gecigneten Sub-

stitution £t —

kann man annehmen, daf alle geniigend groBen reel-

len Zahlen a, insbesondere alle natiirlichen Zahlen aZn, in U liegen.

Q] ist verzweigt in L. Die Diskriminante d(f} ist also ein nicht
konstantes Polynom in @{¢]. Nach Multiplikation mit einer passenden
natiirlichen Zahl kann man annehmen, da d(7) ganzzahlig ist. Wir zer-
legen d(t) in @ [¢] in irreduzible Faktoren:

d{t)=d,(t)...d.(1)".

Auch die nicht konstanten Polynome d4;(f) konnen ganzzahlig ange-
nommen werden.

Man zeigt:

Es gibt cine endliche Menge S von Primzahlen, so da8 folgendes gilt:

Fiir eine ganze Zahl meH und eine Primzahl p¢S, die in d,(m} in
erster Ordnung aufgeht, ist B® giqZn ganz abgeschlossen in L(m)=
B® 7,40, damit Lokalisierung der Hauptordnung von L(m) nach dem
Primideal (p), und d{m) ist bis auf eine Einheit in Z, Diskriminante von
B® g Zy liber Z,,. Damit ist eine solche Primzahl p Teiler der Korper-
diskriminante dremyg von L(m) iiber @Q.
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r:--Andererseits gibt es eine unendliche Menge 9 von Primzahlen p,
die nicht in § enthalten sind, so daB das Polynom d, (/) modulo p in die

ichtige® Anzahl von teilerfremden Linearfaktoren zerfillt [4].
s, B8 gibt dann zu einer solchen Primzahl p aus M eine natiirliche

© Zahlm mit

pldi(m),  p*fdi(m).

Betrachte die Folge natiirlicher Zahlen (m+q p?), geIN. Nach Hilberts
Trreduzibilititssatz gibt es beliebig groBe natiirliche Zahlen ¢, so daB}
g p?) ein galoisscher Zahlkorper mit Galoisgruppe G ist. Fiir ge-
nd groBe g liegt m+ g p® nach Voraussetzung in U, ist also Lim+qgp?)
reell. Die Diskriminante von L(m+gp?) wird durch p geteilt.

gibt es unter den total recllen galoisschen Zahlkérpern La)
H) mit Galoisgruppe G solche mit beliebig grofler Diskriminante.

sgjl_em Beispiel fiir die angegebene Situation diskutiert werden:

i
. Satz. Es gibt unendlich viele nicht untereinander isomorphe galois-
total reelle Zahlkorper, deren Galoisgruppen isomorph sind zur
2. As der alternierenden Permutationen von fiinf Elementen.

Jazu betrachten wir den Raum der bindiren Formen

5 5
flx, )= ;axx""‘ Y= [Il(axx—ﬂxy)

diesem Raum operiert die lineare Gruppe Gl,: y~'= (: 3)
Dann transformiert y die Form f(x, ) in die Form f(ax+b V,cx+dy).

Damit operiert G auf dem Korper 4 der iiber @ rationalen Funk-
006N h(ay, ..., as) der Koeffizienten a,, die homogen sind vom Grad
Null..AuBerdem operiert Gi, auf natiirliche Weise auf dem Oberkérper @
* detidiber @ rationaten Funktionen

(e

s
oy o5

B

Waurzeln f, /o, der Formen. Der Invariantenkorper K, =A% der
men flinften Grades ist nach dem Hauptsatz der Invariantentheorie

TR

Ky=0(u,v).

u
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Dabei ist die Diskriminantenform D=D(aq, ..., as) eine invariante Form
vom Grad8, I,=1I,(ap,...,as) eine invariante Form vom Grad4,
Ii,=1I1;(ay, ..., as) eine invariante Form vom Grad 12 [7].

Es ist leicht zu sehen, daB L=0Q%" rein transzendent iiber @ ist und
daB auf L die volle Permutationsgruppe Ss (durch Vertauschung der
Wurzeln f;/o,) operiert. Es gilt

LSS=K0.

Die in L enthaltene quadratische Erweiterung

KmKdVamQ(%?m)
ist ebenfalls rein transzendent und wird von der Untergruppe 45 der
alternierenden Permutationen aus S; invariant gelassen. Also ist L/K
galoissch mit der Galoisgruppe 4. Fiir die Erweiterung K liegt unsere
Ausgangssituation vor!
Aus Bemerkung 4.2 und den Theoremen 4.4, 5.5 und 5.7 erhilt man

5.8. Theorem. Es gibt unendlich viele untereinander nicht isomorphe
ZPE-Ringe der Tiefe 3 von z. B. der Dimension 60,

§6. Die Starrheit der Spitzen

Gegeben sei eine analytische Algebra A. Eine Deformation dieser
Algebra A ist ein flacher Homomorphismus B — C analytischer Algebren
zusammen mit einem [somorphismus

CmpgC=A,

Dabei ist my das maximale Ideal von B. Man erkliirt auf natiirliche Weise
die Aquivalenz von Deformationen.
Die Deformation B— C heillt trivial, wenn sie zur trivialen Defor-
mation
CH>CRA

dquivalent ist. C®A bezeichnet das analytische Tensorprodukt der
Algebren C und A iiber .

6.1. Definition. Die analytische Algebra A heiBt starr, wenn jede
Deformation trivial ist. Ein analytischer Raum X heiBt starr im Punkt
ac X, wenn der Ring @y , der Keime holomorpher Funktionen in a
starr ist,

Nach einer miindlichen Mitteilung von Herm Schuster gilt folgendes
Starrheitskriterium:
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426:2. Lemma, Gegeben sei ein Steinscher normaler Raum X der Dimen-
ton-nz2 in einem Punkt ac X. X sei auferhalb von a glatt. Qy sei die
arbe der holomorphen Differentialformen vom Grad Eins auf X, @y =
oy \S2x, Ox) die dazu duale Garbe. Es verschwinde die Kohomologie-
e-H (X — {a}, @x). Dann ist X im Punkit a starr.

Der Beweis soll kurz skizziert werden:

konnen annehmen, daB X ein durch die kohirente Idealgarbe ¢
erter abgeschlossener Unterraum eines komplexen Zahlraumes €™
i die natiirliche Einbettung von U=X—{a} in X, &'j, O, der
te direkte Bildkomplex von @ im Sinne von Verdier, #2, Oy
be der Schnitte von €y mit Trigem in {a} und &' #° Oy der ab-
tete Komplex im Sinne von Verdier.

n hat auf natiirliche Weise einen Komplex 4

H=F/ 52X — A= Qon/ F Qpnl X

ity (A, @ H 5, 0,)~> Exth, (A, Ox) — Exth, (", &, Og)—--.

e Tiefe von Oy , mindestens Zwei ist, verschwindet H (&' #3, 0)=
) fiir i<1 [8], damit Exty, (X~, ##,5 Ox). Wir erhalten:

Exth, ,(%;, O )= Exth (", 6,)=0.

e (Ao, Oy ) ist aber isomorph zur Gruppe der infinitesimalen
mationen von 0y ,.

eben sei nun eine Transformationsgruppe I des Hilbertschen
umes H" im Sinne von § 2. Wir bezeichnen mit p die Projektion
auf den Restklassenraum X°=H"/IT Auf X° erkliren wir die
biindel %,, ..., %, und das Vektorraumbiindel .# vom Rang n

Fo=¢"1(2).

)



146 E. Freitag und R. Kiehl

M(U) ist der Vektorraum der I-invarianten holomorphen Differential-
formen

f@dz, +--+f(2)dz,
auf Y.
Die I'-Invarianz bedeutet:
Fiir jede Transformation

y: 2z —ez+a
aus I' giit
fily 2y d{ey z)+ -+ fu 7 2) d (e, z)=f1(2) dzy + - +fu(2)dz,,
d.h.
LOD=e" /@, Ly D=6 £, ()

Klar ist folgender Hilfssatz:

6.3. Hilfssatz. Die Garbe # ist isomorph zur Garbe Q. der holomor-
phen Differentialformen vom Grade Eins auf X°. # zerfillt in die direkte
Summe der Geradenbiindel %;:

M=% & --DY,
Dpo=%"'®-- D%
Sei X=X°u {0} die ,,Kompaktifizierung® von X° durch die Spitze oo.
R(I)ist die Algebra der Keime holomorpher Funktionen in der Spitze o0.
6.4. Theorem. Sei n= 3. Dann ist die Algebra R(I') starr.
Der Raum X ist ein Steinscher Raum: Die I'-invariante Funktion

H'-»C
z—N(Imz)™!

definiert eine plurisubharmonische Funktion auf X°, die sich stetig mit
dem Wert Null auf oo fortsetzen 1aBt.

Wegen Kriterium 6.2 und Hilfssatz 6.3 geniigt es deshalb zu zeigen,
daB H'(X°, %, 1) fiir alle i verschwindet.

Allgemeiner zeigen wir:

6.5. Theorem. Gegeben sei ein n-Tupel ganzer Zahlen (ry,....n)*+
(©, ...,0). Wir betrachien folgendes Geradenbiindel automorpher Formen.
Sei U eine offene Teilmenge von X°, Y=p~'(U) das Urbild in H". ¥(U)
ist der Raum der holomorphen Funktionen f: Y— C, die folgendes Trans-
formationsverhalten bei Substitutionen y: z— ez+a der Gruppe haben:

fG=e" .6 f ().
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dann verschwinden die Kohomologiengruppen
. Hv(XO’ g)’ 1§v§n—2.

er Beweis verlduft dhnlich wie die in [3] durchgefiihrte Bestimmung
homologiegruppen des trivialen Biindels auf X°.

‘M der Vektorraum aller holomorphen Funktionen auf dem
raum H". Auf M operiert I' folgendermaBen:

v ' zoez+a

* Substitution aus I / eine holomorphe Funktion auf dem Halb-

NHE)=¢ ...exfly2).
HY(X®, 9)=H"(I; M)=H"(A, M").
als Vektorraum gewisser Fourierreihen beschrieben werden:

f@)=} age(gz).
get®

ert auf M':
ement ¢~ € A werde durch die Substitution

z—e z+a)

sentiert

ef)z)= Z &' ... gre(ga)age(gz).
get?®
in eine direkte Summe des A-Moduls N aller Fourierreihen
iten Term und den A-Modul € der konstanten Funktionen.
daf im Gegensatz zum Falle des in [3] behandelten
els A nicht trivial auf € operiert!

n
n

gc=g7 ... grc.

H'(A,C)=0 fiir alle v.

in [3] folgert man das Verschwinden der Kohomologie-
YA, N) 1ZvEn—2 aus der Endlichkeit [8] dieser Vektor-
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