Zur Theorie der Modulformen zweiten Grades

Von Eberhard Freilag in Heidelberg

Vorgelegt von Herrn: C. L. Siegel in der Sitzung vom 7. Mai 1965

Uber den graduierten Ring der endlichen Summen von Modulformen n-ten
Grades ist auBer in den Fillen » = 1, 2 wenig bekannt. Im klassischen Fall
n = 1 folgt aus den Eigenschaften der Diskriminante A(z) unmittelbar, dafB
jede Modulform als Polynom in den Eisensteinreihen vom Gewicht 4 und 6
darstellbar ist. Viel komplizierter gestaltet sich bereits der Fall # = 2. Hier
bewies J.Igusa [3] zundchst unter Verwendung des bekannten Zusammen-
hangs zwischen den Moduln der Riemannschen Flichen vom Geschlecht zwei
und den Modulfunktionen zweiten Grades, daB jede Modulform als Polynom
in den Eisensteinreihen vom Gewicht 4, 6, 10, 12 darstellbar ist. Er machte
dabei betrichtliche Anleihen aus der Invariantentheorie und algebraischen
Geometrie. Kiirzlich fand Igusa neben anderen interessanten Ergebnissen
einen einfacheren Beweis dieses Satzes [4]. Immerhin wird neben der Kompak-
tifizierungstheorie von Satake noch die Theorie der Abelschen Funktionen
verwendet. Es ist daher vielleicht nicht chne Interesse, daf der Satz von Igusa
auf vollig elementarem Wege gewonnen werden kann,

K. B. Gundlach behandelte in [2] das analoge Problem fiir den Fall der

Hilbertschen Modulgruppe zum Zahlkorper Q(V5). Er konstruierte mittels
gewisser, von F. G6tzky [1] untersuchter Thetareihen eine Modulform, deren
Nullstellenmenge im Fundamentalbereich aus einer einzigen genau bekannten
irreduziblen Mannigfaltigkeit besteht. Diese Form stellt ein Analogon zur
Diskriminante A (z) dar, und sie spielt bei der Bestimmung der symmetrischen
Modulformen dieselbe Rolle wie 4(z) im rationalen Fall. In der vorliegenden
Arbeit wird die Gundlachsche Methode auf den Fall der Siegelschen Modul-
gruppe zweiten Grades iibertragen.

Angeregt wurde diese Arbeit durch eine Vorlesung von Professor Maal
im Wintersemestexr 1963/64.

§ 1. Bezeichnungen und Definitionen

Grofle lateinische Buchstaben bezeichnen stets quadratische Matrizen. Der
obere Index n bringt zum Ausdruck, dafl A™ eine n-reihige Matrix ist. B
bzw. 0 wird fiir die n-reihige Einheits- bzw. Nullmatrix vorbehalten. Die ver-
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allgemeinerte obere Halbebene H, sei der Bereich der symmetrischen kom-
plexen Matrizen Z = Z" = X + i¥ mit positivem Imaginirteil ¥. Die
Modulgruppe n-ten Grades I, besteht aus allen ganzzahligen Matrizen M = Jft2n)
mit
, 0
MIM=I, I=(~——E 0).
I, operiert auf H, vermdige

Z > M(Z) == (AZ + B)(CZ + Dyt mit M:(

als Gruppe analytischer Automorphismen.

Sei v ein Abelscher Charakter von T,,. Eine auf H, definierte Funktion f heiBt
Modulform n-ten Grades vom Gewicht k& zum Multiplikatorsystem », wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

1. f(Z) ist in H, holomerph,
2. {(M(ZY) = v(M){CZ + D} (2) fir MeT,,
3. Im Falle » = 1 ist f(Z) fir ¥ > ¥, > 0 beschriinkt.

A B
¢ D

Bekanntlich ist 3. im Falle » > 1 eine Folge von 1. und 2. Der Vektorraum
dieser Funktionen wird mit [[,, k, v] bezeichnet oder mit [T, k], falls » das
triviale Multiplikatorsystem » = 1 ist. Es sei hier bemerkt, daB es im Falle
n > 2 kein, im Falle » = 2 genau ein nichttriviales Multiplikatorsystem gibt
(s. etwa [5]). '

§ 2. Die Funktion ©(Z)

Za zwei recllen Spalten q = (Z ), b= (21) definieren wir die Thetareihe:
2 2

B(Z; 0,b) = ¥ FiFleraA+200), gy
g

wobei allgemein Z[g} = ¢’ Zy gesetzt werde.

Dabei durchlaufe g alle ganzen Spalten g = (91). Im folgenden magen a, b
den Bedingungen 2
2a==2p =0 (mod 1), 2a’b = 0 (mod 1)

geniigen. Das Produkt der dadurch bestimmten zehn Thetareihen erd mit
0 (%) bezeichnet.
Wir formulieren die wesentlichen Eigenschaften von ©(Z) in

Satz 1:

(1} ©(2) ist eine Modulform zweiten Qrodes vom Qewicht & zum nichitrivialen
Multiplikatorsystem »: _
0(Z) e[y, 5, v]
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(2) O(Z) verschwindet auf der. Mannigfaliigheit

Nt{Zx(z" zl)el-lz; 2120}
I

in erster Ordnung wnd jede Nullstelle von ©(Z) ist einem Punkt in N be-
ziiglich der Modulgruppe dquivalent.

() Ist f(Z)e[Ty, 2k] baw. [y, 2k, v] und f(f)“ S)E 0, so st
2

HZ)e Z)e Ty, 2E—10] bzw. [F,;, 2k — 10, 2]
Beweis.
(1) ist fiir ein endliches Erzeugendensystem von I, ([7]) auf Grund bekannter
Thetatransformationsformeln leicht nachzuweisen.

(3) folgt aus (2), da jede Form ungerader Dimension (gleich zu welchem
Multiplikatorsystem) auf 2, = 0 verschwindet. Man hat dabei

7 1 0
% n)_ [ A —a)l 0 und @ 0 __1 =1
2, 2 —2 2010 —1 : i1 0

zu beachten.

(2) wird mittels einer direkten Abschiitzung der Thetareihen #(Z; a, b} im
Fundamentalbereich der Modulgruppe bewiesen. Es ist leicht zu sehen, daf
der bekannte Siegelsche Fundamentalbereich F, in folgendem Bereich B
enthalten ist.

7 — (-’750 acl) 4 (y" y‘) € B soll heiflen, daB
Ty Xy i Y

0< 2y, <Y< ys, 3V3 <y, —b<<a,<} fir »=0,1,2
gilt. Es ist zu beachten, daBl z, ¢ F, aus (:“ ::) € F, folgt.
1

Wir schitzen die zehn Thetareihen #(Z; a, b) in B ab.

1, a=10: #(Z;9,0) = E (— 23geni<zov§+2ziala2+zgv§),
e 3
Dabei ist itber alle ganzen Zahlen g,, g, zu summieren. Wir bringen das Glied
zu ¢, = g; = 0 auf die linke Seite und schiitzen den Rest durch die Betrags-
reihe ab. Hs sind dann zweckmifBig noch die Glieder mit ¢f + ¢ = 1 aus
der Summe herauszuziehen. -

I,a(z’ o, b) —1 | g —1 + 26-::;;“ _|_ 26-»-::1;5 + 2 e—nvw'f—nwa?—%mvms
fd+ok+1
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Aus 2y, < ¥, ¥y, folgt: .
=24t =¥ g+ g+ %n‘gg + %ggg .
Hieraus und aus 4, = 0; ¥y, ¥ = % Vs ergibt sich

5 e
19(Z;0,0) — 1| < —1 L 4e 2oy 3 gralfeled
. A+oi+1 _ :
Auf der rechten Seite dieser Ungleichung steht eine von Z unabhéngige Zahl.
Eine numerische Rechnung zeigt, daf diese reichlich kleiner als 1 ist. Es ist
also sicher
HZ;0, 1) F0 fir ZeB.
é 0= 1Al ol z. 3\, b e-miZlal 3' » (;1)55'9eni(zom(a'z+1}+_zm(2ar1+1)+m%)

. Ua U 0, 02 . - _ ' a
Man ziehe die Glieder zu ¢, = 0, g, = 0 und g, = —1, g, = 0 auf die linke
Seite und schitze den Rest durch die Betragsreihe ab. Mittels der Identitdt

G2+ 1) = 2y + g+ D+ ) — a6 + 1) —ayigd
folgt dhnlich wie im Falle 1.

.ﬂ(z; (%), [})e—uiZ[d]_2l < —_3 '+' 2 e‘%ygyl(yl+1)—zvgﬂ'§.<l2‘ )

0 02

also ﬁ(Z; (%})’ b) 4 0 fir Z EB und analog 0(2; (g), b) =+ 0 fir Z eB.
Es bleibt der Fall ¢ = (%); b= 8@) mit & = 0 oder 1 zu untersuchen. Eine

einfache Umformung der Thetareihe zeigt:
—niZ i .
P [a]+mzlﬁ(Z’ a, TJ) —
2 E (__ 1)8(F1+ﬂz) g+ D (zo—2) +aiga(ga+ 1)(32—21){en€(01+u+ 1)22y + (_ 1)"6"5.(”-“”1)3’1}.
Jnizz=0

Nachdem man die Gleichung durch 2(1 + (—1)%¢™**) dividiert hat, bringe
man das zu g, = g, = 0 gehorige Glied auf die linke Seite und schitze den
Rest durch die Betragsreihe ab.

8(Z; o,6)

ol £
i (4 ey TS
{2 +1)(2ga+1)-1
—1 E {e—ﬂyx(ﬁ'ﬁl)(vo—n)—Mz(as'f-l)(va—!h) 2 e—mtm}.

fg2=0 f=e O

Dabei ist
T teai i)y + (—1) griloi-oa3n

Ca+ D2+ D—1 .
— eui(ﬂ—ﬂg)zzl (1 _i_ (__1)8 enizl) (__i)u (_ l)n(s—l) e:unzj_
ne=0

verwendet worden,
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Ist Z € B, so folgt unmittelbar:

3
#(Z; a,5) e , (°°' B LI )
2 V- (| L 1)seuizl)_(_1) <—14\Y e nin (2n 4 1)) < 1.

f=0

Ks zeigh sich somit, daB

o) o)) e ol ()G

nirgends verschwindende holomorphé Funktionen sind. Damit ist Satz 1
bewiesen.

- § 3. Der Satz von Igusa
Im folgendi:n werden nur Modulformen geraden Gewichts zum trivialen
Multiplikatorsystem betrachtet. Die Abbildung (z,, z,) —»(‘:)“ zoz) definiert eine

Einbettung von H, X H, in H,. Wir bestimmen die Funktionen auf H, x H,, die
man durch Beschrinkung von Modulformen zweiten Grades erhilt.

Es sei f eine Modulform zweiten Grades vom Gewicht k. Nach Witt [7]
gilt eine Relation der Art: SR

(s o) h

mit elliptischen Modulformen f,, #; ebenfalls vom Gewicht k. Beachtet man,
daf} die elliptischen Modulformen von den Eisensteinreihen g, und g, erzeugt

werden und verwendet man die Symmetri'erelation f(;o 3) = f(;z 30), g0
. ]

folgt, daB f(zO” :ﬂ) linear aus den Termen

5 (%) g8 (%) 95 (2) 95 (z) + 95 (%) 9§ (20) 75 (2) G4 ()

mit der Nebenbedingung 4v - 6 = 4& - 6 § = k kombiniert werden kann.
Zieht man aus diesen Termen geeignete Potenzen von -

92 (%0) gz.(zz)’l 93 (%) 95 (23) |
heraus, so zeigt sich, daB f(f)" 32)&18 isobares Polynom in

92 (%0} 92(z),  Gal%) Ga(22), 9B (20) 93 (2a) -+ 9B (20) 9% (22)

mit 40 = 6b dargestellt werden kann. Der letzte Term kann wegen der Ex-
ponentenrelation in der Form

(Fh(z0) 2 ()P + (3(20) AR ()
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geschrieben werden. Zieht man hiervon

(98(z0) g3 (za) + g8(20) gh(za))*

ab, so sieht man, etwa mittels vollstindiger Induktlon daB f( 0) als
isobares Polynom in %

Falz) 92(22);  Ga(%0) G (%), 93(2) 93(20) + 98(%0) 43 (22)

darstelibar ist. Diege drei Funktionen kiénnen leieht zu Modulformen zweiten
Grades fortgesetzt werden. Ils bieten sich etwa die Eisensteinreihen @, G5, Gy,
an. Man hat zu zeigen, dal in der Relation

G (z(;’ gz) = ¢; (g (%) 92(22) ) + €2 (g5 (20) 2 (22))® + €5 (8 (20} 93 (20) + 8 (20) 93 (20))

der Koeffizient ¢; von Null verschieden ist. Wiare dies nicht der Fall, so wiirde
Gu(Z) — e, (Z) — e, G3(Z) auf 2z = 0 verschwinden wund folglich durch
02(Z) teilbar sein. Hieraus wiirde Gy (Z) = ¢,G3(Z) + ¢,G3(Z) folgen, was
jedoch durch eine Rechnung mit bekannten Werten der Fourierkoeffi-
zienten [3] dieser Reihen widerlegt werden kann. Es sei hier noch bemerkt,.
daB diese etwas miihselige Rechnung mit Fourierkoeffizienten vermieden
werden kann, wenn man statt der Eisensteinreihen geeignete Kombinationen
der zehn Thetareihen zur Fortsetzung dleser drei Funktionen verwendet
{vergleiche [4]).

Wir erhalten damit das folgende

Lemma: Ist f(Z) eine Modulform zweiten Grades, so verschwindet g(Z)
== f(Z) — P(G(Z), G4(Z), G1o(%)) fiir ein geeignetes Polynom P auf 2, = 0.
g(Z) ist somit durch 02(Z) teilbar,

Wiederholte Anwendung dieser Reduktion Hefert
Satz 2: Jede Modulform zweiten Grades ist als isobares Polynom in

G (Z), Ge(Z), 0*(Z), Gyu(Z)
darstellbar.

Insbesondere gilt: :

GrolZ) = ¢,G4(2)Ge(Z) + ¢4 0*(Z).

Eine Rechnung mit Fourierkoeffizienten ergibt ¢, = 1 und ¢, == 0, also
0*(Z) = ¢ (G (2) — G4 ()G (2))

und damit den wichtigen

Satz 3 (Tgusa): Alle Modulformen zweiten Grades sind als zsobare Polynome
in den Eisensteinrethen

_ G4(2), Ga(z), Gy(Z), Gp(Z)
darstellbar.
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Jede Modulfunktion n-ten Grades, d.h. jede unter I, invariante in H,
meromorphe Funktion, die im Falle n —= 1 noch einer Meromorphieforderung
im Unendlichen geniigt, ist Quotient zweier Modulformen gleichen Gewichts.
Daher ist jede Modulfunktion zweiten Grades als rationale Funktion in den
speziellon Modulfunktionen

GLGEGRGE (v, ..., vy ganz; 49 + 69, + 10y; 4 12y, == ()

darstellbar,
Fir 49, + 8, -+ 109, + 12», = 0 bestiitigt man leicht die Identitit

(G‘l Go)v3+2v4 (_G-g‘)—v‘ (gi )v1+|~.;+2v3+ 24y
Gho G Gy

= G OLG.

Damit resultiert in etwas anderer Form der Satz von Igusa iiber die Ratio-
nalitit des Korpers der Modulfunktionen zweiten Grades:

Batz 4: Die Modulfunktionen zweiten Grades bilden einen rationalen Funk-
tionenkdrper mit den BErzeugenden:

0.6, 6 &
Glﬂ ? Glz’ Gfo.
Die algebraische Unabhingigkeit dieser drei Funktionen ist gesichert, da
der Kérper den Transzendenzgrad drei hat.
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