Theorie der Poinearéschen Reihen zu den hyperbolischen
Fixpunktsystemen der Hilbertsehen Modulgruppe.
Von

Flans Maudt in Heidelbery.

e Frage nach dor Darstelllarkeit antomorpher Formen zur Hilbertschen
Vodulgruppe durch explizite analytisehe Ausdriieke kann insofern als geldsy
Letrachtet werden, als bewlesen wurdel). dafi die Poincaréschen Reihen zu

den purabolisclion Fixpunkten bereits alle automarphen Formen von der

Timension -1 = — 2 20 einem Multiplikatorsystem » vom Betrag Fins dar-
steller. Der etwas komplizierte Bau dicser Poinearéschen Reilren st daduarch
pedingt, daf jeder parvabolizche Fixpunkt der Hilbertschen Modulgruppe
(im Fall der Variablenzabl = = 1) zugleich  hyperboliseher Fixpunkt lst.
Halt wan Umschau nach einfacheren Grundelementen fiir die Theorie Jer
antomaorphen Formen. so wird mawn zuniichst darant gefithrs, die zahlveichen
Typen Poincaréscher Rethen  systematisch auf thre Leistungsfihighkeit zu
wnteranchen. Te ist Aufuabe des vorliegendon Anfsatzes, fily zwel hisher
nocl nieht betrachtore Typen die analoge Theorie zu enbwickein, wie sie fir
die Reihen zu den parabolischen Fixpunkten bereits hekannt mtd), T
handelt sich dabei erstens um die Poincaréschen Rethen zn den hyper-
holischen Fixpunktsysternen, zweitens nm  die Relhen zu den  inneren
Puplten des Bereichs §, definiort durch

{1 Syt s 00 e v == L2 0L

Die Zuordnung von Poincardschen Reilen zu Fixpunktsystemen baw. Punlten
ist im Sinne des von H. Petersson beschriehenen Prinuips der HErzeugung
Poincaréscher Keihen zu verstelien2). Tm Falle emer Verinderlichen (n = 1)
it die Theorie der beiden genannten Typen von IL Petersson bereits voll-
stindie entwickelt und niedergelegi®). Die Art des Vorgehens bewilirt sich
auch im_Fall mehrerer Verinderlicher (n - 13 Hs zeigh sich jedoch, dal in
diesern Fall die Monnigfaltigheit der Poincaréschen Reihen zu den hyper-
holischen Fixpunktsystemen, die frel von parabolischen Tixpunlten sind.
wosentlich gréler ist als im Fallw = 1. Der Grund liegt darin. dafl nickt alle

Y H. Maal, Zur Theorie der automorphen Funktionen von # Yeranderlichen,
Math. Anualen 117 (1040, 8. 538—578.

4 H. Petersson, Iinheitliche Begrindung  der Vollstandigheitesfitze  fir  die
Poinearéschen Feihen von reeller DHmension bei beliehigen Grenzkreisgruppen von
erster Arvh. Abhandl aus ¢, Math. Sentnar d. Hansgischen Univ, 14 (19413, 8. 22 -6,




H. Maadl, Poincarésehe Relhen zu hyperbolisehen Fixpunkisyssemen, Blu

Ronjuglerten 8%, v = 1,2, . 5, einer hyperbolischen Substitution 8 aus
der Hilbertschen l\lmiuim uppe selbst hyperbolisch zu sein brauchen, Kommen
genan ¢ hyperbolische Konjugierte von 8 vor nud sind dies etwa die £ erston .
so sind die restlichen (v — &) Konjugierten e{iiptiﬂch Fiar ¢ sind alle Werte
der Rethe 1,2, ..., 2 mbglich. Betrachtet wman die Poincardschen Peihen
z dem Fixpunktaystem von 8, g0 Hefort 1 — 5 r.l.-’as Analogon sum Petorseon.
sehen Z-Typus?), wihrend die Rethen zu 1 =57 < w eine Mischung von B- nud
HTypus?y dasstellen. In den ¢ ersten Veriinderlichen haben sie nimlich dey
Charakter einer Z-Reihe, in den (v — 2) lebzten Verinderlichen dagegen den
Chavakter einer 'F-Reibe, ¢ = 0 bedente, dafi an Stelle des Hizpunktsystems
einer hyperbolischen Substitution cin beliehiger innerer Tunkt von 5 triti,
Dhe zugehirigen Poincaréschen Reilon gtellen den zweiten 2 untersuchenden
Typus dar und sind das Analogon sum ¥-Typus, T Verlanf der Unt ersuchung
\m‘(i ein Formalismus entwickelt. der cine sipheitlicle Behandhung aller Fille

.

s westattol, Was die Allgemceinhieit der Ansitze anhelangt, =o sind

sie natfivlich far cine beliebige  digkontinuierliche hyperabelsehe  Groppe
durchiihrbar, sofern nur fiir diese Gruppen heziilich iloer hvperbolischen
Fixpunktsysteme ihnliche Volist tindigkeitsannalmen gemacht werden, wie
sie bei der Definition der parabolischen Spitzen notwe g sind¥), Um aber
lare Voranssetzungen wu m’}r.lﬂon‘ wollen wir ups auf die Hilbertsche Modul-
gruppe und thre Untergruppen von endlichem Index i)(‘\%f‘]amn]*tm Mit G soll

sofern nicht ansdriicklich ebwas anderes bemerkt wird, eine solche Tintor mupjw
bezeichnet werden. Die Untersuchung liefert im einzelnen Tolgende Resultato:

B sel g fiie 1 2 0 das System derjenigen Fixpunkte einer hyperbolischen
Transformation 8 < G, welehe auf dem Rand von § licgen. s enthalte keine
parabolischen Fixpunkte und wnter den Konjugierten von § migen genan ¢

selbst Liyperboliscl sein (etwa dic ¢ cesten). Ide Punkte v — s sind dany von,
der Gestalk

2) 70 ,{'J coler T v (I‘( elly fiir » == 1, 2, | | L,
- 7% s 7.'{%" (it pos. Troagindrtel) fiir v — £ 0 L 049 . g

Im Fall ¢ = 0 bestehe s aus cinew einzigen inneren Punkt 7, von H. Die
Transformation

iy o

& 0y

habe die Eigenschalt, den Bereich Jm ¢ = 0 fir » = ¢ in sich, fiir » > 7 in
den Einheitskreis und s in die spezielle Tage:

Arg =0, A7) = o
") H. Mddﬁ Uher Gruppen vou hyperabelsohen Transformationen. Sivzungs-
berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, math, natnrwiss.
(19403, 2. Abhandlung.
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fiherzufithren; dabel hedeutet noch 7077 7 fite 0 o0 Tede (ganze) anto-
morphe Form [{r) < {G. — r.»} besitzt eine EBotwicklung naclh gewissen

COrtsaniformisierenden’™ e, wa. oo, des Poplctssvstems s, Ste hat die
Grestulr

2y J . — Yy LT bptay Ty s

{3 Tl = Dk, v, W) et B e e

wohet fiber alle gunzzabligen £, nu

wezm et Lol e P e b a0 sk el e flr gDt

swiminiert wird, In der Hptwicklung (3} st zor Abldirzung

Al) ]j { AR H('}} {0797 L gl ’)ﬁ jj (am ~rté”’)"',
i ] =1

{4) o, ij ( fon (”) il fiir u

1

i)
= A0 j[ (s WTU) L i A

wesetnh,
Basis fir die Gruppe A (s) der Substitufionen aus G welche s "Ew‘l'iflﬁﬁé'?"! il
Lingen, Durch gevignete Awswahl elues Zweiges der komplexen Logarithmen-
funktion wind {ir die Fixierung der anftretenden 'Vlehlvl'iﬁlgezi Funltivnen

Ol x, sim? reslle Wonstanten. die nur von G oL ¢ und el

gesorgh, Die Relhencontwicklung (3) bestet in gane § Glltigheit. Die Fauk-
tionalgleichuny

J(r) = 8 (L) N (vr = 0)7 HE) (0 = 1)

[iie elue Snbstitution Lo G mit der zweiten Zeile L (00 0) Liefert zu jedom
LG eine newe Epswicklung wie folgf. Tn der Darstellung. die man fir
s aus (3 uach Division dureh 74 (v) evhilt, wird © dureh L7 ersetzt, Das
Resultat geht wach Multiplikation nit oflL) N {pr -+ &) 7 wieder In [{r}
temn von Substitationen aus G, fiv welehe sad diese

ither. & sel eip volles Hy
Weize wosentlich verschicdene Hotwicklungen entstelien. Hetst wan in der
Entwickling zu L formal emen Roetfizienten. etwa b, gh‘ui . alle
anderen Roeffmienten gleich 0wl suunuiert dher alle L = @. 50 entstelit eine
Dolncardsche Bedhe 2 (zy— 3 (v AL GO (B)). Ble b fir o= 2
wo= ] i ganz § konvergent und stellt far Jedes migliche Hxponenten-
system (B) eine ganze Spitzenforny vom Typus (G o0} dar. Nonnel
wizd aul die Z-Rellien die Metrisierungstheorie [ de antomorplien Formen
angewendet,  Die Durchfiihrong einer ebwas lingeren Beclimung crgibt far
das Bkalarprodukt einer Spitzenforny {{r) < {G. — roob it der Poincaréechen

Hethe 2 {r) den Wert
(:J}) ,f{T}‘ E ,-(T~ 7, _;_ G (ﬁ)} {";’i,l:i.":._)..-ti .



Poincardsche Reihen zu hiyperbolisehen Fixpunkisysteren. B2l

wobei b der Entwicklnngskoctlizient von f(r) zum Exponentengyet
hips bay oo kg, und O C{G.r, oA (R) cine elementare Konstante. die sich
im x\'eﬁ{\raﬂlchm aus Werten der - Funktion zusannenscizt, Diese copenannte
Gomdformel st die Quelle aller welteren S&ize. Auvs ihr ergeben sich die

Repuzeichuurg aller Poincaréschen Reihen 5 (2) wurel Ovthogonalitits-
relutionen und der Bewels dos Vollstindigheitssatzes, der besagt, dal} unter
den Poincardechen Relhen 5 (7 w, A, 3, (.")) zu festeny A eine Basig iy

die Schar der Spitzenformen vor Pypos (G, — » vt anfeefinden werden kann,

£ 1.
Euotwickbmgen automorpher Formen ze hyperboliselien Tixpunkisystemen,
fBs wet K e tosaloreeller algebraischer Zallkérper vom Absolutgrad w,
M die (engere) Hilbertsche Modulgruppe zu K vnd G cine Unteraruppe aus M
von erdlichem Index. Tine hyperbolische Substitution

denken wir uns so ansgewdhlt, dal anter den Fixpunlten von S keine DALi-
hobisehen  vorlommen. Das it genau dann der Fall, wonn w0 und
A a4 @2 e kein Quadrat elper Zahl ans K ist, e 99 Fixpunlie 1
von & bestimmt man dureh die beiden Punkte

- Tﬁ - — — .
() (‘; A= 0oder —ibA = 0).
Ty =
tdem man 9 - 'rﬁ,") oder +0 fir oy = 12, 0 rabhingiy vonelnander
setzt, He oeoll pun angenommen werden, JdaB etwa
AT 0 Tie o 0 umd AW < O fHr e et (=)

Enfolgedessen sind o wnd 20 Lie v < 7 vedll fie v o ¢ dagegen konjugiert
komplex, Ie 2f Tixpunlte von S, die anl dem Band von § liegen. werden
zu einem System s vereinigh, Drreh das Fizpunktsystom s ist auf Grund von
{6} eine quadratisehe Erweiterung O - K (7, — 7.} diber K cindentiz he-
stimint. Tine hellehige Zahl o o & werde dureli dJen srgengenien :-%..w_l_i‘f)—
n’lm"gifliai‘;} us von A0 in e tihergeliilet. Diese Festsetznng steht im Binkling

wit dey Fuordmme: Ty r('!. Ansgebiend von s 3::\”...; winen wir nun dic

abelzche Grappe A (s} aller Substimtionen aus G welche s festlassen. nnd

beweisen. Jafl A(s) 4 Substitutionen wit unalhingigen Multiplikatoren

enthiilt, Muitiplilatoren 22 gollen unabhiingig heillen. wenn die pugehidrisen
;

Veltoren {log [ AV, log 282w ARy bezug auf den Karper der
(=3 : o : : ! =

Muthematigehe Annalen, 158, a2
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reellen Zablon Unear unabliingiy sind. Wie man leicht sicht, gibt os Lochstens
¢ Hubstitutiones I A {5) mit wnabhingigen Multiplikatoren. Um die erste der
Behauptungen eltzusehen, benchten wir, dall jede Substitotion L < A (5)
in der Gestal

AU

7 =g (2 000 miv 0o (Jl ;’:)

angesetzt werden kann dabel e 22 der Multiplikator von L. Sind o wnd 8

| o

e i)1;%@(‘}1‘;;13{‘-](‘*1'}3vfm;‘ vou Lowo et offenbar o L 0 = 1 b A1 oder

s

ok A4 oeine Embal aus 2 nut Helativoorm 1:

() PPy

By gentigt. den beabsichtigten Bewels L die Hilbertsehe Modulgruppe M an
Stelle van G zu fitheen: donn cine geeignet hole Potenz ciner jacken Bubstitution

ais M liegt ju auch In G Wi milssen also BEioheiton 2
derart bestimmen. dad Qe WoalTizenten von £ nicht vur. wie aus der

mit Belsbrenorm |

stelivng (7) lelelt 20 evselion dob, Dn B Degen, sondern iherdies gunse Zahlen
sined. Dlag 1st bestimoms dann der Fall, wonn fir eln gewisses aufiretondes

ganzes Nenoerileal a o 2 die Kongruenz

otowird, Die Trage pach Suhstitntionen mit unabhbiingie
plikatoren Huft also darauf hinsus, weablifinelse Binheiten in 12 20 Fhadew.
welehe den Bedingungen (8) und (9) gendigen. Nael Tiriehlet =t die gennne
Anz
Anzahl der Grenndeinheien in j’s Flementare U

il der Crundeinlieiten in & gleieh n - 1 2 20 alvo w4 griler als die

berlegningen hefern donn ¢
nahhiingiee Bivheiten 2 ik Fligensehafben {8) wnd (9. Db st pun

Jdie Belan }imu fther A (8) o i":-fu E.}c:\x‘iw%'w A5 A7, o A wol eme mmltl
plikative B five die Chnp
A(s) unml NN

vorains, dall stets

spe ey Bultiphikatoren von Rubstitutionsn ans

0

reny Hubat Hutonen,  Hetzen wic

ety die mn wr{_{a

o

r-{7" ")eg

80 bt inan in den Substitufionen — K, f."';p ;.‘%“.h Lo M) eine Hasls

weit der Multipiikatoren A7 A7, L. A7 hat wegen A2 =

Tt e fozur Folge, dalf die ﬁmtmmzmﬁ der Matrix (log 2105
pleht verselowindot -

e T z‘zéh hangi

fir

§{)=i f(;s};

I folgenden bewdtipen wir oine feststehende Befinition der analviischen
# fd R



Poinearésche Relhen sn hypevbolischen Fixpunktyystemen. B3

Funktion (wyr + ay)” fiir oin beliohiges Pasr komplexer Zahlen r), o0,
A g
eine komplexe Verfwlerliche 7 und ¢ Loy =m0 Wi setzen [:Hﬁi
AT - )" = f*’“l“-"“““" ”‘?}:
log (eyr 4 a) = log ;rur doaul gt o)
. thy ] . -
(11 . {&m g T+ %~ arga,  fir g = 0,
ATy o) gl : ay =
| arg o, fiar wy - O
st arg o S fiir eine beliehige Tromplexe Zahl w = 0

Man beachte, dafd dev Wert der Funktion foyr 1wyl nicht nur von AT b (.

by . . , .

sondlern avch noch von e, ebhiingt. Tet o) == Ound 3m -z-f* Srlsost {ngr - ag)
@ 1 2

im ganzen Boreich Jmrr o O regulie analvlisch, Fiir ein reellag 7 Zahlenpaar

iy, g stimmt die Definition (11) mib der Begelung in V) [Formel (7)] iiberein,
I den welteren Betrachbtungen soll stets Smr = 0 und inl Talle « g o= O

. G o : :
auch LEH‘I—‘} O wvorpusgesetzt werden, Sl N elne  unimodolazre reelle

i
Mateix mit der zwerten Zeile S {0 und {ay. a0) 8 = (0], al). Iine
Tkomplexe Maﬁtz:‘: A werde ro bestimmt, dal A= (g ag). Dann besteht die
Transformationsforroel

{erfr -t

(1% (81 )y = g4, 8) oo thiir i = 0)
mit

GUHAL Sy = il s

AYST w i) o arg® (@] T - 0l o arg® (v o ),

Zoan(d, N) - arg®(
Fiir reelle Argumente hat H. Poterseon die Fonltion e (4, &) bestimmte),

Nur zurtick ru unserm Fixpunktsyster ¢! Wir besthomen eine Trans.
formation

A = ( _f.! ({T) ik LA w0 Tip g
Ly o ‘ :

LA e O T v e

welehe $ i den Bereich Jma® 2o 0 fiir v <76 und 2 w0 1 e v g
fibeeliihrt undd dabei s dudie spexiclle Lage
(1'§) .;']i Ty (¥, ..j '7:] R

transformicrt. Die Tretermina m‘*nE)(*L?.in;;'un;;'m% fiir A sind gleichwertis damit,

dali AU e v < g veell it fir v 5 @ dugegen konjugiert ko plexe Zedlen hat,
In _-f‘mf.{-rimu'z!;z arn ) 1.}.1_;1’0?‘53uuiwz'} wie nun dic Wirlomg der Transformationen
von Alfs) bhel Anwendung aul die THfsfonltion
£ r ¥ qE
]!{f) ig 1) e 7 ( AU } ((M) (,ff) | f, )_} ]j {q(i T(!) ))

T H, Petersson, Zur wnalytischen Theorie der Crenzloreisgruppen 1. Madh. Annalen
115 (1928), M. 2367, insbesondere & 44, Satz 4,

) HL Pedersaon, 71}:“ analyiischen Theorie dor Grenzkroisprappen V. Math,
Feitechr, 44 (1938), 8. 127 —156.
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mit dem Ziel, A(z) als automorphe Form der Dimension - rzu A () und oinem
gewisson Multiplikatorsvstons oy 2o erhennen, B el

s ("B A, § = '1),;1—-_»1' AT (i

Oy = Ja T ) e
l(q.‘!‘> EAR a.f_)')) fivr » 0 L
Vernachlissigen wiv voriibergehiend den Konjugtertenindex v so ergibi sich

boofige v =2 1
v ¥

i ) (M;_ A-rIy A )2 fe AR AT rlz)ﬂ

» ” -
: rrg'ﬂ)(.i “»}ne{ 3 (ALS b)) TR A Ve (At iy)*
T— sgrned

e
{] (},T) !(le\“ m f— Ay vr’l' (g; e T”)i‘ ......... ﬁ;-ﬂ.q.u;if:!'g\ ------- Lare e]i; (i‘:" _ I‘_;"T'E])T
"""" o Ot lafl— duvg o)) {v T:; )T T T )
ATy oy T g T
woraus erhellt, dall

(15) RUST) oo v (S) Nty 03 Thi(7) Fir & c A fs)

! v, o4 s T
{18 w (S) — [f ¢ S ? 1A=
b b roe o]
Fir eine autororphe Form /() vom Tvpus {G. - o, el isbdabior g (2) = h{1)/ (1)

cine Form von der Dihmension 0 zuy L;-n__rg)pe: A (s) umed zam Miltiplikater-

ayatern uey, [Neses 130 alve ein abelscher Clarwddler fir A (a). Die Tnvarionsz-

vigenschaft von g (1)
(17) GOST) = e (Sha(Sigir) fir S < A(s)

wind yns die eingangs beschriebene Botwicklung fie [ (v) liefern, Die | Orts-

wepden schritfweire wic folgt eingeliilrt. Wir setzen

ry o= ol und besfimmen aus dem Glelehungssystern
i
X] el 1D o R N - R <3
(18 log 7 20 dog Al > {1 L S i)
=1

6y s st osgn. o oo osgnoy fir e s 3, pgn 0w ]
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Powcarésche Reiben za hyperbolischen Fixpunkisystemen,

dureh Unikeehrung die Varablen

]
A e %Y LEE ] (v}
{18) z, o log ),
]
Nuch (10) it das wibglieh. Ferner sel
. i ‘;!n'f'r;-{” 3y, . L L.
(20) AT e u fitr n L R SR T i TUF S SN
t
it e e Mo i e Lo 2o e 12t
gt
nnd zehlicflich
i P ]
iz o ey T .
o, = = I () & fiir p
(21) =1
’ . ’uq‘“”' i Coaimt!d
- “) A . PTE I o iri 1« T .
w, = ]_] é o) G oo 4L
@ vl

Dler Bereiel 5 wi_zﬂ beeehrichen durvel die Unglelehungen
) B £

0 JImlog el = fi

ofer in den L, Ortsunifonmierenden™ durels

e 2 JT Y e 1 il v <D

Das ist ein sogenannter Reinhardtscher Kdérper mit dem Mittelpunkt
(B0, .. 0 Za den Hracugenden »‘.3“ der Gruppe bestirme man nunmelyr
Zahlen » un Intervall O < 1odurel die Gleichungen

(23) 7 (S;;) T (Sﬂ) (.,‘3 Ty, figr o0 = 1. 2L

Die Funktion

Tada, v, /
(24) glr) I ol g(n)
u=1
erwreist sich dann gegeniiber den Substifutionen vou A (s) als absolut invariant:
(28) FSay = Fvy fir 8 < A ().

Dhas orgibt sich sofort aus (17), wenn man beachfot, dall vntw]wwl'wmi einer
Hrsetzung von v durch S 7 die Vartable ) in 2, -+ 1 iibergeht. 2, filr o = »
dagegen unverindert JlmbT Die Invarianz {(25) besagt nichis a,ndm(w, als
dal F {x) eine im !wvaia {12) eindentige Foaktion der o ist Um das eingu-
sehen, branchen wir ung nur za itherlegen. wieweit ein Punkt v dureh die
Variablen oy, oy, ..., o, bostimmmt izt Da e z, mod 1 bestimmt sind,
geniigh o5 olfenbar, die Wirkung fistzustellen, die Qureh die Abiindernng ebwa



B H. Maal.

vou zpoin 2 - 1 hervorgerufen wivd, withrepd alle apderen z, festhiledben,
Zuniiehst folgt nach (18), dali +0 fir »
nach {20) und (21) gilt des ancl B v 4 7, dureh AfTy ersetsen beilit sher 7
in Syr dberfihren. Dot ist die Beha iptung bewiesen. Fig) jat :s,fso eine

i oden ?uﬂ\im‘ Al’ anfnimmt

im: Beretch (22) eindentige und regulire 'i"ii'»;};l'ﬁé.m der o, als solche In eine
Lavreut-Tieile der Avt

g ; i, I Iz -
(26) By = B by okl i

mit den Summationshedingungen

{27} — g };?“ <7 oo ”fi'i}"‘

= en i g 2

s entwickeln,  Tir f(r) evaibt sicl damit die Entwieklung

{28) RV - 3 ?)M oo J‘_ﬂm{;' e {'a‘,'lj"' b w;“i_-!i ... r..e)’f'”,

Has Krgebnis st im Fall £ - 0 trivial, s sel darun evinnert, Jdali b
Fall £ = 0 das System s ans einem einzigen innecen Punkt 7, von § bostehen
soll. - A(a) bestele dann aus den beiden Substibationen B Die Bpt-
whfl'}aza;.f*‘sl-;.us-;i!i.zm‘eﬂ*n Bete oy Sindd bel fostom Py unksaystem s noch ab-
gewie der Travsformation A,
Lhe fﬁ“T der Abbiingigheit Tt sich in beiden Fallen ibersehen, Setzt man
nimlieh nocly » G fir o e 8 wind

hirgig von der Ausw rzhieim Jasia IS TR

H

"
{24) DA U R L T

#H=1

a0 wirdd

.
(B0) el el — T iy STy

= y=1{ -7

Die umbenannten Koeflizienten

(31 e(d N R R = beve

sind dann offenbar vou der Basis M, nicht abhiingig, WahIE man andererseits

cine andere Transformation B an f‘ﬂv%if" von A, dic dag gleiche lelstet wio A,
80 Ist nobwendig

B ovp ]}}_'. 4.

wobiel p 2w 0, AN Ee 2 fveell und fiir v o ¢ vom Re dray 1 st Tel der Be-
setzung von A durel Bonlnont 4 (1) einen von Ay und A abliingigen Faktor
auf. 7 multipliziert sich mit 22, so dull sich \’{:é; ielilich nack (30) auch b,

o Y i
oo Ay i (B) albidngigen Faldor dindert. In homm bi?lljél
st ehie Bntwickhmg (28) von  (r) muom Punktsys

soll noch hewiesen werden, daf) die Hotwickhing (2

nur um r*invu Vil

tem s cindeutly, Sehliellich

38) gegenither Transformation
von f{r} mit einer beliebigen reellon unimolularen Substitution S fnvarian



Poinearésche Reilien #u byperholischen Fixpunktaystenen. 52T

b Trigh man S an Stelle von 7 in (28) ein. so gelien Qe . Ortsunifori-
sievencen’ w in oin Byaern von |, Ortsunilorisicrenden® gum Tunlk tavetemn
S=4s) diber. Die linke Seite von (28): 5 (2) [(r) == Jy (0) fr) verwandels
sigh in
b (S [(8 ) == S99 S by o) N (- 9771 (S7) _

YA SY g g{ThB) [Begeichnuny s 1]

14 r )
(33) <~M( b’) ....... . l’! 5((;"')( IHJ t.;u) (}< im S i

=z

1
[ oo (A 8.
1

Die Entwicklungskoeflizienter der Form f9) o (8 G 8 —r o8 zum
Punktaystenn 8-1(s) stimmen alse mit denen der Form [ (1) zum Punkt-
svstem & im wesentlichen iihbereln.

§

o

Poinearésehe Reiben, Transtormationsformeln und Konvergens.

Zu Jeder Substitution 8 =G gibt es aul Ground von (28) bis (32) und
() = v () § 1)
eine Entwicklung
ff ( 410 g uj\’ wifl [JI:] (;,gh')S(iJT[i')).’:,.

Y7 e et
RO T GENSIICI VNG

(34) {(2)

Wir zerlegen nun (g i Linksvestklassen nach A (s)
Q= A (s)8*
e
ond vereinigen alle Transfonnationen A8% zn elner Menge S (4. G). Ans-
genomrren, dafy £ = 0 oud 7 elliptischer Fixpomkt von G ist, gelangt man zn
clner solehen Menge 3{11‘, G} such, wenn man ans der Menge AQG sin voll-
stindiges 5
Zeilem dU“\‘\H“(iﬁ"-E‘T Diabei Lieifien dic mwolten Zetlen zwoier Substitnbionen
H: /’F,A%!_;_.

dem von Substifutionen mit paarwelse nicht assoziierten zweiten

5y und Sy assoziiort, wenn es ein Zablaystern 2 {0 gl eo dal)

I Fall ¢ - 0 Dbedeutet die Answall von & (4, G). duli fiir jedes S o (3

entweder A5 oder — A48 In AG awsgereielnet wird, Uber (34) ¢
wir jetztozuo einer Doincaréuchen  Rethe, indem wir in (84)

rmu 4 Loalle anderen Roelfizienten gleich O setzen und  diber

AS &4, G
(85) E_(v) = E_ (r.v,A.G, ggu)

H(

SUIIIORen

—

.y i
T{a-‘:)z it il (Acr)ﬁqm Tm)‘:‘,.
b1

I

DL Sre S }’;L__l &1

&w

AREB 4,0
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Die Zahlew p™ haben fir das Systein (g) dieselbe Bedentung wie 5 fiie (7).
Zuniechet wollen wir uns Jdavon therzeugen, dall 5 L) von der Auswahl

tes Hystems S (A G nichl abhingt, Wir evsetzen b allgomeinen Smmnen-
alicd S darel SpS0 wobel Sy = A2 004 = A (s) und etwa

T e
RET 24
/“3 ce Ay f.

Praoonun AS87 m 22487 Ghergeht. so nimmt der Zihler in (35) folgenden
Faktor anl:

dwi 30 g b pn
o Ny ﬁ /’;uh‘)ﬁrh.
voep
Qxi ;.r,‘u_ REMTIN R x‘i’fﬁ'ﬂna‘e,ts“’a” .
[t} . ! : IS A 7 I v ¥ oy
— e A 7 At
.
Yo j'j__!/,tn i
o < o
= ¢ ' = (‘S(!) oy [ ol

Der Nenner
A Sy e (N b g(m) == 0 (S N {7 4 ) A (S0 -0 e () 5 (7)
ey () st cine Town der Dimension -4 #!] dagegen wird crsetzt dureh
o (S ) et (r) s (Sely et TS S) e ()
Cu (AT () e (Se) wa (S0 [vel 1), Formeln (193, (20)]

unel nivnmt also ebenfalls den Faktor o (Sy) 90 (5 avf, . e Zur Ableitung
der Transformationsformeln fiir 5 hendtigen wir nach folgende Besiehung
fir {0
dem Assozlativgesety fir die Matrizenmultiplikation, angewendet auf (12). dal}

” ( AR u}(S‘ Ly = 0";.‘,-;{‘,% A ]‘1)% (A, 8)

Ay Tite gwel reells nnimodulare Matvizen S, L folgh zunichat any

oder

{38) e (A, SLY boap (S0 LY e e (AN LY e (L8,

Zn der bekannten Formel

(37} AL S LY oS, LY = aVTHAS, Ly AL 8

gosellt sich donn anf Grand von (36) die Helation

(3%) oA, SL) a S LY e AR LY S A, 8.

Wir transformieren nun A7) ot eioer beliebigen reellen unimodularen

Substitution L L= (p, 0) gel die gweite Zelle von L. Mit B = A8 wird
dann

) “ j;‘ {]}(l?;‘}[a-} ,{__;z))e BT f’} (BML'” T“’)""l
(34) R e \‘. pet =i b

ECEa Sl By (SN (v 7 - 0)




Poincardsche Rethen wn hyvpecbolisehen Frapanktavstomen. 140

Drareli eine elnfache Umflormurg gebt der Nenner des allgemeinen Supananden
m (39) zuniichst in

, iy i re

(40) | Sl S) B LY e (8) Dy (1)

iiber. Wir unterschelden detzt zwel Fille:
LoBssei Lo G Mit Hilfe von (38) verwandelt man den Nenuer (10) in

(ALY e (ST) By () 0,

Do die Matrlzensvsteme 2 (4, G) und (4, G L i Hinblick auf die Z-Tethen
gleichwertly sind, so erhiilt man aus (3‘}) die Tranformationsformel

{41} i {roe, A, G, (f;}) () E (v LGy i LG

Esgel L belichyr. Mit demm Nenner (40} wird donn olgende Umformung

\;’(BE@. HTINEN L

St ITISE BL - ALSE o gt D I
Sl 8) DB Ly (5) g (1)

S A

Crid i goiwy S AL S LS Ly e (8) ()
Tat .‘:’(L‘ 3&._[.)
= A L)AL T S
o S L

D) AT, 8 () by (7)

AL S (S o (7)- S (4, T,

w0S) ey, (1)

Durehinft B alle Transformationen von S (4. Q). so Jdurchiiuft 3% == J 1
ein Hystem vom Typus & AL, EVGL). (38) lefert dany

£ . . i .
. Y\Y ﬁ'](H*ulrcw‘}i.-'rfp‘ ! I7i (_{.;'-'M.r{w)}',f,
o £ , [ [N S |
S ) B

S TR SUA LS ol (8 ke (1)

Die unendliche Reilie aul der rechten Seite dleser (leichung ist offenbar eine
Poincarésehe Rethe vom Z-Typus mit den Arcumenten % AL LG, (g).
Fir cine beliehige reslle unimodalare Substitution L besteht also die Trans-
formationsgleichung
49 . s e = phe ! .
(42) El e A, Golg) = 7 B (roof ALL TGL ().
EMAL L
Bpegiell iy L - A4-VA, it 22 = 1 4
formation o,, definiert drzel

VAL 2 0 und der Testen Trans

(43) ;‘1{;” = K" fir v <, A = (i ; .{') fite v o=t
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erlalren wir 3fr‘u}"|1‘-s~:,kt<'i‘i'ig voi (12} eine Poinearésche Reihe 5 NCAEEAVA
'Gr, ()Y 2 dem gpezielen Punktaystem

(ddy = 0, 2 e far v = L T T 1 S

o dieser Reihe kann 24, dureh 4, ersetzt worden, werm taan N A "als Paleror
anbringt, wie sich aus
SRS by () = N7 )R, (S7), 5 = (1.6).
(43} . ooy :; L ’, P S ARy (s - ,
SRR VAT P VA (AT Ay o N b (St
=} ped gl
ergibt. Al spezielle Folge von (42) noticren wir
46y EF (z0. A.Goy)) = n Arvf AL LTYG L ()
it S A4, AT =1, A =0

E}lf‘ Gruppe L7V G L kann patiirlich nicht in der Hilbertsehen Modulgrappe
en. wenn sie das hyperbolische Fixpunlktuystem (443 besitzt, Wenn in den

wmim Kon w‘er*vn/bc sveisen fie die Poinearéschen Rethen dennoch von
.

shelien fnamer durch Transformation ans Untergruppen G der Hilbertsohen

Modugruppe und alle i‘“awnSz;}‘;aﬁ:ei_l von G, auf welchen unvere Uberlegungen

solchen Grappen gesprochen wird, so kann das nicht staren; denn sis ent-

Iagieren, sind gegeniiber Transformationen von $ in sleh invariant, ot Jas
Frspunktsystem s fie eine Gruppe G die spesiclle Lage (44) und withlen wir

A = 4y, so nehmen die Poineardschen Roih em, wie ans (43) [Be 4 == 1 hervor-
geht, die elnfache Gestalt
! P P \'{'
Tttt
LJ
[ e / BC
ves'] e

"

P OSIN (74 8) / i (002 gy
g}

satklnssen

an. wohel S (G) e volles System von Repriisentanten dor Tinks
von (4 nach A (s) darstellt
Wir beweisen nun die shsolute Konve ruenz der Polncardschen Reilien
=t i‘-eu» 7o 2 ‘ff,:’ <1, ein beliehiges ga n//fahi res Bxponentensystorn (i
w4 ; > es
wit g, 0 e gz 4 ud alle Tankte von . Da der Zahler {Iw' ﬂ];vmvmvn
CHiedew der le,lw 33Y bei festom :§JX..)t.J]E(‘-E'ﬂ,!‘?]h‘“\'ﬁﬂ{"}"1‘! nach {22, (30} he-
1

selrimkt izt alse dem Beteage nach ehwa kieier als ) 18k, 2o besitzt

Lie Majorant

(48) Qv+
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Der Beweis fiie die Konvergens von 0 wird cpteprechend den drel Tillen
Py b= O <2 w7 m verselhioden geliilivt, by ersten umd wicltivaten

i

Fall mit Hilfe der nichteaklilisohen Malbestim mung in $3 Dureh einen
eleganten Ansatz. der anf errn Petersson suriie Ew(‘! toowird dabel In der
Bewelsfibrang eine evhebliche Ve remfachung erreicht i V ergleich otwa py
den analogen Bewithumgen?) fiir Doimearésche Reilen mnoden parabolisehen
Spitzen,

Lods=m By ist by} = /f;”i (AN T ff;;". also

D(rord, G = Ny & o) = O dr r B AGA,

Oline Minsclrinkung der Allgemeinhelt kaunen wir duler in (A8) A = A = B,

i

dohos in der speziellen Lage (44) vorasussetzen. Die Frzeugenden 8 von
A(s) haben dann die Clostalt

A I .
(j)'" ; i/} fir pee L2, ., 6

Man bestimme 2, @y, ..., w, ans Lemn Gleichungssysten

h

u

(49 log [ = 2, log AP Lo log A00E wy dog 275 (v 1,2, n).

I Ravwm der Punkte mit den affinen Koordinatoen (e oa o oom,) kst Ads)

eme Transletionsgroppe mit den Frrdamentalbereieh
(50 ~ b filr 7= 1,2, .. %

heillt reduziert, wenn der Bildpunkt (-r‘], Fay oooay) i Fundamental-
bereich (50) liegt. 7m einem festen Punkt 7% it dang oin Byatem Zy = F{H, G)
durely die Vorselvift eindeutiy bestimmt, Jall Lo* e alle 7 ¢ oSy reduziort
sein soll. Nach (50) kann eine positive Konstante ¢y hestimmt werden, o dal
- P N
(H1) e s LTEL g e Lo 3,

e

g sel cine mehteuklidisele | Kigel wm einen vorgegehenen Pukt =% mit Jom
!'1:-1:'1% ey 2= 0, dieser so Kein, dadd Sy LG, L™ -5 o die Punktmengen

o LRy vinen lecron Durchsehnitt liaben, Pie folganden Abschittzungen
<-m‘z..;'s.r.sm'li‘- man leicht ang 5) & 144 745;

.;!':‘:: 17 [ yzjzs T oms o

ry b iy,

o et und Lo &y dsb dakier naek (51)

...... . ‘j;r;;: < g



532 H. Mauf.

und folglich

e Kenvergenz der vechts stelenden Summe ergiht sl pun leicht aus einer
Integrala beclittznmy:

Ty ] f N (14 70 #yd ;;;1) : 1 ci i,N [ 4 b v N (y z 2[‘{ iy
} r E S‘,\,(‘\’ ' - j{.j
s TNy T - 51T () (7 == @+ 2,
T
!*!4\“” N )7 gf i
) [ (g2~ “dwdy) -

g4‘v
Fall ist aleo die Koovergens bewiosen,

4ot =00 Wir bestimmen ein hypevholisches Fixpunktsystem g% 'i"fil‘ G
mit 2% reellen Pundkten. Jie man dureh Mischung der Konjugierten von o

stodie Anzall der Substitutionen aus G owelche 7% festlasser, D ersten

erhalten moge. cowie eime reelle unimornlare Transformation A% ml‘f der
Wigensehaft

o g
AT O A*r] =
Dange st wieder
;Lﬁ(’i‘)j Vg g1 (2 :!:T); N :(5;"‘!‘ - (f_z;w;”

el

Diev, A, G) = N T - Wl T (A, e AR ARG - .

Die Gruppe A*GA¥-1 hat des spezielle Lyperbolische Fixpunktsgystem g
e Oooder s [iy o - L2000 ow Wir kdnnen uns aleo heim Ronvergenz-
heweis aul diesen Fall besehriinken und wollon annchmen, dafl bereite G die
genannte Bigenschaft hat. Offerbar st A (s) c Alsa): denn A (s) enthalt
e vorliegenden Fall nur die Substitutionen ~ . Man bestiume die Zor-
legnngen in Linksresthlaseon
G- ZAGIS Als) — JA @S
¥ 5

and Tt dans iu dder Glesamtheit aller Substitutionen L% oin Bystem S (8. G,
i der Gesamtheit aller mighchen Prodakte B = S* 1% ein 1 System & (A, G
1)}{‘ (_3'(_.

wntheit der Substitution 8% mége mit dor Menge der Potensprodulkte

DA N S » ) o= L2,




Dainearvésche Heilin zn hypetbolivchen Fixpunklsystemen,

fiberemstimmen, Die Translormationen 8, sollon mit - & die € Gruppe A {s,)
evzengen. Nach diesen Vorherettungon nmi

(53) Q(r,n 4.G) — ¥ ]

e o ()]
oSl G

- h T i B 1
= N T \ Y

sed&Fa Nlywo 0" == NiiSr 7 'y 177
,&’: e (.})’ {}):
wobei 4 alle moglichen Potenzprodulte A5 A dureblauft, U X
i
glerchmiillig in 5 abschitzen zu kénnen, denken wie nns 2y einem vorgegchenen
Puekt v das System 3 (I, G) dexart hestimmt, dafl S7% i alle 8 o S{F, Q)

T mit elner

beziiglich A (s,) veduziort ist. Nach (31) gilt dann
&y
geelgneten positiven Konstanten ¢, worans sich argiht. daf}

{'M)iﬂ j}fg T* — ;-| T{;% =
fitr alle 8 = S (F, G), belinhiges 2 = 0. Ty o eine geeienete positive
Konstante o, die nur von ¢, und 7o abhiingt, Setzt man nimlich 2% - )

so wird hehauptet, dafy |4 (Lo 2%y 700 Zoey = 00 Das ist i!(I irﬂ.

oodenn ant der ahgeschlossenen Manmioltltivleit o < e
[ ! :

o bl b
1
O 0 5 A% s hat ARS8 oF o (] AV x| ein positives Minimam,
= (b A%y omidh D vy e O nicht vertriglich ist. Wime branel-

richtig

RO

woil A¥ S
bare Abschétzong fiir X hat wan man nach (54)

i
T P . I
‘} N ASw® o -1l s
7 ;

Die Summe auf der reclifen Seite dieser Ungleichung konversiert hestinumi
danm. wenn das w-fache Integral

5 s

\' ) \ N2, 17, iy

w B

exiztiers. Das st aber sofort zu erkennen, wenn man es anl die Verinderlich e

n
e 2w low (AT R P
[ ’
wnschreibt, Bozeichnet & den Betrag dor Determginante tog LAY s erhiilt

man nimlich
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[l 3
Sk

Zum Konvergenzbeweiy fit ) 33(%}!)&“(11 wir Jetzt nach (38)

nur noch die Konvergens von e 4 77 Der Beweis hierlic

PR
istoaber im ersten Fall (1 - fuis# Damit ist auch dev zweite Fall
exledigt,
S0t By owel Lo A4, el
wie im ersten Fall zeigen die Gleichungen

Logo =00 Analog

£

i)l by (I N ew bl Lt (g, a).

M. 4, Q) N et pa = N L e, VG,

dall wiv ung dazauf besehriinken diefen, das hyperbolizche Fixpunktsystem s

vou G oin dev speziellen Lage (44) anzmuelimen. Die orsten Konjugierten der
BErzeugenden S, voun Als) sind dann von der Gestalt

S
Flv v o=t d, w0t
E ! .

I Punkt v von § wivd vedugiert beriielich A (s genannt, wenn dle aus dem

GHelchungssystom

p . . " 9, . 5 e Y B
log [r] =y log 202 0o ag log A0 b oo oy log Aln 2

bestinwnten Zulilen wy, . L. w, i Tptervall

Tor w= 1,2 ...
Hegen. Bs e leieht zu schen, daff jedes volle Bystem nach A (s) "j(iui\‘zrh*raifﬂ’
Punkte genuie eiven reduzioeten enthils, Das Rvetem S(d,, G) = 4,3,(G)

5
Fwipder festoelegt dureh die Forder rung,

einng Punkies
G reduziert veir goll, Dicsmal ergiht gich nur

u'i;‘:! Jetat el Wak
E; ,3:?’ g‘hi El;i‘

o O e Fr w e 1,2, 00
oy

and eine gecignete pesitive Konstante ¢, Wiir eine Substibution J, — (G}

wit der zweiten Zetle (00 0) gelten daler die Ungleichnngen

éjf'_a-;'r,(?ﬂ:)i Ny ’I’n (7))

i " «n
Ny r® b S ]j{ | o2 ][7 LR g
o=
S . ‘
=2 =77 |f ) L ik
[

w".

. (/ ((31 S Lyt = i?, T L mr ‘_L T 4




Poinrarésehe Reihen gu hyperbolischen Fixpunktsystenien, Sl

M erhilt damit

ri
Ok, v A, G < e ?6«4»«1)"“? o N

LBl NIy

$5 L

Der Nenner des allgemeinen Glicdes ist offenbar gleich

%']"':Eu P Y
Do ferner Ay E,(QG) 2o einem Bystem & (d,, G) on
man schliclilicl

tnet werden kann, =0 orhiill

D%y, Ay, G < ;’ (g - 17000 (% 5 Ay G

Bie Rethe Q2 (2% 0, 4y, G) lonvergiort, wice die vo rangehende Betrachtung
{zu £ = 0) ergab. Damit ist alles hewiesen,

Die absolute Konvergenz der Poinearéschen Reilien st erkannt, Ba st
Jedocl fir alles Folgende von Bedeutung, dafl die Z-Rethen unter den oben
angegebenen Vorausselzungen in jedem Boyelch der Art

{55) Pty

1 i

ooyt e w0 fir v = L2 m

nieht nur absolut, sondern anch glelehniBiy konvergieren, Diose Tutsache
bernlt im wesentlichen auf Uberlegungen, dic zu den folgenden beiden Filfs-

Ll

aiitzen fithren,
Hilfssatz 1. Fir ein Paar veeller Zahlen o, Sund v 0w = iy mis b
¥ 20w = 0 sowle eine geelgnete positive Konstante ) - ) {g, &) ixt

};}T I »w b M,

[Bewels siche 5) 8,147, Hilfssatz fi_'i.

Hlfssetz 2, Bs sel 5 = ( /;) eiue reelle Ma mit pesitiver Peior-
Ty

a0
winante, 7y eine Zahl vt positiven Imaginiictell, Fir e py it

z - and elne geclonete positive Konstante 74

LoE Tol

b odann

Cerp SIS T - el O e |5

. f [ ’ P =i i

!
- o1
Zmr Bewels hestlmmen wir hel vorgegebenem 7 eipe Zahl 4 o O so, (dnf}
& DS S T] e 1 B ist also A% ST, (g, 8 sel die zweite Zeile

von Sy, Wir setzen 7 = [ e%0, 2 e 3 tund erhalten aul Grond

von Hilfssaty 1

5‘3"1’7 S RS AR Tf)f T 3'}’!‘.!?‘ + ﬁ”; %;’»S[JT /ﬂv"]TU%
o ‘x?)”T — f‘)uj (/-': ' }.71 'T(_;j) i}u]ig{]f — (l e };1) f"“’:?
=T - f” (ling - ;T{\) ;2_]_)5!5;”5 e {l — )«1) (ﬂ”";
T 0N A Sy (L - A e’
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wobet (7 das Minimmn von A7) = (1 A3 e aul der abgesehlozeenon
Mannigfultigheit

7 (" rgy dst offenbar positiv, da Ayry b (0 — 20 ¢ = 0 mit Jimory = 0
nicht vertraglich ist. Hilfss

stz 2 odst aleo it O = (’-’;(‘.” Lewiesen,
Die absolute und gleichmiiBige Konvergenz von £ (r, v, A, Q) undd dait

von T (1. w AL Gl () o Bereleh (55) ergibt siely nach (48) aul Grund der
bewieseren Hilfssiitze leicht aus folgender Absehiitzung:

7 by b, - . aln’
Boe 485 = () f}: A = (o, @i}, N = {y, 8, SV rb‘> fir » = 4,
IR iy
‘ ! oo .
[0{7))] ”E P 2 |Z:‘”7:“‘ o2 e e 5“’ !
e r=1i-

b oertn £ .
(--Wl {(r;m }if,!"i: (?:)‘ .

Die Poizearéschen Relben (1) sind dalier in § reguliie. Die Transformations.
formel (!I} nesngt, dall es sicl um automorphoe Immwn vom Typus {G, - », 2]
bamdelt. Bs bleibt mur noch das Verhalten ven £ {7) in dea purabolischen
Spitzen, von G zu unfersuchen. Witr Untergrappen G der Hilbertsehen Modul-
grnppe ist o = {oes oo, L, oo) parabolisehe Spitze, uand es gibt einen
Fundamentalbereich ® 2o G = 9] mit folgender Tigensehalt. Alle Tunlkte
T @ ey von §. T welehe N oy 2 & mit hinveichend groffem &, sind ent-
bhalten in einer Punktmenge der At

"

{diy N\i_e/ =y = O VNy, Ny = O = O T v == 0,2, L

Diese wicderwn kann in einen Bereich {58) cingehettet worden, 5 (7} ist
alzo in (55) absolut wl gleichmiliz konvergent. Nihers man eleh mnerhalb F
der parabolisehen Spitze oo so geht. wie nan leicht sielit. Jedes CGhied der
Rethe (35) gegen 0. mfolgedessen kopvergiost = (7) selbat gegen 0. 5 (1)
w6 also o der Spitze oo regulir wnd verschwindet, Devselbe Sachverhalt
triflf fie alle parabolisehen Bpitzen von G 2o Der Bewels wivd wie Ghlieh
so gefithet. dald man cine vorgegebene paraboliselie Spitze nach o2 transformiers
nned die entsprechend transformierte Poincardsche Hethe hetrachtet, Das
Brgebnis dieses Paragraphen fassen wit susnmumen in

Salz 1. Die Poincordsohon Beden = (000 A0 Gl (g)) sind Jiir v 2 2,
ahlige Eaponentensystan (g) sl g, 5 0 fir oo 6o
cnfornen vone Ty pas (G —vooh der,

= 1 el jedes gone

r/n.:‘ 5 absolal Fonvergen® wnd ‘:('HU{‘JF Syt



Poinearésche Heihen zu byperbolisehen Flxponktayatemen, 837

~
[l

§ 8,
Anwendung der EEeh*ésia‘*ﬂ“i;{stheo.ﬁi& aal die Poineapésehien Relhen
Hs selen r, s reelle Zallen, § eine reelle unimodnlare Bubstitution, 7 (1)

und g (r) Funktionen ither . Wir evkdiven im BEinklang mit der Petersson-
sehien Azt der Begelchnung

f ! g f(_r) N e f(HT) N (':,? ‘3 ﬁ}— r B i:”, ;_ {gl—x

{r,# [EH
(57) fley oS = () & i) S—=f() K
{0 1€ ({, &}
(). glo); 8y = j'.\.\.f,-f(T) NG Hdedyy (B < $or= 2 --iy)

Dann el fiir reclle unimodolare Substitutionen 8, 8.

iTa Flay D818y m= o1 (8080 (f(n) | 8) 8.
( ' r

{o, u} r, I Fa]

¢

ber Ubergang von den Integrationsvariablen ¢ zu St lefert die allzemeine
Transformationsiovmel
{H8) W, U 8o g SE87I8) W g B,
. (o, 5) (r, 8}
mshesondere alzo
{5 W 8ol S8 88y = W, (/ S, ¢ 8 87t
{r) 7

PFiir automorphe Formen §{7), ¢ () voe Typus {G, — », #} ist ferner

(60) By = () S |F@] =] &

()
mithin
{61) WL ™ 57Ty = WL g B)
SOy e
{62) Wl o 0P8 e W g B L Lo G ovn 1
denn in diescn Fall gilt [5 o= o (L)}, ¢% = »(L) ¢ Bezelchnet § eimen
Fundamentalbereich fir G In §. so ist das slalare Prodult von fund ¢ ecklizt
dorvels
(63) (o) = wle = W0 g §).

Fis existiort nach 1), wenn [+ @ clne Spitzenform fir G ist, und hat dic Bigen-
sehadt
{6‘1) ‘ (1. Tla (P h),u; 10w

fir beliebige reelle nnimedulare Translormationen .
o}

Wir berochnen jetzt das Skalarprodult elner gegebenen Spitzenform f (1)

vom Eypus {G, 7 t) mit der Poincardechen Reihe & Aroe A G )

Marhemarisehe Annaler. U 45
i
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po Zoand jol es ] vorausgesetst. Bel der Duarcehfthrang e osimd ehrmals Ve

tavschungen von {xienfpz‘wo\suﬂ vorsunchmen. U einzusehen, dafl solehe
fthaft sind. wilbilen wir nach %) einen Fundamental-

Vertanschunoen st

hereich % fe G mit der folgenden Bigenschalt, Ho sel sy, 520 000, 5 eln voll-
¢y » = fro2 o T
stk Hystern von parabelischen Spitzen von G die pasrweise nach G

wicht Geuivalent sind. Die reeile untmedulae Transformation 4, mige s
nach oo transformieren: (7 8 == oo, Zu jeder prrabolischen Spirze s, gibt

TR

e i elne Poukfmenge ‘.E»NA so dall O, 8 in dem Bereich
)il (i

(65) 0" VNy =5y < 07 TNy Mo 2

R T T T R

mit gewissen posifiven Wonstanten €7 €7, €70 &y enthalten st wnd
ff
{66 T = 2B,

g
einen Fundamentalbereich fir G darstellt. Wie vebmen die Tereiche 8

paarweise punktlrenul an, Entspreehond der Zervlegung (66) gibt dann
(67 (L5 == 3 WAL= B0

Nach (16). (68) geniigt e desey Skalovprodakt fir den Fall zu herechnen,
' A e 4 isb Be handedt sich danm um

dald s die spemiclle L

die Pomenrdeehe Reihs @7, die wir aueh e Form

(59 o . ({)) .......... .
it
’1 n
, : ' NPT ¥ B A AL
(613 Do) =l (0)y) jj {grg it ﬁ (o0
S PR P

achrethon kinuen, ?‘fisfl {-".i cine Mehranks 3 den Bet

[hel festern (g1} Lens

i b, G) DA TRCII
ST T

Sie Tonversiert, wie wir salop. for alle 7 < $. 1 elne belichige Teilmonge

T, G Lilder wir e Teilrethe
Bi{r. w1 %wf”(ﬂ Py
R 17
N

‘; (T - W.(j(n). Rix, X ﬁiu}(
Auf Grand der Tormedn (58), (60 and der Besiehing

Br.T) L= Bir,Ti) = Noer bdi-rhiLeT) Lo (ed)
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fitr eine reelle nmimodnlare Substitution L gilt daun
=1

-E”,u( ) ” ( (T} i{ﬂ(T I ‘O,'T !)-: {E}M'Q:su)'

Wie wir oben sahen. konvergiert B(r, TOTY in 08 gleichmibiy und es

L P ™

gibt eine positive Wonstante (7 so dals
! o e )1 w R TR g
Rlr. TOH < C REZTOTY  ON| i u, | 77RIEG 4, 3)

M
o1 L, .
it E)‘u‘ = {0 a,)

nnd damit

V(1) = (“.;-: i ((},} L, t - i ‘jQ-;: | (r)] N(y" = dzdy).
fiy 8,
Gleichmafliy fiir alle Bvsteme T ist aleo
0= ) B Tyt = 12000k

it kenstantem €0 Aus diesen A'Emfl\Ei{'-zn'a'!grn ergehen sich die Fxistonyg

vou W, (7 {r), »(4) 4 Tl )t S c Z,(G) die Konvergenz vou

o] ) Z‘ __ {-f}(;f(r);. EACI T

=3, o

WENTE A (Ela‘ ]mi (iiR) iz'a
(M) f(7) i G oond
(70 fE

Beaclitet man nm‘,:i': ]'S(r}
toalzo

AT S )

H;
o (T)E T

wobel e SF elnen elplach ttherdeckton Fondamentalereich fir

R 5 o
die Gruppe A (51 darstellt, Da Qe Pohcardsehen Tethen vor der Answahl des
Systems 3L G) wieht ablifngen, so seblielt man Hir S c A (s), § =G, dal
o (5, 8 1, () e

TS N m {thg(T), Moy 18

{&) -‘ﬁ-m (7

(72} et

Iy hoow o )( ) isb eine antomorphe Forn vom Typus ALY ek und daber
darl Ty in {71) durch enen beliehigen anderen Fondamenta 3}01(\1{% T ovon
A (s} ersetzb worden, i)enw Thofermungen wind wegen der Konvergens von
(70} zulissig. Bezelchnen wiv wiedes mit A die Multiplikatoren der Trrengon-

den S von A (s) und i}f-\.w-w,.in‘.t WEy Ty aus dem Gleichungssystem (18)
[avio st 707 o % Pl w2 1,20 00 0] so haf man in
(73) — Liaw pro= 102 ?

Bk
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einen geeigneten Fondamentalbereich 3% K ol o f. A vin Bystem positiver

A

Zallen und B, delinkert als der Durchachnite von 5% mit der Punltmonge

L —f fig oy =

T4 I ,
( ! Cm ] e fir v =

.‘8“5” st oemne abgeschlossene Punktwenge tn Innern von . Die bisherigen

Betrachtun wwen haben doon ergehen, dab
(TS} {f:: -z')G """ - (J' ;}euJA['ﬁ'l """ B firn ”f ('gp(T) gj‘h;)(.r‘}; E‘Brr ':-’2>'
’ i —e 1) '

Fhevin muld jetst die Eutwicklung von /{x) mm Punletsystem s eingetragen
werden: sie lautet [nach (34) fie 4 = 1, 8 = £

(76} [y = X b T ()

I h
unel st als Lauront-Bellie o jedem abueschlossenen Bereieh von 5. insheaondere
B, ;o absolut und gleichmifMie korvergent. Thaher darf die Integration
ither % g7 it der Summation Gher () vertanscht werden. Wir erhalten
dann
{77} (=)= lim "hfgf.... e W0 (B (1), ﬁ({:)(ﬂ; B

a, L 0

Zuw Berechmmg von
¥ s 4 A 2. .
(P 4 (T)

!

o
o
B

R

flilbren wiv nene Integrationsvarinble oin:

Lo i togr = log (e dy) — w Liv. w = Meos oo oMain o,
led R .
.|"":;’—" ( ’j| - sin’ T2,
e, v
‘3 BT FL MR s e e o M D g A) o - fj i

i (w, ?f)i )
o g, w) | &

Schiielifich wird die Variablenreibe o7 w0 | 49 noch ersetzd durch die
craten ¢ der o Yariablen

:
178 g, = He 7, BN .;-g;.“'l"f.a.gr” fiir = LU a
i i z.;l

it

‘, (.”f} LI . u‘m} !



Poinenrésche Reilen zu bvporbolischen Pivpunktarstomen. H41
wobel & der Tetrag der Determinante | log 227 (i, v 5 1), In den neuen
Veripderlichen wird die Punkbenge B besehrichen durch die Un-

gleichungrn

: I fiir o 1.2 ok
S—y
(7 {0 = o=l f e 2
) _3! I i S T A it
{ sl 2 |

Frinnert man siol noch der Bezivhungen

" !
1) \’ U) o
Jr e {fe, 2 E

(80} T T S %

{
u il
Ly L T W o
i 2 7 LR U A“)

I L
it

g erlilE man nach elenmentacer Umrechnurg

i ('U't};) {73, .;}U_/)(?:)-: R‘B;-an’}i} ’ l cort J ""}';lca(?'ﬂj ’{j['tf]{-'r} Ny “dad i)

' Y
ey il

¢ . X
ey ey (. . E ]} EEAIE e I g2l AR I gt

" AR | F=1

i
e j! )mf‘r T (E_ . g(,.):}, ...... (,,(,“ — !ma _[_{ (f(“J ,ﬁm f’i ﬁ?“m /,l:}

Dieses Tntegrol st offenbar nur dann von O versehioden, wenn &) = (¢} ist.
Tr dissem Fall wird

(gn ]g ()(rj}( )?}w( J: g‘g‘) o il gn ot f o

, i
[ Lo . i N ) ] ) )
- ff % 2 daptth sing? 2 gla i?! % Q’“ (j_ vvvvv Q}r i LZQ.
' ' H

g

Die hier auftretenden hesthnmten [ntograle ergeben sich aus Jden Formeln

s
Vamdmprgint—2 pde —=
)

. L‘ :3"
(52)
1
[ e Flg - 13/ —1)
AR ) Lt A TR L .
by ( 2) g+

Ty LB Ranoper, De integralibus delinitis of seviebhus infinitd, Crelle’s Journal
fodlromo oo Math, 37 (1837), N, L1, 80 210227, Dic Formeln (31) und (32) aut 8 217
Hefern das gewinsehte lutegral,
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Damit st die Berechnung des Skalarproduktes durchgefiihet mit dem Fr-

wobmis
602 A G el ),

. ! o 13 »
— ]))” ari g /—/ 7‘3}/{ Y o | II_[‘ g, i

Die Ubertragomg dicses Resultats anf den Fall eines heliebig gelegenen Fix-
punktsyetoms s wird dureh die Translormationstheorie geleistet und bictet
keinerlel Scehwierigheiten mehr, Nach (64) und (46) st nimlich

S IPALLY N A (P E (v A T G )]

it

.7 a0 Ferner ergibt sich nach (28).

i i ..
biviy o ) L (AW T (i
= | R

oAy =

F{r) e 2 by (L (AT N AT B (1)

[N
Aus (83) folpt dalier avch «die allgemeine Grundformel

(45) ({(0). 2 (v oL Goly)y = e (y) Z»,“ -

B8y () NATT s (A ()

i

I ; P ¥ JRFTRNFY B R

ERR AT S O R ) BN
p==} i1

& LI

Dag Blealarprodekt einer beliehig auzen) Form [ (r) vom Typus {G. - v, v}

mif eiper Poineardschon Reihe
Hry omis Hilfe der Bisensteinrethen anf eine Spizenform redugiort. Die
Fisenstemreithen geben zum Skalarprodukt keinen Beitrag, weil sie anf allen
Spitzenformen wn Sinne der Mets

s
Ay wird o der Weise bestioomt, dall man

wrungstheorie renlorecht stehen [wel ¥}
upd die hier hesrachteten Poincaréschen Rethen simtlich Spitzenforioen
chirstellen,

Die Tolgerungen. die wir nun aus der Grundformel (85) zichen. hilden
den Tohals der nachstehenden beiden Biitze.
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Motz 2. Bisosed v Te 20 el s T {g) evn L !j)(.'m}if('}f\fj\f{ il g S0 Al fir
o ke THe Puineoiésche Reile = (v, ¢ GAq)) 2 e Punltsysions s
sk f“fws* Spatzenform vam Tiypns (G, -0 f} Ste stelit auf allen Spilzenformen ()
vome Dypus AGL - oroeb sendireelts i deven Bnbiicleng (84) wn Ponki-
wysten. & dazr‘ K (;r:ff’/.z-z,z wi by, (A) s Koeponentensysten (y) versclmindet. Dhirch
digve Ligenschafl ost die Puoinewréselie Reihe bis auf

e honsiaaden Feabior
cindeutly bestimmd. = () verschresndet dawn vind wawr down identiseh in T
wecarre dn der Bnlwicklung (84) der Koeffiziond b ) i sdmileche Spitzen-
formen J(r) vome Typns (G 0ol gledeh Nl hf

23

saty 3. Dnter den ’r')m-/{.xx.'(-‘,’"-ww,r;e'“:.'. vomt Stz 2 Tane ans der Menge der
Potneardschen Rethen 2 (7 v 00 Gl s gy i festem A e Bosis fiv div Sehor
zenfornen vons Tg/,wm -{G. - wsyennd bl wenden (T ollstidigkeits-

Eine ausfihelichiore Begrinudung eser Sitze eribri wt sich; denn die
Beweise Tr die analogen Aussagon iher Poinearéachs Rellien zn paribolischen
Hpitzen [vel 1] lassen sich anf die vorliegenden Verhilnise wirtlich 1her-
bragen.

(Bingegangen am 20 1o, 14l



