Uber eine Metrik im Siegelsehen Halleanm,
Von

Hang Manl in Heidelberg,

Es sel 2 ein w-reilige quadratische komplexe Matnix, 2 = X 4 4Y die
Zetlegung von £ in Real- wopd Tmagindrteil, Fie eine komplexe Matrix £
soll £2 2= 0 bedenten, dafl £2 hennitiseh wnd die zu £ gehdrige hermitische

Form positiy definit ist. Der Siegelsche Halbraum § wird dann durch
(13 VA A B
beschriehen.  Alle repllen Modulsuhstitutionen:

C 0o <L{1, ﬁ) mit o o = = (ﬁoﬁ f‘; )

Hihren © vermdge

YA

2o BY (0K - I

bekaunthch?) in sich iiber. In vorlisgender Note wind emne Metrik fiiv § ein-
gefithrt, welche als dirckte Verallgemeinerung der bekannten hyperbolischen
Malbestimmuang  der Halbebene Jmi: - 0 anzusprechen ist. M. Bugawars
hat sieh hereils wn eine solche Verallgemeinerupg bemitht?): er hat indessen
den Ansabz, der hier zugrunde hegt, nicht weiter verfolgt. Wir gehen aus von
der quadratisehen Differentialform

{3 dst o SpdAY ZY-Y (Sp - Spury;

wie delintert ein gegeniiber allen recllon Modwsebstitutionen invariantes
Bogenelement ds i §. Fiw die durch ds induzicrte Metrik werden im einzelnen
die foluender, Siitze bewicgen. Unter allen {analytischen) Kurven, welche
pwei gegebene Punkte von § innerhall $ verbinden. gibs es genau eine wit
kilrzester Litnge,  Diese ansgezeichnete Kurve (Geoditische) kann in fol-
vendenm Ninne explisit angegeben werden. Transformiert an, was stets

méglich ist, zwol gerebrne Punkie von § mitkels ciner geeignet gewihlten
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zeiehnng von ueraden Linden™ {straight lines) hedentet dabier cine gewisce Willkin.
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roollen Modulsubstitution, i die spezielle Lage o &, 70 (1) = reelle Diagonal-
matrix), so wivd die Geodiitische Z(8) = (o, () - iy, (), welche le
Punkte 2 K. 0 = (8 d) verbindet {00 £ ¢ 21, Z (4) S AALY i1,
dureh <das (5€~1£-fia>Eik.mgrst‘%y&{'(r}.a L
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(A, . Kroneckersvithol)

beschrieben. Der Abstand zweier beliebiger Tunkte 7,0 25 aus §. . b die
Linge der Geoditischen. welehe 7, mit Z, verbindet. hat den Wert

i o
(5) 120, Ze) = i X les, T

=10 4y
dabel sind 3%. o= 102, L w die charaktbenstischen Wurzeln von
(Ba) (B - ) Ty o L) By o= 2} (g ) 0.

Tiir eine Rethe von Uberlegungen ist eg zweckmifig, den Bereich $
ttels
(6) W () o (£ iBNZ By T 18 T
' - Pes) ViivE B

in den Bereeh &

(M) W W B W 0

gu transformieren®).  Entsprechend st clie Gruppe 77 der reellen Modul-
substitutionen durch die transformierte Grappe 7y — w11 m ersotzen,
PJin Substitntionsn o < /7 sind dadureh zn charalterisiersn. dall

(8) oo =1, o G =z mib ==/

7 [
Ny I j«:,j :

Aug der Darstellung®) entnimt man sunichse leicht den folgenden Sach-
verhalt, Wy, Wa seien zwei heliehige Punlte ans &, /Tf_. poe 102w, die
charakteristischen Wnrzeln von

) (W = WL I W) SO, = ) (B — 1)

H

dann ist jede symmetrische Funktion der Waorzeln 25 ¢ o 10200 o ins-
besondlere

no T4-4 =
sy, iy = | 2 log, ]

By Vb M. Sugawars, Dber cine allgemeine Thevrie der Frehsseben Gruppen and
Theta-Hethen, Anunlz of Math, AT {14HY, N, 88 - 494,
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mvariant gegenither den Substitutionen von !”1 Zwischen den Punkten W,
und thren Originalen 7, = = 1(W,). b = 1, 2, bestehen. wie man leichi ein-
gleht, die Bezichungen

W, W, = - jz(zf JE).E(Z: e ZL) (Zj :;E)—l_
WilWs = — 20(Z, — (ByH(Zy — 7)) (Z, SN

) _
(%o ARy Zy — B (Zy — i B,
B WoWs = + 20(#, + 0BV (Zy - Z3) (Fy — i B )1

Verkniipfen wir diese vier Gleichungen derart. daf linksseitig die Matrix (9)
entsteht, so erbalten wir rechtsseitie die mit (Zy -+ 1 E) transformierte
Matrix (5a). Die beiden Matrizen (5a) wnd (9} haben daher dieselben charak-
teristischen Wuorzeln, worans die Invarianz von (3) beziiglich 7" erhellt. Fiir
zwel Infinitesimal benachbarte Punkte Z. 7 - dZ liefert (5) unser Bogen-
clement’

$(Z.Z - dz) o | jf -),1) __________ 131(055; s
( 2 ¥

Dieses ist also ebenfulls gegenﬁbcr den reellen Modulsubstitutionen invarians.
Wiz brauchen nur noch einzuschen. daf s{Zy, Zo) fiir die dureh {3) definierte
Metrik die oben angegebene Bedeutung hat, Das ergibt sich antomatisel am
Schlull der Betrachtung, Zunidchst wollen wir uns davon itberzengen, dal
zwel gogebene Punkte von § durch eine geeignet gewdiblte Substitution
aus 7 stets in die oben angegebene spezielle Lage gebracht werden kénnen.
s gentigh natiirlich, die entsprechende Aufoabe im transformierten Bereicl, ¢
zu ldsen: Zwel gegebene Punkte W, W, sind durch eine geeignet vewithlte
Substitution aus /') in die Lage O, I, (= reelle Diagonalmatrix) zu frans.
formieren. Nach ®) ist es méglich, den Punkt J7, in den Nulipunkt € zu trans-
formieren, Demnach kinnen wir uns offenbar anf den Fall W, =0 |
schrdnlen,  Gesucht wird dann eine Substitution o — 7 o Hir welche

){\_

a (i) =1 o (W)= D,.

[Ye Bubstibution & hat notwendig die Gestall
oo 3 S
G o= (0 U) mit {7 = F.

Es muld also eine unitive Matrix € bestinnnt werden. fir wolehe F{Wa)

CUW, U o OWL T = Dy eine reelle Digonalmatrix wird. Rine solche
Matrix & gibt es in der Tat fidr jode symmetrische kom plexe Matvix Ws4).
Wir kowrmen nun zwun Rindeutigkeitshowels firr die Gooditische dnreh zwel

U Wegner w, JJ. Wellsiein, Bemerkongen wur Transformation von komplexen
symigetsisclier Matrizen! Monatshefte £, Math. u. Phys. 20 (1933), & 319322,
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beliehige Pounkte 7, Zs aug $. Ohne Beschrankunyg der Allgemeinheis kinnen
unid wollen wir i folgenden 2, 1B, Lo = 101} = veelle Disgonalmatyix
mit den Diagonalelementen o . v = 1,2, ... n, voranssefzen, 4 = Z()
=, (6) 5 iy, (0) 0= ¢ =1, sel die Gleichung fiir die vorerst noch
]zypolt.lj.c‘.i::imilu? Credlittische awischen Z, und 7. nnd

1./
- ; - S T A T : 1 )
(11) (2, 70y = [ VsplZ ¥y 12y Ddn () = 7,0
; /
ihre Léange. Da man bel der Spurbildung eines Matrizenproduktes die
Falboren zyklisch vertanschen kann, so zecfillt die Form (3} in

(12) Bp (ZY=127-1) = 8p (X =12 ¢ Sp (3 ¥-132,

Die beiden Swmmanden auf der rechiten Seite dieser Gletchung sind positiv
definite quadratische Formen in den Elementen von X bzw. Y. BEs wuf nun
notwendig Sp (¥ ¥ 1)2 = 0 und daber X = O sowie X = 0 identisch in ¢
sein, da wman snderenfalls in 2Y (1) evine kizere Verbindung von Z; und Z,
an Stelle von Z{t) hivete, was der Voeranssetzung iiher Z () widerspricht. Der
piichste Sehrith soll zeigen, dali Y (6} fir jeden Wert von ¢ Diagonalgestalt
haben muB., Wir hestimmen zu diesem Zweck eine reclle orthogonale Matrix
== () derart, dall H — H() — =13V 070 eine Diagonalmatrix it
den Diagonalelementen by, ke, ook, wird, Dieses Verfahven kann so durch-
gefithet werden, dall T(0) — £ H(1) = D und die Elemnente vor U und H
atalytische Funktionen von { werden, sefern nur vorausgesetzt wind, dali Z(0)
von £ analytisch abhiingt, was hiermoit geschehen soll. Mit Hille vou 787 — K
findet roan:
FY1 s DU CHIET L UHT U
;S'p(}.'.}" N o y(f 132 - Sp (HH- Lg Sg‘}{f’f” {792
35?;{?;‘}111-1 D=3y -+ 9 8p(HU UH-Y -2 8p(UTH U U HAL-),

Zur Abkiitzung wird 2= {m, )} = {7 U cingefithrt., DUt vy 0

hesagt, dafy 27 - -2, Die Behiefsymmetrie von 2 hat inshesondere
SpICHHAU Yy Sp(HHY) = 0
Ty — SR o

zur Folge und damit schlieflich die cinfache Cleelnmg

Sp(Y ¥ =032 = 2 800y = 2 SpH O H 1) - Sy i 11y

(13) ey X W ot Ny SpdEee
] [T T '
2 X ek b, 2y E Spd
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Dag Minnnum von ab-

hat fir g, b > O Liegt bel 2 und wird nur e
a b oangenommen. Wir stellen damit fest: Jis st stets

(14) Sp(Vy-1e = SpdTH-12,

el dae Gloiehheitezeichen gilb genau dann, wenn aus b, F A stets o, = 0
folet. Das Gleichbeitszeichen muli aber gelten, da amhmf&ﬁa die Ver-
bindungskurve 2 (8) ven Z; nach Z; wieder kiciners Linge als die hypo-
Shetische Cooditisehe Z(8) hitte. Unter den charakteristischen Wurzeln
s ha. ooy, von X(1) mogen allgerieinen p untercinandey verseliedene

vorkommen, Wir bezeichnen sie mit 4, = 2 (), ;= L 2, ... p3 n, sel die
Vielfachlieit der allgemeinen Wurzel 2,0 Wegen der Analytizitit kapn

fo (8) Ay fiir g0 mur n encllich vielen Punkten ¢ statffinden. Wir
ditefen uns die Warzeln fo. by .o .. Ay, so angeordnet denken. dald die n, crsten
Wurzeln dieser Reilie gleich 4. die ny folgenden Wurzeln gleich Ay vl dlie
n, letzten Wurzeln gleich 7, sind, T allgemeinen hat dann £ die ermlf

L &
- £
(10) ,.§.) .......... = .
\U S;}j,
wober 2, eine guadratische Matrix von #, Zellen (= Lz py. Da 22

ana l\f“?«(}ii von tabhiingt, gilt Gleichung (l 5y fir alle 1. Fiir die orthogonale
Matrix I gitt entsprechend zn (15)

-/y] ‘_‘f\
(16)

denn bel gegebener Matrix £ st die Matrizendifferentialgleichung
. i
wit der Anfangsbedingung I7(0) B eindeutig autlosbar, nnil es gibt eine

Lisung der Gestalt (16} Selbstversti ndlich sind alle Matrizen I cbenfalls
arthaganal 2o dafl alsoe

(17) Yy o H.

e Geiehung (11 veremfacht sich damit zu

(1) PRV ‘ ‘ f’: ?,fa1 g E el

Dentet man {log gy, 10g g oo log y,,) als e riesische Roordinaten eines
Panlctes i medimnensionalen Ranm K, sowird s (2. 72) gleich der euklidizehen
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Limge der Integrationslarve. Das absoluse Minimum ven 504, 23} erhils
man also nur dann, wenn man dber die Gerde b I, ‘f-e;rriw“i: welohe die
Punlese mith den Koordmaten (000, .. 0) und iaw d bowds o logd,
B L
1

miteinawder verbindet. Der Eindenfigheitshbeweis e die &-e){niaﬁ-!ﬂ:}au i
daanit erbracht, die HExdstens natiivlich auch gesichert. Uberdies erlialten
wir die noel fehlenden Geoditengleichungen

logy, = [logd  fiar o [ TSR | B A N
und die Lilnge der Geodiitischen

(19) AN AR RS

s}

Die charak fe*rhim hen Wurzeln 27 von (3a) siwd im vorliegenden Tall gleich
[7 P - . . . .oy . . - . .

({} g I} o damit ergibt sich die Ubersinstimmung von (5) wnd (195, Wegen
by — 4 -
der beretts erkannten Invavinnz von (5) gegenither den reellon Modulsubsti-
tutionen fefert Forwel {3) den Abstand dee Punkte 7). 7, avel bel allgeruciner

Lage der Punkte

Bettet mun die Mannigfaltickeit $ inoden (e dimensionalen reclien

Baww der Ponkte mut den cartesischen Koordinaten o, o oy, . #

[

o s Lo oo weeing 50 erhilt man cine epldidische Metril e § goril)
der Abstandsloruel

(20) A R B R I ]

Hiir gewisse Tiher fegnngen 1t ex von Interesse zu wissen, o welcher Bezlehung
die Umgebungssysterne der hewden Mallbestimmonmgen zusinander stohon

Im Falle s — 1 sind die Verlilinisse vollstindig zu fiberschen. Vs st z, BB,
feicht cingselen. daf fir einen Punkt ¢ - w2 dy der oberen 2-Ialbebene

e Ungleichunges

e 7 w0,
(21) W 2
v os{z, z 3

bestehen, Diese Ungleiclivngen haben e Ane lE oga [z :L]E!v{lm%invs w. Hir
=X 0¥, ¥V = 00 7 (VR AZ PAZFE, 0w s 3 gy(n) und

gewisse nur von w abliingige Konstanten ¢, ¢ gilt 1‘1.;11}.;3.3(_'}1

s(4, 4+ A %)
o (7%, 2 A A

fir e (A% 2% - A 2% = pqe,

(22) .
S fir s(Z, 724 A7) :
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Iiese Abschittzungen sind ans {(5) shzuleiton:

it

(24) F

AZEAZHR 20 ) — (£,

Die letzte (Heichung ergibt nach AZ% aulgelost:

(25) AZ% e BT (B D (A2t )

Mit O(s) bezeichnen wir allgemein einen Ausdruck. weleher nach Division
durch # dem Betrage nach unter emer nur von » abhingiger Schranke liegi.
sofern man sich anfl ein hinreichend kleines s-Tntervall 0 <« & < go(n) be-
schrinkt. Nnn zum Bewels von (22):

Lo Bep o (7%, 7% - boalann folgt der Relhe nach
At e O(g), Egy o Oy A = O), s(U4, 7 = AZY = O(z).

Domel s (L2  AX) s e dann ¢
Lo V‘;\ .

ribt wich nacheinader

&
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{(Bingegangen am 23, 4. 1941



