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Uber die Darstellung total positiver Zahlen
des Korpers R (' 5) als Summe von drei Quadraten.

Von HANS MAASS in Heidelberg.

Bekanntliech”) ist A= £ (VD) der eingige veelle guadratische
Zoillenrper, in welchem jede ganze total positive Zoabl g oals Samme
von vier Quadraten ganzer Zahlen dargestellt werden kann,  Ts erseheint
i nun bemerkenswert. dafl man bel ciner solehen Darstellung in jedem
Falle bereits mit drei Quadraten auskommt wnd daff die Anzahl a (@)
dor Darstellimgen von geoals Somwe von deel Quadraten ganzer Zahlen
hig anf einen elementarsn rationalen Faktor mic der Idealldassenzahl 7,

des Dinnadratisehen Zahlkbrpers A - L 0F —p) dibersinstimut,  Die
RKlassenzahl A spielt alse bet diesem Darstellmngsproblem die gleiche
Rolle wie die Idealklassenzall vou £201 — 5 ) bei der TPrage nach der
Anzahi der Darstellungen einer matiivlichen Zahl » als Summe von dred
tuadraten i Rationalen.  Hevr Heork hat ciien derartigen Zusammen-
hang vor Jalwen vermuntet und sieh il aus diesem Grunde um einen
alementaren arithmetischen Ausdruck i die Klasgenzahl %, bemitht®),

Im elnzelnen wird folgendes ausgeiithrt, Threh sine i wesent-
lHehen funktionstheoretisehe Uherlegung wird bewiesen, dall es in & nwr
eine Klasse von positiv defiuiten ganzzahligen ternidren  quadratisehen

o ‘ v o
Formen  wit Determinante  #* (s .}’ Grondeinheit von k) gibr.

Aul Grennd des Havptsatzes der Slegelseben Theorie der guadratischen
Formen® it dahey die Thetaveihe
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UF Gorzry, Dher eine zoblentheoretisehe Anwendung von Modulfenktionen
zweier Veriinderlicher, Math, Aunolen 100 (1928), 20 411—437.
B B Heexs, Bestimmung der Klassenzabl einer nesen Reihe von algebraischen
Zahlkdrpern, Gottinger Nachr, {1921, 3. 125,
% UL, Brecrn, Uher die analytische Theoriv der guadratischen Formen 111
Aunals of Mathematios 38 (10373 = 212—3241.
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ur guadeatisehen Form ay -poes -F od it der analytisehen Gesehiechts-
mvarianten ¢ (r) zu dieser Form identiseh . TDiese Tdentitat Lefert die
besprochene Formel fie die D arstellangsanzahl o (o). Yu g0 gibt es,
wie el an anderer Stelle®) gezeigt habe, cine Partialbruchentwicklune
grley s)o welehe von o einer konvergenzevzeugenden Hiltsverinderlichen s
analytiseh ablingt. ¢ (@) ist der Wert dev in & analvtischen Fruktion
g iy 2him Punkte s = 0. Die vollstandize vechnerisehe Darehfithrung
dieses Ansatzes zeigt insbesondere, daBl fi eine ganze total positive
Zabl g stets g (g 2= 0 iste Dabel auftretende Selwis righkeiten sind. wic
bekaunt, daveh die Sonderstellave der Primzahl 2 bedinet,
W

£/ (:1'1‘ Hy, ,'r::;} 3‘ ,

znl

fren

elie positiv definite tenire guadratisehe Torm mit Determinante «2
wanzzahligen symmetrischen Koeffizienton e, .

H LA

tie zugeordnete Thetareihe,  Da die Determinante von 4 (g e ) eine
Finheit Ist, zeigt 9, (¢) beziplich der Substitntionen

das gleiche Verhalten wie $(£)%).  Tiese drei Substitutionen CEZENZEL
iach %y die in der Hilbertsehen M odulgruppe zu £ {15 enthaltene Thota-
grnppe T, Mit & (2) st also aueh &, () eine Modulform der Dimension

¥ e die Thetageappe T und das Xiiilt};em\annnm\tim L Koppelt

i}J’
nan die mnabhiangigen Verinderlichen 7, ¢ dwyeh die Gleiehmg

s erhdlt wman, wic eine cinfache Rechnung zeigt, ju o (1)) Sy () eine
ganze Modulform dev Dimension — 8 fir die vationale Thetagruppe T,

e im wzlﬂ/wn sate dey Einleifung su meiner Avbelt . Bonstrulition g:,lm,a'a'
Modullormen ... {Abhasdlnngen aus 4. Math, Seminae Hambnrg 12 (1087, = 138--162
:eusg‘e‘*,sj_n‘m:he}m Behnuptong cofibrt damit cine Beriehtignng,

I Maass, Kongionktion genzer Modulformen halbzahlioer Dimension i
i-Multiplikatoren in zwel Mnmiﬁm, Math, Zeitseleift 43 (1038), 5. 709—738.

& Il Manss, Modulformen wad guadratische Formsn ther dem quadentisehon
Zahborper WY Mathe Anuslen (im Druck).
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wned pral erkennt. dall Dimension wund Multiplikatorsysten der Formen

LUREAS tnd { Z AT
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) fibereiystimmern.  indew man das Vevhialten
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diewer Pormen beziighiel dor erseugenden Substitutionen

vor Ty notersuehl, Da diese Moduliermen nach Krgebnissen der unter
zittevten Avbeit durch DMmension. dMnltiplikatorsystem wnd Wert in der

parabolischen Spitze oo eindeutiy bestinnnt sind. se ist alw
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Andererseits ergibt sich fia dle Form o () auf Grund iheer
Herbnult die Ponvieventwickinng
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Do siedrer o 11 - #) ay (ef) =y 110, w0 Tolgt also
by AU a0y e | b, (1) a1 (e e 2

Phaabhingie von der Auswall der guadeatischen Vorm 6 UL ooye o) dst
dabor afels
ay (1) == 6,

In dem Gitter, welchey dey Klosse der gu ¢ Loy, oy, o) dguivalenten
gumdratisehen Tormen entspricht, bestimme man das Dlagramun der
Vektoren von der Linge 1. Wie wiv soeben festgestellt haben. gibt es
deron sechs, Andere Werle als 6, -1 kommen iy das Skalarprodoak:
vonr je zwel Vektoren des Diasgramms nieht in Frage™. Daher evgilr
el rwangslinfie das Veltordiagramm

{e; Emheilsvekloren).

woraus orhellt, dafd dic Fornenidasse von 2 4r, wyuy) dureh die Form
soboad e poprazgentiovt wird, Fsogibt alss nur eine colehe Formen-
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Klasse, und die [dentitir

D) g ()
ist bewiesen.

Die wachfolgende Rechniung ninmt von der Partialbriehveile
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Wie deh in %) geseigt habe, ist die zumichst e fiiv Hes
ilefinjerte n s analviische Fuuktion g (0,8} In eine volle Umgehung von
s == O analytiseh fortsetzbar.  Die Gestalt, in welcher der Punktions-
wert ¢ (2, 0) aufteitt, labt erkennen. dafl eos wicl wm die Geschlechis-
mvariante ¢ (r) handelt, Teh besehrinke mich an dieser Stelle anf d;
Wiedergnbe von Besullaten einer Rechnong, weleher al

Igemeine v ™
augegebene Uherlegungen zugnmde liegen,  Danach f

findel man:

g e, & HZ: ’!u (9) fJ’H ( 9 e‘})
it
FIs
1‘;5! U . &) i‘a dir (i..j .
5 N e

- e
Ty lx) = II Uty (e ged, o (s, ) =

g

(H)

o ist der Berejch aller ganzen Zahlen in = 2 (V'5) und (0
durehlinte alle Primideale in /. i ein i:»r]ldnﬂe% Primideal (g) von %



Uher dis Davstellung lotal posiliver Zahlen. ] =i

srkidven wir den Restehavakter @y, o) fin o CF dwrel folgende Fest-
setzung,  Eg sel Qw. o) = 1 stets. falls Vp /. Wenn dagegen
Fradt by so sei
Ioowemn (@) in A0 g0 vollstindig zexfallt,
(e, 0 — l <1 wemn (¢) in &V g ) anuerlegt bleibt,
G, wenn (o) in k(Y g} verzweigt zertallt.
Filv eine ganze von O verschiedene Zahl g Destimime man  die
genade Potenz dex vorgegebenen Primideals (o), die in g aufgeht:

i forl
s o T g

% osel wymbeliseh gleich =, wenn p O st e koetfizisnten vor ()
fisy v 0 entoimmt man folgender Aofstellnng:
Lo{gr = {2)

B fier vz 1 (gL » < b1,

e A2 W or= L0 e =
_ FH QP (—p. Dy — D21 o e =102 e b1,
e (86) { IO N 3 R T T -
0 Lo rE=OE), o ) k4
(e, 2327 - R -

2oer L
0 fliir r=102. »r
Lt

(i, p) Nt = M- N A e

1) = 9@ L r=0@ el
: —Ng ! e E O = b
{} " o

wlo") bedentet dabel die Anzalhl der primen Hestklassen nwd 7. Be-
zeichnen wir mit So(9) und {x () die Zetafunktionen dey Zahlkorper ©

und K = (F —uh ist bekanntlich ”’”8 mit der Zetareihe
Qe L,

identisel. sofern b —u - k. Wine einfache Betrachinng lelot domy, dal
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her e Darstellung lolal posttiver Zablen, 1441

o
an ddall zich sehliefilich mit £ (2) E das FHesnltat
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ergibt, Die abgeleiteten Formeln lassen evkenven, dali 770 0 -0
flir g o» 0,

Wir formulieven das  FEreebnis  dieser Untersuchnng in nache
folgendem : .

Satz: Jede futal poditive gunze Zabi g des quadratisehes Zofdlirpors
ROVB) st als Swmme von deed Quirdvaten ganzer Zahlen anse ROV 5)

daytellbar.  Fe gt gqenon

solehe Darstellingen,

(Eingegangen am 30, Okiober 1940



