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Modualformen mnd quadratische Formen
ither dem quadreatischen Zahlkérper £ (V5).
Yaon

Hans Maall in Heidelbery.

s hat sich gezeigsty, dal} die Peterssonsche Methode sur Konstrulktion
automorpher Formen?}, welche nur die Renntnis von Mubtiplikatorsystemen
voraussetzt, auch anf Gruppen simultaner boear gebrochener Substitutionen
vom Typus der Hilbertschen Modulgrnppe mit Brfolg angewendet werden
kann, Der erste Schrith sy expliziten Anfstellung ausomorpher Formen der
Dimenszion - v zu einer v

welegten Gruppe G wird demnach darin bestehen,
dali man sich eine Ubersicht iiber alle B Multiplikatorsysteme z Gruppe G
ined zur Dimension — ¢ verschaffs. Bei cinern derartiven Versuch st88t man
aber im allgemeinen, wenu es sich um Grappen zn mehreren Veriinderlichen
handelt, aut erhebliche Sehwierigkeiten; denn in den seltengten Fillen sind
Erzeugende geschweige denn definicrende Relationen der vorgeleg
hen Gruppen
als Beispielen die Verhiltnisse zu studicren. Teh habe wi diesem Zweck die

en Gruppe

belannt. Ks erscheint firs erste geboten. an speziellen emfac

Hilbertsche Modulgroppe M zum quadvatischen Zahlkérper B (V «J} LES
gewiihit. Als Delinitionsbereich fitr Modulformen zu M oder zn U intergruppen U
von M legen wir den Bereich

{13 Fmr =0, Jmr a0

mgrunde. Kin Zahlsvstem o (8) (8 « U) heifit ein Multiplileatorsvatem zu U
und zur Dimension — », wenyn

(2w (S8, = P (8. Sy e (S eiS) e 8, Se o U, @ {— B} = 1,

Dabei st

{))) (J‘{'N (S[ s H_)) {_j.i TEr S i Sy apn 13}

Y OHL Maafl, Zur Theorie der a utomorphen Funktionen von n Verdanderlichen,
Math. Annalen 117 (1940), 8. 338 —57%.

ML Petersson, Fheorie der antormorphen Fonpen belichiver reeller Dimension
wie ihre Dhavstellung doreb cine neue At Poipeardecher Reihen, Math. Annaden 143
{1HEGY, &, 360 480,

B H. ManB., Konstroktion ganser Modulornien halbealiliger Diwension wat
d-Multiplibatoren in wwel Variablen, Math. Zeitschr, 43 (1938), 8, 700.-738,

Matbhematische Annalen, L&,

5



56 H. Masf.

Ans Faktorsystem zur Dimension -+ und £ die Einheitstransformation.
Auber M wird noch die Thetagruppe T aus M betrachtet, welche aus allen
Substitutionen

{4) f= g 0(2) oder ooz b= 0(2)

I ersten Teil dieser Arbeit wird nun folgendes bewiesen. Fiir M aibi es Dur

su ganzzahligen Dinensionen ein f‘v’]'u‘itipli‘%tors shorn, und zvar genat elns.

nimlich das triviale System » (S) — 1 fir S <M. Es liegen hier also ganz
andere Verhiiltmisse vor als bei der rationalen Modulgruppe My, bei welcher
jede reelle Zahl als Dimension vorkomms?). Allgemein kann leicht bewiesen
werden, dafh es zu jeder Hilbertschen Medulgruppe (== M) nur Multiplikator-
systemne zu rationalzahligen Dimensionen gibt. Bs kot hierbel die Tatsache

sum Ansdrack, daf es auch hvperbolische Snbstitutionen mit vorgegebener
parabolischer Spitze als Eii,\ptmkt v den betrachteton Groppen gibt®), Bel
der Thetagrappe T treten nur ganz- und halbzablige Werte von - als

Dimengionen aul. Zu jeder solchen Dimension gibt es genau vier Multiplikator-
systeme; ciese konnen explizit angegehen werden.

An diese Betrachtung schlieBs sich die Berechnung von ldentititen
swischen Bisensteinreilien wnel Thetareiben zur Gruppe M. Fir die Maximal-
zabl o () linear unabhingiver Modulformen zu M von der Dunension — v < 10
it die Abschitzung '

(5) a (1) 0 erd

it konstantem ¢ hewiesen worden). Der Boweis dieses Satzes soll hier in
soinen wesentlichen Teilen reproduziert werden und liefert mit eiser von
Herrn Witk bemerkton Vereinfachung des mrspritnglichen Biegelschen
Beweisganges fir die niederen Dimensionen die Ahschiitzungen

(63 af{ly = 0, «(Z):
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Aubterdem ist dann die Mogliclkeit gegeben, nameriseh 2u entscheiden, waun

4) identisch sind. Aunl diesem

3 H. Maad, Uber Cruppen van byperabelschen Trapsformationen, Sitzungsber,
der Heidelberger Akademie der Wissenselaften, math-naturwisg, Klasse (1),
2. Abhandlung.

5y B, Witt, Eine Ldentitat zwischen Modnlformen zweiten Grades. Abhandl aus
4. Math. Seminar . Hansischen Universitat (im Brack).




Moduliormen und quadratisshe Formen. 67

Wege ergeben sich die nachfolgender Ilentititen. Die Wisensteinveihe (7, (1)
von M zur Dimension - +8) (r = 0 (2). » = 0} sel so normicrt, daf in ihrer
Fourierentwicklung zur parabolischen Spitze oo das konstante Glied 1 lantet.
[ranm 1at

(M (s (1)) = Gy (7).

Duzch die Thetarsiben wird zwischen der Theorie der Modulforinen zu M
und den positiv definiten ganzzahligen geraden gquadratischen Formen
O Ge. ooy 2y) it Deterninante &7 der folgende Zusammenhang gestiftet.
Wir bereichnen mit Q, die Klasse Jder mit 9 (2. .
valenten quadentischen Formen mib der Deternimante ¢

6, ganzzahiig fqui-

i

sdann erwelst sich

2y

(8)

wobel itber alle ganzen Zahlsysteme wy. ..., @, aus B (V5 swundert wird,
. ) . e . 7 R . -

als eine Modalform zu M von der Dimension — 5. Die Zablm der Veriinder-

ichen ranfh notwendiy «darch 4 teilbar sein. Diese Bedingung ist auch hin-

reichend fiir die Bxistenz vor guadratischen Formen der genannten Art:

denn es wivd eine nieht leore Klasse 0 nachrewiesen. Fir diese mull dann

{9 BT, Qy = 0y (1)

gelten, Dy sel die Klasse, in weleher die bekannte quadratische Form von
8 Verinderlichen mit gans rationalen Koelfizienten legt: dann wind

(10) # (T, Q) = O (7)

hewiesen, womit sich nach (T) und (9) ergibt, dafi jede ganze gerade Zall
aus B(V5) doreh Q und 8y + L, (divelte Sumume) gleich oft dargestelly
wird, obgleich die beiden Klassen vonemander verschieden sind. T einer
absehlieBenden Betrachtung wird gezeigt, dafl andere Klassen als Q4 2, 1 Q..
Qg zur Verinderlichenzahl 4 and 8 nicht vorkonmen, Der Beweis erfolot
durch Diskussion der den Klassen quadiatischer Formen  zogeordneten
Gitters),

5 EL Heeke, Analyvtische Funktionen und algebralsche Zalilen, 1L Teil, Abbandl
ans d. Math, Seminnry d. Flansischen Universitit 3 (10243, 8. 215236,
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58 H. Maal.
§1
Multiplikatorsysiene zn M ound T.

Wir setzen tn [estor Bezeichinung

Die Zablen 1, & bilden eine Basis fiir den Beveich o aller ganzen Zallen aus

RAVH). BekanntlichTy wird M von den Substitutionen

erzengt. Bin Mrzengendensystem fi T kann dann in folgender Weise herechnet
werden, Dha T in M den Index 10 hat, gibt es ¢ine Zerlegung
M

M= 2 TG (G~ I
=}

I
Liegt eine Substitution & < M in der Resthlasse TG4, so soi (-6, Die
A0 Substitutionen
U = G, S, G 80 (== Looou, 100 hoe 10200
arzetigen dann die Thetagruppe T, Willen wir fiir G (=1, ..., 10} der
Reihe nach

GOG6 D6 DETIENE D6
<1nj£€} l-i z-*) ((L l 1 i) <—1 & 1-}-15)'

0 bestitiet man leiecht, dald zwischen den U5 die nachfolgenden 27 Helationen
erfiills sind:
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YR Lotk {"her ecine zablentheoretische Anvwendung von Modulfunktinnen

pweicr Verinderlicher, Math, Auvnalen 100 (1828), 5411 —437.



Modolormen wnd guadeatisehe Formen, {4

Iy, = UE-_-E-}]'}_ U%z Uunl:
Ugs Ugy U7 Ugs,
Ugy = Ugy Uy,
[, i l»"*_l._z'..

o U“! [

Ue-u UJ 4 l ’T.i(ii}. Ui #y

Sy

Uiy =

Demmach wird T von den drel Substitutionen 7y, 7., U 13 erzengt, In
gleicher Heihenfolge sind Jas die Substitutionen

Wir beginnen mit der Untersuchung von M und denken uns ein beliehizes
Multiplikatorsystenn » von M zur Dimension — » gegeben, s soll zuniic]

(13) G ([é Z’]) =1 fiir xco

gezeigt werden. Dazu bestinune man {(vel 1)) den Modul + der Translationen
in der affinen Gruppe wvon M, ferner den Modul m als Gesantheit der
Ligangen 1 von
e .
sS o
i S |
E

wiel seldiellich, wenn

]

,__
jn—
- -
& e
—
L
|
T
(34
A
s
ot
o
&
P

MoOAHs

Da % uuter den Multiplikatoren der affinen Substitutionen ans M vorkommt,

so gl

Al — &) e wx oL
Offenbar st van t - [L &), m = [L &l worams folgt, dall o« = und

g {e} = O[11 womit (i3) bewiesen ist. Aus den Relationen

;0 82 0 el . LI 0 =& /1 —e,
S 0,) 2(1—&- ) =k (14,- 1) - (1—;-: o){u 1 )



T0 H. Maal.

wird anl Grund von (2} und (3)

© <(§ Q_ ) ;)) _ (; f -_; , 'e) (( . i , ;)) _ (ﬁlﬂﬂ-ﬁ(\% + J)
G0, Dl el T

prschlossen, wobel a -~ 0 oder | und b ans der Rethe 0, 1. 2. Zusamumen
mit (13} folgt nun
v G- 26 (6],
QL h.ow ist ganzzahlig,
Die analoge Betrachtung ist fiie T anzusteller. Die Maximalzahl infiqui-
valenter parabolischer Spitzen von T hetrigt 2; wir wihlen als Heprisen-

fanten oo, - 8. Durch
=

wird die zweite Spitze nach oo pransformiert. Mit T bzw. f4 bezeichnen wir
Tie Moduln der Translationen in den affinen Gruppen von T baw. 4T 47
und bestimmen nt bzw, my als Cresamntheit der Ldsungen n von

t
$ FLoofn] baw S t=011
245 i 2 Vh

Qetzt man noch fiir ein vorgegebenes Multiplikatorsystem » von T zur Diirnen-

Y ((LLI ?)) e gwict iy ot

and fiir das mit A=t fransformierte Multiplilatorsystem w47 * analog

| [r3% Dopin gt m
o4 1({.0 }n:e“”““" fiir  w ity

sjon — ¥

a0 sind x baw. =y wieder dureh

S F* = (g [1] fur alle et
215

AR

coa (e [1] hir alle o1y

su hestimmen, 2 kommé unter den Multiplikatoren der affinen Hubsti-
tutionen vou T vor, dagegen erst &0 unter den Multiplikatoren «der affinen
Snhstitutionen von 4 T 4~ Folglich gilt

w (L - g% = - rw CWL

H4 (i - Hﬁ} = 4 g F] G £



Modvlformen wd quadratische Formen. Ti
Man findes uun leicht:

toe [2, 2ol wrse [1 &) b, — (2,8 — 1], mrg =2, £]
wid damit
2O, ey CONly.
inzhesondere also
(14 o) = O[3 fiir e b, 4oy (o) O1) Fiir « oty

Ans (2), angewendet anf

fui]

e

¥

() e (e | R ()

Wie eine Kleine Rechnnng zeiuh, ist
twd furl

v((ﬁi 0 . &)) = ea'ﬂ(% i;) (o = 0 oder 1.

nmel wie ohen

Dt ergibt sich

o (s — 1) = 5 + 5 + o(— 24)[1],
wegen {14} also
2r = 0[1]

JLohi v it entweder ganz- oder halbzahlip.

Wir kommen wun sur Aufstellung der Multiphikatorsysteme und betrachten
aundichst wieder M. Jedes Mulbiplikatorsystem zu M und zn ganzzahliger
Dimension liefert offenbar eine Darstellung der Falktorgruppe von M nach der
Rommutatorgruppe K. Bs konunt also daraul an, diese zn bestimmen.
Aug den Relationen
5 NSy S, (SN NS S8 = SN, STS,

(19) S — (8,80 SENS ST e B 888 = Se.

die man leieht verifizlert. ereibt sich, wenn man mib den Hezeugenden S,
abelsch rechnet, dafl alle dres Lirzengende 10 K enthalten sind. Damit ist

(16) M K
pezeigt und bewiesen, dall es nur das eine Mualbiplikatorsystern » (8) = 1

fir 5 — M mbt.



73 H, Mual.
Alndiche Uberlegungen sind fiir T anzustellen. #» sei ein Multiplikator-
sysbern zu T ound zu ganzzabliger Dimension. Da notwendig o (— By == 1
ao reicht es, in T die Gruppe Ky zu bestimoen, die ans den Kowmubatoren
von T uned B erzengt wind. Offenbar Hegen die Substitationen
L e YTl Fre- T ]
B e UR UL USNUTN, - TR
fogr e gy 1o R TR AR N i
0 U0 V. VOV U U,
m Ky. Unter den Substitutionen
LUy, Uy, Uy

gibt es also ein vollstindiges Rests

vatem mod Ko, Bezeichnen wir uut M (Z)
die Hauptkongruenzuntergrappe von M zar Stufe 2, so hab wan in

]

einen Normalteilor von T vom Index 2, und es gilt die Zerlegung

Drurch
{7 e Sy = 1, ey (SUL) = — 1 fir Na N

it dann ein Multiplikatorsystem zu ganzzaliliger Dimension definiert. Hin
zweites davon unabhbiingiges hat man in o} dahei bedentet o, das - Multi-
plikatorsystemn zu T3), Flir dieses ist

(18) By (Ga) = vy (00) == 1wy (L) = 0.

Dt hat man die vier Multiphkatorgystene

{19) AR o= 0, 1; h 0. 1)

zu ganzzalliger Dimension gewonnen, Andere kann es nicht geben, da ja K,
in T den Index 4 hat. Sei v ein Multiplikatorsvstem 20 T und zu halbzahliger
Dein solehes zu ganzzahliger Dimension, Hs gibr
alse auch gena vier Multiplikatorsvstenie zu T und zu halbzalliger Dimension.
nimlich

(20) it Ll {0, 16— 0, 1),

Dimengion, dann igt v

Die Werte von n, _ sind in %) explizit herechnet. Wir fassen dax Brgebnis
ANSHINEN 11

Satn L 1 F5%r M gibt oxor 2 gangzakibigen Dimensiviaen ein Multiplifator-
systomn. and zwar gencae elivs, nimlich das ironale,

D Fir T bl es wver i ganc wnd halbzahligen Dimensionen e Mult-
plikatorsystom, wnd oeer i jeden Fall gengosvier. Sie sind durch (19) wepd (20)
gegehei.



Modutormen wnd guadeatizche Formen. 73
Modudformen 2 M.

lime e Bereicl (1) reguliive Funktion g, (1) — e, (7. 7'} mit der Trans
formationseigenschalt
{213 @ (ST N(yr - oy g (r) fir & c M.
wobel & - (p, 9) die zweite Zeile von S, heilit eme Modulfornn zu M wmd zur
{ganzzabligen) Dimension — r, wenn ¢ (7) auch im Unendlichen regulir ist,

do bl owenn eine Entwicklung der Art

¥l

o

2o

3
(22) pr(m) = X be b
[
=
gilt. Werden die unabhingigen Veviinderlichen 7 und « durch die Gleichung
Ty et = &y

gekoppelt. so geht g (7) I elne Modulform

(23) fir('{']) — ;:1 fy, (_m) plaiTm
i ()
zur rationalen Modulgroppe My und zur Dimension — 20 mit den Koeffi-

zlenten

(24)

iher. Dhie ersten Koeffizienten lauten demnach
tty, (O = b, (0],
(20} we, (1) = b L) B B (0 8),
Gy {2y = b, (2 — e} =0, (2) — b 2 4 8) b, (2 - 26y - b (25 32
Wendet man (21) {iz 8 = S, an. o erhilt man
g, (g2} - (= 1Y ¢, (1)
und naeh (22)
(26) b, {g2y) — { 1Y b, ().
Je nachdemn » gerade oder ungerade, so wilt also
o, (U = H(0),
(27 dy, {1) = 2k (1), {r=10)
: |

oder

Wy - = 0,
(28) g, (1) = 0, {r=10))
(/ . !



74 H. MaaB.

Drch Quadrieren von g, (7) gelangen wir schlieBlich zu einer Forn

Bl
(29} gty = L by (e L

I(:ﬂ

vou der Dimension — 2+ mit den Koeffizienten

(30) bay (¥) b, (92) by (vs).

Bpesiell von

D)
(L) -+ 25, (0) 5, (2).
b, (3) ....... (E? 0 Z) 3y -+ b, (l) b-r (—}) - (b‘!‘ (1 ))i)

aoll apiter Gebrauch gemacht werden.

Wir wollen jetzt voraussetzen, dal in der Entwicklung (22) alle Kosfti-
zienten zu Fxponenten mit einer Norm unterhalb einer pusitiven Bchranke T
verschwinden:

(32) By (v) == O sobald No» = T (T = 0).

30 by, (2) — (b, (1

Die Schranke 7' soll miglichst klein so hestimmt werden, ali aus (32) das
identische Verschwinden von ¢, {r) erschlossen werden kann. Fir die Durch-
filhrung dieses Sellusses ist es entscheidend, daf es fiir M emen Fundaniental-
bereich % im Bereich (1) mit folgenden Figenschaften gibt7). Wir setzen

(33} Toeog e, 1=t

Drer Bereich {1 wird dann beschrieben <durch die Ungleichungen
{34) AR A

Fiir jeden Punkt des Fundamentalbereiches § gilt

(30

=045,

wne nahert man sich im Fundamentalbereich § an den Rand des Bereiches (34

)
o gehen ( und ¢ glelchzeitiy gegen oo, Auf Grund der Voraussetzung (52)
N
liewt das Maximum M von (182 g () fir {7, 77} < § in 1 einem endlichen
Punkt
Ty = g - iy, T e gn — iy
ki
vou . Da wan (1207 | g, (1) gegenfiber den Substitnsionen aus M invariant
ik, w0 gilt itherhaupt
.

(36) GOy gy 2 M.
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In der Integraldarstellung

- —22iG v
(37 b, (») = /11 \ \ @ A1) e adseds, 4 ‘ ‘ dsds’

(P — Grundmasche des Gitters der Translationen aus M) setze man
P (1 g, 0 (L=, 0 < ]

und erbiilt damit unter Beriicksicldigung von (36) aus (37) die Abschitzung

o
o e iy
Nt &

e~

ER AR -

< MA—8 ) e s

—

b, )

o {7y) wird jetzt erneut nach (22 wnd (32) abgeschitzt mit dewn Heswltat

¥ iy

r o

M= (tot5)? |, (zo)) = M (L— )"

U daraus zu schlieflen, dall 7 verschwindet, geniiet es wegen #y, £ 7= 0,45,

e Bedimgung

(38)

durch geelgnete Wabl von 7' zu erreichen. Setzen wir
G
{39 ho= g 10F5
und Dbezeichnen wir mit Ay (k) die Anzabl der Zahlen » oo, fir welche
P 0, Nv>T, Syl
w0 1st '

(40) F(T) = 3 By(hy bt

L=1

Macht nan einen Ansatz » — m -+ e dann dst ko S _
ANy - A2 - 0w und daher By (d) gleich der Auzall der ganz rationalen

Zablen w. welche den Bedingnngen

B—d T = bnd b= ()
geniigen, woraus inshesondere
, i
41 Bk = S 1

R T &
(I & Lk




TH H. Maal.

Wir withlen jetzt & 4, bestimmen dureh direkte Abziblung die folgenden
Werte:
& 1 2 3 4 50060 07T 08 8 10 11 g2

Bk (LY
By (k) [ I+ T 3 T ¢ N VB {

o
(IR
)
.

and stellen alsdann Test, dall
Fny « 006, F{9) < 3,040,
# ist nach Wahl von A dureh (38) bestinnmb:

e 10 1@5 ;*‘
Fiir diesen Wert ist

0,09 <= (1 99 0041 < (1 — 0},
go dall also

Fpy < (1 — iy, B3 < (1 — 4§
Firr die Dinension — 4 besagt diese Rechnung, dafi gy (1) 1dentisch ver-
schwindet. sobald by ()« O ftr » 2> =9 Wach (26) geniigh es, wenn »
die Werte 0.1, 2,2+ 2.3 dureh l.em{t. \\‘ enn b 0) = 0,805t (27) ay(n) — 0
fir alle », da es keine Spitzenform zur rationalen Modolgeappe My von der
Dimension - - 8 gibt, also st aucl by (1) = 00 Aus b(2) = 0 folgt daun
nach (27} auch f’n 4 = ) = 0. Man braveht also nor das Versehwinden von
drei Koeflizienten zu {asuiem.

In: Falle der Dimension — 3 mufl by(e) == 0 fir v 0, 1, 2, 2 4 ¢ ge-
fordert werden. Analog wie oben schilelit man, dal in (28) e (n) = 0 fitp alle #
gilt. by (0} — By {2 4 &) = 0 st also autemarisch erfiillt. und es Dleibt nur
nioel, by (1Y — By {2) = 0 zu fordern. g, (1) verschwindet berelts dann, wenn
Bo () - 0. Nach (27) ist ndanlich wie oben au schlieen. dall 4501 = 0.
Danp verschwinden nach (1) auch die Koalllzicuten by (v} fie » - 0, 2, 3,
und das reicht ju aus. win (@ (7))2 = 0 zu bewsisen. Hine Fovm ¢ (r) gilvt
s nicht: denn nach (28) ist b (0) = 0, nach (31) sowmit 6.(0) — & und daher,
wie soeben bewiesen wurde, (g (1))F - 0. Wir formulieren dieses Ergebnis in

Satz 2. Biwe Modulfors

Zmeg o
pr (0= X ble B
v 8
[
s W ound zr DHanension v versehoeindet ddevtisch, avenn

Lo (0) = by (2) == by (3) 0 fitr v = 4,

Dby (1) o By () $) Fir ¥
53 ‘!.!}._) (€1} == 4] fiir ¢ = 3,
4, slels fﬁr F— 1



Moduwlfonnen wnd quadeatisehe Formen, 77

Bepele von Madalformen zu M sind gegehen in den Eisensteinreihen

. ] 2ais s
{12 Gofry e L= B O 00e Fa
]
v e )
zu gersder Dimension — » 8) mit den Kooffizienten
277 |5 . ,
(13) ¢, (v SR SN

('f.(’?’j:}" BT i’/ {?) (e

- BV E) Der Zahlfaktor
vor dem Summenzeichen aul der rechren Seite der (Heichung (43) Lat liir
ro % hawe b odie Werte 120 baw. 240, Spesiell findet man

wobei Iy die Zetafunktion zum Zuhlkirper £

12005

Ca(l) = 120,y (2} = 600, (1 (3)

ik o )
) Co (3 15600, ) (3) = 175

Berechnet man nach (31} die Koeffizienten von (¢, (r})? zu den Exponenten 2

el 3, w0 ergibt sich auf Grund von Batz 2 die Tdentitit (& AT G
Wir betrachten jetze die eingangs genannten Thetareiben 9 (1. 8} #u

Klassen &2, positiv deliniter ganzzahliger gerader quadratischer Formen
GGy oo ) von e Veriwlerlichen und mit Determinante #2', Fir diose
Rethen gelten die drei Transformationseleichungen
= bt £,
ST, Q) = 0 (SeT Q) = 0 (D)
"
2
BT ) = N (- )% 8 e, §,).8)
. . . "y ‘ m o
H{r, 80wt also eine Modulform zu M von der Dimension 5 Daoes zu M
mir das triviale Multiplikatorsystom gibt, so ist notwendig

o

(87, Q) = Ne o 20 (0,0 = 2 (r. Q).

aleo o= 0 (4). Zu s = 4 gibt ey die Form

2 -1 0 I — &

. — 1 3 — 1 -
(15) R R,

e -1 —5 2

2y sei die Klasse, welche diese Form enthalt, Dhaveh Bl Inng divelter Summen
'

eridilt man dann quadratische Tormen der sensunten Art zu jeder durch
4 teilbaren Verdnderlichenzahl, Nach Satz 2 ist 0 (r, Q) = 6 {r). Unter

o
A

soll die Formenklasse verstanden werden. welche die rationnle Klasee Bwy

5 T Kloosterman, Thetarsiben in totalveellen alyebraisclien Zahifkéirpern,
Math. Anoalen 103 (1830), S, 276—209,
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der peraden Foren mit ganz rationaten Koeffizienten enthilt. Kine Form der
ationalen Blasse QF eestastet folgende Darvatellung®y: Man betrachte das

Catter By aller Veltoren x = (£, .. .0 &) mit rationalzabligen Komponenten,
iy welche

und hezeichue b wy, .., ug eine Gitterbasis, Dann ist

& H
(S naf = X s
fre 1 ikl

eine eanzzaliice gerade Form it Detenminante 1. Sie st daher in OF ent-

halven. Mive,, ..., & bezeichnen wir die Kinhettgvelktoren des 8-dimensionalen
i 4

culdidischen Rawmes, Wie man sich leicht iiherlegt, sind danp die Vektoren

ac S mit o = 2 hew. 4 von der Gestalt

5 5
a6 ez G=h 3 X o=t L I e =)
e o=

Do

2y, eyl ey by e, e B e D om)
(47)

V(2 epe) boagey (gy= L1, I ey o — 1)

f=2l i=1

s soll jetst 0 {r, L) = Gy (1) bewiesen werden. DBedeutet allpemen
a (2w, 83,,) (.l.ae Anzahl der ganzzahligen Darstellungen der geraden Xahl 2 »
dureh eine Form der Klasse ., so dall also

215
(‘18’) ’() (?:.\ Q'm) = i § 2:1 43 (2' ¥, gu-n,) & %: 5;
¥ (; 0
=
20 brauchen wir wach (3) vnd Batz 2 mar
(49) 4 (d, Q) = 15600, (6, D) = 175200

zu bestitigen. Uiese beiden Darstellungsanzahlen werden jetzt durch direlete
Abzithlung in folgender Welse bestimmt. oy (20, QF) sel die Anzahl der ganz-
rationalzahligen Darstellungen der germden Zahl 2w durch eine Form der
Klasse 2F. lde Vheparethe

Golr, Q5 =1+ 2, u(, (29, DF) g2t w

n ==

bt clann bekannotlich mit der novmierten Kisensteimreihe zur rationalen Modal-
gruppe My and zur Dimension — 4 ientisch, Aus dieser [dentitiit werden die
Anzahlen

(50) ty (4, QF) = 2160, ay (6, QF) = 6720
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q
abueleitet ). Wir betrachten nun die Vektoren x = 2 zu, mit «, c o,
i

Da [, ¢ eine Basis von o, so erhilt man offenbar jeden wolehen Vektor, wenn
in = a-+be die Vektoren a, b unabhiingiy alle Gitterveltoren ans =,

dorchlanfen. Hs et dann

e g + B {2al - bl e.

Fir =2 - 4 byw. 8 wall daler

af - B2 - 4, qb e
Draw.
a? b2 — 6, ab e - LDb2

gatreffen. 1He Abzéhlung der Lésungspaare ¢, b wind so vorgenommen, dafl
ran alle Panre a, b mit gleichem Werr o2 20 einenn Kowplex zusammienfaie.
Diesem Prozeld entspricht die Zorlegung

43 ("{'. mg) E e (‘1. Qf’) g !l:;:,

w (6, Quy = oy, (6, QF) 4 af | af,

wobel ¥ gleich der Anzalil der Paare o, b c Zy mit

af == b2 = 2 ab o~ 1,

af gleich der Anzebl der Paare o, b o Iy mit

und af gleich der Anzahl der Taare a, b c 5y mit
0 o 4, B2 2 b o= o 2

Beachtet man. dall die vorkommenden Yeltoren a, & sintlieh dureh (46)
wiel (47} gegeben i, und diskutiers alle moglichen Kombinationen, so erhilt

man
¥ = 15440, of — 1382400 of - 30340,

waraus sich mit (51) und (B0) wirklich {49) ergibt. Wir erhalten folgendes
Resultat:
Satz 8. Es bestehen die Tdentitélon
Blr Q) - Ga(rh BT R G (G (F i),
d. b oes asl
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£y

h

ry

Bestimning von Klassen quadeatiseher Formen,

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist ey Nachweis, dall es auler
den Klassen Q. 9, - Q. Ly kewe anderen Kussen gerader Wormen mit
Dreterminante £ in 4 oder 8 Verinderlichen mebr gibt, Zu diesen Zweck
sollen die Gitter, welche den Rlassen soloher Foren zugeordnet werdey.
einer niheren Betrac Ltung untevzogen werden, Wir 1>c|1«uh’rvn eine beliehige
ganzzahlige gerade Foem @ (2, .| J,I,,,) iber B (V r}) mit Determinante
anel denken wns Vektoren wy, .. . 1, derart Lestimmt, dall

i
(5) ¥ = (e, L a,) Wit oy
=
kzi3
oilis In dew Gitter 17, aller Veldboren ¥ - 5 A mit Koelfizienten @, < o
=y

ist die Tellmenge 7, der Veltoren ¥ mit ¥ — 2 von besonderem Tuterasse,
Fiir zwel belichige Vektoren x,, go o U, Ist ostets ¥2, c oo: den es sk

w

N o v, - -
(Tp b 2ot 3] —xf e 2xinoc 20

Fitr Zahlen o ans B (V5) sel durch o ~» o' der Automorphisimns des Rérpers

bezeichnet. Man bestimne nan Veltoren .o, derart, daly
i
3L ey .
(“:—‘l "!‘i“,nj) - G} (,,r“ HRIRE “"m)
d o
mitderzud) (o, #,,) konjugierien Form {ibereinstionit: sett man noch
n
e X w ez o f.s’,,,. 8o ist ¥y x) fhivry, w, o U, in gewdhnlichern Sinne
Frd - i
Z 1y ¥a konjngiert, b, es ist

(31 22)" = ¥ 2.
Angewendet auf Vektoren oy, ap o V,, folgt darans, weil

af =a® 261, 2) und o o] Jaah, o2,

dali die ganze Zabl ay a sowie ihre K onjugierte dera Betrage nuch hochstens
gleich 2 sind. Daher kommen nur folgende Skalarprodulte in Betracht:

Ay 0y = ;'-)‘\ &, ], £ 1". - " E, — i\ — g, - 2
Dicse entsprechen den Winkeln
(B3] 20 (0g, ag) = 00, 369, GO0, 720, 900, 1080, (200, 1440, 1800,

s komuien also nur Vielfache von A0, G0Y und 900 in Frage. Bine beliebige
Veldormenge heillt reduzibel. wenn sie in zwei nicht leere orthogonule Teil-
wengen zevlegt werden kaun. ist das nicht der Tall, dann irrechuzibel, Um
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¥ by

eine Binsieht o die Bteuldur von 1 ’.,,, U gewinnen, gendigh es offenhar, die
4

veredhuziblen Bestandteile vom V,, zn besthmen. Wiz wollen zunichet fi

i
stellen, welche ehenen Vek iu‘imnE}muum(mvu i VL midghely sind. The
Veltoren ap, a1, selen linear unablhiingig: sle erzengen eine powisse
Fhene € Welche Veltoren von ¥V, auBer ay, 0, legen noch m ¢ Ich be-
trachite alle diese Vektoren wwl die Winkel zwisehen je awel benachbarten,
Traowmit @ anch o a in V,, legt. so treten die Winkel paarweise aul und s“mi
Vollwinkel 3600 zorfillt nach (B3) in gerade Vielfache von 300, 600 und 90

2h - 300 - F g GO0 L L 00 e BG0Y,

e d

Ang disser Gleichung lolpt
4 5 '?-g . ] 3 "}‘{ . l'x' 2 [x']
el damit
by = by L

T kann alse imumer nur eine SBorfe von Winkeln \-’U:f‘i;(;%al;.;..ae';.l_. Indem wir

nitigenfalls ap durch - qo ersetzen. kann bereits ayo. 5 0 vorsusgesetuzt
werden,  Der Fall a0y — 271 kann  dureh Hrsetzen von qe  duveh

e My b a) oV, waul den Fall ayq. - s opurbckgeliibet werden., oo
sprechend den Werten

m{i nun genau die drei folgenden Konfigurationen mégheh:
Ein Viereck fiv a,qy = O

(54} by, o {redusibell.

2, Bin Sechzeck fir a;0, — 1:

{05 Aoy,

3. Fin Zehneck fir ajas = &

{36) oay, bae, e o), b {ay - ey, boelar — as)
Diese Uberlegungen veranlasgen nns, allgemenn Veldordiagramme T, o
E;eiﬂ?‘mthtczm fitr welche wir fordern:

. WL st iveduzibel und enthdls A linear unabhingize Veltoren.

. T zwel Veltoren aus W, kommen andere Werte des Skalarprodulibes
als (L N (1 w01, 2 nieht n Betraeht.  lnshesondere st
af o= 2 e alle o o WL

Sind ay, ay lnear unsblingige Vektoren ans W, s0 erzeugen sie
i W eut.&;prec.h.mué thren Skalarprodukt, eine Vier-. Sechs- oder Zehneck-
konlignration.
Diejenigen THagrammie, in welchen nur die Skalarprodukte 0, -1, .2 2
vorkomumen, sind aus der Theorie der Lieschien Rumge bekannt und solien
hier nicht melir betrachtet werden. Wir wollen daber voch verlangen:

Hathematische Annalen. 118, G
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4, W, enthilt eine Zelmeckkonfisuration.

Ba wird sich hersusstellen, dall es nur zu den Thmensionen & — 2.8, 4 eh
Diageamm W, gibt, und zwar jewells genau eims. Fir & = 2 {Ese.ae B
hauptung bewiescn, Wir diskatioren den ¥all £ - 3

Naech 4 liegh in Wy ein Thagravun Wy = Jag. as] mit ajay - & Wir

bestimmen, was nach Toomdoglicl isto einen von ay . oy unabliingigen Yektor b,

der aunf W, mieht senkrecht steht. Hel dann etwa bop == 00 Wir kiinnen
tann b durch emmen Velktor by o der Ebene von ap umd b ersefzen, so dal

By 2" it v o O oader | gilt, Dabel hat man Tmc*i] die Fretheit, b, durch
s ay - By oz ersetzen. Wit benufzen sie, um ant alle Fille bia, == 0 20
erreichen: das soll vorausgesetzt werden; ex 18t dann bioy — -+ 2 . Do owmn
Slay. na) e B0 K (b ) oT 000 se ast X (DyLag) E O8O0 By il daber
By — & Fie v o~ § selipidet o= boans, da b, nicht in der Ebene von

.

ap, ag legt, Dnden fiinf fibrigen Tillen kann eine Linearkambmation ay derarr
bestimme werden, dall ayay = 0eay = ¢ gt Fntgprechend den Exponenten
paaven (v, o) = (L DL (1000 (@, L, 0 (00 — 1) withle man e = by
by ey, by b ean. e {ay b oay b]) Ty b ay). Wi erhalten
damitin Wy Velktoren a, . .. ay mit o, ap = & fivd == b Jedes Diagramm 77,
welches diese drel Vektoren enthialt, mind rm(*,h 3. (?.zm Hvatem fa). aq. 0y] der
Veltoren
(57} ay, e oy e g an). mef{ay - e) (e b e g ay)

und aller derjenigen enthalten. die aws (37) durch belichige Permutation der
Ziffern 1, 2, 3 hervorgehen (Gesamtzahl: 30 Vektoren). Die Art und Weise
wie ay bestimmt ist, Lt erkennen. dafl anch der wesprimglich avsgewdhlte
Veltor I vony Typus eines der Veltoren von (B7) st also in [ay. as, ag] ent-
halten . Wir bewelsen nun

{BA) Wy o= |ay. az, ag.

v m

d. bl jeder Veletor aus Wy kommt unter den Typen (57) vor. Sei 0% cin be-
Liebiger Velktor aus W5, 0% steht nieht aut allen a, senkrecht; sei also efwa
B¥a, = 0 Lisgt b in der Bhene von ay, ag dann isf 0% o Wy = o). 0.
o fay. @g, og). Dsb B dagegen van o). 0. lnear vnabhiingle. dann Destimn
wan wie aben of in Wy derart. daf o, 0f = aeaf - 2 und 0% < [oy, as. of

Lidgt man mit dem Ansaty of = oqa;) -+ agde - aygog die Gleichungen

aad - oo oo, af 2

go erhils man die Veltoren of — oy S ag) - ag. Der zweite

b 1
Veltor lat mit a, eln unzuliissiges Slalarprodudet, so dall also of - as.
3 by B ’
womit (58] hewiesen s,

Wir kommen jetzt zur Dimension & - 4, Auf Grund
von 1ound 4. muld in W, ein Dingramm Wy = oy, 0. ag] mut a6, — & fiiy

i == L enthalten sein, Wir bestimmen einen Vektor b i W, der nicht in T,
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liegt und auf Ty nicht senkrecht stehs, Wir nehimen wieder apn. dali bay = 0.
Wie wir gesehen haben, kann dunn ein Vekbor By omib by - axb; - e auf-
gelunden werden. o dull b = |q,,

byl Bs ist daber auch b, nicht in ¥,
enthalten. da sonst auch b in W, Hogen witrde,  Geometriseh ist nun sofort

i sehen. dall nur noch ayby ¢ oder 1 méglich ist. Ty zweiten Fall setoe
manag s by b oeageaf o by gy boeay und findet Thie diese Volokoren
aus Hy die ”ixd}flrpm{hl]de may — aaf = agaf . oaga® afaf - o« In

allen Fillen ist damit m W ein Syvatem von vier Velctoren zu ennitteln. iy
welcherm das S3{1LE.&,H"}')‘I‘U([[!l(?- von Je zweien gleich » ist. Fitr Jdie Vektoren
dieses Syvaterns withlen wiv nunmehr Jie Bezeichnung ;. ay. 0y oy, e @il

somit a,q, -0 & filr © oo b W, il nacl 3, notwendig das System [a,. ..
ay. agf der Yektoren
ar. chday o eaeh ey a2 fag - ).
GE) S et oy oy - oas) - T L (\TI m) 2 ay).
----- o s - e Uy b aa) (e b aw - say e 8y

uted aller derjenigen enthalten. dic ans den Veltoren (591 durch beliehige
Permutation der Ziffern 1, 2. 3. 4 cotstehon {Gesamtzahl: 120 Vektogen).
Auell jetzt gilt wieder

{6560) Wi Jar as. ay. ay)

Hiingt ein beliebiger Velttor b e !1"4 linear von ay, ay. ay ab, so Hegh wesen
der Eindentigheit von Wy der Velctor b in Ja,. au. as]. Wenn dagegen b von

den Vektoren ay, wae. ay linear wnabhiingle und ebwa B a, = 0 ist. dann be.
stime man emen Veksor b, o Wy devart, dall a,b; - Baliy = 2
b= [ay. ag, by ]. Es' it simm notwenidiy agb, g ooder 10 Mit dem Ansatz
Dy - asar b asag - agay b oogag b = 2 erhilt man it ersten Falluls T Lissungen
VOn ay by ai{u ------- az bl = edie Vektoren by - g und o7 (g, q. -a;,,) —ay.

i zweiten Fall als Lsungen von o) b, it by £yl I die Vektoren
be e Moy ey g — ay und ay - oap e Flag - ag) Damit ist er-
kannt. dall b, und folelich such b i L ag. ag. ay) legen, womit (60) hewiesen
Die Bingicht. dalf das System (609 auch wirklich e Forderungen 1, bis 4,
hsten. wenn wir beachton. (ad das Di agrarmm 1,
au Ly die Porderangen 1. his 4 arfiill wond 120 Veltoren besitzt, wie mr]w

spitter heramsstelli. Damit haben wir alle W, bestimmt: dean B, existiors

erfiillt, gewhmen wir win einfac

nicht mehr, wie sich aus der folgenden Uherlegung ereibt. In ;mimn {hypo-

thetischen) Diagramm 15 finden wiv suniehst ein Diagramm W, - [a;. a..
ag, auf mit ggu, = & fiie s = b Sei b ein Veltor aus W o der m(‘h'i in By liegt
und auf Woonicht senkreeht steht. Nelmen wir etwa wisder ba, -+ Uan. so
Lann wie oben ein Vektor b in 15 wefunden werden. so (af a; by - ash, s

uml O oy, ae. by gilt. Es |)€?.\!.é.]1_t‘.{1 flann nur die Maglichkeiten

aghy ~ & oder 1, a5, & uvider



84 H. Maah, ModoHormen und quadratisehe Formen,

Drer ¥all agh, — aub, ¢ seheidet aus. well sonst die Veldoren oy -+ as 4
Cer ey 4 oay) und aq e oaw = o (ag 4 by) mik einem unzalissigen Shala-
produlet in Wy enthalten witren. Wenn aber azby — gl i dlann iss
(@ e (b ad)by o 20 also by - a a7 oy ey und
Gubier b = 7. wns nicht sein sollte, Aus Gritnden der Symmetrie hrauchen
wir puar noch den Fall agb, g, ayby L oz betrachten. Hierlir st
{em g -+ ag = ag} - ag) by = 2. also by gml{ay b g+ oog) - oo, woraus
wieder der Widersprueh b o By [olgth,
Wir diskutieren Jetzt die Vektordingramme 17, zu den gquadratischen

Formew € (o . ..., @y} fiir die Verinderlichenzablen w = 4 und 80 la den
Tourierreihen zur Thetareihe von ¢ (. .., 2,) uwnd zur Hisensteinreihe
G, (v) stimmen die konstanten Koellizienten iherein, daher foigh aus (27)
auch einem wiedethols angewendeten Sebluf, Jdall aveh die Koelfizienten
zmn Bxponenten 1 iibereinstimmen. Daher ist die Anzahl der Vekioren in ¥,
vletel 120 hzw, 240, Das cinzige Veldordiagramm mit der Veldorenanzalil 120
baw. 240, in welchem keine Zehneckkonfignration liegt, ist dag in der Theorie

der Lieschen Ringe mit ., bezeichnete Dingranun®), Kommt dagegen eine

Vehneekkonfiguration vor, so sind Vo Wy und Fy == Wo o W, die einzig
mighchen Dingranume. Wenn {70 4 baw, 8. das Thagramm Wy baw.

W, -« W, oder d

Wy -i- W, oder Ay eine I mhmlent ahinasehe von {7, vom Volumen 1 Daher

enthilt, dann hillew Dereirs o Veltoren aus I-i'“‘.k_ haw.

w3

ist jede ﬂ‘*ffﬂi@- Form ¢ (ry, ..., 2,0 mit Deferminante £~ i - 4 und &
o
Ly

einer der Forpenklassen O, Q, — £, Ty enthalten. Die Klassen 12y

i 9, sind verschieden, weil Wy 4 W, veduzibel und Ay tereduzibel 1sf
Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen zusammen in
Satn 4. Fine belichige positiv definite ganzsahliqe gerade puudratische

Form O ey ooy diber RV BY it Deternetninte &

it

Uy g e A e, 8

Verimdertichen 551 v der Formenkiosse £ Do etner dey Hlossen 8 -0 D0 By

i ponernander versehivden: Qg end-

enthalten, e Klussen S, - Gy wod S s N

hiilt Formen it genzrationaden Koeffizienten,

{(Pingegangen s 2. 10 184



