Zur Theorie der automorphen Fuuktionen
von 4+ Veriinderlichen,
Von

Hans Maali in Heidelbery,

Tos sei G eine diskontinujerliche Gruppe von hyperabelschen Trans-
formationen

(1) S = {SH)’ R SHH}

mit reellen unimodularen Matrizen
redrl AU
(2) S0 = &a _ ﬂ) (v = 1, ..., B}

welche einen Punkt 7 = {'V, ..., w7} des Teilraumes %, definiert durch

3) _ S e 0 (=1, .,

in
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iberfithren. Ans T erhiilt man eine neue abstrakte Mannigfaltigkeit 9,
indem man alle Punkte von T identifiziert, die nach einer Zubstisution von G
dquivalent sind. Die Bestimmung von R entspricht der Aufgabe, fiir Gin¥
einen Fundamentalbereich anzugeben. Wie das im allgemeinen und im
besonderen fiir die Hilhertsche Modulgruppe und deren Untergruppen von
endlichemn Tndex zi machen ist, habe ich in einer friitheren Arbeit?), auf
welche auch wegen der Dezeichnung und Definitionen verwiesen sel, anafithrlich
puseinandergesetzé.  Die vorliegende Untersueliung  Liefert einen  Beitrag
zur Theorie derjenigen in T analytischen Funktionen, die als eindeutige
Funktionen ither B aufgefalit werden kinunen, d. L. automorphe Funklionen
zu & darstellen. Der Begriff der automorplen Funktion wird dem allge-
meineren der automorphen Form der Dimension —7 mit dem Multiplikator-
system » untergeordnet. ¢(7) heilit eine automorphe Form von G der Dimen-
gion — ¢ mit dem Multiplikaforsystem », wenn

) @ (87) = v (5) Nyz + &) plr) fir S=(p 8 SC G

1y H. MaaB, Uber Grappen von hyperabelschen Transformationen, Sitzungs-
berichte der Heidelberger Akademie der Wissensehaiton, math.-naturwiss, Klasse {1940},
9. Abhandlurg, im [olgenden aitiert mit M.
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und iiber die Singularititen von g{r) geeignete Festsetzungen getroflen
werden: daber misgen die Funktionszweige der mehrdeutigen Faktoren von

(6) NG oy = LG

ein [ir allemal festpelegt werden., Eine Form (1), fie in allen Punkten
eines Fundamentalbereiches zv G, einschiiedlich der parabolisthen Spitzen,
regulitr 1t, heilit eine ganze Form, der Quotient zweier ganzer Formen gleicher
regller Pimension - mif gleichem Multiplikatorsystems o {|»

= 1} eine
automerphe Funktion. Ts st in dlieser Arbeit, olne daff stindig darauf
hingewicsen wird, immer nur von ganzen automorphen Formen lie Rede.
Fitr Transformationsgruppen G mit vur endlich vieten iniiquivalenten para-
bolischen Spitzen wnel einemn Fundamentalbereich vom Typus des in M., §3
fir die ilbertsehe Modulgreppe abgeleiteten wind als TLaupiresuliat der
vorliegenden Untersuchung der folgende Satz bewiesen. Alle automorphen
Funktionen sind rationale Funktionen von an -t 1 festen automorphen Funk-
tionen, unter denen sicli » (ber dem Korper der komplexen Zahlen algebraisch
unabhiingige belinden, Tir die Hilbertsche Modulgruppe ist dieses Hrgebnis
hereits von Blumenthal?) ausgesprochen worden. Es bestehit aber leine
véllige inhaltliche Uhereinstimmung der Resultate, weil der Blumenthal-
schen Arbeit eine umfassendere Defmition der automorphen Tunktion zu-
grunele liegh (vgl. auch die Hinleitung zu M.). Teh Tiabe miy in der vorliegenden
Abhandlung die Methoden, mit denen Siegel die Theorie der Modulfunktionen
n-ten {tades begritndet hat3), weitgehend zimutze gemncht. Das wicksigste
Hilfsmittel zum Bewais des oben formulierten Batzes hesteht in der Erkenntms,
dafl eine ganze automarphe Form der reellen Dimension — r mit dem Multi-
plikatorsyetem o (o] = 1) identisch verschwindet, sobald in den | Potenz-
rethenentwicklungen' der Forin zu einemn vollen {also nach Voraussetzung
endlichen) System von indgnivalensen parsbolischen Bpitzen gewisse Koeffi-
sienten i nur von der Dinension - abhiingiger Anzalil verschwineden.
Thas ist die Verallgemeinerung der helannten Tatsache, dall cine ganze Modul-
form zur rationalen Modulgrappe in der einsigen parabolisehien Spitas des
Fundamentalbareichs keine Nullstelle zu hoher Ordnung hat, ohne identisch
zit verschwinden. Um zu beweisen, dald eine automorphe Funktion, die sich
als Quotient zweier Formen aus der linearen Schar {G. — 7, ¢} aller ganzen
Formen der Dimension -7 -~ 0 mit dem Multiplikatorsystem » (|2] == 1)
darstellen lilit, anch als Quotient zweier Formen einer Schar (G, -, 1}

2 (4 Bhumenthal, Uber Modslfunktionen von mehroren Veranderlichen,  Frato
Hiilfte: Math, Awnaslen 56 (1903), S5 2548; zweite Hialte: obenda 58 (1804,
IS SRS

UL Siegel, Einfihrung in die Theorie der Modunifunktionen n-ten Grades,
Math., Annalen FLG {1930, S 617 657, im folgenden zitiert mit &
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mit ganz rationalem ry dargestelit werden kann, werden die von Pefersson %)
aufgesteliten Paincaréschen Reilien &, (7573 A, Ry auf 2 V eranderliche
verallgemeinert wnd ausfiihrlich diskutiert.

Die eigentliche Bedeutung der verallgemeinerten Poincaréschen Reihen
liegt darin, dali sie einerseits alle automorphen Formen reeller Pimiension
— 7 < — % mit cinem Multiplikatorgysten o vom Betrag | linear darstellen
(Vollstiindiglkeitssatz) und andererseits dureh {unktionentheoretische Tigen-
schaften charakterigiert werden kénuen. Der Tewels dieser Behauptungen
gestaltet sich mit Hilfe der Peterssonschen Metrisierung der ganzen mitho-
morphen Formen 5} berrasohentd einfach and demonstriert aufs neue che
erstaunliche Tragweite der jingst von Petersson entwickelten Methoden.
s verbleibt mir nur, die Ergebnisse der nntert) und ) zitierten Untersuchungen
auf » Verinderliche zu Gbertragen. Dabei ergibt sich eine Villle neuartiger
Bezichungen zwischen den Poincardsehen  Reihen in » Verinderlichen. In
welcher Weise sich die niché-ganzen automorphen Formen, die sich in jedem
Punkt des Fundamentalbereichs . rational” verhalten, an dem Aulbau der
hier entwickelten Theorie beteiligen konnen, miiBte noeh besonders unbersuchb
werdel.

Auf die entsprechenden Verhilinisse, inshesondere den Reweis des Voll-
stindigheitssatzes fir die Stegelschen Modulformen n-ten Grades gedenke
ich an andever Stelle zuriickzitkommen.

§1.

Muliiplikator- und Faktorsysteme. Entwicklung antemorpher Formen in
den parabolischen Spitzen.

Thas Studium automorpher Formen heliebiger reeller Dimension — 7
macht fir reelle y*, 81 A= 0,0 (v =1, .., 1) eine generclle Augwahl der
Funkéionszweige ven N (yt - 0) notwoendig, Um den Anschlull an die
Peterssonsche Bezeichnung des formalen Apparats 7y der Theorie der auto-

4y H, Petersson, Theorie der automorphen Formen belichiger recller PHmension
und ihee Darsteilung durch eine neue Art Poincaréscher Reihen, Math. Annalen
103 (1930}, 8. 369436, im folgenden zitierh it P,

5) IL. Fetersson, Tiber eine Metrisierung der ganzen Moduliermen, Jahresbaricht
der Deutschen Mathematiker-Verelnigaug 49 (1939), 5. 40--75.

) 1. Petersson, Die linearenn Relationen swisehen den ganzen Poinearéschen
Reihen von reeller Dimension zur Modulgruppe, Abhandlungen aus dem Magh, Seminar
der Hansischen Univ. 12 (1938), 8. 41h-- 472,

7} H. Petersson, Zur analytischen Theoric der Crenskreisgruppen. Teil T his 1V
Math. Amnalen 115 (1938}, 8. 923--047, 1762064, RIS—BTE, H70--704; Teil V: Math.
Feitschr, 44 (1039, & 197--155, im [oigenden zitierd mi+ BT bis V.
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morphen Tormen zu waliven, ist folgender Fixierung vor andern der Vorzug
zu geben: Fiee Tt -0 (o= 1oL, 0 sed
N (3T b 8) == erSlogtie e b,
log(.},(i'j piv + é(s}} — ]")gg',”(”ﬂ” -+ lj(w)l - 7 arg (’}f"’)f“’ S (_Y”),
| o 4 2 f )
‘ arg { T+ -—-—)ma.r'r o Jile ¢ =R 0
e (x4 5 oo fir 720
arg 4t fiir 30t = 0,
5(1) ;)h')
om0 arg(t“' + m) =7 3T

1
arg 4w —

r

Setrt man fiir reelie unimodilare 3,8 von der Art (1) mit den zweiten Zeilen

&) M ows (g, e, S = (o dy, A8 o (0¥, 03
von M5, M8
0y L (M8 = g N7 b py) — arg ifr e o) b oarg (T M)

{fiir alle Konjugierten) nud

Lair z‘ 14‘(‘!!(‘), st)
(10) atH(M,S) = BTSN S v ]

so gelten die Tolgenden Qiegeln (o7 = o):
(1)
und it (R)

2)

[ (J.’T T
Niprtm :

wie die Betrachturgen in P. 1 lelwen, Die w-Werte kdnnen aus P18 44,

Satz 4 entnommern werden, Iitr dag Multiplikatorsystem » einer Form ¢ (1)

der Dimension — ¢ sind zofolge (5) und (12) die Relationen

(13) kil {L; JII"Z) e (}'{') (L[. J.’J-l} 1 {L]) kH (LZ) j.ﬂ)f Ll . L_,_\ o G

erfiilit. Alleemein soll ein nicht verschwindendes Zahlsystem o, fiir welches

{13) gilk, ein Multiphikatorsystem fiv G zur Dimension —r genanng werden.

Wir vereinbaren wie im M. folgende feste Bezeiclinung:

(12) N (,fl.,_S?: -} ].lz)" — G(r} (l‘[, S)

. 2 A0
(14} U ({.} O D= {g o)
und definierery My, (k= 1, ..., #) durch
' | Lo 10
AL ALES N .
A ( 0o !)_ I == (0 1), P Lo

Die Bedeutanyg eines Multiplikatorsystems v it sich, sofern Iy noch nicht
in G enthaltom ist, auch auf die durch %, erweiterte Gruppe fortsetzer, -
demw man, wie en dureh {5) geboten ist,

(15) w(Ep ) o (B Ly e e () fir Lo G
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sebzt und sich daveon tiberzeugt, dall die Relationen (13} auch fiir die erweiterte
Gruppe bestehen. Wir kinnen daber, ohne dal} die Gesamthelt der Muiti-
plikatorsystere von G eine Beschrinkung erleidet,

{;18) Ek - G {L == }s LRI ')’L}
voraussetzen, )

Pransformieten wir eine Form gz} c{G, —r, v} mit einer reellen uni-
modularen Substitution 4, so erhilt man in
g4 )

(17) ot (1) = —

MAm, -+ ay” {f_i = (a1, a2))

eine Form ans {4-1GA4, wr,vA} mit dewn Multiplikatorsystem

- 4 - {.{1 SA 1 A) -t -
(18) oA (S) = v(d8SA4-Y 7 RS , ScAG 4.
Die Multiplikatoreigensehaft von »4 kann anch direkt aus (13) mit Hilfe
von (11) ahgeleitet werden. Man iiherzeugt sich leicht, dafl auf Grund von
{11} und (12} .
AVE 1 ’ AVH = A B
(1% ()8 = (”(é 5 @, (A =
gilt, aullerdem

{20) pir) = oL} plr), vF = fir L G

Wir wollen jetzt voraussetzen, daf der Punkt oo == {oo, ..., o) para-
bolisehe Spitze von G ist; d. h. in der affinen Gruppe A von G soll es » unab-
hingige Translattonen nnd n — 1 hyperbolische Substitutionen mit unab-
hiingigen Multiplikatoren geben (vgl. M., §1). Der Modul £ der Translationen
aus A reprisentiert ein diskretes Giitter und werde erzeugt: von den Trans-
lationen o, .. ., o,! !

1o [&1 ,I PR O(,,]. '
Tiir die Multiplikatoren der Substitutionen aus A sei AF, .. A2 eine Basis.
Um die der Spitze oo zugeordnete , Potenzreilienentwicklung™ einer in I
reguliren automorphen Form (7} fiv G — r-ter Dimension it demn Multa-
plikatorsystem v ableiten zu kénnen, schicken wir folgende Uberlegungen
voraus. Der Modul wm wird definiert als die Gesamtheit der Criflen

po={p®, oo pt, fii welehe Sap ganz rational bei heliei;ig‘;el‘ Wahl von
o ct, was durch
(21) SEp) =0 mal [I]z2nxcm

ausgedriickt werde. Ven den durch

(22} S oy ) = &, (= Kroneckersymbol)
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definierten Grillen gy, ..., it dann leicht zu zeigen, dall sie den Modul m
erzeugen. st damib als diskeetes nodimensionales (itter erkannt. Tst 72
ain heliebiger Multiphikator von A) so gilt wegent - A2 -t (vagl. M., § 1) auch

(2% AZm o=
Weil alle ;o < u diskret licgen, so kann aus {23) geschlossen werden, dal)

entweder alle Konjugiesten p8' (v = I, ., ., 2) von p < verschwinden
oder alle von 0 verschieden sind:

(24) pom, dann g~ 0 oder g 7 0

Wir setzen

{20) w (L) — 227 i g ot

undd kdnnen dabei p (¢} linear in o annebimen. Um die Kxistenz einer {iir alle
w <t ogiiltigen Lisung s = £ L 2" von

(26) o la) = 5 feg) mod [1]

zu zeigen, geniigh es wegen der beiderseitigen Linearitit in e, (26) flir e, , . . ., oy,
zu erfiillen. Das speziclle System von n Kongruenzen, welches man so erhilt,
ist aber loshar, da die Determinante le!’] 4 0 dste 2 st mad m eindeutig
bestinunt, Zu einem bedieligen Multiplikator 22 von A wiililen wir

Uin, o A

r

und transformieren mit dieser Transformation die Translution U% o <,
Auf Grund von (13) nnd der Bigenschaften des Faktorsystems o folgt

dann leicht

(27)  (Usy = o (P D - 00D, U™ = 0 (U,
d. .
{28) o (w22 iz o (@) mod [1] fir o =t

Nach {26) gilt also
Dz Sn(l — 2o mod [1] fiir o,
mithin
(24} (1 - A oo
Auberdem notieren wir noch

{30 poom = p (L — 2% oo

Da nun alle Kemjugierten 27 (v = 1, .., #) algehraische Binheiten sind
unel einer Gleichung

fley = &' Loy A N M|

mit ganz rationalen Koeffizienten , geniigen (vgl. M., §1); so sind also
(L— 2" (== 1, ..., n) Nullstellen von

y (;]\) ....... f(; - .’."),
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Da wir # > 1 amnehmen wollen, es also mindestens einen unabhingigen
Multiplikator 42 gibt, so kann bei allgemeinem A% das Polynom g {z} lkeine
Potenz von = sein:

(— 1P g (@) = a® ™ (2" bya™ L4 .4 b, b, =0 m= L
Nach (24) und (30) sind nun alle A% (= [ .., n) sugleich von 1 ver-

schieden, oder alle gleich 1. Wenn daher 2 - 1. so kommen also unter den
Wurzeln von

h(r) = & 4 byam—1 4 .+ by
die Zahlen 1 — 402 (v =1, ..., ») vor. Aus (29) und (30) kann damn auf

b, ® =m geschlossen werden, s gibt also eine klemste positive, ganz rationale,
vom Multiplikatorsystem unabhiingige Zabl p derart, dalb

{31} poccan, pogans rational > 0.

Danach sind fiir 22 < m wegen (24) die Konjugierten von u + » gleichizeitig
Null eder nicht Null

{32) pom =+ x =0 oder p x40

denn eg gilt p (pr + #) <. Inshesondere folgt ans (31) auch, dali » reell,
also

(33) ()] =1 fir ot
Wir geben jetzt die .. Potenzreihenentwicklung® von ¢ (7) zur 8pitze oo an.
Nach (25) und (26) hat

p) = et g ()

die Perioden o — t. Durch

(34) 7 — )’f]ugocgp (p=1, ..., m
Pead :
fithren wir neue Verinderliche #q, ..., %, ein; man berechnet ste nach (22)
direkt aus
{35) Sp,T= U, (0 ==1,..., n).
Fiir die Funktion
4 (u]_, e Q'J're) = Yy (T),

die in jeder der Verénderlichen w, die Periode 1 hat, gibt es dann wegen der
Regularititsannahme eine in ganz T wiiltige Fourierentwicklung

n
il gaf X kyuy
(36} ;{(u’h DR un); Pl ey by € o=t
[URRRTE, R
Betzt man
7
{37) 2: !‘79 fo = fby Gy ky T ﬁ(ﬂ 4wy,

p=1
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so ergibt sich sehliefllich die gesuchite Rethe

(38} q’)(?‘) = ‘}J {!_(‘M ’1'%)627[3(“ bt
nCm
Die KoeHfizienten berechinen sich aus

"

1 { b .
(39) (- %) == ] ~ \ g g)ed7ISu b gt gl
L
e
wohel

T — &+ iy, Rey, =1, {=1,..., m),

r)(J:l”, L ] |
AU 5 B

und B die Pankbmenge, welche dem Wilrfel

|ty =4 (h=1,... 1)
entspricht. Die Entwicklung von ¢(z) zu einer beliebigen parabolischen
Bpitze s von G erhdlt man. indem man s durch eine reelie uimodulare Sub-
stitution 4 in die parabolisele Spitze o von A G A1 iiberfihrt:

{44 As — oo, A = (ﬂ'-{} (i'-:;}-

ity Wy
Auf die Form '
-1
. o (A T ; _
{41) i)y = 0 N ATt 4wy p(d )
N(—d, 74 ay)
aug der linearen Schar {4 G A=Y, —»p 27 "} sind dann die oben abgeleiteten
Resultate anzuwenden, Kennzeichnen wir die zur Grappe G A1 wnrd zum
Multiplikatorsystem 2% gehiirigen Grifien und Modulen durch den Index A4,
so folgt aus (38)

{412) f]l"i i (‘E} e L‘ . (‘n ,: zl!)einisiu i z‘i}r,

i Cm_‘
also nach (41):

(43) N (R; T "{* (L:_:}r b (T) = ‘Z iy (’l\', _L H.-l) 82 EERTELE SN T'
LU S

Bet 22 der Multiplikator eier Substitution
Ui D,
aus der affinen Gruppe von A4 G A7, dann folgt, wenn man auf beiden Seiten
der Gleichung
Pt T2 By = vt (TEDYND T ()
die Reihenentwicklung (42) eintriigt, aus der Bindeutigheit dieser Iut-
wicklung, dal
(A4) g (i1 ooa) = ot (U D) N T BT T (b ) 0
fir powmy, WD, cAGAd L
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Neben s set auch noch s; eine parabolisehe Spitze von G. Tiir reello wnimodu-
lare Substitutioner A und 4, sei dann

As = A s = oo
Sind s und s; nach G fquivalent (der Fall s — s; mit eingeschlossen):

= ]1‘1‘ L c G,
so gilt
(45) ATy =LA U D,

fiir gewisse flp. Ay Mitt, und t, bezeichnen wir die Moduln der Translationen

8 i Ay :

aug den affinen (:mppen von AGA-1 baw. 4, G A7 = D, U™
it

cAGA-Y - U D, . Offenbar gilt also
(46) t,

—2 N _ N
ao= b A umd m =y A

denn wt, besteht aus den Ldsungen g von
Spt,)e=0 maod (1]
und m entsprechend aus den Lésungen gy von
S{mt ) =0 mod [1].
Bezeichren wir noch

?JA (U ) = Zﬂt“;(m ,”A.E (U’Cl)—‘ zﬂg_il(ﬂz)

fir o ct,y und oy C iy, 80 schlieBt man mit Hilfe von (20), (19} und (18)
wit @ty = ot ) = ),
woraus erhelli, dali"
{(47) o, (@ Ay %) == py () mod [} flir o <ty
Zwischen den Losungen s, umd », von
pa (e} =S (o) mod [1] fir o Ciy,
oa, () =3 (2, ot1) mod [1] fir oy iy,
besteht, wie man leicht erkennt, wenn man «; = w2y % setzt, aul GFrund

von (47) und (46) der Zusammenhang

-

ny =y muod nty

{48)

sy, = %y modg

der sich damit allein aus der Multiplikatoreigenschaft (13) firr v ergibt, ofne
daB man zu wissen braucht, ob es eine automorphe Ferm mit dem Multipli-
katorsystem » gibt.
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Auy den Trusformationsregein (19) aund (20} folgt nacheinander

1l i ‘4‘| .
(PA] (T) . '-P’ ATl ”“"‘(T) _ U(;\(L T I)/ ) ((]:;J).‘I ISR (T)
m o (L, A VTR ) v (L) .ps!" s, (),

wobel nach (19) und (17)

4 Ve, .-l
ff-' Ay (7} s ()"(H( --‘z {Iitn I) ) N }_“ (],.1 (ZL! 7ol ﬁ(l):
also insgesamt

-1 - !
49) ¢t (7)== gL, A=V L, ot (AL DR D, Yo (T N 2ot (20T + B
' fiv 47 = LA UMD, L =G

Diese Gleichung besagh, daf es zu einer Serie von fuivalenten parabolischen
$pitzen der Gruppe G im | wesentlichen® nur eine Intwicklung von der Art
(42) gibt. Wir untersuchen jetzt, um zu einer sirengen Definition der {ganzen)
Form zu gelangen, das analvtisehe Verhalten von p{z} in der Ndhe der para-
bolischen Spitze oo und reduzieren zu diesem Zweck T nach der alfinen
iruppe A in G, Esseit = [z ..., o] der Modul der Translationen aus A

uml A%, .Zﬁ_1 eine Dasis fir die Muoltiplikatoren der Suhatitutionen
von A, Wir bezeichnen

. . 4 e 5 — \
T=ax+1y, Y =logy, A =logl; (=1 ..on—1
(1) i
.
(43 N wo=1
gowe Y Eop, Yo X ouyds
e Al

Die Ungleichungen

--------- =8 g =1, .., 0],
{51) ¢ 5 2 {.?
— 3 b =1 ...0n—1)

hesehreiben einen Fundamentalbereich fiic A (vgl. M., §3), den wir mit
demt Bereich

(52) o = log #, )

zum Sehnitt bringen; B bezeichne diesen Durchschnist. Die i Innern
von T regulir angenonmene Form o:(7) heillt in der Spitze o regulir, wenm
o(r) in P heschrinkt ist. Das soll vorausgesetzt wezden. lirfiillen «
und y, -0 die Ungleichungen (31} damn st fiv grofes L ndmlich

log! = fl (log 5o — log N 1.},
der Punkt 7 = o 4 1ly, in BY pelegen, alse nach {39)

TR P LI LIRLY (1 = )
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fiir [ — oo beschrinkt; es st also « (iy & 2} = 0, falls Sy - )y, = O
Zn g, o com fasse sich y > O derart hestimmen, dall

S +xpy
Wir reduzieren y mit Hilfe des Mualtiplikators A2 und ethalten y 2% = .
Wie wir gesehen haben, gibt es eine Lisung p; < m von

{prn -+ 2) A2 == (pt - )
fiir diese ist dann
S+ =S+ x)y < L
also gils, wie soeben gezeigt wurde, @ (pq -F ) == 0 und nach (44) anch

@ 4=y = 0. In der Entwicklung (38) braucht demmach nur ither die u
mit g -+ % = summiert zu werden, so dall nach (32):

(53) ) =gt X a(p b memisea,
o)
! u A(: "
wobel

o = Ja {0) fur ® C o,
P00 fir @
Umgekehrt folgt aus der Darstellung (53) leweht, dal ¢ (7} im Bereich
(53 4) & Za, ] Sonr, e = log g
{1, 2y beliebig, 2 == 0; J=1, ..,n; k=1 ..,n 1)

beschrinkt ist, woraus erhell, daf3 die Deflinition der Regularitit von (7}
in der Spitze co von der Auswahl der Basen s, ..., o, und A7, .., A,
nicht abhiingt. ¢ (7) heiBt in der purabolischen Spitze s regulir, wenn gt L)
mit s = oo in der Spitze oo rvegulir ist; nach {49) hingt diese Definition
von 4 nicht ab und itherdies ist p(7) auch in allen nach G zu s dquivalenten
parabolischen Spitzen regulir, wenn dies [ir & selbst zuteifft. Wir definieren
jetat p(7) als eine (ganze) antomorphe Form fiir G von der Dimension -7
mit dem Multiplikatorsystem #, wenn g (1) im Innern von T und in allen
parabolischien Spitzen von G reguliir ist und wenn die Umsetaungsformeln (5)
gelten. Nach (19} ist mit p{r) < {G ————— r, #} auch die mib beliebigem reellen
unimodularen A trapsformierte Form o4 {r) ©(4-1 G A4, —
automorphe Torn,

¥, pi} elne ganze
§2,
Poinearésehe Reihen,

Hin ausreichendes Hilfsmittel, um die eingangs besprochenen HExistenz-
sitze zu erhiirten, hat man in den aul mehrers Verinderliche verallgemeinerten,
fiir den Spezialfall v = 1 von Petersson betrachteten ReihenG_, {7;0;4, I'; )
{vel Le %)) Der Umstmul, daf es fiie » = 1 auch hyperbolischie Bubstitutionen
gibt, welche eine parabolische Spitze. als Fizpunks haben, bringt ein neues
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Element in die Theorie dieser Reilien, Der Vollstiindigheit halber soll der
in . durchgefiilivte Ansaty. sus welchem die Formen G_, (v, v; A ', B)
entspringen. in diesem Paragraphen fir o - 1 in extenso reproduziert werden,

Die zweiten Zetlen A, M, zweler reellen unimodulaven Substitutionen
M. My heillen agsoziert, wenn My = AH, mit 27 -0 (v = 1, ..., #), Die

Pankie oo oo, ... ool und s = A U it reellan unimodularen o

seien parabolische Hpitzen einer vorgelegten Transformationsgruppe G.
Mis S (4. C) bezeichnen wir ein vollstinddiges System von Bubstitutionen
ans A4 G mit nicht assosilerten zweiten Zeilen. TFir zwei Subsiitutionen
My, My = A G mit assosiierten zweiten Zeilon:
A= AL,
gilt
My VD, cAGATT mit 40

und umgekelirt. Sehen wir zwei versehiedene Systeme S (. G) bei gleicliem
Argument als nicht wesenthich verschieden an, so gilt 1w verstiindhicher Be-
zeichnung:
L3P0, 4,G) = UMD, (4,0
mit beliebigen reellen § und 7 ==
3BS85 1G8 =3 4,G) 8
mit reellem unimodularen 8,
5. 84,0 =c4, Q)L
fir L=G

In dem Ansats

(54) Hoit,w: 4,G fy = M

i e WM Ny 7 )"

mit 3 o (e, ome) versuchen wir f(7) = foe oo o™ und e (A so su
begtivnnen, (Jall formal ohue Riteksicht auf Konvergensz
a) das einzelne Rethenglied sich meht findert, wenn iman W durch eine
andere Substitution mit sssoziierter zwsiter Zeile ersetat,
Wy 05y H (Lt AGiy — o (YN (e oy H (0 4, G f)
fir L < G it L = (y, ) und ein Multiplikatorsvstem v von G zur
mension — r gilh.
Bet
(B U, cAGA4-y 1 -0,

dang dndert sich N (7 4+ )" nicht, wenn man M dureh U7 1, A7 srsetat;
nach a) st also zu fordern

(57)

Mathematisehe Annalen. 17, %
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Wir ersetzen im allgemeinen Glied von fl, den Punkt T dureh L1 (L c G,

L = (y,3)) und erhaiten nach Multiplikation mit - b - den
- # (LN (7 -+ &Y
Ausdruck

f (=)

o (M, L) w (M) v (L) N ] v 1 mE)”

mit M¥ = ML, M* = (m* m¥). M* durchliuft mit M ein System & (1, G,
Die Invarianz b) ist daher gewihrleistet, wenn

{58) w(MI) — o (M, L)yw (@ ely, LaG, McdG
Wihlt man 2 (4) beliebig fest von 0 verschieden und definiert
(549} w (M) = o (4, Lyw (dye (1) fiv M = AL, LG,

so 1Bt sich leicht zeigen, dab die Relationen (58) erfiillt sind undd {iberdies
fiir (66)

w (OF D; My ot "
(60) *w—mj ------ - = {Uﬂ -UA)
gilt. Aus (57) und (60) folgt, wenn man nur die parabolischen Substitutionen
(A% = 1) beriicksichtigt, analog zur Entwicklung (42):

(61) fry= X bl 7T
[T 1

Darin branchen die Koeffizienten b (1 -+ » ) nur noch so gewihlf zu werdon,
dal (57) fiir die hyperbolischen Substitutionen (22 == 1) erfiillt ist; es mufl
also (44) gelten:
U DY b (A ) B) = & TTh ()

pomy, UPD, c AGA™Y, A0

(62)

Wir nennen jey + %, und g 42, mit gy, gy C 10 pesozhert, wenn
o oy = Rt )
und fiir 2 die Beziehung (56) gilt. m% sel ein vollstindiges Bystem von 1ile-

menten o . fiir welche g2 -+ %, nieht assozierl sind, und mit $, werde
ein vollstiindiges System von Substhitutionen

D, cd GA-v it A0

und verschiedenen Multiplikatoren 22 hezeiehinet. Setzen wir zur Abkiiraung
noch fiir x4, == &

—

) glrptbw)= ) """;‘"rl e AR
- AT,
pin, SJ_,;F (LD

und fiir p 4%, =0

1, wenn fiir alle P D, c AGA-L: pt (U D) =1, A= 0,

_
(64) g (v, 0) 10 sonst,
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]
o
—

so erpibt steh anl Grund von (62) die lintwicklung:

{6D) flr) = & _kb (g -4z ) g (T, e -5 ).

w Iy
Dis [Koeffizienten b (p -+ ) in (65) kiunen beliebig gewiihls werden. Wegen
der Linearitit von H, un letzten Argument konnen wiv uns nunmehr anf
die Betrachtung von

@6y L (xoms A, Gog(rop-bae)) - G (mres AL Gop bosey) fiie g comy

beschriinken; dabei wird noch o (A) = w {A) gesetzt, Wir transformieren 77,
mit einer reellen unimadularen Substitution S, fir welche ¥ oo parabolische
Bpitze von G
. 1 FIH 8
\ 8L . I T S
67y Hl(r;w; 4,G: ) = ‘2,

wobel 8 = (mF, wf), und selzen

w () " {1, 8)

68 o '
() ) 25 (1' g ) w’ (A8

== (Mo (3, 8).
Dann gilt mit M = 415

(69) WS (M8) = o (A8, §7 L&) ws (A8) 03 (51 L),

Wenn S < G, dann withle man S (AS) = w (4AX), so dall oY o= w1 im
iibrigen kann fiber w8 (A8 willkiitheh verfiigt werden.  Aus (673, (68) und
(69) folgh nun
0y HY (v 4, G ) = wAR) H (v;uw% 48,8 1GS; /)

7 AL Sy (A) ’

und spezell

oy 7
AR G (T AS, S G S e y).

P S
(T1) G, (ryesd, Gy po ) AR v ()

Wir Beweisen  jetat, dall sithele Rethen 6 (rie0 4, G by
fiir v -2, n] — Tund g+ 2 & O absolud konvergioren. Fir jeden Bereich
(B3a) Lills sich v/, eine von v nnabhingige konvergente Majorante an-
geben, womit aul Gruwd von (T1) gezeigh sein wird, daf die Reihen 7_ panze
attomorphe Formen darstellen.

Zurdichst wird g (7, g0 b x ) Tir poboey 0 0und o] == 1 abgesehiitat;

dazu bestimmen wie eime Basis 47, .. AL der Maltiplikatoren der Sub-
stitutionen aws A G A-6 Nach (33 gilt donn mit v — # -+ 1y
9

e W gt i
(1) Jgle 4 na)| = R R L R

Ty oy Ty—1 ¥ ™

KiF
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Diese Summe wird sbgeschitzt. Mit ¢, ca, ... werden nur von A und G
ablhiingige positive Konstanten bezeichnet. Ms sei ¢; so bestinust, daf

—2aS{ntryyht L S - S k) g AL
fiir v, S, v+ 1 (k=12 .. .n-—-1}

Dann gilt nach (72)

=]

— ™

2 fa—1

R
gy Sluta ryk .
I e e ATE nw} d’l‘q . (ELU,,._L

Hetzen wir zur Abkiirzung

1
(74) g = (gt )y, 00 =0 Np®
und substituieren
# j']. [ }
20 = L,‘J zy log }‘:) - log ——, (v == 1,...,0),
=1 N U“
wobel
(T4a) YA =0
ye==1
und
A {21, ooy Tn—t) _W
aEt, Ay | T
dann folgt nach (73)
(15) g (e, p-t 2a)|l = 2 [ S emuse g T

Sei (21, ..., 2¥) ein von (0, . . ., 0) verschiedener festor Punks und 2 < 2
(* = 1, ..., »); da nach (T4a) #7 s 0 und

¥ o= I |,
sgn = 11 gt a7 e e 1
also
12 = (n — 1) fiir sge AL

so kann auf

n—1

B= 3 2= (n— 1P
r =]
3

(76) —Serm e m gl TR
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geschlossen werden. Wir schireiben das Integral (75) auf Polarkoordinaten um:

AL LI c R eos g o g oL 0B8 Py _y COS Ry Ly
2B e T os gy COR (g L. 008 @y g ST Gy g
2 B Rocos gy sin g

£ = Rsinog

7 ( (l) zt-ax—h) ‘ \
— n—2 KRR et — 4 " \
a {R el I | oos gy COS g« s COS Py ]

und ethalten unter Berficksichtigung von (76) die Abschitzang

oy el PR C , »dz
lgiz, p-k 24| = ¢y ( e VT RdR = ¢y \e “%(log z)’ 2 d

i

1

. " L 9 - n—2 g
= gge ¢ ‘ e {Ing, z)n 222 e 2 J (Eog —-) —
S {}1 z
i €1
. g
%f . a1 17
< e 2 le-tllogBelr? 4 [loga PP} -
_.
1 1
-4 | ; ; dz
Ze * 16 + [ e #llog22n =2 - gglog oy [' ¥ - e log o[t ® ‘l e E 7] .
0 21

re|
|

Fir o, = 2 sind die letzten beiden into(rmlea beschrinkt; i oy -2 2 sind

sie ahgescﬁléwzt durel [log o] Hov \ bzw. |log %‘{ g0 dal}
,l_
(77) LQ‘{T ]l, ,\)E VVVV — g (N }ti’?u. ((',; “'l" Oy ““’gN{!ﬂ _!_ %A)yiuml)-

Wir ersetzen in (77) 7 durch M« (M = G (4. Gy, M == (my.my)); an Stelle
von Ny trith damn

Ny
Ny, = Nim, 1| myl?’
Es gibt nur endlich viele solche M, fiir welche my — (. Verner ist nach
M., § 1 entweder miq = 0 oder eq [Noy| = 10 B eschriinken swir uns auf die
Punkte des Bereichs
(78) -0,
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so gilb mit nur von A, G, p+ 15,2 abhingigen positiven Konstanten
(5 9'27 e

1

emmMNy” (g2 -+ gstlog N yr—h) fix my = 0,

(19} [g (M7, #a) | = g+ g5 log Nyl» =11 gl log Njem T amgl|" ~F Hiir g = 0.

Beachten wir fir Ny = 1 und we, o5 0 die Abschittaung
Ny =Zegg Nmsy] o0 N7+ el .
Hog Ny| £ llog el 4 'log N gt + mgl,

go folgt allgemein

i1

lg (M7, 4 g)| = go o+ o log N [T -+ ]
Die Reibe G_, (7. 23 4, G; o 4 =4) hat daher im Gebiet (78) die Majorante

(80) N e ] gl Mmoo

1

T8 Npmy - myl
welchie offenbar fir ¢ =+ 2 und
fof = Gy, Ny =
(81) 1 1 (w=1,% .../ %
Cl N y'n. g y(r) < C‘z N yn

gleichmiflig konvergiert, wenn dies far die Teihe

[y _’ E
- v
MG, B Nyt - g |

zutrfft. Da Tir die Punkte von (81)
N iyt -4 ) 2 O N g e o

mit positivem (7 = € (€5, O, Cs, o) gilt (vel, BUY, Hilfssatz 3}, so redi-
ziert sich die Frage nach der gleichmifligen Konvergenz von (82) ither {81}
auf die Konvergenz von (82) in dem spezicllen Punkt 7 = 7. Die letate Ver-
einfacliung in der Betrachtung aul den I all A == B kann vermige

G4,G a1 =k 4G4

3

wortlich wie in D, ¥, §. 148 vorgenommen werden. Es verbleibt also nur,
die Konvergenz von

\--" 1 (_?. - 2}

) : : =
] " ¥
LT Ny 8]
zu zeigen. Als wesentliches Hilfamittel wird dahei, in Anlehnung an die
Konvergenzuntersuchungen in PV, der nichteuklidische Volumeninhalt
in T herangezogen. Tq sei ein festgewithlter innerer Punkt von . Wir dlenken
ung dann ein solches Reprisentantensystem (2, G) ausgewihlt, dall hei
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geeigneter  Walil der  posisiven Konstanten (. . Oy fir alle Ly
= e b e (I E &, G die Ungleichungen

(83) 1 1 (r=12,...,n)

- Gr)

1 ar < -
U N Hog =2 Yy *

erfiilit sindd, Mits (1, 1o} hezeichnen wir den Abstand zweier Pankiery, 7, €T
in dor nichteaklidischen MaBbestinnouung. welche dem Bereich T in natiir-

licher Weise zugeordnet ist (vgl M., § 2). Fiir diesen Abstand gilt die Bezichung

”
(84) $#(r,m) = L (" (0 R,
-

wobei s (71", 74" der Abstand der Punkte 777 und 7y herechnet in der
hekannten hyperbolischen Metrik der oberen 7¢-Halbehene, Ts sel & eine
nichtenklidisehe Kugel um sy 4 2y mit dem Radius g1 8 st enthalten in
dewy Bereleh

STl 4B = e {r=— 1,2, ..., u)

Aolglich gilt fiir 7 © R (vel dazn P V. 5. 144)

,\

— - Yo 3k
et 2 M = by

|29 — (ag b i) = b e — 1

Wir wihlen eine feste Zahl o, im Infervall

(85) {v=1,2, ..., n})

0« g <0 4 Min s{L7y. )
L6
Loy s g
and bezeichinen mit Ky die nichteuklidische Kugel nm 1, mit dem Radius gq.
Die Punktmengen Ly K. Ly 8 (Lo, Ly © G) sind dann entweder fremd
oder plentisch, letzteres nur dann. wenn Ly = Il wmit Loy — 76l {o sel
die Anzahl dieser I © G, welche 1 als Fixpunkt halen, Fiirr = # 1oy © K,

L&l Gysei br — wy, { iy, nach (30) und (R3) st dann

i
e PR LS 3] - L " B
(86) |..':LJ — LE(:L ; j[” (e OiNy,, (r=1,..,n)
ferner nach {83) und {35)
! L

Bl 2 n -t n o m (0 i)

{ye 200 N Y, 16 - N Yy, =8 Uy = ¥,
" 1 1

- ' oy W v 2o "
e S 7{[)’[ < (’12 6“ N HJL < (.‘2(‘,‘ o N f/;? ,
also mib (1, o e~ #0 (= Oy et selilieBlich
K 1

(88) Ny, (v = 1,2, ..., n).
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N, ~ | N fiir » = 0,

Ngor = Nipeg 58 = INyr Ny * fiir y + 0

und N =2 fiir == 0 beschrinkt ist, so folgt aus (84), (36) und (87), dals
{(89) E = S TSy N fr=z 1,2, ..., nh

Dy sei der Durchschnitt der nichteuklidiselien Kugel 85 vom Radius R
um T = ¢ mit der durch
1 1
(90) CaNyn = ¢ = Ny
p == 1,2, ... n
(91) B ¢ "

definierten Punktmenge. in welcher nach (88) und (89) alle Kugeln i R
(I c G (E, G)) enthalten sind. Man kann den nichteuklidischen, gegeni ber
Automorphismen von T invarianten Volumeninhalt

v2) Vs =[Nt

¥
:DR

von Dy mit Hilfe der nachfolgenden Uberlegungen leicht abschitzen. Wir
whhlen eine Basis 2%, ..., A2 | fitr die Multiplikatoren der Substitutionen

n

aus der affinen Gruppe von G und fithren in (92) die Variablensubstitution

2wy

i =2l

e 2w,
Az .. -?‘n — 1 s

i . :
(:33) e (y(I) ?(2} e y(n)) l

— n—1 A . —
| By, ) | Az {4 konstant > 0)

aug, Naeh (90) @it fir 7 < Dy
=Ny G=L=n". LM sa,

worausg

{94) |a| = € (k=1,2,...,%—1)

folgt. Eine in Dy giiltige Abschiitzung fiir z gewinnt man in fulg_,endvr Weise.
Integriert man geradlinig vom Punkte ¢ iiber o+ 4 nach 7" = 2 + iy,
so erhilt man auf Grund der Minimuneigenschaft von 7 ("), a,} einerseits

AR

0V SIE g0 1
s, 4} = Vet (:’; ¥t = g logy?| = O+ [log Ny~ |
¢ Y

7

mis € = Oy + Max (— log (g, log 0y), andercrseits nach (85)
1

s d) 2 |log g 2 [og Ny™ | — Oy
y
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mit (' = Max (— log €'y, log €)), insgesamt also

I

s {70 1) = |log N y'n_! T
|5“‘)J = Uy = Max (0, Gﬂ)-

Die Zabl &, sei i Intervall

(95)

(96) I ;_i
feat, ewiihlt. Unter Jer Voraussetzuny
(97) Bz oy =0t W yn
zelgen wir, dal
1A
(98) e

Beachtet. man (95), dann winnnt der Beweis von (985) folgenden Verlauf.
1

Wenn €7, -0, |1(nrN?/“| dann gilt

oo
— < EI%N?J”E——l10g21§10w,
it}
! 1 < GU? e
L-dafn™ by log
1

also (98); es kann also ) 5 9y |log Ny® | angenommen werden. Aus
T C R/, T

(99) X ([Tog Ny |+ 80 = I

ro=

sehliefit man dann
i
i [ Jog Ny |2 (1 — )2 == K2,
also ebenfalls
:

logz = logNy" &

L
CegNy = - LR

B L — i:

Aus (91), (923, (93 (M) und ({)8) ergibt sich damit fir £ = ¢ die Ab-
schitzung

vogs deereer |0

(1603 RN
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Bel L c & (B, GQ), T C K und

. L by o—
(101} s(Lrg,8) = Ui ‘dg“'ﬂ ¥n 4 g,
also
(102) s,z Gt oy
1

Dann mull ¢y = & |log Ny;rﬁ selten, da andernfalls nacl (95) und (84)

. o -
s{lT,1)? < n(i‘ + om) = 3! iqﬁn) "
dy \u
im Widerspruch zu (101). Hs folgt daher nach (95)
1

s(Leyi) = V(o do log Ny |,

mithin anter der Voraussetzung (1013
it m

X s (I gz Xlegy)") = [log Ny, |
=

el :
= Yy oy s(LT,1)

Wie in P. V, 8, 145 erhiilt man aus (#9)

12 O 9 Lo 1
q(‘ R 1(‘) 5 = C } (Ej - 1) - e Of

i = i
¥ ¥y, 13
nned damit
) 0Y -
Yy 1 < - ‘.E RS A, . e AL )
(103)  N=Ee= m = Cye ! < (ge | L1t

Y Nipr L af

Ts sei 5, e Menge, m - die Anzahl der L © & (K, G) mit Lty © Dy Fy he-
zetehne das nichteuklidische Volumen von Ry, liin Vergleich der Velumina
liefert
ln(.’i‘ bl
g Vo 2V (0p ) = Ll 31 - i
falls B' + 0, 2 €4, also

! a1t
{]O{l) W é 014 GI_J"‘ ! fiir Ig = (‘:11 — -

Wir withlen cinen festen, die Ungleichung

i S A A
R = Max (Oll_ Das (‘fnl i :

Vi "5_ 00)

" befriedigenden Wert fiir B und setzen

3:] = D :zm = Dy — im— 1R fir m = 2,
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Wir Lo, m

wenden:

2 ist dany 1101) erfiillt und (104) mit £ = m R anzu-

IS 1 ) r
\IY ! - =2 ("!4 e Voo i . P {tm — 4 12— oy) T
— N|vz |} a4
LG 7
(1(35) = Ci.ﬂ g Vil "
A N e B T
U2 (g T (=) 21— o} S

Hieraus folgt
zVooo % 1
7 -

NL:’T -i‘—' rS‘ -':(;-‘TEN

vy 8

e
[ ERr

fiir heliehiges 2 22 0. Da die Swmme ither Ty nue endlich viele Glieder ent-
Nale, st alsu die balauptete gleichmiiBige Konvergenz der Rethen 6, (72 v}
A, G g b2 ) bewiesen, Wenn ge 1o 0 O dann geht nach (T8 und {80)
jedes Glied von ¢ . also auch & selbst el Anniherung von 7 innerhalb
(90) und (91) an die parabolische Spitze o gegen 0. Tn der , Potenzareihen-
enfavieklung” von (i, zur Spitze oo kann dann ein konstantes Glied ungleich 0
nielit vorkemmen, Wegon der Transformationsformeln fir &, trifft dieser
Sachverhalt fiir alle parabolischen Spitzen zu. Allgemein soll eine ganze
Form cine Spitzenform heilen, weun in den LPotenzreibenentwicklungen®
der Form ze gimtlichen parabolischen Spitzen die konstanten (lieder ver-
sehwinden.  Die Reilien 6, sind also Fir g 4 2, - 0 Spitzenformen,

Zusammenfassend stellen wir fest:

Satz |. Die Poincaréschen Rethen G_ (rivi A, Gyp - x) stellen fiir
roe 2 oo 1
soqur & ritzenformen dor,

om0 gnnee aulomorphe Fovmen, fir g4, 00

Kis gelten die Transformationsforneln (71). Die Bntwicklungen von ¢,
m den parabolischen Spitzen kimnen explizit angegeben werden nnfl sind
erwartungsgemill  von Ahnlicher  Beselaifenheit. wie die  Potenzreibien-
entwicklungen im Spezialfall # = 18 Auch iny allgeneinen setzen sich die
Entwicklungskoeffizienten aus Werten von Besselschen Funktionen und
verallgemeinerten Kloogtermanschen Summen zusamnnen. e Kisenstein-
reiien _, (v; 11 A, M (). 0} ganazahliger Dimension fiir die Hauptkongruens-
untergruppe M (1) der Hilbertschen Modulgruppe M (1) zur Ldealstufe n
hat Kloosterman ®) ansfithrlich untersucht.  Teh verweise ferner auf die

. Petersson, Uber die Eutwicklungskoetfizienten der sutomorphen Formen,
Acta mathemation B8R (1932), 801602045,

95 HL B Kloosterman, Theorie der Eisensieinschen Ieihen von mehreren Yer-
andorlichen, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hanzischess Univ, 6 {1928,
M, HGS - B8
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Arbeit1%), in welcher erstinalig automorphe Formen nicht-ganzer Dimension
iz mehreren Verinderlichen, nimlich die Eisensteinreihen

O (ryug A, MGy o)
fiir # = 2, das #-Multiplikatorsystem 1y und £ —= 3, 5, 7, ... hebraclitet
warden sind.

Da nicht entschieden ist, wann die Relllen_, identiscli verschwinden,
so ist die Hxistenz von ganzen nicht identisch verschwindenden Fonuen su
einem vorgegebenen Muliplikatorsystem o noch nicht gesichert. CGewil}
it nur
(106)  G_,(r; 1, A, G;0) 2= 0 fiir ganz rationales gerades » o 2;

denn das konstante Glied in der Entwicklung dieser Form zur parabolischen
Hpitze 4-1 o0 ist von {0 verschisden, wie man leicht sieht. Wir Beenden
die Ausfiihrungen dieses Paragraphen mit dem Beweis der folgenden Hxistenz-
aussage.

Sabz 2. Sei v ein vorgegebenes Multiplikatorsystem zu G fiv die Dimen-
ston — 7 <~ 2 mit |v] = 4, denn gibl es erne patiiliche Zahl m derart, dufi
die Klasse {G, - ym, v} eine nicht identisch werschawindende gonze automorphe
Form enthilt.

Zum Bewels bilden wir (vgl 8., 8. 646) e Fusktion

. . . BN (g1 b oy T
167 Fey = Y (- ! .
(107 (2) . g 1)) )

mit g 4 =0, v = 2, |o] = 1. Aus der bewiesenen Konvergenz fiir die
Reihen &, folgt die von F(z). Wenn in einem speziellen Punit, v der Nenner
g (M, pp 4 x4} verschwindet, so ersetze man das zugehdrige Heihenglied
durch 0. F{z) kann nicht identisch verschwinden, da bei allgameiner Wahl
von 1 die Funktion F{z} im Endlichen Pole erster Ordnung hat. In der Potenz-
rethenentwicklung nach =

(108)  —F) = N e H (o 4G ()
moe=1

mib
—~ g M T g y)

Hpp(v:0m 4, G g™ (200 4 24)) = o (M) N (g T )™

¥ T4,
kémmen daher nicht alle Koeflizienten ilentizch in v verschwinden, Damit
ist die Behauptung bewiesen; denn H,,, ist eine ganze Form in {G, —rm, o™}

0y H. Maa8, Konstrukéion ganser Modulformen halbzabliger Dimension it
f)-Multiplikatoren in zwei Variablen, Math. Zeitschr. 43 (1938), 8. 700-- 738,
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3.

s

AMgebraische Relationen zwischen automorphen Formen,

L su einer Uruppe G oine Funktionentheorie zu entwickeln, muf G
den eingangs erwiillinten Forderungen geniigen. die jetat genauer prizisiert
werden sollen, Wir setzen voraus, daf es nur endlich viele nieht dquivalente
paraboliscle Spitzen von G gibl, und wihlen ein festes volles System von

nieht fguivalenten Spitzen sy = o, w5, oo 8, (b } aus. Die reellen
unimeadularen Substitutionen
. iy, by
Ay = E, A, = ) = 1,%,.. B
Ce d:h
selen derart bestimmi, dai
A5, = ® (h=1,2,...h).

Der Modul £, der Translationen in der affinen Grappe von 4, G 47" werde
erzedgt von g und A%, A2 2 sei eine 13asi
wzetgh VO oy, Ppa. e e Tl A7 Ala o AL,y se1 eme Dasis
fiir «lie Gruppe der Multiplikatoren der affinen Substifutionen 4,Q Ay !

Wir verabroden die Bezeichnung

T=x-by, Y=logy, Ay, :loglfj k=1,..,0hji=1,..,n—1),

(109 iy = :L (e L b v = b Lm0,
= ;é}l frjupy ¥V = ) -fl"he.if‘k.f (k=1,.... k)

und definieren die Punktmenge 4, B durch .
o ] (=12 ..,
- 3 (=12 ..,0 -1

{1n Tao 2 log =y {30 == 0.

Die Forderung, der G geniigen soll, Lilit sich nunmehr folgendermaflen
formulieren. Hg soll maglich sein, die Veremigungsmenge

h
(112) Pl = 37 P

Py

bei recigzneter Wahl eines hinreichend grofien x <uzeh eine Punkimenge B
geel : o

die mit ilhrens Rand ganz im Innern von T liegt, zu einem Fundanientalbereicls

(113) Fow Y0 g @

zu erginzen. Nach den Brgebuissen von M., §3 geniigen die Hilbertschen
Modulgrappen une deren Untergruppes von endlichem Index dieser Bedmgung.
Der Delinition einer ganzen Torm ¢{tr) kann wegen

(114) s Nl At R dyyr Al = 12,0000
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die folgende Fassung gegeben werden. Kine im Iomern von T regulir analyti-
sche Tunktion ¢{7), die den Transformationsformeln () geniigt, heillt eme
ganze automorphe Form, wenn {;z"k‘! {7y m A, B oder N (e, 7 4 )7 (%)
in ‘-B“”'“’ filr k =1, 2, ..., & beschrinkt ist. Wir setzen in lester Bedeutung
fiir ko= 1,2, ..., 4

o1

-_l . .
v (U2) = =i fiir wcty (o, () lincar in a)

S (tukt Di?c'm} = f}lnn THy = [;”ff PR n]’
op o) = S (s} mod (1] iy & o t,.

(115

Tiir eine ganze Form p{7) gelben danr auf Grund von § 1 die Butwicklungen

AT

(116) Pl (@)= Z o lp ) St
7Ty,
' ot oY
mit
- 7‘ v y {
1n thy (pe -+ 2 = :1l J > 'J'(Pdi: (rye-2aiSlatamrdptr  Jabn
- T gy,
wohel
| th 2y
d{x, S
My, x =t i | T
Sy LIEE T Eroad |

— i, =1 {t=12 ..., n)
gntapricht. Da fitr eine heliebige reelle unimodulare Subsbitution S mit
= {p, 8} die Bezishung

Ny* = Ni,Nﬁ spe ST =g ImST o=yt

gilt, folgt also fir |v] = 1 und reelles 7

(118 NyZlp @l = Ny (g% = NyZlete (w)] (= 1,....,

falls Lt = % = a* 4 ay¥, LG, dyr = 1, = 2, |- iy,. Die nach-
folgenden Krgebnisse dieses und des vierten Paragraphen sind in starker
Anlehnung an die unter 3) zitierte Hiegelsche Untersuchung dargestells und
bewiesen worden. Ohne dall wir es stets bemerken, soll stindig [v| = 1
und 7 reell angenommen werden. Es gils dann

Satz 3. Fine gunze awlomerphe Form < {G, —v, v} positiver IMimension
— ¥ = O mufl notwendiyg tdentisch versclhwinden,

Zum Beweis denken wir uns eine ganze Form g(r) o {G, —r o} mit
T

<2 0 vorgeleght. Nach (118) ist der Ausdruek Ny* [ ¢(z)| invariant gegen-
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iiber den Substitutionen von G und aul Grid von v+ - 0 unad der Definition
einer ganzen Form im Fondamentalbereiel § beseliviinkt. Tis gilt daher in

gany I
.
lp(zj < CNy *
fiir eine gewisse Konstante €, Fiie b == 1 folgt dann nach (E17) die Ungleichung

s
o

%,«1_1 {2 |’“i)lf’ BrSebay o (ONy 2 fir o m,,

aus weleher fiir 4 — 0 geschlossen wird, daBl alle ay (0 - 3) =~ 0, b dald

p(T) identisch verschwimleb, Rabz 3 wind spater erghnzt, indem wir zeigen
werden, daf} ¢ine ganze Forn der Thmension 0 nut\vemll.;: konstant st Wir

hetrachten Jetzt eine gauze Forni o) nicht-positiver Dimension urid
wollen vorsussetzen. dufl v den zugehdrigen Entwicklungen {116)
_ @y (i) = O e poconge undd
(119
N bos) = m e =1,2, ..., 8

Aug den nachfolgenden Abschitzungen, die sich auf die Voraussetzung (119)
grivnden, geht das wichtige Roesultat hervor, dall o (7) identizeh verschwindet,
gobald m eine nur ven r abhiingige Hehranke tihertrifft, Mit gy, g2, ..
werden im folgenden positive, nur von G, Ay, oy, A2, (b =1, ... Frg =1,
cewaid e 1, Lo — 1) abhiingige Konstanten hezeichnet. Zunichst wird

-1
et () fir T, o A (B B

der Peilie (116) fiir alle Punkte von

abgeschittzf. Wegen der Konvergenz

st Dei jerler Wall von gy der Ausdruck
ag (e -+ #g) e T SO gl Funktion von g < iy hesehrinkt. Wiz withilen
g, 80 klein, daf}

)

‘ ot t e
{120 gy 7 = Sl fiir T, o A (B 4 BT,
und denken uns daran! g} so normiert. dab
(121 [ty (gt -+ )| s em S s (nany, b= L2 0
fiir v, < Ay (B LB Fir die Punkte dieses Beveichs pitt daber
41

{123 [p7%F (za] = 2 g PE W

' o et TN R

N (e 4 23 = om

iz eine natiicliche Zall £ sei Z, (1) die Anzahl der g comy, fitr welche

{

ol 0 ] St g St N ) o

Nach (1200 ist offenbar
s
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1 1
und 7 (0 =0 s, womn 2 N <7l N alsot == Ny
so dall aus (122) fiv 7, ¢ 4, (1’- el By e Abschiitzung

1 i

i . — L gy
' S we e gl 10N
T

tmmtt Nyt

folgt. Variiert 7, in A, (BP + B, so wird daher das Maximum M, des

Betrages ven
AR
—1 L n
A 0 N o

gl e

im Kndlichen, etwa in ) 4, (PY7 + B) angenommen. Es glt also
fir k=1,%2,..., 4

] !

-1 [Ty "
. A, - — o Ny [
(123) et (] = M,e * ¢ fiir 1o A (B 4 B,
im Punkt 1 sogar mit dem Gleichheitszeichen. Fiir eine geeignete, fest
gewilhlte Zahl 7 aus der Rethe 1,2, ..., & ist

(124) M, < M, (k= 1.2 ... b
Das Ziel unserer Uberlegungen ist der Nachweis von M, = 0. Zu oiﬂom

beheblgenl‘ﬂnktr = @ + 1y von'T bestimme man der Reilie nd{'h ™= A

= o iy, LG derart, dai 7 = Lt* =& +iy in § hecrt, also o%,\m
T (P 4 B fiir ein gewisses [ und sahhn&hch 7, =d, 1 =z + iy
Es hesteht dann nach (118)

—1 r we i

NyZ o @] = Ny |gpien] = Nj P lp @) = NyZie™ (),

1

woraus siel nut (123} und (124),
i i

r r i -
- om M N‘”t”

—1
l"})Aj (T)l (:—:. ]MJNTI ZN?"{L)‘B 4
ergibt. Setzt man darin an Stelle von

1

wro_ o, -4

z2 g 4 (Z: NZ{,")
1
\ . " . - . N 2wr T oy
den maximalen Wert ein, der filr 2 Z 0 an der Stelle 2 = _om ™ liegt,

8o erhilt man

—1 o _ L.
(125) ‘ ([)AJ' (TM = f!.fj (27“ moon N Yy 1:.) i .
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Driese Abschiitzung gili auch fiir # = 0, wenn man in diesem Pall »” dureh 1
ersetzt. Wir wiihlen speziell 7 =+ 0 - i 1 oY, wahei 47 der Imaginirteil des
oben wisgezeiclneter Punktes 70, Die Koeffizientenformel (117) liefert
dann fiilr g <y ‘

— 2 S oy

;o 42yl e J

ay ! Depi B ;) 1 () o - Sl ‘j)l’('!
.|r]) I {rye BEIS e dgth L daime j

¥y

uwil fihet iiber (125) »u

oy
% LR 5 "
e 0T — TR b Ay,
N *—-’/\ ¢ .
L N
Ntz
o
—Iw K Ny{.' "
e letzte Swnme st ohen durcli gy e # T abgeschitzt worden., Be-

achtet mwan nech, dafll w (123) e & =3 and 1, T? das (leichbeits-
zeichen wilt, so ergibt sich schilieBlich die Unglaichung
. o~ ot 1  n
AL IFTING dnr —— s 1.3
4 ¥ = A ’
M;e = My, (F_! m "Ny, “)
ol
and, wenn wir fiir Ny, " nach (120} den kleinsten Wert ¢, eintragen,

1

wr
k - [
. grm™ ) (dpr  — 2
{126) M;e* My moony
7 TIR e Ty, /
Auf M, = 0 kann geschilossen wenden, wenn
i
T mh dnr '
Ha * "
ot = s, - 1o

eagy
erfilllt, ist. Daza brauchi mman it geeigneten gy wid go nar
e - Max {gy 0" ge)

zu fordern. Wir stellen daanii fest:

Satz 4. ¢ (1) sei eine gaiize Modulform (G, v, vhmit v = Qwnd 0] = 1.

Tn den wgeordneten Enbwicklungen

3
m I3 U.) e 2* e (!é - ) eZR IS R

sod

(127 ay (- sy = O fir oy, N teg) S (b= 0,000,

Mathematisehe Annalen.
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dann versclmeindet () ddentisch, suhold
(128) m o Max (7,77, g2).

Do zwischen den Keeffizienten «, (i -+ #,) nut assoziiertean Argument
die Beziehung (44) bestebit und es nur endlich viele nichtassoziierte p -+ 2,
mib g C My ok % = 0 und N (b %) = om gibt, wie unten nither aus-
gefithrt wird, so kann anf Grund von Satz 1 jede Identitiit von autemorphen
Formen durch Ausreshnen voun endlich vielen Zalilkoelfizienton m den Kut-
wicklungen zu den parabolischen Spitzen verifiziert werden. Es [ulgt jetzt
eine Untersuchung iiber die algebraisehen Relationen, die zwischen ganzen
automorphen Formen ganz rationaler Dimension mit dem Multiplikator-
system 1 bestehen. Wenn ¢ (1) eine ganze Form aus {G — 7, v}, dann neanen
wir r das Gewicht von g(1). ks seien & ganze Formen gy (7} © (G 1)

i
von ganz rationalem Gewicht »; o> 0 (5 = 1, 2, ..., k) gegeben; dann heifit
Pyt 11
:f('?’l: 2 - ,%) == ”!,1,.‘.!%(}”] To ...,
wo iiber alle ganz rationalen I; = 0 mit L I, 7, = r summiert wird, ein iso-
i=1

bares Polynom in g, ¢z, ..., ¢ von Gewicht r, il wenn

f (r{fi (r). .. o (T):] =),

ohne daBl alle Zahikoeffizienten a; ... verschwinden, so sagh man,

zwischen den & TFormen g, (1) hesteht eine isobare algebraische Gleichung
vom Gewicht 7. Wir zeigen die Kxistenz einer solchen Gleichung fiir irgend-
welche in der Anzall

(120 jy -

w4 2
vorgegebenen ganzen Formen ¢, (r) von ganzzahligem positiven Gewicht »,.
Dazu setzen wir

i=1

und bemerken, dafl es bei beliebigens natiirlichen ¢ nach 8., 8. 639 mindestens
K

g + 1 verschiedene Potenzprodukte g oh gl vom Gewieht I Ly
2 g

=2k —2tRBmitl, =0( =12, ...,k gibt. ¢+ 1 verschiedene dieser

Potenzprodukte werden in irgendeiner Reihenfolge mit @, @,. .. .. P, be-

zeichnet, Die Koeffizienten der Linearform
D= Po+ P+ e P
kinnen dann nicht-trivial so bestimmt werden, dalf ¢ beliehige Koeffizienten

. . . T A - w1 . .
in den A , Pofenzreihenentwicklungen” Ffiir @4 (1) (j =1, 2, ... 1) 2w
Spitze oo zum Verschwinden gebracht werden; denn man braveht dazi
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nur ¢ lineare omogene leichungen mit g 4 1 Unbekannten zu dsen. Indem
wir ¢ hinveichend groff willen. erfidlen wir die Vorsussetzang dafiir, daB
Batz 4 auf o = @ angewendet werden kann. Das Verschwinden vona, (i 4 =)
fiir jo < m; hiingt, wie wir sahen, nur von der Klasse {y¢ - 2} der zu o -+ %,
assoziierten Grilen ab. In jeder solchen Klasse gibt es aber einen Re-
priisentanten. fiir welchen
1 1

gaN (7 b ™ = ) = g N ) r= 1,2, ),
a0 dall. fitv die Anm]zl Kon) der Rlassen {0 -+, {y — 1,2, ... k) mit
00N (- 2) = ee Abschi

K () % gy m

J S P AUNG
oile,  Wir fiieren w durch die Gleichung
(130) (= g T
undd kéinnen dann gy, 0y ... g, nicht simtlich versehwindend so hestinnnen,
dali (127) fir @ erfiillt st (130) hesagt
PRk 27 (2 k — 2) LR} = gy m,
wober (24 - 2Y1 B das Gewicht von @ Fir (20 - 2Y1 = g natiitliclie
Zahl) ist daber anf Grund von Batz 4 @ == 0. Dieses Ergebnis formulieren
Wit

Saiz 5. Zwischen n | 2 ganzen gsdomorphen Formen g, (vy <iG. -
wor ganz rationalem Gesicht v, =0 (f = 1, 20 000w -= 2) bastelt eine dsobare
algebraische Gleichung vom Gewlehl goryre L5y e

s ergibt sich jetzt leicht

Salz 6. Fine ganze auiomorphe Form < {G, 0, 1} 45l notwendiy konstrnt,

Sei namlich o (1) < {G, 0, 1}, dann Legt auch

= oy 4 00+ g 07
in der Klasse (G, 0, 11 Fiir
g gt Mg

und ein gesignetes Zahlsystens oq, ..., g, <= 0, 0ast nach Satz 4 § =0,
L h g konstant, . e d.

§ 4.
Der Kirper der autemorphen Funkiionen.

Fine automarphe Funktion (v} zu G definieren wir als Quotient

U . . " - g
[ = — {5y == 0} swveiey ganzer Formen g, ¢y c [G, —r, v} von beliebiger
v - .

2
reeller Dimension - » - 0 mit einem Muoltiplikatorsystens 2 vom Betrag 1.

A7*
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Die automorphen Funitionen bilden offenbar einen Korper. Mit der Fest-
stellung, dafl es sich hierbei um eimen algebraischen Funktionskérper handels,
kommen wir jetzt zum Kern der Theorie. Jine westntliche Beschriinkong
in der pachfolgenden Untersuchung gestattet
. ; . o . . ¥
Stz 7. Jede aulomorphe Funktion { (1} 2u G lapt sich als Quotient | = -
(g == 0) zweler ganzer Formen yy. yis C 1G, — g, 1} mif gunz rattonalem g 7+ 0
darstelien.
\ g i .
Wenn nimlich § = P (g2 2= 0) und oy, g2 C (G, —~r v}, dann st o~
'2
ein Multiplikatorsystem zur Dimension — gy =7, wobel gy wanz rational,
und es gibt fiir g, — 7 7> 2 nach Satz 2 eine natiizliche Zahl m derart, dal
G, —(gy — r}m, v~ ™} eine nicht identisel verschwindende ganze Form o
enthils. Dann ist
=1
Y

i — 1 Hr
f= el Ty gy G- 1
Yo W

q. e. ik

Unter den automorphen Funktionen von G kann es hichstens w alge-
braisch unabhiingige geben; denn fiir # 4 1 willkiirlich vorgegehene auto-
fl‘?_

morphe Funktionen f; == (pp,oz= g = 1 2, . nk 1), die smmer

Pow 2
mit gemeinsamer Nemnerform ¢, 40 © IG, —¢. 1} mit ganz rafionalem ¢
dargestellt werden kinnen, entspringt aus der isobaren algebraischen Gleichung,
die auf Grund von Satz b fiir die ganzen Formen ¢, ¢a, < Fue2 hesteht,
eine algebraische Gleichung [iir die Funktionen /5, far - o fno1. Bs handelt
sich darum, jetzs wirklich » algebraisch unabhiingige antomorphe Funktionen
nachauweisen. Dazu dienen die folgenden Uberlegungen. Mit Sy bezeichnen
wir ein voiles System von Matrizen aus ‘G, deren zweite Zeilen nieht assozilert
im weiteren Sinne sind, & ), fiie zwei Matrizen 3,, M. © &, goll nicht gelten

M, — 3 M,

Die zusitziiche Finschriinkung 2 0, die wir oben bei der Definition von
S (&, G) gemacht haben, wird hiev fallen gelassen. Offenbar ist

i
Iy opaly Tag o
GEG = Y EEL.ETG
Lyl =0

und daher fiir eine gerade natiiliche Zahl g ©- 2

H
131 Gt 1, E,G;0) =20 8 ey
( 3] ) !7{ / P é":_@() M (?) v 7% A)ﬂ

wobei L = (y, 8). Wir wihlen fir gerades natiirtiches ¢ = 2 eine nicht
identiseh verschwindende ganze Form g, (7} C (G, ~g, 11 z. B, die eben



Automorphe Funkitoneu von w Veranderhichen. B6HY

notierte Lisensteinzethe &, und machen wie beim Beweis von Saiz 2 einen

Ansatsz

() Floy = 2z -9 (nNyo+a L
Iy

In der Potenzrethenentwicklung der nicht ilentisch verschwindenden
Tunktion

o

(133 “ Pl e X @
=1

sind die, Keelffizienten
jm (T) = 3 ': /- (7)}7 "o o e (T’: 1 I’J‘. G. “)

automorphe Funktionen zu G, Ios wind gezeigh, daB es unter den Funktionen
foofo, fue oo omoalgebraiseh unabbiingige gibit, Wir fithiren den Beweis in-
divekt, indew wiz annehmen, dafd alle Fanktionen £, (r) von n | speziclern,
etwa,

(134) f;.;f (1) = 2, (1) (=12 ..., 2 —1}

algebraisch ablitngen, und daraus einen Widerspruel herleiten. Naech An-
nahnie gibt es zu jeder natilichen Zahl & ein Polynom w, {2). welches von z
abhiingt, Polynome in zy. .., 7,1 als Roeffizienten und J, als Nullstelle
hat. @ p(z) soll iiber dem von ., .. ., y,_, erzeugten Kirper als irreduzibel
vorausgesetzt werden; demmnach ist die Diskrininante . von ez} nichs
wdentisch glerch Null. st ein Polynom oy, ..o 7, . Die I'unktions-
Tnabrix

(135 (“ K m) "

a7

l,ooum—1; »==1,...,%)

habe den Rang »; mit 2 bezeichnen wir eine r-reihige Unferdeterminante
van (130), welehe nichs identisch verschwindet. Bei den folgenden [Uher-
legungen beachte man, daf die Funktioner ¢ . f, wid damit anch A, d,
(ke ==1,2, ... an jeder Stelle v von T als Quetionten von Potenareilien
in 7 dargestellt worden kilnnen. Mit 2, B,, . . .. beseichsen wir offene

p dimensionale Punktmengen in T, Zuniclist hestimen wir 8, derart, dab
1o ), m(n), oo 7y (1) reguliie fiie T o 3,
Ao, (1), ) 0 fie v o By,
3N "}!T B rﬁi 1 e Lo . L o ('}; (5)’ o 3. r T EB().
Die dritte Fordernng kann wegen N [p7 -+ §] Z N [y y| und der Beselriinkt-
keit, von N [y]-t fie 3 == 0 leicht erfilllt werden und hesagt, dall fiir alle
7 By die Fanktion F{z) nach (132) genan eine Polstelle vom kleinsien
Betrag lLiat, niwmbeh ¢ - 4 (r). IMir eine geelgnete Anordnang

(136} Ly Lo Ly oo ad nf
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der Substitutionen L aug &, mit ¢ = 0 und eine entsprechende Gebiess-
schachtelung
(137} BBy o Beo Byo ... ad inf,
kann ferner mit L; = (y;, &) {j = 1. 2, .. O fur alle natiirlichen Zahlen F
angenommen werden, dal}

a} d () regulir und =+ O fir v cB,,

b) N jyer + &) < N|ppr - 6,4 Tir 12k, 1 € B,

Wir fithren den Bewels dureh vollstindige Induktion naclk & nnd nehmen an,
dafl in der Anordnung von S der k-te Sehrivé vollzogen und ebenfalls der
Absehnitt By o ... o %, schon geeignet bestimmt set. L,y und B,
werden durch die folgende Betrachtung geliefert. dy, 1{7) lst als Polynom
inyy, ..., #a_q nach L. in By regulir und sei guf der offenen » dimensionalen
Teilmenge B, , , © By, von O verschieden. Fiir jeden Punkt 7 C B, ., und

A
G = Sy — _L'i L;, L&, mit L = (y, 8) betrachten wir

’ Min Nyt 4+ 9| = m,

L&, y==0

wnd  bestimmen die Anzahl o, der Substitutionen L o &,, fir welche
Nyt + 8] = m,, y # 0. Da die Werte von «a, diskret liegen, so wird das
Minimum von ¢, in einem Punkt v, | < B, L 1 ATgenommen. Tiie zugehirigen
Substitutionen aus S, fiir welche also N [y v |- d| = fh ¥ 0, werden
mit Lpyqs Loy oo Dpwy {8 = a l) bezeichnet, Da nur {iir endlicl
viele L © &, der Betrag von N (n,;r -4 §) unterhalb einer vorgegehenen
Schranke liegt, wie auch nmmer v < B, ,, gewihlb sei, so milssen die Be-
ziehungen

N h}t’cé 1 7 A ﬁk--%}.i = .,. =N i)'}e: pa + als-ivu.

CNJpe )
Losou
mit Ly = (ypp, 6o} (=1, ca) L= (y, 0}y + 0, Loz - ‘.2.1! L,
P

die zuniichst nur fiir 7, gelten, auf Grand der Extremaleigensehaft von
auch noch fir eine volle Umgebung B, , © A, von 7,y erlillt sein.
Man braucht nur noch ¢ == 1 zu zeigen, Tiir o= 1,2, .. ., a, 7By, st

T } ,ék.},..‘ )

g
eine analytische Funktion mit konstantem Betrag, infolgedessen ilt

(Voo T80 =4 er v Geey) Tir 7B (=100 i)
mit konstanten 7, . h. die Substitusionen Dy, Lo, oo Lo haben
im weiteren Sinne assoziierte wweite Zeilen, Nach Definition ven &, folgt
also @ = 1, . e.d. Wir kiinnen, wie man leleht sieht, die Auswahl der
Mengen By, so vornehmen, dal ein Haufnngspunkd v, der Folge 7, 74, 75, ..
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im Innern aller Tunktinengen B, enthalten ist.  THe Koeffizienten alter
Polynome w (z) (b —= 1.2, 0.} sind nach 1. als Polynome m oy, 0L 7,
in By reguliin. D Terner die Unterdeterminante ({7} reguliz uml == (1 fiir
T By ist, =0 gibt es cine analytische Kurve ) « B, {1 == 1) dureh
To {== 7 (0}, Tur welche

\F“! a2y -0

i | dt (
=1 !

uned

(138) 7 (T ) — 75 (7o) (G 1,2 .. m—1)

gilt. Hiernach ist d, (7 (0) = dy (10) -F O, mithin §,, (7) reguliiz lings 7 (1) und
p(ri)) = filrg) (=150 =1 b =12, ..).

Fzyindert sieh also lings 7{) wicht, vind die Lage der Polstellen. inshesondere

derjenigen vom kleinsten Betrog bleibt erhalten. Aus (132) entnimmt man
dann

“-‘5(.}) v (T (‘f ) R (TU)? N
N{yzit) - 0)“ = N (3 74 -} O)¢
wohel L .EC'E-” mit L= {9, 8, L — {3, (S), Y0 und L L vine gewisse,
noch von ¢ abhangige Permutation der £ © Sy mit y -+ 0. Wir bestimmen
eine Folge positiver Zalden &, (& = 1,2, 3, . ) derart, dafi
T By fir - g ST kg,
und bemerken, dali auf Grund von b)
E\j]y T {0+ {5 . N‘}ﬂjg,‘r{f.)wiw 5}-;,1i fJ‘ = 1,2, ... k=1
N ['}!,4‘1' (1) + 3]~ Nyt i) + & S
fir 1] = £, Diese Ungleichungen kimnen zusammen mit (139) nur dann
hegtehen, wenn

Ly = Ly Tir § &k ] =8

3 ?
Da alse

Ny, 7 (0 -+ 007 = Ny ra+ 0 fir 524, ] = e,

s folgt
i 17 L _
=197

Wililen wir & = n und o beliehige Werte fir j i Intervall 1 55 =k

i . 1 'fs') - K
und bheachten, dall nicht alle Ableitungen (”,ri fitr £- 0 verscliwinsden,
so zieht {140) dag Versehwinden der Gleichungseletermimante
o}

5t Np;taf0;) =40
o7



b72 H. Maal.

nach sich, woraus also folgt, dafi dic Determinante

| i !

e ' il =Y
I TH“ - ﬁ'v ‘
7t

fiir 2 beliebige Werte von § aus der natiizlichen Zablenreibe,

Sei LG mit L == (,8), ¥ + 0 vorgegeben, wind 7 so bestinnut, dall
. — § P »
L= AL; dann st — L Voo — 0 % fipsetst man Lodurch LI

-1
¥ he]

Uit cG(p =1, 2, ..., a), sogeht _'n? in n 4+, diber und nach (1A mnl

| 1 ‘

[— . |:() (1:)[;;::: !,2,...,7!)
o m

‘ [Ty T Ty

gelten.  Das fihrt zn einem \\-"idefsprlmh, wenn wir (lie Translationen o

so auswiblen, dall [« - 1 und Fir » --|-= /r hinreichend grofl wird.

Die Aunmahme. dall es unfer den ;',,, ) (i = 3, ...} hichstens w1

algebraisch unabhiingige Funidionen  gibt. iHi‘ ‘ﬁsn 'E‘a‘ls:(‘.h. Spemell fir
() =G, (15 1 B G; 0) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 8. Uwler den Funkiionen
G (L E, GO G20 (1,1, B,Gi 0y (no= 12,3, .. )

jiir eine feste natiirliche gerade Zahl g > 2 befinden sich n iiber dem Korper
der komplexen Zahlen algebraisch unabhingige.

Wir verschaffen uns noch die Einsichi, dall die rationalen Funktionen
von » + 1 gesigneten sutomorphen Funktionen zu G den Kérper aller auto-
morphen Funktionen vollstindig ausschépfen. Sei f(7) eine heliehige auto-
morphe Funktion und f(c}. ..., f,(v) ein fesfes Systewm von algebraisch

unabhiingigen automorphen Funktionen. Fs gibt dann Darstellungen dureh
Quotienten ganzer Formeu:

"i.'z

Ed
k&

P, .
f:z f} - ;:j (wh ‘PU;EE 0): Wi - {G! — 7, 1}, (PIC {G) == ¥0a I:(

mit ganz rationalen v, 7. Fiir die bheiden Formensysteme vy, §6, T1o o §a
(k =1,2) gibt es auf Grund von Batz § isohare algebraische Heichungen

(142} (s o - ) =0 O (k = 1.2),
die in 1y, einen Grad = g, v * * haben, In jeder dieser Gleichungen muld
bzw, 4, wirklich vorkonmen, da die Formen gq, .. .. g isobar algebraisch

unabhiingig sind wegen der voranggesetzten Unabhingigkeit der Funktionen
fiv oo fo Setzt man gy = fy, und climiniert aus den Gleiehungen (142}
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dureh Resultantenbildung die Form 4 . so evhiilt man eine isohare algebrasche
Gleichung fir [, gq. .. g, uned danit eine algehraische Gleichung

QUi oo =0

die in J beseliriinkten Grad hat,

Wir bestinnnen eme autemorphe Funktion /., von maximalem Grad
iher dem Svstem fr. ... [ Aul Grund des Satzes vom primitiven llement
wird der Korper der antomorphen Funkiionen zu Gvonfy, ... f,. rational

Cerzougt. Das Tlauptergebnis dieses Paragraphen fasgen wir zusaninen in

Sadz 0. L Korper K der asdompoyphen Funktiones zu G yibt es n ither
dew. Kiirper 7 dee komplewen Zuallen alyebraiseh wnabiiingige Funbtionen

[Ty o (1) oo fy (7). R ist eiiie endliche Brveitorsny von 72 (. foo ok

Der Vollstindigheitssatz.  Charakierisierung der Poincaréschen Reihen.

Fite die Substitutionsgroppe G seien big zum Schlufd die Voraussetzungen
von §3 erliilit, . Toes soll nuz endlich viele p:‘zm‘wpi%e infiquivalente para-
Bolisehe Spitzen wnil einen Fundamentalbereieh 5 fir G von der Uestalt (113)
geben.  Die ans zwei helicbigen ganzen Formen 7(1). ¢(ry <1G, —r, )

mit 7 -0, [#] = 1 gebildete Differentialform
(143) oy gy Ny~ dedy
wird dureh eine beliebige reelle unimodulare Bubstitution + -~ St in

F00) S () Ny 2o dy)
iibergefithrt, bleibt also variant gegeniiber den Substitntionen L cG. wie
eine cinfache Rechning zeigt. Wir nennen (1) eine Spitzenform. weun i
den Entwicklungen vor g(1) zu simtlichen parabolischen Spitzen die kon
stanten Glieder verschwinden. s sei f{7) oder ¢{7) eine Spitzenform, Aus
den Transformationsformeln

ik . — ' _
(144) ( @ g N Fdndy) - ‘[..,J Ny (o) N 2dmd )
Ap
(k== 1, 2-‘ o k) entnimmt man leicht (lie Konvergenz -der melufachen
Integrale, wenn man heachtet, dafl eine Bpitzenform bel Anniiherung inner-
hall des Fundamentalbercichs an die parabolische Spitze oo exponenticll
gegen O geht. Die Invarianzeigenschalt der Differentialfory (143} hat 2ur
Folge. daly die Integrale (144} von der Auswahl des Fundamentalbereichs %
nicht abhiingen. Dag berechiigh uns, das Integral
I LA . ! iy , I
(145) ooy Fople = | Ji@ @ NG 2dady
¥

"y bedeatet die konjogrert komplexe Zahl zu o
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als das skalare Produkt von f und @ zu bezeichinen. Fiir eine Spitzenform o (1)
ist offenbar

(@, p) =0,
und das Gleichheitszeichen gilt genan dann, wenn ¢ ideatiseh verselwindet.
Ferner ist

(146) (. ) = lo. b
(147) (X a1, Zhn)= okl
f=1 FE=1
wenn f;, ¢; ©{G, -~ r v}, %, & beliebige komplexe Zuhlen und g, simtlich
Spitzenformen (j = 1, 2, .., m), und h(,‘hhe.l;dn nach (144)
(148) d e = %, 9164

fiir eine beliebige reelle unimodulare Bubstitution S. Mine Spitzenform ¢
heiBt zu einer anderen Form f der gleichen linearen Schar {G, —r, »} ortho-
gonal, wenn (f, p) = 0. Wir berechnen das skalare Produkt einer beliehigen
Form } und einer Poincaréschen Reihe. Nach {71) mnd (148) gilt fiir
E=1,2 ...,k

(149) o (A Ai V0 {d) (F(2), G (1,05 45, G e -+ #))e
e (P (1), G s 0 B AL G AT o ) a6t

woraus hervorgeht, dufl man sich aul den Spezialfall b =1, L. h. 4, - I
beschriinken kann. Tu diesem Fall lassen sich die Toincaréschen Reihen fiir
o+ %, > 0 formal etwas einfacher als in der Gestalt (54) schreiben. Dhurch-
liuft nimlich Ly alle Substisutionen von Hy in {63) und L alle Substitutionen
von & (E, G), dann erhilt man in der Gesamthest aller Ly L ein vollstindiges
- System S, von Substitutionen aus G mit paarweise verschiedenen zweiten
Zeilen, und man erkennt auf Grund der Darstellungen (54), (63) wnd (66)
sofort, dal

LIS Ly Ly

150 O (10 B, Gipppog) = Y e 1
(150) (Tiv #-t o) el e DN

falls L = {y, 8), gt -+ 2; > 0. Fiir eine belichige ganze Fomm
(151) )= I elnbmyerisi
¥ My

b T
aug {G, —r, v} und fiix g0 + 3, > 0 ninnt die Berechnung des Skalarprodukts
feigenden Verlauf,
(f(r), G_: (73 L’,E Gy -F #1))
— 5 jf(-r}ru( )}}T 0 '{3)*”6 ‘J'ﬂS(u-i-:q!IrN(yw‘——fi(Zmdy)

J'CJS

z[c%;nj ij{'g)c 2715{11+111N(y 2(]52/(2?/}

= f . .jf(r} e 2AlS R TN (-2 dady).

k)
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Dabei ist B == X L § cin Fundamentalbereich fiir die Gruppe T der Frans-

LCE,
lationen in G. wnd zwar st jeder Punkt 2/fach iiherdeckt, well naels (6]
je 2" Substitutionen von G omit paarw eise verschiedenen zweiten Zeilen aul
die Pankte 7 © T die gleiche Wirkung haben. Da der Integrand des Integrals
iiher 9 wegenither den Substitutionen von T invariant ist, so kann @ offenbar
dureh das 27 fache des (einfachen) Fundamentalbereichs B, der durch das
erste dtl Ungleichungasysteme (110) {ir &k =1 beschriehen wizd, ersetat
werden. Die Vertauschbarkeit von Simimation nmi Tutegration in der oben
ausgefithrten Hee Dnnng B sieh mitderin § 2 ausgesy syrochenen und bewlesenaen
gleichmiilBigen Konvergenz der Poincaréschen Rethen rechtfertigen, Trigh
mAn L In
(6 = 2 [ [i ) ems st Ny 2 dudy)
%
die Entwicklung {151} ein, so erhitlt man nach clementarer Gleiching
(152)  (f(z), G ;v B, Gy ) = 27 N o) e (1 -+ %)
mit,
(173} A A7 M4 SRR AN (IS LR
Trer Fall s -k »y = 0 kann nue dann cintreten, wenn x; < . Das sei jetst
angenonunen.  Die Tisensteinsehe Reihe G_, (r:m 5 G0} verselnwindet
genau dann nicht ilentisch, wenn es iiherlaupt eine nicht idlentisch ver-
sehwindemle Fopn in IG. -, v} gibl, in deren Bntwicklung zur Spitze o
ein von 0 verschiedenes konstantes Glied verkomint. (bt es nimlich eine
solehe Form /(7). so folgt nach (14), angewandt anf o b ooy = 4,

{154} p (P D) = 1 i U D, oGy A0,
also naeh (64)
(155) G (s G0 = Y L .

Ay o PN T

Als Reprisentanten der Substitutionenmity = 0 denken wir unsdie 27 Potenz-
produkle L der in (16) genannlan § Substitutionen By, fy, ..., f, ansgewihls,
Fitr diese mlb

f(@) = fi(lry = o) Ny -+ 87 (),

wegen [ (7} =0 also o (LY N (y7 4 8y = 1. Das konstante Gliedd in der
Fntwicklung von 6, zur Spitze oo lautet, daher 27, ist akso ebenfalls von O
verselieden, Diese Aussage ist offenbar mit ¢, =0 uleichwertig. Unter
der Voraussetzung (154) bilden wir das skalare Produkt von 7_, mit einer
beliehigen ganzen Spitzenform /(7)) < (G, -7, 2}, fiir welehe eine Entwicklung
von der Art (60) gl

f = 5 ey . emsnhe
" mT Lo % p
[
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Setzen wir 8, — 2 L% und beachten B = 2 Ly %y . so ergibt sich
LTSS LSy

(f (1), G, (z:0; B,G; )

= X [ l@el Ny 4oy Ny dedy)
L GIE,G) g'

== & ...”(T)N(?]r_zdmrﬁy\
LSS gt
(]E‘JG) S 2 C(,l.t) 2: j‘. . “ ‘)221‘?.5(! IZEAN (_’n‘,fr_?*afﬂ': {ty}
moomy LT 9r w, "
=0
= P Z C(f”)J. [(1uﬂJSflTN(' r_“d.f(lJ) - 0.
acmf %
e

Die entsprechenden Uberlegnngen gelten fiir alle parabolischen Spitzen, da
eine beliebige immer nach co transformiert werden kann Wir setzen

(157) gor(vion A G g+ %0
2-ng ""(AMA?I)NAQN{,!-.LM)'“ YO (rivy Ay, Gy getany Tl 420,20 0,
9 n gt (A, A7 Yo (A G, (v A, G 0) fiir ot =10

und erhalten zufolge der allgemeinen Transformationstheorie [iir eine helichige
Form f(t) <{G, -r,v} mit den & Entwicklungen

—1
(158) From = I oy atmrSteem
.
W ap 0
nach (149) und (162) das Resultat _
(159) (2 g0 (235 A, G 10+ )} = 6 ey (it + 22)

mit
e = A7 ) T T — D™
Auf Grund von (1663 bleibt (154) auch fiir g - %, == O giiltig. wenn man

dann { (1) auf Spitzenformen beschrinkt. Fiir die Koeffizienten der Formen

Apt

gt (e A Gop o) =g s (r0'E B, AG A )

- Z Cr {V + 2, H -+ %k) gR ISl AT
My
N S i
bestehen wegen
(160) (g (7393 A Gt ) gy (130345, Gi v b)) = 67 e (v 4 st +30)

und (146} die Bezichungen

(161) e (v b st i ) = e b v 0,

falls » - », oder j 4 % o 0, spesiell fir # = » auch

ey (gt -+ e gt ) 22 0,
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Nach (160) versehwindet g, (r; o020, Gip b ;) genan dann identiseh,
wenn e fr Lo, g0 ) o= 00 Wie wir schon sahen, st das auch fiir die
Kisensteinreihen g_, (3212, G:0) richtig, Die (leichung (1683 15t die
Cielle einer Rethe von wichtigen lrkenntnissen (vgl. L e.®), die wir zu-
sammenstellen in

Salz 10, Dic Poieardsche Reihe g (tie;4,., Gy g2 ist doreh die suech-
folyenden Bigenschaften bis auf civen konstonten Faktor cindeutiy chavaklerisiert:

Lo b ooy - Oog ., dst eine Spitzenform, die auf allen denjenigen Spi

e
Jormen, in deven Entwicklung sur parabolischen Spiize A7Y oo der Koefftzient
. Bwponenten pr o g versehwindot sepkrecht stebl,

2op o owy = O In den Ewtwicklungen von g, 2w don sibntlichen poro-
bolischen Spitzen A7V e, 1 s ko wersehwinden die Lonstanien Glicder. gq_,
steht anf allen Spitzenformen senkiecht,

Beim Beweis kamm auf Grand von Satz 4 ven der Tatsache Gebrauch
gemachit werden, dal jede der linearen Scharen {G, — 1, #} von endlich vielen
Formen erzeugt wird, Wie wir schon sahen, Lt sich eiue beliehige Form
mit Hille der Fisensteinveihen (p + 2, == 0} stets aul eine Spitzenform
reduzieren,  Zur weiteren vollstindigen Ileduktion reichen die Poincaréschen
Tefen ¢, (roo0 A, Gy 4 %), p 1% -+ 0 zu belichigem aber festem {
bereits saug, Wilden wir nimlich aus der von diesen Leihen erzengten linearen
Schar nach bekanntenr Verfahren ecine Basis von orthogonal nommierten
Tormen sy, ge, ..., 4, abds, so ist eine heliehige Spitzenform g aus
1G, —r, 2} dureh die zugeordnete Linearform

m.
.Xl("rf e, mit (g0 = a; (g==10L%.. .,m
o

zufalge (159) eindeutiz bestinnnt. Da diese Linearform bel diegemn Prozels
sich selbst zngeordnet wird, st sie mit g identiseh. Hs gilt also der wichtige

Saly [1. Die wicht vdeiiseh versehdindenden Bisensteinrethen g (170,
Ay GOy 2 den parabolischen Spitzen A7V o0 mil x <y, Tussen sich durel
endlich wiele der Poiuearésehen Leilon g Av; v A, Gop -}, 010 0 0
mat helichigem aber festean Lans dey Beihe 1,2, 0L s einer Basis dey Hneaven
Formenschar (G, - v, v} erginzes.

Disser sogenannte Vollstindiglkeitesats wird ergiinzt durch den Zusate,
daf die Maximalzahl der linear unabhiingigen unter m vorgegebenen Poincard-
selern Reihen

oo (Tiwsdy, Gopg d oo i Ao 700 (g 12000 m)
mit dem Bang der Matrix

(_‘nlr (ff,‘. A g, gty )

iibereinstinnmt.  Den sehr cinfachen der Methode angemessenen hier wieder-
gegebenen Beweis Tiir diese Anssage verdanke ich einer Mitteilung von



BT8 . Maall, Automorphe Funkbionen von a Verfnooslichen.

Herrn Patersson. Die beliebig ausgewiihlion Spitzenformen ¢y (), .. .. ¢, {7),
(), oL x (1) 2 (G, — v, )t werden zu Formenvektoren

a(r) = [ (1) oo g (D) (1) = {7 (7)o e (7))
zusammengetalit. Sei U die von den ¢, B die von den 7, aufgespannte
Schar, D der Darchschnigt von 9 und 3 und sehliefilich 9, 8 hzw., © von der
Dirension a, f bew. & Tir den Rang p cler Matrix {g9.v) = {(¢;, &) gilt dann

Zum Beweis beachte man, dafl p offenbar nur von % und B abhingt. Brsetzt
man nidmlich z. B, das Frzeugendensystem ¢, von A durch ein anderes. so0
andert sich die Maximalzall der linear unabbingigen unter den Zeilenvektoren
von (q,1) nicht. Da jede lineare Relation zwischen den ¢; baw. 7, auch
zwischen den entsprechenden Zeilen- bzw. Spaltenvekforen von (q.r) be-
steht, so ergibt sich die angegebene obere Schranke fiir o. Withlt man fiie D
eine orthogenal normierte Basis und ergiinzt diese zu einem Hrzengenden-
system einerseits fiir 90 von der Gliederzahl «, andererseits fiir B von der
Ghederzahl b, so folgt wnmittelbar & = g. Spesiell fir 4 < B oder B < U
isg § = Min (s, ), also & = p. Wir machen folgende Anwendung. Seia = we.
q(7) ={y (... .. .. (7)) cine Basis fiir die Spitzenformen aus {G, 7, #} il
0 (@) = T (s etriSle b

wComg
Ry =]

in verstiindlicher Vektorbezeichnung die Entwicklung von g (7) zur Spitae
Arton. Mit (cp (s + #0), € (2 b 3), <o G (it - 22)) el die konstante
Matrix mit den Spaltenvektoren o, (s, + ») (I = 1, 2, ..., b) hezeichnet,
wobel g, beliebig aus m, derart ausgewiihlt ist, dall o + %, - 0. Ferner sei
7. (0) = g_, (Tiv; Ay, Grprg ) (0= 1,2, ..., B). Dann ist
(G {z) ¥ (T)} = f—"i-” (CJ.- (10 ), O (e 20ds oo G lpty + %;J),-

woraus hervorgehit, dafl die Maximalzahl der linear unabhéingigen unter
den Vektoren ¢, (i, + 2 (0 = 1,2, ..., 8) gleieh der Maximmlzall der
linear unabhingigen unter den Poincaréschen Retheng_, (7523 Ap, Gy g+ %)
(1 =1,2, ..., b). Wahlt man schliefifich fiir g () und v(z) das gleiche System
von Poincaréschen Reihen, so erhilt man die oben formulierte speziells
Aussage.

Die von Peterszon (L. ¢, 5)) eingefiihrte Kiasse der Tormen {2, (7, z) kann
ebenfalls auf » Verinderliche verallgemeinert, aber in ihrer Bedeutung fiir
die gesamte Theorie noch nicht restlos verstanden werden. Das mag vor allem
daran liegen, dafl man in n Verinderlichen das richtige Analogon zum Riemann-
Rochschen Satz fir eine Veriinderliche noch nieht gefunden hat.

(Fingegangen am 28, 8. 1940.)



