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Einleitung und Resultate

Bekanatlich (s. [2], Theorem 4) lassen sich Spitzenformen zur Siegeischen
Modulgruppe n-ten Grades mit Hilfe von Thetareihen zu positiven geraden
quadratischen Formen der Determinante 1 in m Variablen konstruieren, indem
man die Glieder der Reibe mit geeigneten Werten einer komplexwertigen, im
landldufigen Sinne harmonischen Form u(X) der Matrixvariablen X = X®
=(x,,) multipliziert. Durch Einfithrung des Begriffs der vektorwertigen harmoni-
schen Form hat E. Freitag diesen Ansatz auf vektorwertige Modulformen
weitgehend verallgemeinert ; eine Publikation ist vorgesehen. Jedenfalls sind damit
die komplexwertigen harmonischen Formen erneut ins Blickfeld der Modulfunk-
tiondéire geriickt. Soviel zur Rechtfertigung der vorliegenden Note, in der ich unter
Berticksichtigung ciner héchst bemerkenswerten Arbeit von Hoppe [1] eigene
Betrachtungen, die ich vor mehr als zwanzig Jahren angestellt habe, in groferer
Aligemeinheit ausfithre.

Es bezeichne F (m, n) den linearen Raum der Polynome u(X), die der Homoge-
nititsbedingung

X V)=|V"(X) fir V=V" und ganzes gegebenes k=0 (1)

geniigen. we Fy(m,n) soll (abweichend von [3, 4]) harmonisch genaant werden,

.4
wenn ¢ der Differentialgleichung AuwX)=0 geniigt. Dabei ist 4= r(,\;( X) der
2 )

Laplacesche Differentialoperator in den mu Variablen x,, X' =(x Xk © (A_(’ )
Ox

und ¢ das Zeichen fiir die Spurbildung. ox

H(m,n) = {ueF(m,n)|4u=0} {2)
stellt also den Raum aller harmonischen Formen in F,{m, n) dar.

Der triviale Fall k=0 ist ohne Interesse. Wir setzen daher k>0 voraus. Im
librigen 1st dann, wie man leicht sieht, dim Fi{m, n)=0, sofern m<n ist, so dall wir
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uns aufl die Betrachtung des Falles m = n beschriinken kdnnen. Auch m=nist nicht
sonderlich interessant, weil I,(m, m) = {¢|x|¥|ce C} und

I fir k=01,

dim H ,(m, m) = {0 fir ke [ {3

ist, wie man aus
AXF=kk— DX|fPe((X' XYY (m=n)

crsieht.

Im Fall m=n, der nun verbleibt, ist F(m, n) in gewisser Weise der GraBmann-
schen Mannigfaltigkeit Gim,n) der n-dimensionalen linearen Unterridume mn R”
zugeordnet. Obgleich Glin,n) durch Ubergang zu orthogonalen Kompiementen
bijektiv aul G(m, m—n) bezogen werden kann, scheint es zwischen f,fm, n) und
H,(m,m—n) keine Relation zu geben. Dies macht

m fir k=1
lim £ n— )= ’ =) 4
dimH {m, m—1) {0 N (=2} (4}
deutlich, wihrend bekanntlich
+k— 3!
dimH,(m, 1)= %(m +2k—2) fiir k=0 (m=z2) {3)

ist, Bezeichnen wir mit »* die Gaul-Transformierte von u, definiert durch

¥

W= [ fuX + T =T 4T],  T=(,). [dT]=[[dz,. (6)

s v

so gelten, wie in [2] asuvsgefiihrt wurde, unter der Voraussetzung we P {m, n)
Jedenfalls die Aguivalenzen

- -

F(}(' (;( uX)=0=u*=u (m=n). (7

A4(X ) e O

Die folgenden Uberlegungen erfordern die Voraussetzung m=2n: sie erlaubt
die Anwendung der Toppeschen Theorie [ 1], Der Fall > n>m-—n bleibt somit
uncrledigt. Es erscheint angereigl, den Hoppeschen Zerlegungssatz ausfihrlich zu
beschreiben; er stellt das Hauptergebnis von [ dar. Wir bezeichnen mit R die
Algebra der gegeniiber den Transformationen X—U XV (U7U = E = Einheits-
matrix, |Vi==0) invarianien Differentizloperatoren. Sie wird von den Operatoren

chenso auch ven

~

[ O A2 e | D : ; =X ¢ 7( © ¢
g(‘X ) a4  (h=12n) mit A=X \X{?X,J) )



Harmeonische Formen in einer Matrixvariablen 135

erzeugt. Mit einer beliebigen aber fest gewiihlten komplexen Matrix L= L7 die
den Bedingungen L'L=0, 1’1 >0 geniigt (m > 2n garantier! die Fxistenz), bilden
Wwir
Y o=
Y=LXXXVy'X L= ( ), Y =YY" (Y,=1). (1)

. 9 ¥ s
£ *
" /

Weiter sei 1, die Menge aller Systeme nicht-negativer Zahlen ko, k. k, mit der
Eigenschaft

k N
k.=0modl) fir r<n, k= 2(modl), S k= % (11)
£}

Dann sind

n

B b ,
wX)=X"X" 1] Vi eFmn, lel, {12)
=1
Eigenformen von %, deren Bildungsgesetz an die Selbergschen Eisensteinreihen
zur Gruppe SL(n,R) erinnert. Das Hauplergebnis von [17 kbnnen wir nun
zusammenfassen in dem

Zerlegungssatz von Hoppe. Es bezeichne Ldm,n) die lineare Hillle aller Formen
w(UX) mit UL = E. Dann ist

Fum.n)= (P Efmn)  (m=2n) (13}
fedy

die direkte Zerlegung in paarweise orthogonale Eigenréume von . Zu Jedem 1el,
gehdri ein umkehrbar eindeutig bestimmres 8 ystem nichi-negativer Eigenwerte 4,.(1)
(h=1,2. .., 1), so daff ue E{m,n) mit

uelfmn),  old™u=,{0u (h=12..n (14)
gleichwertig ist und jede Eigenform e £ lm n) vom W in genau etnem Eigenraum
Edm, n) liege.

Der Orthogonalitidtsaussage licgt die in [3] eingefithrie positive hermitesche
Metrik zugrunde. Wir fithren noch die Figenwerte beziiglich der Basis (8) ein:
h

G(X’X Ff-ﬁ-‘--;il wX) =i u(X) =12, .n) (15)

Umfangreiche Rechnungen, die sich wesentlich aul Operatlorenidentitiiten in [1]
stiltzen, ergeben

Satz 1. Fiir tel, ist

Loa,0=4% Him—1—rjk, 48 Y ‘ D f{,.)—.‘
P k=1 'roh
. / k'
2oy 0+ 2 =4, =2nk(k t m—n— 1y mir f,=10.0, ...\(3.; ,

3o D=4,(,) Das Gleichheitszeichen gilt hier genau dann. wenn f=1, ist.
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Jede TForm wusH/ mn) ist gemidB (7) Eigenform von H, da

A gk
a (X ,\;{, ,;() wX)=0 (h=12,...,n) ist. Wenn demnach a(A Py =Au
\ aX'
(h=1,2, ..., gilt, so ist (1,, A,, ..., 4,) von u unabhiingig. Fiir ein gewisses fe 1, ist

also A, =40 (h=1,2,...,n), mithin H(m,n)CE{m,n). Ersichtlich ist p,(H)=0
(h=1,2,...,n). Satz 1 gestattet nun A,(H=21,(t,}. d.h. I=1, zu schlieBen. Bekannt-
lich {s. [27) ist E, (m,n)CH{m,n). Damit ist Hgm, n)= E, (m,n) bewiesen. Etwas
ausfithrlicher besagt dies

Satz 2. Im Fall mz2n ist H(m, n) die lineare Hiille dev Formen |L'X|* mit beliebigen
Losungen L von 'L =0, L'L>0,

Mit diesen Frgebnissen erhalten wir unmittelbar eine Reihe neuer Moglichkei-
ten, harmonische Formen zu kennzeichnen. Wir fassen zusammen:

Satr 3. Unter der Voraussetzung m=2n sind fiir eine Form ueF (m. n) folgende
Aussagen paarweise dquivalent.
1. w ist harmonisch, so daff gemdff Definition (r( X ";() wX)=0,

g ¢

X' ?X
a

LoalX X) =1,

o xx  2ueo
4, a(A%u ( )ﬂZHk(k%mw--an)u(X),
5
6

b

—u(X)=0,

) =ulX),
. wist orthogonal zu allen Eigenformen ve F (m,n) des Operators o(A%) 1a(A%)p
=] v mit A, <2nkik+m—n—1)
Dal der Eigenraum H(m,n} mit E, {m, n) identisch und 4,{0)<4,({,) fir alle
von I, verschiedenen e I ist, habe ich fir n=2 aufanderem Wege in {3] bewiesen.
Auf H,(m,n)= F (m n) (mZn) sel noa,h besonders hingewiesen, Demzufolge ist

Die unvermeidbaren Rechnungen

Zum Beweis der Dimensionsformel (4) beachten wir, dal jede Form
u(X)eF(mim—1) als homogenes Polynom vom Grad k in den Pliickerschen
Koordinaten #=(1,,%, -...4,) von X geschricben werden kann: wX)= /(). Die
in [3] bewiesene I-o_rmd
"‘ ’] A m pon) ful3 8 .
( X(X X) (X)= {q/io%—(m—Z)(Z 17‘4;*;) —(m—Z)vzin‘_ai—h}j(n), (16)

¢ v

wobel zor Abkiirzung




Harmonische Formen in einer Matrixvariablen 137

gesetzt ist, erlaubt uns festzustellen, wann =0 harmonisch isi. Notwendig dafiir
ist wegen (7) jedenfalls, daB die linke Seite von (16) verschwindet. Es sei q" die
gréBie Potenz von ¢, welche S teilt. Der Ansatz F=4"g ergibt

gAof =g"{(4h{h — 1)+2hm+4h(k—2h))g+qdog} )
Aus ue H{mm—1), u0 folgt daher
14hlh— 1)+ 2hm +4hh — 20+ (m — 2)ke(k - Dig+gd,g=0.

Wegen qfg verschwindet die geschweifte Klammer, in der keine negativen
Summanden auftreten. m> 2 zieht also k<1 nach sich. Im Falle k=1 ist
My-#3, ..., 1, eine Basis von H.,(m, m—1). Damit ist (4} bewiesen.

Der Beweis von Satz 1 gestaltet sich umfangreicher. Zunichst fihren wir eine
Rethe von Bezeichnungen ein:

1
](r:Sr—S:-%-l‘% (f‘::].,z,...,}‘l), Sppqr= ni“
4
é g
V=Y"_y— ) — 1,
(V) % (em 5%»)
€n=1., e,=1 fir p=+v, (17)
" Y £
A0=TT0 s=usnn) v=(" 7 gy
e * %
8 h
Bekanntlich ist f(¥) Eigenfunktion aller Operatoren O’(Y cY_) ; d. b mit gewissen
v, (5} st
AL :
“(Ye“if) KD=n(0)  (h=1,2,..,m, (18)

Eine in [ 5, 8. 74] angegebene Rekursionsformel ermoglicht es, die Eigenwerte v{s)
fir A=1,2 durch Tnduktion nach n rasch zu berechnen. Man erhilt

Vils)=s, +5,+ ... +3

) (19)
V) =si+si+ 4 2 —dln— Un(n+ 1.
Die Umschreibung auf k,, ks, ..., k, mit Hiife von
Si=Ry+ kA1 2R) (h=1,2, ... n)
ergibt
n
V8= 3 rk,,
= (20)
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Wir betrachten im folgenden dic Mawrix Y in Abhingigkeil von X gemil den
Angaben des Zerlegungssatzes von Hoppe und setzen W=X'X. Dann ist

ulX)=| Wk f(Yy fir fel,
und nach [11 S. 57, {30)]

(XIX X fi()f{y)__{%(@if Yk) “LQW( YY)}fm

442 ¢ :
= —2{2G(Y5Y) +(m—n— I)G(YaY)}jg(Y)

—202v,(s)+H(m—n— Ly ()} f(Y). (21}

Mie Unterstreichung einer Matrix zeigt an, daB sie bei nachfolgenden Differential-
operationen als konstant anzusehen ist. Die Operatorenidentitiit

-»—!W| RZW X} tw‘k,

A(k—t—m—n—l)LJrA{ 4 W(W”X’"; )}JrQO (22

(?X

ist im wesentlichen eine Folge der Vertauschungsregel
? i 2 kiz . A |
W = | Wk ( FRX W )
cxX | Wi X ‘

& o
die man leicht bestitigt, wenn man beachtet, dall - e und 2X W aufl Funktionen
é {

von W=X'X diesclbe Wirkung haben. Demnach st

¢ 0 ¢ '
v W ki2 k2 ( A J 1 ’) ( e e s
SV Ay S =W S F WX iy KXW ,
| O P e Lo S xweew
OX 8 12} SE)

Mit Hilfe von

~

-

S
oo X = mE + (X o
D

ergibl sich

& : av
e XTW T = V'i, (}(, Wt= e (Wlx, )
ml \ (X‘ (m—n—-1Ww"! | 59

ax’
und damit schlieBlich (22). Wir wenden (22} aaf j{Y) an. Spurblldung, und

Multiplikation mit |WP? ergibt unter Beriicksichtigung von o ](Y)f()
P
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und {21)

"!

XX S =)

=nkik+m—n—Du(X) — 202,08} -+ (m—n— Dy, (5 udX),
also

pBr=nklk+m—n—11—4v,(s)—2m—n— v (s} (23}
Eine Beziehung zwischen A4 (D) und p,(I) vermitielt die Formel

(A X) =2nk(k + m—n— DudX) 26 (X X - ¢ )MT(X) (24)

X’"

Sic ergibt sich aus der Ideatitit

. A S BT
o(A%) =20 Xﬂ—,) _2g (X (X ))
aX . '

mit Hilfe von

(X 5 )2 (X é g } N (X’ ¢ )
X | = | g
W axr) TR A A oY
é é [, 8
== (7 X’———X”jff + «Xh:")
r(_ ox rX) e ax
{'} <
= A?T ........ -t 4 {m— {X’ﬂ )
o"( (.X) (m—n)a X%
und

8 &y ¢ & &
CRETRS P
CX N Xt X' X oX’

sowic der Tatsache, dal} nach [2, 5. 125] fiir Funktionen wiX), die sich alsg
Funktionen der Pliickerschen Keoordinaten von X schreiben lassen,

X' ("‘(X WX} ia (.X’ F(X) wX)E
ist, Der hiermit bewiesenen Beziehung (24) entnehmen wir

At =2nklk4+m-n—1)—2p,0). (25)
Wird g, (I) vermittels (23) eliminiert, so ergibt sich

A N=8v, (&) -+d(m—n— L5
—4 Z n—r— Dk, 48 Y (Z k) (26)

h=1\r=h
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Damit sind die ersten beiden Aussagen von Satz 1 bewiesen. SchlieBlich ist fiir fe I,
auch

. . k k2
Ai{fe)——/'ui(f}ﬂ‘ln(m——ﬂk1}5+8?’1(2) — A,

nm—n—1Dk,—4 3 rim—r— 1)k,

O r=1

=

=4

r

+8i(rz k) _s Z(Zk)

h=1 h=1\r=h

=4 Z n—rim—n—r—1}k,

Das Gleichheitszeichen gilt ersichtlich genau dann, wenn ky= ... =k, _, =0, also
t=1, ist. Damit ist der Beweis von Satz | erbracht. Nach dem, was vorausging,
etfordern Satz 2 und Satz 3 keine besonderen Begriindungen mehr.
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