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Einleitung

Die in [7] eingefiihrte und in [8] durch explizite Konstruktion vollstindig
bestimmte Spezialschar €, besteht aus gewissen Spitzenformen zur Siegelschen
Modulgruppe I3, zum Gewicht k=0 (mod 2) und zum Multiplikatorsystem I. Es
erscheint nun angezeigt, auch die Frage nach der Spezialschar &, (v) der Spitzen-
formen

x(Z):NZO a{NYexp(ria(NZ), N= (bc/lz bé?.)’ a=b=c=1(mod?2) (1)

mit der Kennzeichnung

1 bi2g "
a(N)= g ta ( ) fir N>0 2)
gfa,%f bj2g ac/g?
g>

unter der Voraussetzung zu untersuchen, dafl das Multiplikatorsystem von y mit
dem einzigen nicht-trivialen abelschen Charakter v von I, identisch ist. Das
Zeichen v wird in dieser Bedeutung beibehalten ebenso wie o als Spurzeichen.
¥€S,{v) gentigt also den Transformationsformeln

WM (Z5)=o (M) CZ+ D 1(Z), M= (‘é ﬁ)er. 3)

Dabei ist M{(Z>=(AZ+B)(CZ+ D)~ '. Die Multiplikatorwerte v(M) sind ge-

maB [5] durch
(0 )t off Bmcapen,

v (((/;’ qu)m(*l)(l Fug+uz) (1 +uy rusd+uguz (4)
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. . ) b
bestimmt. Hierin bezeichnet B=(

bl b ) eine ganz symmetrische Matrix, U
2

Uy U . . . . o . . .
=( v 3) eine unimodulare Matrix und E die zweireihige Einheitsmatrix. U’
;U

i 2

gehe aus U durch Transposition hervor. Mit dem Ansatz (1) tragen wir der
Forderung

y(Z+By=(— 1) Th*b(Z) fiir ganze B= (bb1 f) (5)
Rechnung. :

Im folgenden bezeichne (G,g,m) den linearen Raum der automorphen
Formen zur Gruppe G, zum Gewicht g und zum Multiplikatorsystem m. Ferner
sei (G, g, m), der Teilraum der Spitzenformen in (G, g, m). Ist m= 1, so schreiben
wir abkiirzend (G, 2)=(G, g, 1) und (G, g)o=(G, g, 1)y. Die elliptische Modul-
gruppe werde mit I' bezeichnet. Eine besondere Rolle spielt die Haupikon-
gruenzuntergruppe I'(2) bzw. I;(2) von I bzw. I zur Stufe 2.

Das erste Ergebnis der folgenden Untersuchung ist ein Existenzsatz.

Satz 1.

o jdim(I k—5)  fir k=1{(mod2),

dim Silo)= {0 firr k=0(mod 2). (©)
Insbesondere folgt hieraus, daB die Spitzenform . =ﬂ10 in €.(v) liegt, was in
[6] andeutungsweise als Vermutung ausgesprochen ist. Wir setzen im folgenden
k=1(mod 2} voraus, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird.

Da £;(2) im Kern von v liegt, so hat es einen Sinn, die Operatorentheorie von
Evdokimov [3] auf $,(v) anzuwenden. Eine Betrachtung, die an {1] ankniipft,
ergibt

Satz 2. S,(v) ist beziiglich der Heckeschen Operatoren T(m), m=1 (mod 2) inva-
riant und besitzt demgemdaf eine Basis, die aus Eigenfunktionen der Heckeschen
Operatoren besteht.

Damit stellt sich die Frage nach der Funktionalgleichung des Eulg:_rprodukts
Z (s) zu einer Eigenfunktion ye&,(v). Das Ergebnis der angestellten Uberlegun-
gen ist

Satz 3. Es sei Z (s) das Eulerprodukt einer Eigenfunktion ye,(v) beziiglich der
Heckeschen Operatoren T(m), m=1(mod 2). Dann ist die durch

(1—=25=1 =5 (1 — 4k =25 [ (s 1 —k) {(s + 2~ k) D(s)=Z ,(s) N

definierte Funktion D(s) eine ganze, in jedem Streifen o, =Res=a, beschrinkte
Funktion. Die Funktion

R (s)=n"2*I(s) F(s+2—k)(1 — 42t Z(s) (8)
geniigt der Funktionalgleichung

R (2k-2-5)=22% 19 R (s). (9)

2,
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Die Herleitung dieses Satzes beruht ausschlieBlich auf der Anwendung eines
Lemmas von Shimura [10, Lemma 3.3]. Auf die Mabglichkeit einer solchen
Beweisfilhrung hat bereits Andrianov [1] hingewiesen. Es folgt unmittelbar

Satz 4. Bildet man unter der Voraussetzung von Satz 3 die Funktion

R{s)=(Y/2m)=*I'(s) Ds), (10)
so gilr

R{Zk—2—5)=R(s) (11)
Jeder Eigenfunktion ye@,(v) wird demgemill eine Spitzenform ge(G(]/é), 2k

. . 1 y2y 0 —1 :
—2), zugeordnet, wobel G(ﬂ) die von (0 ]/1 ), (1 0) erzeugte Gruppe ist.

g ist bestimmt durch

a(n) exp(/2 zinz). (12)

1

De)=Y amn—,  glz)=
|

I g n

"

Wir setzen zweckmilBig D{(s)=D,(s). Aus (7) geht hervor, daB D, (5) ein Eulerpro-
dukt mit dem 2-Faktor (1+2*7>7%)~' im Heckeschen Sinne hat. Wie Bogo-
Kuyk [2, Remark 2] ausgefiihrt haben, ist g(z) daher Eigenfunktion aller Hecke-
schen Operatoren T'(2, m), melN. Insbesondere stellt sich heraus, daB T2, 2 eg=
—2"~!g ist. Bezeichnet w(p) den Eigenwert von g beziiglich T(2, p), p= Prim-
zahl>2, so folgt nach [2]

D(s)=(1+2* 251 T (1—wip)p~s+p2-3-29-1, (13)

p=2
mithin
Z,)= ] {0=p (1 =p 21 —w(p) pS+p?* 2291 -1 (14)
r>2
Zusammenfassend stetlen wir fest:

Satz 5. Besteht die Basis y,. ¥,,...,%, von S,(v} aus Eigenfunktionen der Hecke-
schen Operatoren, so wird durch

1AZL) =2, (s)— Dis) =D, (8)—gz2) {(v=L2,...,7)
eine lineare Abbildung von &, (v} in
My, ={2e(G(1/2) 2k—2)| T(2,2) g=—2" "' g} (15)
definiert, welche Eulerprodukte in Eulerprodukte iiberfiihrt. Im fibrigen ist
dim Z,(v)=dim D, .. {16)

Das Analogon zur Vermutung von Saito-Kurokawa besagt, daB die in Satz 5
genannte lineare Abbildung &,(v) >, , eine Bijektion ist. Ein Beweis hierfiir
wire gegeben, wenn aus Z w. =%, folgen wiirde, daB Yu- ¥, bis auf einen
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konstanten Faktor {ibereinstimmen. Im Fall dim &/v)=1, also fir %
=15,9,11,13, 15 ist das jedenfalls richtig. Es liegt hier eine mit [1] vergleichbare
Situation vor.

Bemerkung. Den Beweis der Dimensionsformel (16) sowie eine neue Formulie-
rung von Satz 5 in der Sprache der Atkin-Lehner-Theorie, die als Satz 5* am
Ende der Arbeit steht, verdanke ich dem Referenten, Herrn Zagier, und Herrn
Kohnen. Ich hatte nur die Ungleichung dim 9,, _, <dim &,(v) bewiesen.

§ 1. Die Dimensionsformel
Wir beweisen Satz 1 und erledigen zuniichst den Fall k=0(mod 2). Auf Grund

veo )61"2 folgt a(N{U])

der Transformationsformel (3) mit M =(0 yt

U-t o . . . 0 1 .
:v( )iUl a(N) mit N[U|]=UNU. Speziell U=(1 0) ergibt

o
0 1 b2
a (N [1 0]): —ai{N}). Wihlt man N= (;;2 / )>0 primitiv, so stimmen

0 1 . . Iob/2y . ..
a (N L 0]) und a{N) gemif (2) mit a (b/2 ac) iberein, woraus a(N)=0 fir

alle primitiven N >0 und somit y=0 folgt.

Wir seizen fortan k=1 (mod 2) voraus. Der Beweis von (6} basiert in diesem
Fall auf der Entwicklung einer beliebigen Spitzenform ye(l3, k, v), nach Jacobi-
schen Funktionen:

2HZ)=Y 8,(z,, 2) exp(nimz,), Z=(ZI Z). (17

- z oz,

Hinsichtlich der Summation verabreden wir allgemein, daB in )  die Zeichen
m,n, ... unabhiingig voneinander alle positiven ungeraden Zahlen durchlaufen.
Die Multiplikatorwerte {4) ergeben

Az z+h)_7 N (21 z)
’((z+h :, =(=D'x{, o)

L g z, gz,+z ) (21 z)
+ b7z —_ ={—1})#®
/{( [0 1]) x(gzl%mz gz +2gz+z, (=1Fx z oz,

und damit 0 (z,, z+h)=(—1)"8. (z,, 2,
0,(zy, g2z, +2) explmim(g®z, +2g2)=(—170,(z,, 2).

Demzufolge ist

0,0z, 2)= Z ConlZ1)

hmod 2m
h=1(med2)

‘gxioo(—l)" exp (ni{m (g-i—%)z z,+2m (g-i—%) Z})’
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speziell fir m=1 also

Bi(zy, 2h=icy(z4) 844024, 2) (18)

mit
o

41l 2)=—1 ¥, (~1Fexp (%i(Zg—H)Zz}—&-ni(zg—H)z). (19)

g= —o

Das Verhalten von 8, gegeniiber elliptischen Transformationen M, = ( 'B)EF
resultiert aus der allgemeinen Transformationsformel (3}, wenn man

x 0 5 0
0100
M= 050 0
;
00 0 I

an Stelle von M wihlt. Mit dem durch w(M)=v(M*) definierten abelschen
Charakter von I' ergibt sich

ny 2

(M {2 - 1+5) exp(—mmyz’lzw):w(Ml)(yzi+5)*0m(zl,z). (21)

Diese Transformationsformeln sind in threr Gesamtheit (m=1{meod2), m>0)
gleichwertig mit (3) fiir M= M*.
Bekanntlich ist

Iz z* . -
814 (—Z,Z) exp (—mZ)=—L —izy; 8,02y, 2) (22)

und, wie man sofort sieht,

7
8,0z, +1, 2)=exp (Z) 3y {2y, 2) (23)

In der ersten Formel ist 1/ —iz, fiir z;=1 positiv zu wihlen. Ferner ist

ST i | R

Fiir ¢,(z,) ergeben sich nach (18), (21), (22) und (23) die Transformationsformeln

3ni 1 — ;
et =en () e o (o) =(-1 7 (mizFiee). 04

1

d
Die Produktdarstellung von ;— Gy1{z4, z)‘ zeigt, daB ¢,(z,) in der oberen z,-
0z

Zu

Halbebene holomorph ist. Im iibrigen stellt man leicht fest, daB c,(z,) fur
Jmz; —» oo verschwindet. D.h, ¢,(z)) ist eine ganze Modulform zur Gruppe T,
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zum Gewicht k—3 und einem gewissen Multiplikatorsystem. Auf Grund der

bekannten Transformationseigenschaften der Dedekindschen Ftafunktion ist
nin

—n%¢ mit ge(l’, k—3) (25)

zu schlieBen. Der lineare Raum der moglichen Jacobischen Formen 0,(z,, z) hat
also dieselbe Dimension wie (I, k— 3).

Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daB zu jeder so bestimmten Jacobi-
schen Form 8,(z,, z) genau eine Form y&&, (v} gehdrt. In Analogie zu [7] ergibt
sich fiir 0, notwendig der Ansatz

0,(z,, 2)=0,1Tm)(z,, Ymz) fir m=1(mod?2). (26)

Durchlduft S ein Vertretersystem der Linksrestklassen in der Zerlegung

Jrs={(¢ 7

so wird der Heckesche Operator T{m} durch

ah c del, ad—bc=m}, S=E(mod 2),

O, Tm)=m*~' ¥ 0,|S

erklart. Allgemein ist dabei

81S(z,, 2 )—0(S<zl> C )(CZ +d)” kexp( Cid)

fir reelle Substitutionen S= (a Z) mit ad—bc=m>0. Die Kongruenzen
¢

S=E{mod 2) sind fiir das genannte Vertretersystem zu erfiillen, da m=1(mod 2)
ist. Da I3(2) zum Kern von v, also I'(2) zum Kern von w gehdrt, ist 8, durch (26)
jedenfalls eindeutig bestimmt.

Wir bestitigen die Giiltigkeit der Relationen (21} unter Beriicksichtigung
von (8]8)|S = 0/(SS) fiir beliebige S, §:

0 (410" e (=wim 25)
o 0 e 7z, +0

:QIIT(WI)( 1217 - ]/_ )exp(—ni})(]/n_ﬁ)i)

Yz, +0 yz,+0
1 1/_% “““ _ M)
Zf) [S(M {zy0, +(§)3Xp( i V2t

=(yz, +ofFmk- 120 1) M (z,, Vm 2)

=2, 0P Y 0,1(SM, Yy, Vm D =w(M.)(rz,+8) 8,4z, 2)
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Mit einer durch M, bestimmien Permutation S$—§ des Vertretersystems ist
nimlich M, §=SM, mit geeigneten Transformationen M &I, die jeweils von S
abhiingen. Wegen M, =M, (mod 2) ist aber W(Ml):W(MI} unabhingig von §.
Damit ist (3) fiir M =M* bewiesen.

Gemil Ansatz gestattet #, eine Darstellung

Oz, =Y > alnt)explri(nz, +rz)), (27)

n t=1{mod2)
wobei a(n, )=0 im Falle 2 = 4 n ist. Um die Wirkung von T(m) fiir m=1(mod 2)
2
auf 0, zu ermitteln, legen wir das spezielle Vertretersystem (g i ), ad=m,

bmod d zugrunde. Analog zu [8] ergibt sich

=3 T S a0 ewminn, 1) 09

n 1=i{mod2) Lajmon,t
a=0

und damit die Symmetrie der Reihe (17) in z,, z,. Die Transformationsformel (3)
ist daher auch far

und (M= L)?

o o = O
o o o =
e O DO
[ e B ]

0 E)

an Stelle von M giiltig. Speziell fiir M, =( _E 0

(1)) wird (M* L)Z:(

E E B .
Da I, von ( ) und den Translationen ( o ) (B symmetrisch und ganz)

0
—E 0 E
erzeugt wird, so ist y also eme Spitzenform in (7}, k, v),. Die Zugehorigkeit zu
@, o) ist auf Grund von (28} wie in [8] zu erschlieBen. Damit ist Satz 1
bewiesen.

§2. Die Invarianz von &, (v} gegeniiber Heckeschen Operatoren

Wir setzen

aNY=(=1) Z a(N) fir N:(fb %:’), a=b=c=1(mod 2).

P

Aus

ergibt sich

b1 1 ip 1 1p 1 L
—1) 2 2 )=~( 2 )= ( z ) 29
(=1 a(%b ac) ¢ ib ac “ I ac—ib+1% (29)
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Der mit dem angegebenen Vorzeichen versehene Koeffizient hdngt also nur von
4ac—b? ab. An Stelle von (2) tritt nun

aw)zma,zm (_?4) e (b/zg fgggz)’ M= (bjz bé2) (30)

g0

—d4 -1
mit dem quadratischen Restsymbol ( ) {(— 1) fir g >0 und hieraus wird
g

ersichtlich, dal 4(N) durch t=ggT.(a, b, ¢) und D={dac—b?t~? eindeutig
bestimmt ist. Wir bringen dies durch &(N)=d,(t, D) zum Ausdruck. Die Relatio-
nen (30) gehen iiber in

—4

A= ¥ (—) ¢ 1a, (1, Ditg2). (31)
gg=0 \ 8

Damit ist der Anschluld an [1, § 1] hergestellt. Die dort angegebene Schlullweise

zeigt, dall (31) mit den Identititen

(-G ee) S aimz=Saneme @
A= n=0

gleichwertig ist. Dabei ist I, DeN, D=3{mod8) und g eine beliebige ungerade

Primzahl, welche [ nicht teilt.

Wir beweisen, da die auf (I3(2), k), definierten Heckeschen Operatoren
T'{m), m=1{mod2) den Teilraum &, (v)=(I;(2), k), invariant lassen. Wie in [3]
festgestellt wurde, lassen sich die T{m) aus den Operatoren T(p} und T'(p)
=T{p)* — T(p*) erzeugen. p durchliuft hier alle ungeraden Primzahlen. Nach [3,
Theorem 3.2] ist

T 2(2)= T a(p", Ny exp(nic(NZ))

Newt
mit
b 2
/ >0

RN { b2 agb§c=1(m0d2)},

a(p", N)= Z pl D ErCE=S A= (p?) H(p*) 47 (p*) @) (N), 33)

wobei a(N) die Fourierkoeffizienten von ye@,(v) sind und die aultretenden
Operatoren folgende Bedeutung haben:

At (pYa(N)=a(p*N),  A~(p")a(N)=a(p~*N),
ﬂ(p”)&(N):%:a(p’pN[U(é gﬁ)]).

U durchliuft hier ein volles System von Matrizen e(2) mit moedp nicht
assoziierten ersten Spalten. Im iibrigen ist hier und im folgenden a(N)=0 zu
setzen, falls N¢3t. Die Operatoren sind auf

A ={f: N>CYN[UY=y(N) fiir Uel(h)}, h=1,2
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erklirt. Sie bilden 4(2) ebenso wie den Teilraum A(1)< A(2) in sich ab. Die
Einfiihrung eines weiteren Operators ¢ erweist sich als zweckmiBig:

bt a b2

N =N BN, e(N)=(—1) 2 . Nm(b/z C)e‘JE. (34)

Man bestétigt die Richtigkeit der Vertauschungsregeln

_4a _ Y
A+{p“)a=(7) ) A“(p“*)e:(f) A, mpMe=en(ph  (35)

Allgemein setzen wir ¥ =ey fiir ¥ €4(2). Es bleibt zu zeigen, daB die K oeffizien-
ten b(N)=a(p, N) und ebenso dic von T'(p)y ~ sie mégen mit b'(N) bezeichnet
werden - di¢ Relationen (2) befriedigen.

Wir legen folgende Bezeichnung zugrunde:

N=iN,e®, N, primitiv, |2N,[=df?, d quadratfrei, t=p"l, pk1.
Nach (33) ist
b(Ny=A"(pya(N) + p*~* n{p) a(N) + p**=* A~ (p) a(N).

Beachtet man, daB a=-ed ist, und beriicksichtigt man {35), so ergibt sich mit x

= (7) die Bezichung

b(NY=wA"(p)a(N)+p* > =(p)A(N) +xp>* =2 4= (p) &(N).
Eine kurze Rechnung, analog zu [ 1, (13), (14)], fiihrt auf

B(N)=raolpt, DY+ 1cp™ 2 ay(p~ 't DY+ p* 2 v(D)do(t, D)
+p A p+ L—v(D)agp L p? D}y fiir phf (36)
. -D
mit v(D)=1+ (7) sowie

B(Ny=kdg(pt. D)+ xp** 2ay(p~ 1, D)+p* 2dylpt,p 2 D)
+ptag(p e p D) fiir p/f. (37

Jedenfalls hiingt 5(N) nur von ¢ und D ab, so dal wir nun 5(N)=>5,(¢, D) setzen
konnen. Dic letzten beiden Relationen stellen sich jetzt in der Form

bo(p"l, Dy=xdy(p" 1, D) +xp 2 a,(p" 11, D)+ p* 2 v(D) do(p"l, D)
+p " p+ 1 —v(DDao(p" L, p* D) fiir pkf, (38)

bo(p"l, D)=rKag(p"* 1, D)+ 1cp™ = do(p" L D)+ pF 2 (0" L p 2 D)
+p*tagpt L p* D) fir p/f (39)

dar. Es geniigt also zu beweisen, daB die Identitit (32) mit b, an Stelle von &, fiir
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alle Primzahlen ¢ >2 erfiillt ist. Ist g +p, so folgt dies wie in [1,§1], da by in iy
linear ist und (32) fiir &, gilt. Es bleibt der Fall g=p zu untersuchen. W1rd zur

Abkiirzung

(e é]

=Y Gl D)z und I,=Y do(lp> D)2

n="0 n=0

gesetzt, so ergibt sich fiir p /[
[+:4 o
(1= ™2) . hofp" D"~ Y. boll.p*" D)2
Hae (3 0=

—(lwxp"'lz){ (Z,—ag(LD) +xp™ %z, +p*2v(D)X,

¥

+p* 2 p+1—v(D))z z dp(p"l, pzD)z"}—{K&O(p L D)
n=0

P IV(DYA(L D)+ Y (kdy(pl, p2 D)+ p* 2 (pl, p* 2 DY)z }
1

t=

&

= (pk’1 —g) d,(l, Dy+ (E—Hcp”"?’erpk‘zv(D))Zz
z

+p* A p+1—v(D)z Y dg(l, p*"+2 D)z

n=20

*{K&o(l,pzD) Foldo(L D)

+p" P v(D) doll, D)+ Z Lol p™* 2 D)+ p*~ 1 ay(l, p*" D)

n=1

+pk_2a0(l,p2”D)+Kp2"3&0(l,p2”‘2D)}z”}

= (p""l —g) ol D)+ (§+Kp2"’3z+p"‘2v(D)) z
+p"2(p+1—V(D))(22—Eio(l,D))~{;c[i0(l,pzD) K=15.(1, D)
+p*2u(DYa, (L, D) +: (Z,~do(l, D)yl p? D)2)
+pk"’(2?2&O(I,D))+pk“2(22—&O(I,D))—i-mpz"“‘3222}—0.

Der Fall p/f erledigt sich in gleicher Weise. DaB auch §'(N) =51, D) an Stelle
von dy(t. D) den Identitdten (32) geniigt, beweist man analog. In die etwas
langere aber ebenfalls elementare Rechnung gehen die Darstellungen (vgl. [1]

§ 1, (15), (16))
Bo(p™l, D)= p**~*v (N) iy (p"l, D)+ p**- 3,(p"1, D)
+ P VA" L DY+ p* N p+ L= v dp(p" 2L p? D)
+p P vdg(p" L D) rpt R+ 1 - )AL p* D) fir pf
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und

Bo(p"l, D) =p** ~*v,(N) do(p"L, D)+ p™* ~aig(p"L, D)
+Kp3k a4 ( " p“zD)'i‘KP "t { " ZLPZD)
+rp APt L pT D)+ ap A, (p L p DY fir p/f

D
ein. Hierin ist v=w(D)=1+ (gf) und v (N)=p~+1 bzw. v fiir n>0 bzw. n=0.
P

Satz 2 kann damit als bewiesen gelten.

§ 3. Funktionaigleichungen

Bei den Beweisen der eingangs formulierten Sitze3 und 4, die in diesem
Paragraphen behandelt werden, wird von den Ergebnissen der Untersuchungen
[1, 3, 10] weitgehend Gebrauch gemacht. Die auszufithrenden Rechnungen sind
bei Kenntnis der zitierten Arbeiten ohne Miihe zu verfolgen. Wir setzen im
folgenden voraus, dall die Form ye&,{v) Eigenfunktion der Heckeschen Opera-
toren T(m), m= 1(mod 2) ist.

Tragt man dlB Reihenentwicklung {19) von 8,,(z,,z) und

¢(z)=2 vin—yexp(ri(n—Dz,) (40)

mit zunichst unbekannten Koeffizienten y(n—2%) in (18) ein, so ergibt ein
Vergleich mit

L b2 .
Oz, 2)= y a (b/2 :1 )’exp(ni(nzl—i—bz})

h.n=1(mod 2}
4n—brx 0

die wichtigen Beziehungen

1
vn—-H=qa (

2

1
2) fiir n=1(mod2), n>0. (41)
n

Wir wahlen ¢ minimal so, dal 7(c—4)+0 wird und setzen D=4c¢—1, D=df?
mit quadratfreiem d. Ersichtlich ist D=d=3(mod8), also —d die Diskriminante

X Lo f—dy L L S .
(E)’ das fiir x>0 mit (_M_) liberginstimmt, ist ein eigentlicher ungerader
X

Charakter modd. Um f =1 zu beweisen, nehmen wir Bezug auf das Theorem 7.1
in [3]; demzufolge ist

(L= 2 (e(s+2— k) 3 almNy)m = =a(Ny) Z (s) (42)

1

. 1
mit N, = (% (d+21)/4)' x(s) bezeichnet die Zetafunktion von K und Z,(s) das

Eulerprodukt zur Form y. Die Relationen (2) gestatten die Zerlegung

- {1 -1 =g m/z m=s
T amym*=(1=2" ) (5 1 - Za(/z mz(d+l)/4) @)
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“ (_)‘;2 fz(c{fl)/fl) ~ (I )

ist, so wiirde f > 1 wegen der Minimalforderung fiir ¢ notwendig a(N,)=0 und
somit einen Widerspruch ergeben.

Mit der Bezeichnung %( y=( Y ergibr sich zufolge (18} und (21)

#(z4,0)=ic,(z)) 811(Z1s0}:zﬂicz(21)773(51):27?“712(21) ©(z;) (44)
und

(M, <210, 0= 72, 4 8 €121, 0) e 1= ( Ner. s
woraus erhellt, daB der gerade abelsche Charakter w von I' das Multiplikatorsy-
stem von #'? ist. Klassischen Formeln (s, etwa H. Weber: Elliptische Funktionen

und algebraische Zahlen, Vieweg 1891) ist zu entnehmen, daB

w(N)=w(M,) fir Mlm(OC 'g)el‘o(d)={MleF|yEO(modd)},

r

M= (y[;d ﬁad)

ist. Uberdies stellt man fest, daB

i
B

N 3
wiaw o= () e ar = (7
Y
gilt, wenn w, (M,) fur M, eI’ das durch
M (zy )tz ) =w (M )z, +0)F, —m<arg(yz, +9)=n

definierte Multiplikatorsystem von g bezeichnet. Die Funktion

i - -
Glzy)=7_ ez ) 3, dz,, 0 =1z )’ d2) o(zy) (46)

geniigt folglich der Transformationsformel

o B

] .
G0,z )= () 0z + 0 iz +oP6e) e M= (0 D)eria). 47

Die Entwicklungen (40) und

1 G ni
o Hiale, =G =Y. 1) 2 nexp (S0, )
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gestatten die explizite Berechnung des Integrals

5—1

G{Zﬂthxld% (z,=x,+iy,). (48)

[ Y

Jis):=]
Q

Man erhilt fiir hinreichend groBe Werte von Res die Darstellung

s+1
H—

Jis)= (;E)Tr (%) SO0 ntdn (49)

H

Dabet ist

intd=al,

i ) L1 w2
gé(nzd—l-l)

—(=De a(n/2 nic

(49) geht nun tiber in

s+1
" 2y 2 s+l t n/2)
J(s)=|— I |— -5
) (nd) ( 2 )ga (n/Z n2el (50
Mit Hilfe von (43) erhalten wir schlieBlich

o Grd) IR+ 1))
ERTIE e o gy

Y a(nNyn . (51)

Die folgende Integraldarstellung, die J(s) als meromorphe Funktion aus-
weist, ist mit der Rankinschen Methode zu gewinnen (vgl. hierzu [17] und [107)

X

J(s)= ”23 iy'%ﬁk,z (%z (;)) G(z)‘ﬁ%(z:x-ﬁy). (52)
r(3)

Hierin ist § ein Fundamentalbereich von I {d) in der oberen Halbebene und

~

*
H, , (s,z, (3))::71:_3F(S)y32 (g) (mdz+nV~2|mdz +n| 2, (53)

wobel iiber ein volles System paarweise nicht assoziierter teilerfremder Paare
£
(m,1) +(0,0) summiert wird. Shimuras Reihe H, , (s, -, (3)) erhilt man, wenn

man in (53) iiber alle Paare (m, n) 3 (0, 0} summiert. Offenbar ist

Y S Y N

J(s)=27"2T (%) L (s+2——k, G)) Jis, (55)

also
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# *

wobet L (s_, (a)) die Dirichletsche L-Reihe zum Charakter (E) bezeichnet und

zur Abkiirzung

. s * dxdy
sop=[rH, s (G () @ =5 (56
gesetzt ist. Bekanntlich ist
£
)= L ( (2)) (57)

{30}, {55 und (57) ergeben nun

‘ _]/sdm%(erl)(ﬁTf)_SF(S) Cels+2=k) o
= o T e a1 Rl 2k LnNon ™ (58)

£

Da (E) ein eigentlicher Charakter modd ist, so ist nach [10, Lemma 3.3]

#
H,_, (s, z, (&)) eine ganze Funktion von s, die der Funktionalgleichung

H (5 2 (i)):—idz" ..... F3s+5) g (kml—i _L (*)) (59)
k=2 iy "y k-2 2 d’\d

geniigt. Uberdies konvergiert das Integral (56) absolut fiir alle s und stellt eine
ganze, in jedem Streifen o, <9es=qg, beschrinkte Funktion von s dar. Mit
Hilfe der Funktionalgleichung (59) werden wir fiir das Integral (56) eine Funk-
tionalgleichung beziiglich der Transformation s—2k—2—s herleiten. Da der
Integrand von (56) beziiglich I;(d) invariant ist, so gilt dies eo ipso auch fiir den
Integranden des umgeformten Integrals

e s 1 dxdy
J J— 'd2k-—g(3.§‘~+"b) i ( —_— Mi _— (7)) . 60
(8)=—i E[{J/ Hy o (k=1-5 — |1} 6@) 7 (60)

1 0 —1 .
Die involutorische Abbildung z—T{z)> = I T= ( 0 ) ergibt
z

. * Thyvdxdy
J(s) = 'dk “““ 235 B _ __’S: (7)) 2 k(=3 (__) o (61
(S} ! - J<3>y Hk—z (k I 2525 d Z |Z| G dZ yz (6 )

Der neue Integrand ist beziiglich der Gruppe

F) -y/d)

TFO(d)T_I_{(w[)’d ”

a f

C %) erotcn}

mvariant und diese ist ersichtlich mit I5(d) identisch. In (61) wird also iiber einen
Fundamentalbereich von Ii(d) integriert. T-'(%> kann daher durch § ersetzt
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werden. SchlieBlich ist

1 Iy o 1\
2—k|,|—3 S [ T 3 DRI S A o
270 ()=t (g (<

=w? ((1) m;)l)d"‘éé{z)zid"*%@(z) mit  G(z)=c,(d2)n’(2). (62)

Das Integral (61) nimmt nun die Gestalt

. : B\ L dxd
J(sy= —g?r—3Gsea iy (kmi 2. (—)) G(z)—wxzy (63)
¥ 2 d ¥

an. Fiir hinreichend groBe Werte von — e s ist umgekehrt wie bei der Herlei-
tung von (55) mit Hilfe von (54)

. * 4 - ; NN o dxdy
J — 2k —-2{35+5) ( . (7)) vE ( —_— Ai (,))
(5)=~2d Lk, i} s (k=t50m () ) 607
o % oo 1
m_2d2k_-%(3s+5]7r%s+l—kr (k*i"—;)L(k_B, (3)) j' jG(Z)yk—%(s-i—ﬁdxdy
o0

zu schlieBen. Da d quadratfrei ist, kann (1 —4)d =2:m? nur im Falle m=0(modd)
eintreten. Es ergibt sich daher

w1 DNk—Rs+1) s+1
G k*‘i’($+3)d' d z_(ﬁ) s+2—2kr' (k—i)
“.H) @y ey it g 2

mol rdm? ,
_Z(_l) 2 ?(%)mhz_zk

und somit

J(s)=)/25d=36+ 00/ 2my 2 =2 P2k — 2 )

.L(kws, G)) Y (- _1)%}, ({1,:1) s+ 2~ 2k

m

ey (V2R TRk =2 — )k 5)
= 5 1—Ls+1) K
v (=251 "9 Lk — 1 —s) {{k—s)

Y a(nNgnst2 -2+ (64)

n

Von der Legendreschen Relation
VYaI(25)=22""T(s)I'(s+1)

wurde wiederholt Gebrauch gemacht. Nach [10, Lemma 3.3] ist die mit der
Dirichletreihe

Cxls+2—K) S a(nNy)n (65)

R T e T B v o
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gebildete Funktion -
R(s)=(}/2m)~*(s)D(s)

eine ganze, in jedem Vertikalstreifen o, EMes <o, beschrinkte Funktion. Ein
Vergleich von {58) mit (64) zeigt, dal

R(2k—2—5y=R(s) (66)

ist. Damit ist Satz4 bewiesen.

Die Funktionalgleichung (66) liBt sich ohne Miihe auf das Eulerprodukt
Z (s) umschreiben, O.B.d.A. werde a(N,)=1 vorausgesetzt. Die Funktionalglei-
chung der Riemannschen Zetafunktion geht in die Betrachtung ein. Sie lautet

. _5 §
s)= =
plsy=n"z2 (2

) {(sy=p{l —s). Nach (8), (42) und (65) wird
Rx(s):=77:*2°'F(S)F(S+2——k)(i —4“‘5)*12x(5)
xn‘zsf(s)f’(s+2Ak)CK(S+Z—k)Za(mNO)m*"'

L

== B (s +2 — k)1 =267 =){s + 1 — k) (s +2— k) D)

=n (s +2—k)(2F 271"
=25*1-kC(5)R(s)

Ry

2) (s + 1 —k){(s+2—k)R(s)

CE =Lt Hs+1-0)(22 — 21 2)p(s +1 =K p(s+2— k)

Da die Funktionen R{s) und C(s) beide gegeniiber s—2k—2—s invariant sind,
so trifft dies auch fiir 2* 7' “*R_(s) zu. Damit ist Satz3 bewiesen.

§ 4. Die durch Eulerprodukte vermittelte Abbildung €, (v)—M,, _,

Mit dem Beweis von Satz 5 kommen wir zom Ende der Betrachtungen. Es se1 ye

&,(v) eine der in Satz3 genannten Basisfunktionen und ge(G(ﬁ),zk—Q)g die
zugeordnete Spitzenform mit der Dirichletreihe

D)= {(1- 2= 91— 4 2 90+ 1 =R +2~k} T Z, 5. (67)

Auns dieser Darstellung geht hervor, daB D, (s} eine Eulerproduktdarstellung
beziiglich jeder Primzahl p=2 im Heckeschen Sinne hat. Der 2-Faktor ist stets
von ¢in und derselben Gestalt (1+2%-27%)~!, Der Theorie von Bogo-Kuyk [2]
zufolge ist g daher Eigenfunktion aller Heckeschen Operatoren T2, p), p22 und
das Bulerprodukt von g hat die Gestalt (13), wenn T(2,plg=w(p)g fir alle
Primzahlen p=2 ist. Es bleibt der Eigenwert «(2) von g beziiglich 7(2,2) zu
bestimmen. Aligemein ist

T(2.2g() =2 g022) 45 (e 5)+e(* *2‘5)) 126 (zﬁ-%)_ (68)
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Wenn nun -
e(G(/2),2k~2),, T(2,2)z=0(2)g,

s0 geniigen die Koeffizienten der Reihe

ain) exp(ﬂninz)

1

g(z)=

13

g

den Relationen
o(2)a(n) =22 a(n/2)+ (— 12~ Za(n)+a(2n) {a(n/2)=0 fiir 2.} n).
Multiplikation mit (2n)* und Summation iiber nelN ergibt fiir die der Form

g(z) zugeordnete Reihe D (s)= 3 a(m)n—* die Beziehung
n=1

1+ =227+ 2% 32D ()= (1+21 ) T afmjn—.
n=1(mod2)
r>0

D.h. D (5) hat ein Eulerprodukt beziiglich 2 mit dem 2-Faktor
(L4251 {14 (2F 2~ (2))2 5 422K -3 25y =1, (69)

Eine Ubecreinstimmung mit (1+2%2%) ! liegt also nur dann vor, wenn o(2)=
—2"1ist. M,, _, hat also die in Satz5 angegebene Kennzeichnung.
Noch steht der Beweis der Dimensionsformel (16) aus. Bei ihrer Herleitung
wird von der Bezichung

dim(F,kd):[%]-F‘%] fiir k=1(mod2), k>0,

die wir gem#l Satz ! und einer von Hecke [4, S.5937] mitgeteilten Dimensions-
formel in

dim &,(v)=dim(G()/2), 2k — 2),— dim(G(1), 2k—2),  fiir k=1(mod2) (70)

umschreiben konnen, wesentlicher Gebrauch gemacht. Diese Formel ist ein
Pendant zu der in [§] bewiesenen Formel

dim &, =dim(G(1),2k—2), fiir k=0(mod 2).

Das eingangs formulierte Analogon zur Vermutung von Saito-Kurokawa steht
mit der von mir urspriinglich bewiesenen Ungleichung dim M, _,=dim S, (v) in
direkter Verbindung. Auf die Wiedergabe meines Beweises kann ich verzichten,
nachdem das Problem von anderer Seite eine iiberraschende Wendung erfahren
hat.
" De facto enden hier meine Uberlegungen, Was folgt sind Ausfuhrungen die
der Referent mir nach sorgfiltiger Analyse der vorliegenden Arbeit in einem
detaillierten Bericht tiber den Managing Editor dieser Zeitschrift zugehen lieB.
Sie stainmen von ihm und Herrn Winfried Kohnen.
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Die Gruppe G(’|/2), mit deren Hilfe wir bisher unsere Ergebnisse formuliert
haben, ist vermége der Transformation z—>1/§z mit der Gruppe

[3#(2)=I,(2)w [,() W, = Normalisator von I)(2)  in PGL,(R)

0 —
(WZ: (2 Ol)) isomorph (dieser Tatsache ist es zu verdanken, daB die Gruppe

G{ﬂ) hier aufiritt; denn die Heckeschen Gruppen G(4) sind fiir 141, ]/5 ]/§
nicht arithmetisch und spielen in der Zahlentheorie keine Rolle). Unter diesem
Isomorphismus wird 9, _, linear auf

Wz, o= {geSzk_z(IB*@))l22"‘2g(22)+2"g(z}+2"1g(2+%)
) () f o

abgebildet; zur Vereinfachung ist hier S,, _,(I7*(2)) an Stelle von oF(2). 2k -2),
geschriecben worden. Da die Dirichletreihen, die sich bei der Abbiidung
M, I, _, entsprechen, identisch sind, so bleibt Satz5 auch richtig, wenn
man I, , durch M%, _, ersetzt. Wir beweisen jetzt die Dimensionsformel

dim 90, , _, =dim ML, _, =dim S,(0) (72)

indem wir zeigen, daBl 9%, , aus vertrauten Objekten besteht, Das wesentliche
Hilfsmittel ist die wohlbekannte Atkin-Lehner-Theorie fiir Tolm) 117,

Es sei g%, _,. Die Koeffizienten der Reihe gz)= Y a(n)exp(2minz) genii-
ne=1
gen gemdl (71) der Bedingung
a(Zm) + (25 (- 1P 25 Ba(n) + 2% 3 g(n/2) =0, (73)

wobei wir die iibliche Konvention a(n/2)=0 fiir ungerade n gemacht haben. Die
Bedingung (73) besagt

a@ny+2F"2a(n)=0, falls » ungerade,
(@2m)+2* "2 a(m)+ 2 Yam)+2* 2a(n/2))=0, falls n gerade,

und ist somit offensichtlich mit der einfacheren Bedmgung
a(2ny+2*"?a(n)=0 fiir alle n (74)
dquivalent.

Fiihren wir in §,, _,(1;(2)) die zwei Standardoperationen

Wyt g(2) > (g] W) (2)=2" ~* 2226 (‘zL)

U,: g(z)*(g\Uz)(Z):% (g (§)+g (%E))
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{oder Za,q"—2a,, ¢") ein, so gilt wegen (74)

Py 2= {885, o (LM gl W, =g, g|(U,+2¢-%)=0}.

Wir erinnern nunmehr an die Struktur von 8, {I;(p) (k gerade, p prim, auch 2)
nach Atkin-Lehner:

) Sulo(p) =57 DS, wobei S der Raum ist, der von f(z), f(pz)
(feS(I'(1))) erzeugt wird, und S (oder S5 sein orthogonales Komplement
bezeichnet;

2) geSfﬁSp(g):Sp(g]Wp):O, wobet Sp: S, (I (p) =S, (F (1)) die Abbildung

f= ¥ [l bezeichnet (s. Serres Arbeit in Modular Forms of One
yeTolphI'{1)

Variable I, Springer Lecture Notes 350, S, 225 oben);
3} 8p wird explizit durch die Formel

Sp(N)=f+p 7 [IW,IU,

gegeben (s. Serre, op. cit., S. 223 unten);

4) W:=1 und W, kommutiert mit allen Hecke-Operatoren und bildet Sy
und S;" in sich ab; somit ist $§ =S5+ @S, wobei S * der (+1)-Eigenraum
von W, auf S} ist und eine Basis von Hecke-Eigenformen (Neuformen) besitzt.

Wenden wir dies auf Sy, ,(/5(2)) an, so schen wir, daB %%, nichts
anderes als S+, ist; denn fiir g|W, =g fallen die Bedingungen Sp(g)=0 und
SplgiW,)=0 zusammen, so daB Wi, ., der Kern der Abbildung
83— 2{(2)) = §,, _,{I(1)) ist, die durch Beschrinkung von Sp auf 57, entsteht.
Diese Abbildung ist aber surjcktiv, wie folgende allgemeine Uberlegung zeigt:
Wenn f(z)+g(pz)=0, f, geS, (I (1)) und k gerade, so ist f=g=0. Aus 1) oben
folgt daher, dafl die Kodimension von $? in S{{o(p)) gleich 2 dim S, (F(1)) ist,
und aus 2), daB die durch g—(Sp(g), Sp(g|W,) gegebene Abbildung von
85 (p)) nach S(I'(1))@ S,(I' (1)) surjektiv ist. Es folgt

dimIR%,_, =dim S,, ,(Ig*(2))—dim Sai_2(I(1))=dim &, (v).

Der nunmeht bewiesene Satz 5 IiBt sich daher mit f@)=2Za(m) exp2rinz) an
Stelle von g(z) in (12) auch so formulieren:

Satz 5*. Besteht die Basis y,, ya,..., 7, von S,(v) aus Eigenformen der Hecke
Operatoren, so wird durch

W72, ()=Ds)=D, ()= f,2)  (v=1,2,....1)

eine lineare Abbildung von €, (v) in den von Neuformen vom Gewicht 2k—2 auf
I38(2) erzeugten Raum S3,*,(I,(2)) definiert, welche Eulerprodukte in Eulerpro-
dukte diberfithrt. Im fibrigen ist

dim @, (v)=dim 537, (13(2).

In Abwandlung eines gefliigelten Wortes reflektiere ich: Even old dogs
should learn new tricks.
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