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Uber eine Spezialschar von Modulformen
zweiten Grades (III)

Hans Maal
Hirtenaue 50, D-6900 Heidelberg, Bundesrepublik Deutschland

Es bezeichne (I,,k} den linearen Raum der Modulformen zur Siegelschen
Meodulgruppe zweiten Grades I, und zum Gewicht k=0(mod 2), analog (I, k)
den linearen Raum der elliptischen Modulformen zum Gewicht k und (I, k),
den Teilraum der Spitzenformen in (I, k). Unter S, werde die in [6, 7] behandel-
te Spezialschar der Spitzenformen

W)= 3, alN}e* ™2l k) (o=Spur) (1}

N=0

verstanden, flir welche die Koeffizientenrelationen

;2
a %b) “““ . 2g

- < 2

a(%b e g,-"%ug a i E (2)
2g ¢°

charakteristisch sind. Eine gewisse Vertrautheit mit den in [6,7] verwendeten
Bezeichnungen ist unerliBllich, da ich mich auf diese Arbeiten beziehe. In [7]
wurde gezeigt, dall dic Formen y der Spezialschar &, mit den Formen des
Typus

{(Z)= 5 0,1 T(mz,,)/mz)e?min=, 7-(7 ) )
2

By
N

m=1
identisch sind. Die Jacobische Form @ hat die Gestalt

@1(21,2)mco(21)30{2},2)+Cl(21)3,(2’],2) 4)
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und gewissen Spitzenformen

%

)= X (nh) e Dkt (6)
n=1
Da ¢, wie in [6] ausgeluhrt wurde, durch ¢, eindeutig bestimmt ist, so ergibt
sich eine umkehrbar eindeutige Bezichung y— @, —c,.
Inn der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dali das Fulerprodukt D(s, %) einer
Eigenfunktion ye&, der Heckeschen Operatoren T(n) mit den Eigenwerten A{n)
im Sinne der Theorie Andrianovs [17 die Gestalt

D5, 7) =5~k +1} (s —k+2)D(s) {7)

hat, wobel () die Riemannsche Zetafunktion und

Disy=[|(L—wip)p +p* >3 1 wp)=ip)-p 1 —p~? (8)
B
ist, Das Produkt ist hier fiber alle Primzahlen p zu erstrecken. Vermoge (7)
erweist sich D{s) als eine meromorphe Funktion von s, Sie geniigt der Funktio-
nalgleichung

P(sy=(2nm) ST D(s)=— P2k -2 —3), (9)

dic sich unmittelbar aus der von Andrianov [1] abgeleiteten Funktionalglei-
chung fiir D{s, 7}

Yis, o =Cny 2T (s—k+2)Dis, 1) =¥(2k—2—37%) (10)

und der emwprcg henden Fir {(s) ergibt. Ist D{s) cine ganze Funktion, so folgt aus
den Sétzen [4, § 2] und [5, Satz 427, dald die der Reihe

=3

D{s)= > a,n"* zugeordnete Funktion f{z) Y a, e (1

e | n=1

eine Spitzenform in (I, 2k ~2}, und Uberdics Eigenfunktion aller Heckeschen
Operatoren T(n) zu den Bigeawerten w(n) ist. D(s) ist dann mit dem Euvlerpro-
dukt D{s, /) der Form [ identisch, Wir beweisen mit Hilfe der Theorie Shimuras
[&]. dald D{s) eine ganze Funktion ist, falls y(Z) einen Koeffizienten

a({NY&0 zu primitivem N mit |[N|=1n? besitzt, wobei t.n
natiirliche Zahlen sind. ¢ guadratfrel und t+1F£0 {mod 4) ist, (12)

Als Schliissel flir das Verstiindnis der analytischen Zusammenhinge erweisen
sich die Relationen
h

o (n—4) = g (--‘--h 2”1) fiir h=0,1 und nzl, (13)
N 2
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die man mit Hille eines cinfachen Integrationsprozesses gewinnt. Sie besagen

= I 2rifa M)z ;
doa (1 ) e (M4, k—-5e,)  fur A=001. (14}
T ghoon

Da &, fir k=18 aus allen Spitzenfermen in {15, %) besteht, so gibt es in
diesen Fillen eine Basis y,,7,..... 7, von 2, die aus Eigenfunktionen beziiglich
der Heckeschen Operatoren besteht. Auf Grund der Ergebnisse von Kurokawa
[2] ist dies zufolge dim &,,=2 auch noch fiir k=20 richtig. SchlieBlich
zeigen die Rechnungen von Kurokaws fir k=20, dal} die Eulerprodukte D(s. z,)
der Basisformen y  paarweisc verschieden sind:; denn sie unterscheiden sich
bereits im 2-TI'aktor, da die Eigenwerte A(2)=4(2, y,) prarweise verschieden sind.
Die Forderung (12} ist in den genannlen Fillen stets {ir die Einheitsmatrix N
= erfillt. Den Formen y,.y,,....7,6S, entsprechen daher Spitzenformen
Siofae oo fiell 2k —2), mit paarweise verschiedenen Eulerprodukten D{s.f). Es
besteht daher cine umkehrbar eindeutige Bezichung y, «—f, (v=1,2,...,7), die in
den Relationen

Dis, ) ={s—k+D{s—k+2)D(s. /) HRir v=1,2, .7 {15)

ithren Ausdruck findet. Die .Conjecture 1 von Kurokawa [2] hat sich damit
jedenfalls fir die Gewichte 1025220 als richtig erwiesen. Der Hinweis er-
scheint angezeigt, daf3 Hiroshi Saito mir dicse Vermutung bereits am 16.3.1977
briefllich miigeteilt hat. Es fehlte indessen der Bezug aul die Formenschar £,
der sich hier als wesentlich herausgestellt hat.

Die folgenden Beweisansize stiitzen sich vor allem aul Eigenschaften der
Spitzenform ¢,. Bringt man, wie Andriznov im Anschlufl an die vorliegende
Unlersuchung widhrend seines Heidelberger Seminars im Sommersemester 1979
vorschiug, mit ¢, gleichzeitig die Form ¢, ins Spiel, so lilit sich chne zusitzliche
Vorausselzung zeigen, daB die durch (8) erkliirte Funktion ganz ist. Schlielilich
konnte Andrianov noch beweisen, dalf die Schar &, gegeniliber den Heckeschen
Operatoren invariant isl. Er bereitet eine Publikation dieser Ergebnisse vor.

§1. Das Eulerprodukt einer Eigenfunktion y=&,

Wir vercinbaren {olgende Bezeichnungen:

Z—X+iY X:(Xl \’) Y:(“‘"’ ‘) do=Y| P dy, dy,dy
X Xy Oy

und setzen

Dy(s)=| e“’"m|Y|"‘dr:L.f"'rzI'(_s}]'(sfé} {o=8pur).

Y= 0

Zum Bewels der Relationen (13) berechnen wir das Integral

£ t

Lini=3 | [xzye 2eNm By dx dx, dxdy {16)
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auf zwel verschiedene Weisen, Zur Abkiirzung ist hier
1

I Zh
N, (mj= * fir h=01 und meN
k 'hom
2 i/

geselzt worden. Trigt man in (16) fiir y die Fourierreihe (1) ein, se ergibt sich

. ‘1 Lih o
I ) == . 2 ) o draa{NnipY) Y'.;d s
) m%l ¢ (%h m y;[n( e (17)
e & 1 Lh hy? ,
=(4m)~ 2 I, (s) m%‘; a (%h 2m ) (m—ﬁi) fir h==0,1.

Etwas langer gestaltet sich die Rechnung, wenn in (16) fiir y dic Entwicklung (3)
eingetragen wird. Die Integration iber x, fiihrt auf

I )
Liss=Y | [fe,1Tmiz,,/mee 2miEcb—don: [YPdx, dxdv.

m=17Y=0 0

Um die Wirkung des Heckeschen Operators T(m) aul’ @, zu ermitteln, wihlen
a b

wir die Matrizen S= ({} 1), ad=m, bmodd als Reprisentantensystem. Die
d,

Reihendarstellung (5) ergibt dann

O Tim)(z,. Ymz)=m* 'Y @,18(z,. 1/ m2)
3

az,+b fn7)d .

e

a’"‘l _i_h) 2w {1 ’a‘]d—-H}— ?,na;_-'}

_z\in—zux O d

+C1 (a—1 }”b) 2r1{{n| ‘]2'{i?%"'f"b—--!-lZJ!—5}(12} d i

Die Integration iiber x wird in den Féllen A=0,1 separat ausgefiihrt:

[ @1 Tim)z, V dx=m" 17(0(a—ﬁjd+b)d_}‘

,azy =h

X
— . ak—l “,‘O(H,d] c?,mna '



Uber eine Spezialschar von Modulformen zweiten Grades (111 259
l " .
{0 Tm)z,, Ymzye 2™ dx
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P
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=4
=3 plnm—getTrs et

Rl

Einheitlich fiir £=0,1 folgt nun

ey
=
P
2
Rl
if
=~
=
T
=
\
=,
———

}. e Ay hr-rmya} ‘Y]s du
Yo 0

= (dm) " 3 F{s) i o (m—Z) (mWZ)_S. {18)

Mol

Vergleich mit (17) ergibt in der Tat die Relationen (13),

Wir bestimmen die Wirkung des Heckeschen Operators T(p), wobe: p eine
beliebige Primzahl bezeichnet, auf eine Spitzenform ye@,. Es seien a{p, N) die
Fourierkoeffizienten von x| T{p). Bekanntlich {s. [17]) ist

. 4 [ .
. N = k-3 . (f£> N I: T ( )]) 3 2k 41 k.
a{p, N)=p > a i L IE d

ghd=p
u

Summiert wird hier iber alle multiplikativen Zerlegungen ghd =p in natiirliche
Zahlen, und U durchifiuft bei gegebenem d ein vollstindiges System von
unimodularen Matrizen, deren erste Spalten modd nicht assozitert sind. Wir
wiihlen

d=1: U=E (Einheitsmaltrix),

0 1 i 0
=pn: = <y
d=p: U (1 0)« (v 1) (OZv<p).

0
Speziell fiir N = ( m) ergibt sich

0
70 P 0 ) mp O
. _ 4ok 2 (
a(p (() m)) “ (() pm o ¢ .0 p)
L "i" ; ((1 +vim)pt v m)1
il vm P,
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wenn allgemein a(N)=0 fiir nicht halbganze und nicht positive N gesetzt wird.
Entsprechend sei auch yo(x)=7,(x - 1}=0 [ir x¢N. Fortgesetzic Anwendung
von (2) und (13) ergibt fiir p>>2 die Bezichung

1 0 o o 1) . ‘i
¢ (p, (0 m)) =yoip” m) mk{ph F4 2”%( P )'n}h_z}?(z(”'l)‘*‘P“ 0 (pE) (19)

Im Fall p=2 gilt,

fm im+ 1 |
1O 2 0 g
i (2( ))ﬁm( )—@—2"' 2al2 0 +24 g 2 "
0 m, 0 2m/ _
G 2/ m 2m!
i : " ‘m
=voldm +(2° 1428 2) Tolm) +2%02 (}'!0 (4 ) T (4) ) ' (20)
SchlhieBlich bestimmen wir noch
n im \
I3 2 [ 1 , + 1 :
51(2, (__1 ")):a (l 5 )42"'“2@&2 2)%2" “u 2+ m+2)
5 m 2m -y s om
=y{dm—-14+24" m-Y+ 5 (T) 2t in—5). (21)
Dabei ist d(xy=1 fir xeZ und 0 sonst.
Fortan sei y eine Eigenfunktion, also
71 T(p)=A{p)x  flr alle Primzahlen pz2. (22)
Mit wip)=4Alp)—p*~ ' —p* ? ergibt sich dann
.. —my i .
@ {(p) yolm) =, p=m) + ("'p ) pE A (m) - pPhe Vo (Pz) fiir p>2. (23)
. . #t mrh
@2 70(m) = o (dm) + 272 ( ( J+7 ( ) (24)
4 4/,
. . ) e 3
(A=2"Hyim=b=y,dm—1)+6 (;I) 2ty im=1h). (25)

Die Koeffizienten von ¢, ktnnten mit Hilfe von (25) unmittelbar durch die von
¢y ausgedriickt werden, wenn sicher wiire, dal 2(2)+2% 2~ ist. Eine allgemeine
Aussage dariber ist jedoch nicht mdglich. Mit y ist auch ¢, von Null verschie-
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den. s gibt daher natlrliche Zahlen t, die auBer 1 keinen quadratischen Teiler
haben, so dal

%,

D[(x)zi voltn?in 30, (26)

ne }

Mit Hille ven (23) it sich in Analogic zu [8, Theorem 1.97 fiir D (s} die
Produktdarstellung

...... [ '
Dz( :“*{ 98 1 — )k 2.5 {1 — ) $ 4 )?.i\----l-— 25)-— 1 (27)
=12 9T ( ( ) )1 ) wlphp

ey

......

gewinnen. Filr dicse Reihe liefert (24), hier in der speziellen Form
@ (2) (220 =y (1230 2) 4 228 o (1220 34y (1220,

einen geschlossenen Ausdruck. Multipliziert man diese Relation mit x"* ! und
summiert man iber 220, so ergibt sich

32 . . l
Hix)(l —(2) x + 253 xH = ()= 278 34, (4) X, (28)
denn es ist 3, (n} =40 flir neN,
Wir setzen nun —4t=dg? Dabei bezeichne d die Diskriminante des quadra-

tischen ZahlkGrpers Q) —¢). Offenbar stimmt ( ------------- ) mm Falle p=2 mit dem
7 .

Restsymbol (i) iberein. (27) und (28) ergeben daher
7

1

L(s—k+2. (g))n,(s}—,f)(s) ('E (‘2]) 2 ) ()’U(T)*Q.ZI“”" (;)) {29)

mil

D)= T] (1 —eoip)p =" p® =221, (30)

p=2

Fir das Eulerprodukt D(s, ) der Form y hat Andrianov loigende Darstel-
lung gegeben

X amN) .
Lo bs—k+2) Y ¥ “:’;& Y= (9 Dis.7). 310

Dic hier auftretenden Grollen haben gemi [1, Theorem 2,417 folgende Bedeu-

a; b . . T . )
tung: N, = (i‘ ’), i=1. 2 ... h bezeichnet cin volistiindiges System von Repri-
I
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sentanten der Klassen der im engeren Sinne Zdquivalenten positiv definiten
primitiven Matrizen mit der Determinante . Demgemiil} ist b, ganz und
ga T (v, 25, c,)=1. Anstelle des in den Andrianovschen Formeln auliretenden
allgemeinen Gruppencharakters steht hier der Finheitscharakter. Er iritt daher
als Argument nicht mehr in Erscheinung. SchlieBlich ist

L= [10-No 5 =] t=p 0 (1= (0) ) |

nia rkq
ol (e 1) )
und o
0,0= S {1722 (- 2.2 oo o

Die Operatoren zip) und A (p) sind durch [1, (2.1.14) und (2, 1, 1] erklirt, In
dem ersten Produkt in (32) durchlduft p alle Primideale des Kérpers ({)('[/‘d), die
g nicht teilen. N p bezeichnet die Norm von p.

Aul Grund der Relationen (2) ergibt sich

Es

YoalmNym S={(s~k+1)D,(s). -

= 1
unabhingig von {; denn es ist
almNy=% @1 (im?d?),

dive

also

> (mNym T= Y Wl rml)ym ot

Aus (29), (31), (32), (34) folgt nun

hi{s—k +'1)§'(5kwi---Z)D(S}«{;'O(i)-2‘7'"'3_*“ ( )}H( pE 28

=@ (s) D(s, 7). (35

Die behauptete Darsteliung

Dis )y =0(s—k+ D I(s—~k4+2) Dy (36)
reduziert sich demnach auf den Nachweis von
N i
d)y(s):hj;:{)(r)m22“ T ( )1 Jlir—=p 2. (37)
' | 4 fm

Wir weisen ausdriicklich daraul hin, daB zufelge (26} und (29) die Koeffizienten
o) und (4) nicht gleichzeitig verschwinden, so daB in (35) eine Kiirzung

durch (bx(.s‘) moglich ist,
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Ist g=1, also d=—4i. so folgt —t=F1 {mod 4}, also r+1:£0 (mod 4}, mithin

R (4) =0, Die rechte Seite von (37) reduziert sich also aul hy,(1) in Uberein-
k

stimmung mit @ (s)= Z alN;)=h»,(t} Es bleibt der Fall g=2 zu untersuchen,
[

Nun st d=—i=1 (mod 4). Gemiil (37) wird dann

h

it

F23F 5 2i((2) 4 () a)(N))

F § - w3y ! 3k 5 5 ' k
—h{w2’~ o= 205 0y, () £ (4)} (38)
. ‘a
behauptet. Wir setzen fir einen lest gewithlten Index N =N = (;l ))_ Da N
R o
primitiv ist, ist jedenfalls ¢(N)=7y,{} und (4~ (2 a){Ny=a{N)=0. Wegen (=
ac—b*=—1 (mod4) und ggT. (a,2h c)=1 sind im folgenden drei Fille zu

eroriern:
1) b=0(mod 2), a=c¢=1{mod 2), a+c=0 (mod 4),
2y b=1{mod 2), a=0(mod 4), ¢c=1 (mod 2),

Wir bestimmen die aul der linken Seite von (38) noch auftretenden Grélien:

La b e b a+a+b b+e
Za)(N)=ua (2 X )—i—a. (2 )%—a (2 )
((2)a)() b 2¢ b 2a b+e¢ 2¢
In allen drei Fillen ist genau eine der hier auftretenden Matrizen halbganz;
diese ist dann jeweils das Doppelte einer primitiven Matrix. Demnach ist

(2 a)(N) =71+ 2 5, (;)

Zugleich ergibt sich nun aber auch
()4 {2)a)(N)

e A R A F T G I L B 4
e e e a Sh+c) “ ST

Damit st {38) verifiziert,

§2. Der Bezug zu den Eigenlunkiionen fe(I',2k~12),

Die bisherigen Uberlegungen wurden unabhingig von [8] ausgefiihrt, Um nun
zu bewersen, dall das Produkt (30) unter der Voraussetzung (12) Eulerprodukt
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einer Eigenfunktion fe(f”,2k—2), ist, missen wir uns wesentlich auf Shimuras
Ergebnisse stiitzen. Bezeichnet (I,(4). k—34.2,), den Raum der Spitzenformen in
(FL(4), k—%.¢,), so ist zu zeigen, dald (F,(4), k—1% v,), mit Shimuras Raum
Sy (4,2) identisch ist, wobet & den Einheitscharakter mod 4 bezeichnet, und
ferner, dall ¢, diesem Raum angehort. Dal ¢, cine Spitzenform darstellt, ist

evident auf Grund der Entwicklungen (6}, da (ci{}) eine vekioriclle Modulform
zur Modulgruppe I ist, wie in [6] auvsgefithrt Wu]rde. Es bleibt zu zeigen, dal
Co(MzD=j(M.2)* 'ey(z)  fir Mel,(4) (39)
gilt, wenn j durch
M. 2)=8,(M{(2))/9,(z) fiir Mel(4
erklirt wird und allgemein

* 2
I T S Y T T | (40)
h L

N= - L

gesetzt wird.
Mit gewissen Multiplikatorsystemen w), st

Se(l,d), 5w, wi=1 fiir h=01. (41)

Gemil 5, Satz 3] sowie den Ausflihrungen in [6, S. 1027 bestehen Relationen

;] . .
Codpto b =0 gy Eo ¥ =57 wW4miv (42)
Fals
mil gewissen Formen we(lL k), ve(lk+2). Die Form min®=34,3, -3, %, ver-
schwindet nicht und gehort dem Raum (15(4), 3, wyw ) an. Die Aufidsung von
{42) nach ¢, ergibt
1 Sov

Cyr U L3 )

_ 43
miky (43)

3

3t
Diese Darstellung zeigt, dali ¢, und 32~ ein und demselben Raum ({}(4), k—14.
w,b angehdren. Damit ist (39) und zugleich v, =w, bewiesen.

Die [olgenden Betrachtungen werden unter der Voraussetzung {12) ausge-

L . —
fithri. Sie hat -, (4) =0, also v {00 zur Folge. Wegen d= —41 ist s(x) ( )

/ .
ein eigentlicher Charakter mod4r. Die Voraussetzungen des Haupttheorems
von Shimura [8, 5. 458] sind daher fUr ¢, erfitllt, so daB

2

Fr("‘) i Z Ar{n) (pz'fffnz!

e
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definiert durch

5_ A (myn=*= Z (m)( [)”1’* i i oltn®yn?

] m=1 ¢ o
.y -1
~TL(= ()2 bw=rwnio.
p=2 ’

cine Spitzenform in (Fp42%, 2k—2) mit geeignelem aeN darstellL. D5} erweist
sich damit als eine ganze Funktion, woraus erhellt. daB D{s) das Eulerprodukt
einer Eigenfunktion fe(I", 2k ~2), ist.

Die Hertettung von (9) aus (10) unter Benutzung von

s, O=n 5T () ()= (1 —5.0)

darf dem Leser iberlassen hleiben.
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