Y

Iventiones math. 53, 249 .- 233 {1979) I?ZWG?Z;.ZO?ZES:
mathematicae

¢ by Springer-Verlag 1979

Uber eine Spezialschar von Modulformen
zweiten Grades (1)

Hans MaaB
Hirtenauve 50, D-6900 Heideiberg, Bundesrepublik Deutschland

Im linearen Raum (13,4} der Modullormen zweiten Grades zur Siegelschen
Modulgruppe I3 und zum Gewicht & =0 (mod 2) verdient eine Teilschar , von
spitzenformen aus zahlentheoretischen Griinden ein besonderes Interesse. Eine
Form
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T

dieser Schar ist gekennzeichnet durch die Koeffizientenrelationen
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Dabei durchlaufe 1" alle halbganzen positiven Matrizen. Da der Koellizient a(T)
nur von der Aquivalenzkiasse von T abhiingt: a(TTU Y =a(T) fir ynimodulare
Matrizen U, so besagen dic Relationen (2) insbesondere. dal «(T) nur von
e=ggT.(mn 1) und [T] abhingt. Uberdies ist dic Form y durch ihre Koellizien-
ten ef T) zu primitiven I(e=1) bereits eindeutig bestimmt. Auf Grund umfang-
reicher Koeffiziententabellen wurden die Relationen (2% zuerst von Resnikoll
und Suldafia [4] fur die Eisensteinreihe g, und lgusas Spitzenformen y,, und
%12 als Vermutung formuliert. Die weiter reichende Vermutung Kurokawas [27,
dall dim &, = [k G 4] fir k=4 ist, wurde durch Koeffiziententabellen fiir Spit-
zenformen bis zum Gewicht & =20 motiviert. Geveigt werden konnte hisher nur,
daly die Kocffizienten der Eiscnsteinreihe den Relationen (2) geniigen. Der von
mir angegebene Beweis — er beruht wuf dreifach iterierter Induktion st

vergleichsweise kompliziert. Ein einfacherer Beweis bietet sich auch fiir ¢, aul
der Grundlage der Uberlegungen in [3] sowie der vorhiegenden Note an,
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Unlingst gelang mir der Nachweis der Ungleichung dim &, = [ 6] fiir

kz4. Offen blieb die Frage, ob es liberhaupt Formen y+0 in &€, gibt. Mit
dep in [3] dargelegten Ansétzen IABt sich jedoch, wie hier gezeigt werden soll,
nicht nur die Existenzfrage konstruktiv beantworten, sendern sogar
k—4

dim &, = [——6—] fur k=4 (3
beweisen. Damit werden die formulierten Vermutungen von Resnikofl, Saldania
und Kurokawa in vollem Umfang bestiitigl. Insbesondere liegen Igusas Spitzen-
formen y,, und ¥, in der Spezialschar & bzw. &, ;.

Die Konstruktion der Formen ye&, stiitzt sich auf die Entwicklung von y
nach Jacobischen Formen:

(2= O a0 7= F) 4

m=1 z Zq/

Tatsdchlich ist y bereits durch @, eindeutig bestimmt; in [3] wurde ndmlich
gezeigl, dal notwendig

Oz, 2)= 0,1 T(m) (2,7 m 2) (%)

ist, wenn die Wirkung des Heckeschen Operators T(m) durch

0, T (z,,2) == Y. 6,15, (©)

e

definiert wird, wobei I} die Modulgruppe ersten Grades bezeichnet und allge-
meln

¥

a, b_,c,deZ,ad—bc=m};U IS, (7

ve=1

e 7_2 g MR
@18(z,.2)=@ (5(2.,), e —)e 5l (o7 v d) (8)

S a b . . .
fiir reelle Substitutionen S:( d) mit der Determinante m> 0 gesetzt wird.
c /

Durch Rechnung bestiitigt man (&M} S=6&|(MS). Die Unabhingigkeit der
Operation (6) von der Auswahl des Reprisentantensystems (S,) ist gewiihrleistet,
wenn

O, |M=6, fir Mel, 9

gill. Diese Transformationsinvarianz wiederum wird gemilB [1] durch Wahl
von &, garantiert:
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Dabet sind ¢, und ¢, ganze Formen zur Hauptkonkruenzgruppe £ [4], zum
Gewicht k—3% und zu gewissen Multiplikatorsystemen. Hinsichtlich einer ge-
nauen Beschreibung sei auf [3] verwiesen. Die Fourlerentwicklung von ¢, ist
jedenfalls vom Typus

A B
Gizy= Y i(nﬁ)ez( i) (h=0, 1;neZ), (11)

n—ggo
und die Fourierkoeffizienten (n—4 wachsen fiir n— oo hochstens wie eine

, o . . . .
feste Potenz von nma. Die Konvergenz aller gebildeten unendlichen Reihen ist

daher leicht einzusehen. Die Jacobische Form &, kann nur dann zu einer

Spitzenform y fithren, wenn @,(z,,z) >0 fiir Imz, - o gilt. Gleichwertig damit

ist p{0)=0. Der lineare Raum der so ausgezeichneten Jacobischen Formen &,
s _ k—4 ‘ . .

hat nach [3] die Dimension [ 6 J; denn ¢, ist, wie in [ 3] gezeigt wurde, durch

¢, eindeutig bestimmt. Wir brauchen alse nur noch zu zeigen, dafl die mit einer
ausgezeichneten Form &, gebildete Reihe (4) in S, liegt.
Gemil Ansatz gestattet @, eine Fourierentwicklung der Art

Z Z OC(H r eZm{nzl—lz) (12)
#e bl = -m
wobel z(n, 1)=0 im Falle *=4n ist. Um die Wirkung von T(m) auf @, zu
. . . .. b .
ermitteln, wihlen wir das spezielle Reprisentantensystem S:(g d) mit ad

=m, d>0, b mod d. Es ergibt sich

ONT (2, 0=m Y ¥ Y anne ¢ d

S on=1t=- x

i " A oaz +h oz
2 s 7r‘i[n 1 4-1‘1 )

also

Z Z {2, a~ Talnd 1)} e?rivenen,

- T afl m
Ersetzt man hierin na, ra durch », 1, so nimmt @ die Gestalt
%X o
@ (Z ,Zy= ' (,l 1 th’E c)2111'(nz1,rz) 13
n 1
ne= l ot oo Laimnt a d

an. Auf Grund des Ansatzes (4) erweist sich y(Z) nunmehr als eine in z,,z2,
symmetrische Funktion. Uberdies ist

HZA+B)y=y(Z) fir ganze symmetrische B, (14

. . ) . o x f . .

Mit Hilfe einer gegebenen Modulsubstitution M:( S)Eﬂ bilden wir die
S

¢

Modulsubstitutionen zweiten Grades
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2 0 f 0 1

00 90

01 0 0 0z 0 g

M, = , . M, = ,
Tl 005 0 1o o1 o
G0 0 1 0 % 0 3

und definicren in iiblicher Welse
'A
PIMNL)=W{(AZ +B)(CZ+D) " |CZ+D| " fir M* = (C B)ef“g_

SchlieBlich setzen wir noch

P Z)=6 (z,, z)emim=s, (15)
so dal
()= Y w2 (16)
s 1

wird. Wir zeigen die Invarianz von ¥, berliglich M, :

WM (7)

e

= 2wim (32— :

=@ (M - )e
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=@ | T{m)(z,.y/ ' z) g2 mimez s (2, (17

Hier st zu beachten, daB mit S auch SM sin Repriisentantensystem der in (7)
angegebenen Art durchliuft. Zufolge (17) ist y| M, =7 und wegen der Symmetrie

01
von y(Z)in z,, z, auch y{M, =y, also y|M, M,=y. Speziell fr M:( E 0)

wird M M, = ( £ 0), wobei £ die zweireihige Einheitsmatrix bezeichnet. Da
I3 aus den Modulsubstitutionen

0 E')

E B . /
( ) (B ganz, symmetrisch}  und (7}4 0

0 L

erzeugl werden kann. crweist sich y als eine Form zur Gruppe I; und zum
Gewicht k. y ist Spitzenform, da zufolge (13)
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mit
no iy - ., [(mnt _
al, = 3 &yl {19
2 t 1 aing, .t a ¥

gilt, so dall a(T)=0im Falle T30 wird. Inshesondere ist
SR
a (1 2 )::1(_;1-1,1}.
[ H

Die Relationen (2) sind daher erfiillt; d.h. y liegt in - Z,. ged.

Im lelgenden sei (I, k), fiir n=1,2 die Schar aller Spitzenformen in (1), k) und
@, dic IlO]HllLF'[C Lfs&l‘%tt‘,ll‘aftlh@ in {{5. k). Die in {13, k), gelegenen Poluwplo—
dukte 7o /5, 0508 mit a+h=1bzw. a+h=2 er zeugen cinen Teilraum T bzw.

o k4 .
3. Wie schon in [2] ausgefiihrt wurde, ist dim T, = {_6 -------- } =dim(/;, 2k—2),

und &I ={0}. Ein Strukiursatz von lgusa besagt ferner, daB (5. k),
=3I, @3 ist. Nach einer Bemerkung des Referenten folgt hieraus bereits

dim €, =codim I} =dim T, also das Hauptergebnis yon [3]. Darlber hinaus
wurde in [3] bewiesen, dall der lineare Raum der Jacobischen Formen &, mit

. oo . . e . k+2
der Transformationsinvarianz @,|M =@, fir McT, die Dimension [ % -—] hat,
1 %
Erst aul Grund dieser Aussage ist ¢s mdglich. wie in der vorliegenden Note

) . h—4 _ - \ . .
ausgeliithrl ist, dim &, :[ ¢l 2 beweisen, Offenbar ist (I, k), =8, © I} dh
O

es gibt in &, eine Basis, bestehend aus Formen der Art
TR ¢ i, L _ o~
HoX 2 CaPs T Vs e it a+b=1 und ¥, , €T

Der Tatsache, daB dim S, =dim(/;, 2k~ 2), ist, diirftc einer Vermutung Kuro-
kawas zufolge [2] eine tieflicgende Bedeutung zukommen.
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