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Uber Gruppen von hyperabelschen
Transformationen.

Von
Hans MaaB in Heidelberg.

Eine Begritndung der Theorle der automorphen Formen von n
Verfinderlichen, wie sie durch die PETERSsSON’schen Untersuchun-
gen ) nahegelept wird, erscheint umso aussichtsreicher, als sich
die Methoden, die Herr SigGeEL beim Aunfbau der Thearie der
Modulfunktionen n-ten Grades entwickelt hat ), mit dem gleichen
HEriolg anwenden lassen auf eine umfassende Klasse von Gruppen
simultaner linear gebrochener Substitutionen, d. h. hyperabelscher
Transformationen, welche den Teilraum T der komplexen Ver-
dndedichen % (w=1, ..., 1), definiert durch

(1) Km0 e 0 (v=1,..., 1),

in sich ihertithren. Zu diesen Gruppen gehéirt die einem total
reellen Zahlkérper endlichen Absolutgrades zugeordnete HiLnirr-
sche Modulgruppe, die nebst den zugehrigen Funktionen von
Herrn BLuMENTHAL Y} ausfihrlich untersucht worden ist. Als Haupt-
resultat dieser Untersuchung ergab sich, dafi der Korper der
Hitgert' schen Modulfunktionen mit einer endlichen Erweiterung
einer rein transzendenten Erweiterung des Korpers der komplexen
Zahlen von endlichem Transzendenzgrad isomorph ist. Der Be-
weis dieses datzes stiitzt sich auf diffizile Betrachtungen {ber die
Natur der Singularititen analytischer Funktionen in mehreren

N H PETERSSON, Zur asalytischen Theorie der Grenzkreisgruppesn,
Teil I--IV (Math. Annalen 115 {1038), 5. 23- 87, 175--204, 518572, 670 7043,
Teil V {(Math, Zeiischr, 44 (1938), S. 127—150), im folgenden zitiert mit
P iV,

% O L. SirdeL, Biofildirung i die Theorie der Modulfunktionen n-ien
Grades (Math. Annalen $186 (1939}, 8. 817—657).

% 0. BLuMENTHAL, Uber Modulfunktionen von mahireren Verdnderlichen
forste [Miltte: Math, Annalen 56 (1903), S, 5309.-548; zweite Hilite: Math.
Annalen B8 (1804), 5. 497--527), zitiert mit B bzw. BIL
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Vertinderlichen. Es ist daher bemerkenswert, daff man nunmehr
imstande ist, das oben genanute Theorem mit Hille der neuen
SiEGEL'schen Methoden mit geringerem Aufwand in verstind-
licher Weise fir alle Gruppen vom Typus der HILBERT schen
Modulgruppe herzuleiten. Dabei hat man allerdings zu beachten,
dal der Begrilf der automorphen Funktion enger als bisher iiblich
begrenzt werden mufl, Wihrend namlich in B 117) als automorphe
Funktion eine solche Funktion itber dem Fundamentalbereich ange-
sprochen wird, die sich — kurz gesagt — an jeder Stelle des Fun-
damentalbereiches meromaorph verhélt, wird jetzt eine antomorphe
Panktion als Quotient (ganzer) autemorpher Formen beliebiger
reeller Dimension erilart. Insofern bleibt die Bedeutung der
BrumenTHAL schen Untersuchungen, die auch fiir allgemeinere
Gruppen Giiltigkeit besitzen, in vollem Umfang erhalten.

Die vorliegende Arbeit dient cinerseits dem Zweck, allge-
meine Sdtze von elementarem Charakter iiber Grenzkreisgruppen
auf mehrere Verinderliche zu Gbertragen, andererseits der Kon-
struktion von brauchbaren Fundamentalbereichen. Insbesondere
wird dabei folgendes ausgeliihri: Eine beliebige Gruppe G von n
simultanen Substitutionen

N B3 | i
S=18M, ..., St

(2) U
ST S R PG | e g L0 300 g 4
o (}»{L) am)’ | S0 == 1, ), 507, 50, 80 reell?),

welche auf T die Wirkung haben, einen beliebigen Punkt
r== 1l 08 yon I in

g e 3
(3) Sr oo arorg .

T o I P RA

LA bt ,{n)_}m ‘/g(n)}

ORI }.(f'} MET (jfn)j

itberzufithren, erweist sich genau dann als in T diskontinuierlich,
wenn (3 keine infinitesimalen Substitutionen enthdlt, d. h. wenn
es in G keine Folge von Substitutionen gibi, die gegen die Iden-
titiit konvergiert, auber wenn fast alle Substitutionen mit der
Identitit iibereinstimmen 7). Daraus erhellt sofort, dafi z. B. die
HiLgeRT'sche Modulgruppe diskontinuierlich ist. AuBlerdem ge-
stattet dieses Kriterium, die wichtigen Siatze 1 und 2 in P L,
S. 33 sinngemil zu verallgemeinern. Setzt man

g Die 6rm);‘)emmmmsiiiun st die gewihuliche Matrizeamultiplikation.
W) Vergl H Wevt, Die ldee der Riemanmschen Flache {Berlin 1923}
im folgenden zitiert mit W --, 5. 158
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{4) A e 7 A7) (s e Ly T DY 3 B
so kann man leicht zeigen, daf eine quadratische Differentialform
2n
(g == E T W gt
[T

(e = Qor = Q. {7}

dureh die Forderung der Invarianz bel sémtlichen Substitutionen
{2} und beliehiger Permutation der Verinderlichen W, ..,
his auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. d¢* hat

notwendig die Gestalt

it .
5 2 (dx O |- (dy )
2 fgS": . . )
N ; (y™my

Da sich bekanntlich aus den soeben genannten Abbiidungen alle
Automorphismen von %, d. h. alle eineindeutigen analytischen
Abbildungen von £ anf sich zusammensetzen Jassen, so ist also
die dem Bereich % zugeordnete, durch (5} erkldrfe nichteuklidi-
sche Metrik durch & in natiivliicher Weise eindeutig bhestinmmi,
Dic Tatsache, dal es zwischen zwel bellebigen Punkten von £
genaw eine Verbindung kilrzester nichteuklidischer Linge gibf,
ermoglicht es, in £ in hescheidenem Umfange eine Geometrie
zut betreiben. Dabei liegt die Schweridlligheit in der Behandlung
auch schon einfacher geometrischer Fragen darin begriindet, dab
T im Falle 52 =1 relativ starr ist, d. h. eine Automorphismen-
gruppe von nur geringer Parameterzahl besitzt. BEs st z. B im
allgemeinen unméiglich, zwel Punkte ven &, die von einem
dritten gleichen nichteuklidischen Abstand haben, durch einen
Automorphismus von I, der den dritten Punkt festladt, zur
Deckung zu bringen. Die durch (5) definierte MaBbestimmung
kann man zur Konstruktion eines Fundamentalbereiches flir eine
vorgelegte diskontinuierliche Gruppe G nutzbar machen, indem
man nach bekanntem Vorbild {vergl. W, 5. 154) alle Punkte von
&, die einem festen Punkt aus einer geeigneten vollen Serie
nach G dquivalenter Punkte im Sinne dieser MaBbestimmung am
ndchsten liegen, zu einer Menge zusammenfadt. Diese Punkt-
menge, die einen Fundamentalbercich ilir G darstellt, zeigt im
Innern von & ein befriedigendes Verhalten, dagegen werden die
Verhalinisse hei Anniherung an den Rand von ¥, sofern dev
Fundamentalbereich Punkte beliebig groBer nichteullidischer Ent-
fernung besitzt, auch schon fir 7 ==1 etwas undurchsiehiip. Tiir
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funktionentheoretische Untersuchungen ist es aber wichiig zu
wissen, wie sich, wenn {berhaupt, ein Fundamentalbereich fir G
an den Rand von T annihert. Bei allen bekannten Groppen hat
sich nun das BrumentHaLsche Verfahren zur Konstruldion eines
Fundamentalbereiches als zweckmibip erwiesen (vergl. B 1), Um
auch fiir allgemeinere Gruppen, deren Existenz noch nicht ge-
sichert ist, Aussagen machen zu komnen, wird man zunéchst
solche Gruppen @ ins Ange fassen, deren Fundamentalbersich
vom Typus der bekannten ist. Auf die in B 1 aoscinander ge-
setzte, Iir die Hipert'sche Modulgruppe durchgefithrie Konstruk-
Hon eines bravchbaren Fundamentalbereiches komme ich im letzten
Paragraphen der vorliegenden Arbeit zurlick, um den in B I,
S, 527, Teil le formulierten Satz, der in der angegebenen Allge-
meinheil nicht behauptet werden kann, durch eine sinngeméale
Betrachtung zu ersetzen ).

Die Aufstellung und Diskussion der Rethen, die analog zu
den Powcare’schen Reihen fir Grenzkreisgruppen mit paraboli-
schen Spitzen ) gebildet werden, sowic die neue Begrindung
der oben besprochencn, in B 11 bewiesenen Sitze werden zum
Gegenstand einer weiteren Abhandlung gemacht.

g 1. Diskontinuierliche Subsiifutionsgrppen.

Bezeichnung: Wir betrachien Substitutionen

o U
b T ("4‘ 5)

4

von der Art (2) und verabreden, S', U, 0 als die eten
Konjugierten von S, «, ... zu bezeichnen. Die Zeichen 3, N fir

Spur- und Normbildung sollen dann in {iblicher Weise Verwen-
dung finden; so ist z. B.:
Ny = 5@ o G D 00 @00 Lo 00t

Fine Relation, in welcher der Konjugiertenindex fehit, soll i
aile Konjugierten in gleicher Weise gelten.
Eine Gruppe G von Substitutionen heibt in T diskontinuier-

% Wie mir Herr BLUMENTHAL im Verlaul eines Brietwechsels mitteilte,
geniigl dann ein entsprechender einfacher Hinwels, am die Giltighkeit der
Hrgebnisse vou B auch weilerhin 2o sichern.

A H. PeTERSsoN, Theovie der automeorphen Formen heliebiger reeller
Dimension und ibre Darstellang durch eine neue Art POINCARE scher

Reihen (Math, Annalen 108 (19303, 5. 369 A36).
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lich, wenn eine volle Serie nach G Aquivalenter Punkte von &
sich im Innern von £ nicht hioft; dabei heiBen zwel Punkte +,
und », aus £ nach G dguivalent, wenn es ecin §7 G gibt, sodafl
S, =7, Unter der Konvergenz einer Substitutionsfolge 5., S,, ...
soll Konvergenz samtiicher Kocifizienienfolgen verstanden werden,
Konvergiert die Folge 5., 5., ... aus G gegen die Identitit, d. h. ist
hm S,=1£,
il —-r )
und ist dabei S, 5 E fiir unendlich viele m, so sagt man, G
enthélt infinitesimale Substitutionen. Wir heweisen

Satz 1: Eine Subsiffutionsgruppe G ist in T genon dann dis-
fontinuierlich, wenn G keine infinitesimalen Substitutionen enthdlt,

Die Behauptung ist invariant gegeniiber Transformation von
2 mit einer beliebigen simultanen linear gebrochenen Substi-
tation. Wir kdnnen und wollen uns daher zur Vereinfachung des
Beweises ¥ in den Bereich

el {w=1,..., 10
ithergefithrt denken.

Wir zeigen zunichst, daB G in T nicht diskontinuicrlich ist,
wenn @ infinitesimale Substitufionen enthiilt. Dann gibt es nim-
lich eine Folge von Suvbstitutionen Si < G, sodaB

im Sp—F, Si=E {(h=1,2,...}.

K—e
Wird r,=10,..., 0! gesetzt, s0 ist

Hm Sy o, =+,.

[
Daraus ergibt sich, daB G nicht diskontinuierlich ist; wenn unfer
den Punkten 5 r, unendlich viele verschiedene vorkommen, folgt
dies sofort. Man braucht also nur noch den Fall zu untersuchen,
dali fir alle &
Sk 1, = (
gitt. Da S den Polyzylinder Z in sich Gberfiihrl, hat S, die Gestalt

ol 0

S = 0 é Ty, ) v 0= gl 2a,

wobel g nicht fiir alle Konjugierten verschwinden kann, Wihlt
man {50, ~ 1, so ist » Hiufungspunkt der Aquivaienten
Punkte S, r =% % ==+, goed,

Jetzt wird G als nicht diskontinuierlich angenommen und
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darans auf die Existenz von infinitesimalen Substitutionen ge-
schlossen, Nach Voraussetzung gibt es nun in ¥ zwei Punkt-
folgen ., #,(k=1, 2,...) derart, daB

lim #e==lim =14, |f, <1

ko w fr—
(6) be 5 17, te = 1) (he=l, b, 1=1,2,...),
Sp fp==1%, 5 8B (k=1.2,...).

Wir diskutieren zundchst den Fall, dab in der Folge S nur end-
lich viele verschiedene Substitutionen vorkommen. Es darf dann
auch noch angenommen werden, woven bei den spiiteren Uber-
legungen kein Gebrauch mehr gemacht wird, daB = fx 1 und
ty=— 30, ..., 0], Letzteres kann durch Transformation von G er
reichf werden. Da man nitigentalls aus der Folge S;; die ersten Sub-
stitutionen forflassen kann, bedeutet es keine Einschrankung an-
zunehmen, dafl jede Substitution S, in der Folge unendlich oft
vorkommt. Dann erschlielt man aus (8):

‘w‘ = (F{ﬂévgs"‘)’

alsg, da S, den Bereic}l ‘3: in sich tuberighrt,

Wegen
Sk tr =" £y

kann aber dann die in {6) ausgesprochene Konvergenz nicht
stattfinden. Es bleibt also nur die Maglichkeit, dall es in der
Folge S, unendlich viele verschiedene Substitutionen gibt,. Wir
kinnen dann annehmen, dall sie alle unfereinander verschieden
sind, da man eing Teillolge aussondern kann, Dureh sukzes-
sive Aunswahl von Teilfolgen der Folge Sp erreichen wir die
Konvergenz in jeder Komponente, Es geniigt die Angabe der
Teiliolge & . fir welche Si-iﬁ_z konvergiert. Bet der genauen
Darchftihrung ist eine Unterscheidung nach den moglichen Typen
fiir S{" erforderlich (vergl. W, 5. 1501f). {7, ) seien die Fix-
punkte von SP?, die zusammeniallen, wenn §§ parabolisch
Die Bezeichnung sei so vollzogen, dafl stets

ferner sei
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Liegen alle «{") auflerhalb einer vollen Umgebung von £, dann
konvergiert + SI bei geeigneter Vorzeichenverteilung, wie dic
Betrachtungen in W, 8. 180 lehren, gegen die [dentitat £
Eine gewisse Teillolge der S konvergiert somit gegen EV oder
~— EW Wenn aber £,10 Ha‘m fungspunkt der Fixpunkte /), also

etwa

lim efi=#Y und [+§ <=1,
=
dann folgt aus der Darstellung
i Y TR R
:(] IS}‘; IS [l (EF_...-L-U) [
M1
1) FABR |
() i 2] g(y
e e v, A = ’;{.‘-)1 I

die anch fir ()= gilt, dah

1y 1Al (c 0 01
i __ (¥ A 5
SA: _ j (1 (}) (G 1 ) (} o X f,ai}) (l — g)}) *

Wegen der Beschranktheit von 2§ 148t sich aus S offenbar
eine konvergente Teilfolge auswihlen. Man kamn daher in (6)
annehmen, dall schon die erste Konjugierte von Sy konvergiert,
und pach wiederholt angewendetem Verfahren, dabh S, Giberh aupt
konvergiert, In S, SA._.‘_._.; hat man dann eine Folge von infinitesi-
malen Substitutionen, womit Satz 1 vollstindig bewiesen is.

T sei von jefzt an wieder der durch (1) definierte Bereich.
Wir nennen eine Substitution S parabolisch bew. elliptisch, wenn
alle Komponenten von § parabolisch bzw. elliptisch sind: in
jedem anderen Fall soll S hyperbolisch heifen. + ist elliptischer,
parabolischer oder hyperbolischer Fixpunkt einer Substitutions-
gruppe G, wenn G eine gleichnamige Substitution enthalt, die
« als Fixpunkt hat. Die Untergruppe A der Substitutionen von &,
die den Punkt o =), ..., @ als Fixpunkt haben, wird die
atfine Gruppe in G genannt; A enthdll keine elliptischen Substi-
tutionen. Die Substitutionen von A& haben die (estalt

. (A pan
(7) - <0 i 1)
e} J002 /”(”“‘% heilit der Multiplikater von S. Multiplika-

toren 4% /3-3 . ... heilien unabhiingig, wenn die Velktoren log 2,3

I
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log 4,% ... linear unabhingig sind. Durch 2*=1 ist die Unter-
gruppe T der (euklidischen) Translationen von A erklart. Die
Faktorgruppe A mod T ist abelsch und isomorph der Gruppe der
Multiplikatoren. Bezeichnen wir generell:

i A 0
Jo — —
L (O }) D (() 2 i)’
so wird also

(&) S=U"D1).
Transiormation einer Translation
(9 S=U0;, Af==1
mit S liefert das Resultat
STV, S=D, » UD, Dy =U"" Dy

Damit ist gezeigt: Mit « ist auch « A* eine Translation von A
(im Sinne von (9)), wenn 2* ein beliebiger Mulfiplikator von A.

Die Substitutionen £;, mit 4,°=1, welche mit allen anderen
vertauschbar sind, werden erzeugt von den n Substitutionen /2
(h==1,...,n), die wie folgt definiert sind:

k) — 1 4] o i {)\ Ly
E¥ = ( : ﬁ1>’ E ._(O e,

Wir kénnen und wollen voraussetzen, dal jede diskontinuiertiche
Gruppe G die Substitutionen Ej (F=1, 2, ..., n} enthillt. Ist
dann « eine Translation von A, so gilt alse

U .

Samtliche Translationen von A bilden einen Modul: es handelt
sich dabei wegen der Diskontinuitit von G um ein diskretes
Gitter, welches, wie jetzt zusidtzlich gefordert wird, von »n
unabhiingigen Translationen o, ..., @, erzeugt werden soll.
[ee,, ..., w] bezeichne allgemein den von «, ..., an erzeugien
Modul. Ist A* ein Multiplikator von A, so folgt wegen

e AT fey Lo, ],

dabl
(1@) (&4 Ar= Z @i (/”’r') (1™ (f — i, PPN i?)
o

mit ganz rationalen ay (A%, Durch

2t (i (29)
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ist eine isemorphe Abbildung der Multiplikatorengruppe gegeben;
{00 (2%} ist daher ecine unimodulare Matrix. Aus den Gleichun-
gen (10), die ja fur alle Konjugierten gelten, folgt die Matrizen-
gleichung

(W(z’r) 2([.‘3 :') o ((?il,- ('/’;:3}) ((_.Q{frl},

woraus crhellt, dab

24
{11) Nat— f [ o= wo) =11
=1
Wegen der Unabhéngigkeit der o; =1, ..., n) ergibt sich aus
{10) fir 4* eine algebraische Gleichung der Gestalt
(12) i (A — B AF =10,
wobel dp das KRONECKERsymbol hedeutet.

Die 272 {p =1, ..., n) sind demnach algebraische Einheiten
vom absoluten Grad hochstens n. Es kann nach {11) nicht mehr
als n—1 unabhédngige Multiplikatoren von A geben. Wird diese
Hochstizah!l erreicht, so heillt = iov_. ce, ac“ eine parabolische
Spitze von G, Durchlanft 2% alle Multiplikatoren von A, so bilden
die Vektoren log 4% ein diskretes Gitter, da anderntalis G infinitesi-
male Substitutionen enthélt; mithin besitzt die Gruppe der Multiplika-
toren eine Basis 4%, ..., 2% 1. Allgemein heiBt s =50 . st
eine parabolische Spitze von G, wenn fiir cine vewisse Substi-
tution A, welche £ in sich tibertiihre,

Ag =

gilt und =« fiir die transformierte Gruppe A G A—' parabolische
Spitze ist. ‘

Fir Gruppen mit parabolischen Spitzen beweisen wir jetzt
einige wichtige S#ize (vergl. P I, 8. 33). Sei fortan =« pama-
bolische Spitze von G, « eine Transiation aus &, die nicht iden-
fisch verschwindet, dann ist

el #0 (‘”I-‘-I. R T H)‘
Wenn namlich etwa «'=0 wire, so wiirde man in & zu vor-

gegebenem ¢ =0 eine Substifution mit dem Maltinlikator 2% der-
art bestimmen kinnen, dafi

A2 (v=2,3,..., 1},

und hitte fir «— 0 in « 2% eine Folge von infinitesimalen Trang-
lationen. AuBer o sei auch noch A™' @ =g parabolische Spitze



12 Haws Maass: {roppen von

von G. Wenn dann 8, 7 A G und §,=(¢,, ) die zweite Zeile
der Substitution 8, so gilt o," =0 (p =1, 2, ..., n), auber wenn
alle Konjugierten von ¢, verschwinden. Zum Beweise bezeichnen
wir mit

(13 fo=1la,, ..., ] bzw. f,== [30s 00 n s Bl

die Translationsmoduln aus den affinen Gruppen von G bzw,

AG AT und beachten, dab fir « 7 1, und ¢ L, wegen
S,=AL, LG

auch

(14 S=U/S, Ur=AA" W ALU AG

gilf. Mit
a, b
S o ] i
’ (ca, {&)
ergibt sich

(15) ¢ (t’l b): a, -+ fe, by b Ad, 4 ea - dag {:(,)
' ) ¢ ) th iyt e, A

Wir fithren die Annahme ¢,P==0 und etwa ¢, =0 zu einem
Widerspruch. Zu vorgegebenem & 2> 0 lassen sich « und ¢ nicht
beide verschwindend so bestimmen, daf

AW g g (] e

.p’ ¥ ﬂ..‘fg;?, Jall T (;J—Qg 3, ..., 1),

Das geht nach einem bekannten Satz von MINKOwskl Macht
man nimlich den Ansalz

1
. 3 -
o« == E Xy, B 3 Yn B,

so sind die Xu, yu (!f “““““““ ..., n} nicht samtlich verschwindend
ganzzablig so zu ?)msﬁazz;en, dafl die Ungleichungen

L

¢ ‘S e et ] ffu 2 Ui gt < e

3 —-i [ |
Z el <o | Y g b < e =2, )
........ ==

ertillt sind. Das geht in der Tal, weil die Zahl der Variablen
'%'e Zahl der '{Inﬂiei(‘htinﬁ{*n i eins i‘lbertriﬁt Da « und # Trans-

oder 1!“7?”0 {im a le Knmugglertuﬁ) /ii 9{iem Bp ;>{) einer vor-
selegten Nulliolge bestimme man in der angegebenen Weise
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e, # und dazu nach (15) die Substitution 5==.5;. Nach Konstruktion
ist entweder a,@ == 0@ oder o F £ d™, also S =k S, (k==1,2,...).
Es ist aber

lim S, =35,,

f—

woraus nach (14), wenn man nur /=1 (i) groB genug wihit, fiir
G cine Folge S, ' S infinitesimaler Substitutionen resultiert, was
nicht sein darf. Damit ist festgestellt, daB ¢, =0+ =1, 2, ..., n).
Dartiber hinaus beweisen wir jetzt

Satz 2: Sind e =lo, ..., o und A~' = =5 parabolische
Spitzen ciner diskontinuieriichen Substitutionsgruppe QG und ist

SCAG, S={(c, d),

so gilt entweder c—0 oder [Nc¢| > ¢+ 0 mit einer nur von A
und G abhingigen positiven Konstanten o.

Wir fithren den Beweis indirekt. Sei also

- €l f),'f -
- A —1. 2
Si (ck m) CAG (h—1,2,..)

eine Folge mit ¢x 5= 0 und
lim N¢p,=0.

Fit o 2
Es kann dann angenonnmen werden, daB auch
ime?'—=0 (v=1,2,..., 1)

ber 2
gilt; denn S, kann linksseitig mit einer Substitution /" D; aus
der affinen Gruppe von A G A~! multipliziert werden; dabei geht
ey in ¢ A77 diber und dber A7F kann geeignet verfiigt werden
(vergl. B [, 8. 535, Teil Ig). Wir setzen mit « 7 §, und g 7t

a, b ;
Sp={"F "k|l=U?S, U~
¢ dy
e fer by A fdetaay b fager
e dy ey

und bestimmen zu jedem A die Translationen «, 7 derart, dal
séimtliche Ungieichungen

ap—1=

e —1 = : —}n'(’j
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mit nur von A und G abhiingigen Konstanten x,, =, erfilllt wer-
den., Fs ist dann

Dy ey = andy, —1 = (@, — 1) (14, —1) | () 1)

A L Thk S A s aE R

also

CoE o ; ;
Dy Ty e % G

d.h. by, beschrankt. Indem wir uns nitigenialls eine konvergente

Teilfolge ausgewiihii denken, kann bereits die Konvergenz von
& . —

b, und damit auch von S angenommen werden. Setzt man

ap=1 &, waobel also s = e,

g0 lkonvergiert

S-:‘\‘- 1 S:; _ ((?M’ i}l,'.") ( G)

S (i
mit
* 5
== —0, (1 gy o (1 £q)
fiir 122k, k—» gegen die Identitat. Fir & 20k, sei [
damit

R BN R
i(.m P {"M_;E €j§.

Wihlt man [ ==[{k) so, daf

¥y
C.’]

dann erhall man eine Folge infinitesimaler Substituiionen, was
mit der Diskontinuitat von G im Widerspruch steht. Satz 2 ist
damit bewiesen.

§ 2. Mafibesthnmung. Fandamentalbereiche.

Wir versuchen, die Keeffizienten a,. = ., == a,, () der Diffe-
rentiaifonmn
2n
ds?= Z oy x0Ty
I8 |

(-'.{3‘) j— x(i') _‘ ...... f.jf(“)$ j}(“} — :("{” :'")’ 3 s 1 , 25 e, ”)

in Abhéngigkeit von ¢ so zu bestimmen, daB ds bei allen Auto-

morphismen von T invariant bleibt, d. h. dab
ds (v, el vy==ds (Sr ,(iii {f?)
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gilt. Wir willen insbescndere

1. Sr==r--ea, a heliehig reell,
2. 8= A%, i beliebig reell und pesitiv,

3, S==5, als ,nichteuklidische Drchung” wm den Winkel
= p L mit + oals Fixpunkt, d. hoes gilt om0 ound

CfS(z)

e
Entsprechend st also zu fordern:

1oas (o, dy=xds (r— «,d

2, dds {r, ooy =ds (A%, A3l

3ods (roday=ds (v, e di),

=’ | ¢ beliebig reell.

also

ds (1, diy=ds (iy, dri)=ds (f, ‘fj’ ) ,

Es gilt demnach:

it
= o e gt
dsi=— % .. (D) L
ey

Damit s eine quadratische Differentialform wird, mufl notwen-
dig a., (Y =0 fir »=4p gelten. Die Iavarianz von ds bel be-
liebigen Permutationen der Verdnderiichen %, (00, " hat zur
Folge

iy (De=a () (v==2,. .., 0}

e so gelundene normierte Form

. Syodd
(16) asm Y

i

hat auch wirklich die gelorderte Invarianzeigenschalt,

Wir deuien ds als Bogenelement in £ und beschdlligen uns
mit der durch (16) erkidrten nichteuklidischen Metrik. Die der
Form (16) zugeordnete, gegeniiber Automorphismen von © in-
variante bilineare Difterentialiorm

i P .
RPN O B P PR
17 drpnde,— 30 L :
( ) { 4 o gygu}j
gestattet, vermdge
iy ody,

(18)

. c=cos {d, dy,
’ dri“d"'; X (f"-g ”d.i:{ CG8 (( tyy € .",}

T

in T ein invarlantes WinkelmaB zu definieren. Beimy Nachwels
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der Existenz und Eindeutigkeil einer Verbindungskurve zweier
Punkte 1, «, von & von kiirzester nichteuklidischer LAnge kénnen
1y, 7, in der speziellen Lage

=1, =iy, =l

nach hypothetische geoditische Verbindung. Bezeichnet man
generell mit 8(r,, 7,) die nichteuklidische Léange dieser Kurve, so

gilt also
P

.~ ) 1 A
; S L
5 (rn [ {1) - / —l’/ oS ‘ f ot 2 / I’ Iy ,{/h‘ .t
i Y b 75
{ * bedeutet Dilferentiation nach £.)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x=0, also auch
x=10 fir 0=27=11; diese Gleichungen missen fiir die Geoda-
tische erfillt sein, da man sonst in iy {f) eine kilrzere Verbindung
als in ¢ (#) hitte. Die Funktionen Y (f)=log y (/) mit den An-
fangs- und Endwerten Y{0) =0, ¥ (1) =log y, sind dadurch cin-

deutig hestimmt, dafl sie
1

$l{ry, 1) == / sy ar
&
zum (absoluten) Minimum machen. Als Losung ergibt sich im
Y-Raum eine Sirecke durch den Nullpunkt mit den Richiungs-

kosinus

{19 e e 2 T | w1, 2, ., 0
19) |3 (log y,)° ( )

und der Lange
s{ry, 1) =18 (log )"

LA
(20} x=20, y(?') — (y“)) ol {.,,. =1,2,..., ;1) ,

¢ =£ 0 vorausgesetzt, stellt auch wirklich die gesuchte Geodi-
tische dar. log 5,9 ist der Wert des Abstandes der Punkte i
und iy, berechnet in der bekannten hyperbolischen MaBibe-
stimmung fiir die obere :-Halbebene, den wir allgemein mit
s (3,1, 7 ) bezeichnen. Wegen der Invarianz dieser Abstinde
ist also

Die Kurve

4

vy " . i i i 2
{21) $ (xy, "‘1)' - Z st (?0(1)7 "a(l})'
i

=1
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Hir zwel heliebige Punkte +,, +, von . Wihlt man wieder », =1
und berechnet die partiellen Ableitungen von

VRIS IR P

|
PR ——

221, s0 erhellt, dabB

Hoelh (0, Ny gyt
' 4 & (‘n L dy
(22} G, 1y d ) —sir,, )= : oot
r;i 54z, "1) f/!m
Anderersetls gilt fiir das Differential d+, = dx, - idy, der Geo-
datischen von », nach », im Punkte », nach (20) und (19):

(p=1,2,..., 1},

dy, et dy W
yt e g ®

o 1 dy <& rfz/ e I dy,m
(28)  dredr = el ;/lzi) ' Z CVdred = el imin :
o e | !

dx, =10,

Beachtet man noch, dal}

SO (0 0 ,
P (o ) (v=1,2,..., 1),

S{?n; "L}
s0 folgt ans (22}, (23)

(24) f‘»“{"m y I di) “""""{’(n ’;);“’ ;.'}{Iyi” dw - cos (d'l-, (?'11),

Wegen beiderseitiger lavarianz bel den Automorphismen von T
gilt {24) fiir zwel beliehige Punkte von 2.

Die Mannigfaltigkeit b der Punkie « von L, welche von zwei
gegebenen Punkten «, + gleichen Abstand haben, Hir welche also

(25) sGN=s(u ) (4 n)

gilt, hat in jedem ihrer Punkte +, eine Tangentiathyperebene, lst
namlich r,-[-d+ ein anf ) gelegener Nachbarpunkt von «,, so gilt
nach {24)

(26) 038 {(f'f.t L r.) —

wobei dv; das Differential der Geodatischen gx von v+, nach «,
(k=1, 2) im Punkte +,; das ist aber fiir 4+ eine lineare Gleichung
mit nicht sémtlich verschwindenden Koelfizienten: denn die Geo-
dafischen ven r, nach r, und » geniigen Differentialgleichungen
2. Qrdnung, sind also durch Anfang gspunkt und -richiung ein-
deutig bestimmi und kénnen daher nicht in gleicher Richtung
durch 7, gehen. b wird von den beiden Geoditischen g; im Punkt

cos {d«, , dr},
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re unfer einem von O verschiedenen Winkel durchsetzt. Ent-
sprechend der Tatsache, daf

Ao s (ry, =8 (. 1)
griBer oder kleiner als O ist, zerfallen die nicht auf b gelegenen
Punkte ven T in zwei Klassen K. und R, Die Punkte jeder
dieser Klassen sind innerhalb der hetreffenden Klasse verbindbar.
Die |, Drefecksungleichung® hat namlich zur Folge, dalk eine Geo-
ditische dureh +, oder », hichstens einen Punkt mit b gemeinsam
hat, Andererseits kann anl einer Geodilischen g durch «, und
einen Punki «, der niher an «, als an », Hegt, zwischen « und
+ nur eine gerade Anzahi von Punkten von § liegen, da in jedem
solchen Punkt 4 das Vorzeichen wechselt und 4 in 7 und r, posiflv
ist. Bs kann also auf g zwischen +, und v Punkte von b garnicht
geben; folglich gehdren mit » anch alle Punkie von g zwischen
rund r, zu 8., woraus die Bebauptung fiber den Zusammen-
hang von &, und 8- erhellt. Ein beliebiger Punkt von . kann
mit einem beliebigen Punkt von . nicht verbunden werden,
ohae dafl man dabei b trifft: auf einer beliebigen Verbindungs-
kurve wechselt namlich 4 mindesiens einmal das Vorzeichen.
Wir geben jetzt fir eine diskontinuieriiche Gruppe G die ein-
gangs erwihnie Konstrukfion eines Fundamentalbereiches an
Vorweg zeigen wir noch, dab kein Puukt von © Havfungspunkt
von Fixpunkien von @ sein kann, Nehmen wir némlich an, cs
gelte fiir die Folge « (h=1, 2, ...} von verschiedenen Punkien

aus T
Im =1, &, Sprp=rp, So5FE, S G.

h— >

Diann ist

: ‘e G ' T —
5.:/1.1(‘ - ) .:( :
k k 0 o Ap, A 1 — '??"f;) y

und man kann eine konvergente Teillolge, die wieder mit Sy be-
zeichnet werde, answihlen. Die Existenz der Folge S, S, steht
dann im Widerspruch zur Diskonfinuitdt von G alse kidnnen
sich die Fixpunkte von G im Tnnern von & nicht haufen., Nun sei
g - T kein Fixpunki von @ und fest gewihlt. Die Gesamtheit aller
mit +, nach G Aquivalenten Punkte sei in irgend eine Reihenfolge
s tay g .. gebracht. Mit b, werde die Menge der Punkte aus &
bezeichnet, die von -, und 1 gleichen (nichteuldidischen) Abstand
haben. lede Mannigtaltigkeit by zerlegt, wie oben erdriert, T in
zwel Halbrdume. Yom Durchschnitt &, aller Halbrdume, die +, ent-
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halten, ist dann leicht zn sehen, daf er die Eigenschalten eines
Fundamentalbereiches aufweist (vergl. W, 5. 155): J, enthiill zu
jedem Punkt von T einen fquivalenten, und kein innerer Punit
von $§, st mit einem andern Puakt des innern oder des Randes
von §, dquivalent. &, ist zusammenhangend, da mit + auch alle
Punkte der nichteuklidischen kiirzesten Verbindung von + und
zu 5%, gehdren. An der Zusammensetzung des Randes von $§,,
soweit er in einem abgeschlossenen Bereich von T liegt, sind nur
endlich viele D, beteiligl; denn ist 2 R der nichteuklidische Ab-
stand der Punkte « und 2, 80 hat +, von b, den Abstand 7,
und in einem abgeschlossenen Bereich von T liegen nur endlich
viele i,

5 3 Konstruktion eines Fundamentalbereiches fiir die
Hilbert'sche Modulgruppe.

Wir betrachien die {engere) HILBERT sche Modulgruppe M zu
einem  total reellen algebraischen Zahlkdrper 2 vom absoluten
Grad 7 und verabreden lolgende Bezeichnung: Es sei /1 die An-
zahl der absoluten Idealklassen in Z, o der Bereich der ganzen
Zahlen aus Z, o w—=1{y, 05 {i=1,2,... k) ein volles Re-
prasentantensystem der absoluten ldealklassen (3 und 4 erzeugen
a7, inshesondere v, 4, =0, 1), @, & Z so ausgewdhlt, dab

([zl?z’l“‘}}?), Sl— !,

3]
. £ i o i &
: T( ) Sio==1, w gy, b0,

Die Konjngierten S (v=1,2,... 1) von S sind jetzt im ge-
wihnlichen Sinn der algebraischen Zahlentheorie zu S konjugiert,
I Verlaul dieser Untersuchung spielt der Komplex

cine wichtige Rolle. Tder Kanstruktion eines fundamentalbereiches
fir M liegt Iolgender Gedankengang zugrunde: Man verschafit
sich in & eine Punktmenge ¥, welche zu jedem Punkt von T
einen nach K fquivalenien enthait; B kann so ansgewiihlt werden,
dafl der Rand von B mit dem Rand von T nur einen gemeinsamen
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Punkt hat. Es wird dann der EinfluB, den die Substitutionen
S:(i=1,2,.., k) bei dieser Reduktion haben, in der Weise rilck-

leitet und aus deren Vereinigungsmenge einen Fundamentalbereich
fitr M aussondert. Wir stellen einige Hilisbefrachtungen voran.

Hilfssatz 1% Wenn », 8 0 o, (y, 8 5= (0, 0}, dann gibt es eine

Substitution S, < K derart, daf
bll =70, 0}, vo =073, do=08, 0 =lxn

mit einer nur pon Z abhdngigen positiven Konstanfen .

Beweis: Das von p, 4 erzeugte Ideal liege in der Klasse
von ap, d. h. es soll zwei ganze von O verschiedene Zahlen o,
£2, geben, sodaB die Idealgleichung
(27) (”’z 3, 0, 13) o= ‘Q;’ Vi “Qz' ("5;,..)
besteht. Es ist also

und folglich labt sich eine Einheit ¢ . o derart bestinunen, daB

kel

<o VN g, wy =, (Z) 0.

ey

Die Idealgleichung (27) gilt auch mit 2, an Stelle von ;. Nach
HurwiTz?) gibt es dann eine Substitution

o
sodal
e ]fl’ ._(-...}:3 (\‘)!'i‘ '
o D,
Fiir (
i @ & N 5
'50 — ( 0 i:’) O St
Yoo P
gilt dann
_f_}; Yy — .fjg b '"“}2 O == &5 0,
no_
=04, dy=0d, oi<Tx b Nap<x.

) EBs handelt sich um eine Verschdrfung von Hilssatz 1 in H D Kuoo-
sTERMAN, Theorie der BESENsSTEN'schen Beihen von mehreren Verfdnder-
Hichen (Hamburger Abhandlungen Bed. § (1928}, S, 163 188}

“ A Huswirg, Die animodularen Substitutionen in cinem algebrai-
schen Zahienkérper (Math. Werke Bd. 2, Basel 1933, 5. 244 - 268).
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Hilissatz 2: Zu r = x - iy T gibt es ein Paar ganzer 7ah!f>n
v, 0520, 0, filr welche d:fJ Um]i()ulmnqma

_ 1
GO0 S gy =120

erfallt sind, sobald Ne= 2" A~ (4 = Diskriminante von Z) und
¢ o).

Beweis: 5. B 1, 8 5328,

Hilissatz 3: Zu « -~ T gilt es eine Substitution S, K derart,

daf
'(E.:S‘n"r:xl 7{7{‘.!]“ fo} T TR 2 4 !.

Beweis: Zu = x--iy bestimme man nach Hillssalz 1 und 2
sukzessive ¢, 4 und S, es gilt dann
i

_},”:':y::e' xl:.: (:”\

und Ny, o *"Ne=2" P AT el d

Wir betrachten nun, um fir spitere Zwecke die notige All-
gemeinheit zu wahren, eine beliebige diskontinuierliche aifine
Substitutionsgruppe A sie enthalte n unabhiingige Translationen
und n—1 hyperbolische Tl'a;;sfm'maﬁe}nen mit unabhingigen
Multiplikatoren: d. h = == ; v ooy @ bsoll Hir A parabolische Spitze
sein. Wir bezeichnen mit «, ..., &, bzw. A7, ..., 2% | eine
Basis fiir die Translationen bzw. die Multiplikatoren und sctzen

YUl —=log iy,
(28) AMi=log 0 (v=1,...,0; kk=1,...,n—1),
A=

n-
Dann gibt es Hir jeden Punkt r=x-l-iy T eine eindeutige
Darstellung

it

I
(29) x= 2 Epay, V= 2 s A,
Fen )

P

und ein Fundamentalbereich fitr & wird beschriehen durch die
Ungleichungen

(h=1,2,...,n)
(i=1.2....,n—1).

(30)

[SVHE I

1 T
R TR

Der Beweis hierflir ist evident, wenn man erst ¥ und dann
reduziert (s. B 1, Teil Id). Die Kocrdinate
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(3D =5 Y =Ilog Ny

ist gegeniiher den Substitutionen von A invariant.
Diese Resultate werden jetzt aul die aifinen Gruppen Ay in

SeMS, T (k==1,2, ..., h) angewendet. Jede dieser Ciruppen
fithrt den Durchschnitt von € mit
(32) Ny w200 s 2 Al

in sich diber. Beduzieren wir diesen Durchschmitt in ohen an-
gegehener Weise nach Aj;, so erhalten wir eine Punldmenge
Se S (h=1,2,..., h). Die Vereinigungsmenge

i

B, =2 B

L |
enthilt zu jedem Punkt » L einen nach M dquivalenten. Man
hegtimme namlich S, =5,L mit L M nach Hilfssatz 3 derart,
dal fiir -, =S, + die Ungleichung (32) erfiillt ist, reduziere /, nach
Aj, sodab v, = Ay oy in Sp §r, also v == S0 AR 8 L in § liegt;
dabei ist S;7'A,SiL M, q. e d. Um zu beweisen, dah die
Punkte von B,, die in der Nithe einer der A parabolischen Spitzen
von B, liegen, nicht mehr reduziert zu werden brauchen, lsen
wir diese Punkte von B, in folgender Weise ab. Mit S, P
werde die Menge der Punkte » aus 5; 3§, bezeichnet, fir welche
auch

gilt; ferner sei
) 3
Pt — E P
A |

Wir nehmen an, ein Punkt . “30}”} sel mit einem andern Punit
r, B, also etwa v ®e, nach M Aquivalent :

A

=251, &= ML

B v B
Wird _

Siv,=0 =& iy, Sr,—a,= Sj'siﬂj e,

gesetzi, so gilt

o 8P, dohe N, 2,
und

SeSST o =557 oy = Spr. LS S
Bezeichinen wir noch
Sk S Sj Ve (mE s m,_f) N
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wobei also

oy = (e = 3y -y A — 0 ) A,
g0 wird entsprechend den Fallen o, =0 bzw. == 0, wie Tolgl,
geschlossen:

1. Es sel o,=10, d. h. die Ideale (ys, 4;) und («é - 8
¥ ri,-ﬁ Ay (v, 4) geh@ren derselben Idealk asse an; also ist
Je=k, a0, =Sr 88 © Sy Brund Sy S S Ay Die Punkt-
menge S, %, ist aber b(‘hUI] nach A, redu/]eré o, und 4, sind
also Randpunkte von P&,

2. Wenn e, 0, so folgt wegen Si S8, 5: 8, dab

- ke
2 na A N 'i <N

andererseits ist = = Ny, , also

g T R },2,*1 A
T2 A,
Insgesamt ergibt sich folgender Sachverhalt:

Hilissatz 4: Fs sel =220 " 4.0 Wenn dann ein Punkt
ro P omit einem Punkt 0B, mr{iz M dguivalent ist, so kait
das nur so glattfinden, doff ¢ und % Randpunkte ein und der-
selben Punkimenge ‘P und nach STV AL Sp dguivalent sind.

Um avus B, einen Fundamentalbereich zu bestimmen, geniigt
es demnach, die Punktmenge B, — P& (2 2% 3 ) weiter zu
reduzieren. Das soll jefzt geschehen. Wir machen einen inneren
Punkt v, von B, — P der nicht Fixpunkt von M ist, zun
Ausgangspunkt der in § 2 angepebenen, aut den Figenschaften
der nichteuklidischen Metrik von © beruhenden Konstruktion
eines Fundamentalbereichs §, fiir M. Die Bereiche TF,, 7 M

iiberdecken Z lickenlos, und nur endlich viele, etwa 7%,
{(f==1, 2, ..., 1, haben mit B, — PP einen von der leeren

Menge £ verschiedenen Durchschnitt

ri'@fm[rfﬁu’ ",78:1—\}}(35)] (,]'21,2,.‘.,."),
sodall also

,,
B PU=2 LD (D K.
fu

Ersetzen wir 7; D; durch die dquivalente Punktmenge ;. so
erhalten wir in
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B, == P L Z T
P

ginen Fundamentalbereich, der noch abgedadert werden soll, um
iln zusammenhiingend zu machen. Wir erkliren D,* =9, und
sukzessiv D% als die maximale Punktmenge in D,, die keine
Punkte aus D%, p<» enthiilt, d. h. es gilt

o1

D =D— D, DA b=1,2,..., 1.

ol

Da alle vorkemmenden Punkimengen von nur endlich vielen

analytischen Manniglaltigkeiten begrenzt werden, so zerldllt also
D in endlich viele zusammenhingende Punktmengen ‘3.

Fa

Y p— E o
RN e -

e
Man hat also in
i r i
(33) R, = E P 2 Z Bt
g Je=t fe=t

eine Zerlegung von 9B, in punktfremde Mengen. In jedem Sum-
manden zeichnen wir einen inneren Punkt aus:

el PEGE=120 00,00, e Bt I=1, 0001

2y

und verbinden jeden dieser Punkte innerhalb von % durch eine
analytische Kurve mit +,. Die Uesamtheit dieser Kurven werde.
mit i bezeichnet; i ist mit einer gewissen Menge v* von Kurven-
ziigen in B, aquivalent. Wir denken uns das Kurvensystem
s0 beschalfen, dalb

t. das System W nur aus indquivalenten Punkten besteht und

2. ein Randpunkt einer der Mengen unter den Summenzeichen
von (33), der auf einer der Kurven ven w liegt, Randpunki von
genan einer weiteren dieser Mengen st

Durch sukzessive Abdnderungen der Kurvenziige in 10 kann man
das im Falle n 7= 1 stets erreichen, indem man darauf achtet, dab je
zwet Kurvenziige aus ¥ einander nicht treflen, Dann 148 sich aber
aguch jede Kurve von m in einen Kanal (von 2n — 1 dimensio-
nalem Querschnitt) einbetten, sodal die Gesamtheit dieser Kandle
ans indguivalenten Punkten besteht. Frgdnzt man diejenigen
Kanalstiicke, die nicht in &, legen, durch die entsprechenden
aguivalenten Stiicke in 0,, so werden die zusammenhingenden



hyperabelschen Transformationen 2%

Bestandteile von 2, untereinander verbunden, ohne daf deren
Zusammenhang verloren geht. Als Kanaloberftichen kounen na-
tiirlich analytische Mannigialtigkeiten gewahlt werden. Zusammen-
fassend stellen wir fest:

Satz 3: Fir die engere Hilbertsche Modulgruppe M zu einem
total reellen Zahlkdrper Z mit der Klassenzahl h gibl es einen
zusgnunenhdngenden, von endlich pielen analytischen Mannig-
faltigheiten begrenzien Fundamentalbereich, der mit demn Rand
von & genan h nach W indquivalente Randpunikte (parabolische
Spitzen) gemeinsam hat.

Fiir eine Untergruppe U von M von endlichem Index « 1aht
sich jetzt leicht ein Fundamentalbereich von gleicher Art an-

geben. [st
M — Z URi— 2 R U

eine Zerlegung von M nach Links- und Rechtsnebenklassen be-
zhiglich U, dann ist

(34) ‘51 R, = Z} }2} R P Z Z Z Ri B

ein Fundamentalbereich fir U, Aus jeder Schar nach U dguiva-
lenter parabolischer Fixpunkte wihle man einen Reprisentanten
aus und ersetze in (34) die Menge R @ durch eine nach U
aquivalente, sodaB die parabolische Spitze von R; D in den
Repréasentanten fhrer Schar éibergeiiihrt wird., Bei diesem Prozel
wird auch wirklich jeder Reprasentant besetzt, Nachdem diese
Ersetzung vorgenommen ist, wird durch eine nochmalige Ab-
anderung, wie sie oben fiir B, durchgefithrt isf, der Zusammen-
hang des Fundamentalbereiches fir U hergestellt, Es gilt also

Satz 4: Zu jeder Untergruppe U der engeren Hilherfschen
Modulgruppe von endlichem Index gibi es einen znsammen-
hitngenden, wvon endlich vielen anaiytischen Mannigfaltivhetion
begrenzten Fundamentalbereich, der mit dem Roand von T so
viele Randpunite (parabolische Spitzen} gemeinsam hat, wie es
indiquivalente parabolische Fixpunkte von U gibt

Fir die engere Hauptkongruenzuntergruppe M (n) von M zur
Idealstufe v betriigt die Maximalzall der indquivalenten parabo-
lischen Fixpunkte
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L H( : N(p))

wobei 11 die Idealklassenzahl von Z und w(n) dic Maximalzahl
der mod 1 inkongruenten Einheiten ans Z (vergl. loc, cit. "))

Der Fehler, der sich, wie eingangs erwihnt, in B 1, Teil le
eingeschlichen hat, macht einen besonderen Hinweis notwendig,
um auf Grund des in 5atz 3 ausgesprochenen Ergehnisses die An-
wendbarkeit der allgemeinen funktionstheoretischen Satze (d. h.
der WEeERSTRASS schen Satze) auf die HiwperT'sche Maodulgruppe
in B I sicher zu stellen. Es gentigt dalilr, zu wissen, daBi der
rationale Charakter der PicarD’schen Reihen (B I, Teil 1) im
Fundamentalbereich tiir M erhalten bleibt. Das ist in der Tat
der Fall; denn an den einzig problematischen Punkten, den para-
bolischen Spitzen des Fundamentalbereiches, gelten fiir die PicaRrD-
schen Reihen die in B 1, Teil lle abgeleiteten Ergebnisse, wie
man leicht sicht.

Heidelberg, 9. Oktober 1830,



