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Konstruktion von Spitzenformen beliebigen Grades
mit Hilfe von Thetareihen

Hans Maal

Hirtenaue 3, D690 Heidelberg, Bundesrepublik Dentschland

Hans Petersson zum 75, Geburtstag pewidmet
g8

In einer bemerkenswerten Arbeir [ 17 haben Andrianov und Maloletkin kiirzlich
mit Hilfe von Thetarethen und sogenannten sphiirischen Funktionen Modulfor-
men zur Gruppe

Il = {( B)es ), Cu()(modq)} .,

c D
W, om . ‘ - ‘ .
zum Gewicht 5 v und einem gewissen Multiplikatorsystem y, konstruiert. Die

Formen haben folgende Gestalt:

7,0 0= > pUNYexp{mic({ZF[ND} (vganz =0) . (1)
ANz 0{modl)
Hierin bezeichnet:
I =" ¢ing m-reihige positive gerade symmetrische Matrix.

Z =7 aine variable Matrix im Siegelschen Halbraum,
¢, 1m einfachsten Fall eine sphirische Funktion vom Typus
A N=VEEND mit VIV =0im Falle v= 0, {2)

¢, eme Konstante,

V' die durch Transposition aus der komplexen Matrix V= V="

entstandene Matrix,

(X} aligemein die Spur einer quadratischen Matrix X.
Zur Abkiirzung ist N'FN =F[N] gesetzt worden. N durchliduft in (1) alle ganzsn
Matrizen vom Typus N Wie man leicht erkennt, ist ¢, %0 im Falle v=>0 nur
dann zu realisieren, wenn mzZ2n ist. Flir y, (M), MeF.(g), ergab sich in [1] flr
gerade m ein expliziter Ausdruck. Insbesondere wurde 7.(M)=1 unter der
Voraussetzung m={0(mod2) und

Mel(g)= {{(1 g)ggﬁn(l-]} (f Iii] = ('(L) ;}) (modq)}

bewiesen. E bezeichnet die n-reihige Einheitsmarrix.
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Im folgenden sei {17 v, y), fur eine Untergruppe I, der Siegelschen Modulgrup-
pe I'=1{1} und eine rationale Zah! # = 0 der lineare Raum der Modulformen [ zur
Gruppe I, zum Gewicht r und zum Multiplikatorsystem y, so dal}

‘A B
FIM = (MY fiir M:(C D)ero

ist, wenn

M) (Z)=[CZ4 DI " fIMCZY), M{Zy=(AZ+B)(CZ+D) ¢

gesetzt wird. Unter der Voraussetzung I'(g)C T, €I heillt eine Form fe(T,,r, ¥),
Spitzenform, wenn in der Fourierentwicklung

(1LY (Zy=Y a{Tyexp{2ric(ZT)} firalle Lel
Tz=0

ein Koelfizient a {T) nur im Falle T >0 von Null verschieden sein kann. Der lineare
Unterraum von (. r, ¥}, der von allen Spitzenformen gebildet wird, werde mit
(I, 7, ¥), bezeichnet.

Nun zur Sache: Die in [1] angestellten Uberlegungen bediirfen der folgenden
Erginzungen.

L. Die Formen &,.(2, ¢} sind im Falle v>0 durchweg Spitzenformen. Zum
Beweis werden die Reihen

OZF VY= Y |VF:Nl'exp{nic{ZF[N])} (vz0) 3
N=Yimoedi;
eingefithrt mit rationalen Matrizen Y= Y™ dic der Bedingung FY =0{mod 1)
gentigen. Die Rethen (3) sind selbst Modulformen

5

O(Z.F.V,Y)e (r‘(q), ’; i, /r) fir v=0. (4)

¢}

Der von ihnen bei festgehaltenen v, ¥,V erzeugte lineare Raum erweist sich als
Darstellungsraum der Siegelschen Modulgruppe, wenn die Wirkung von M e 1 auf

eine Form f durch f— fIM erklist und das Gewicht % +v zugrunde gelegt wird,

Insbesondere ergibt sich damit

6 (Z.F.V.Y)e (f‘(q},%—&-v, ,{1,.) fir v=0. (5)

1

Entscheidend bleibt natiirlich die Frage, wann @, +0 (v >0) ist. Der Nachweis von
nicht identisch verschwindenden Spitzenformen dieses Typus gelang Raghavan [5]
im Fall n=2, m=4, v=1 mit spezicll gewiihitem F. Seine, dem Spezialfall
angepafiten Uberlegungen lassen kaum Hoffnung, mit Hilfe des obigen Ansatzes
nicht identisch verschwindende Spitzenformen kleinen Gewichis, etwa mit der
oberen Schranke n4 1, und beliebigen Grades n zu bekommen. Um so wichtiger
erscheint mur, dali {5} im Falle v=1 ohne die in (2) angegebene Beschriankung fiir ¥
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giiltig ist, was im Falle n=1 iibrigens schon von Petersson [4] bemerkt wurde. In [17

ist einfach iiberschen worden, daly der Beweis von Lemma 3, hier ritiert in der Form

pr -
aw

ks

exp lmic(PW' W +20'W + R)}

=P2ri(PW + QO V] exp {nic{PW W+ 20 W+ R)y  {v=0), {6)
im Fall v=1 die Voraussclzung ¥V =0 nicht bendtigt. In dieser Identitiil sind
Vo PO = g i pople R R
komplexe Matrizen. P ist symmetrisch vorauszusetzen.
2. Es kann also vE1, m=n, V=F * gewiihlt werden. Man erhilt mit dieser

spezialisierung dic Formen

I(ZFE V=0 FF %Y)= Y |§

N=TYimod!)

“exp{mic(ZFINDY, (7)
an Stelle von {4) und (5) also

32, F.Y)e f(f}),g + i‘,;{p-) fir m=n, FY=0{mod1), v=1. (%)
Iiir die Spitzenformen §, Tassen sich einfache Bedingungen formulicren, die 3, «0
bei spezielier Wahl von F und Y garantieren. Zum Beispiel ist 3, (Z, F, ) =0, wenn
die Finheitengruppe von F:

PP ={UeGL(Z),F[U]=F}

in SL,(Z) liegt. Mit Hilfe dieser und iihnlicher Uberlegungen beweise ich unter
anderem

Satz 1. a) Es sel entweder n=2, g= ~ | (mod8), g =23 eder n=24, g=1. Dann ist
_fn .
dlm(] W4, 5t 1,2}\) =0,  g=gll)
\ - I
Jiir mindestens eine gerade Matrix F=F"=(,
by Esseinz=1, hz3 und F=F" >0 eine gerade Matrix. Dann ist

dmm (J‘"(hq), ; +1, /H) >0 mit g=q(F}.
3 I

Die Behauptung a) flir n=24, =1 mit y.=1 folgt aus der Existenz gerader
animodularer F=F2% mit I'(F)CSL,,(Z). Die dem Leech'schen Gitter der
Dimension 24 zugeordneten Matrizen F haben, wie Conway [ 3] bemerk hat, diese
Eigenschaft.

Besonderes Inieresse beanspruchen die mit einem primitiven Charakiery modh
gebildeten Reihen

SHZF.o= Y #(INDINPexpimic(ZFINT)}  (v=0,1), (9

N=0mod L}
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die aus Reihen vom Typus (7) zusammengesetzl werden kdnnen. Sie sind
Modulformen, im Fall v= [ sogar Spitzenformen:

¢

9T F, el Tyihg), ; + w} (v=0,1) (10)
mil

o . A B

HMY=#{|D)y,p(M) Hir M= ((‘ D)GIOU: g} . ]

[Ye Transformationseigenschalten der Formen (9) wurden im Fall #n =1 bercits
von Shimura [6] festgestellt, im Fall n> 1, v=0 von Andriancv, e auffilligen
Analogien, die zwischen [6] und [2] vu bemerken sind, lassen vermuten, dald die
Thetareihen (9} in der von Andrianov [ 2] begriindeten Theorie der Dirichletreihen
zu Modulformen zweiten Grades und ihrer Verallgemeinerung eine wichtige Rolle
spiclen werden.

Fine Rechtfertigung fir dic Publikation des vorliegenden Aufsatzes, der in
methodischer Hinsicht iber Klassisches kaum hinausgeht, sehe ich vor allem in der
Anwendung, dic E. Freitag aufl Strukturfragen der algebraischen Funktionen-
korper zu Untergruppen 15, CF von endlichem [ndex vornehmen wird.

Im Hinblick aul dicse Anwendungen erhebt sich die Frage, wie klein g als Stufe
einer positiven geraden Matrix F™ hei gegebenem n gewiihlt werden kann. Die
Wahl FW =2 E" zeigt, dald g = 4 in jedem Fall moglich ist. Ein besseres Resultat gibt

Satz 2. Es gibt fiir jedes n = | eine positive gerade n-reihige Matrix F | wmit der Stufe

I fir n=0{mod§)

{2 fiir n=4(mod8§)
= 13 fiir n=2(mod4)
4 fir n=1{mod2)

Zum Bewels setzen wir

Fy, O
Pnﬂ( s © ) fiir n=8g+h 05h<8
0 "

und buichlul daﬁ q&f:l realisierbar ist. Ls foigl qn:qh ﬁir n=h(mod¥). e

20
21 121
o2 o2 i 121
F=1 2) s 2 2 feT 12 2
2 4 24 1
' P2

zu. In nicht ausgefillte Stellen dieser Matrizen sind Nullen einzutragen.



Konstruktion von Spitzenformen belichigen Grades mit Hille von Therarciben 279

Der ausfithrlichen Darstellung [17 ist nur noch weniges hinzuzufiigen, um die
eingangs formulierten Aussagen zu begriinden. Die Betrachtungen nchmen ihren
Ausgang von der Thetareihe

OWZX, V)= Y explmic(ZF[N+Y]+2X'N+X'Y)} . (12)
N=0imodl)
die fir
‘A By
M= (_C DJ elold)

der Transformationsformel
OpMD, XA ~FYB, —F X+ YD) = M) CZ+DZO(Z.X,Y) (13}
geniigt. Hierin sind

X :X(mm}‘ Y: 'Y(m_n]

zuniichst beliebige komplexe Matrizen des angegebenen Ty pus Wir setzen X =0,

v

= F*W und wenden aul beide Seiten von (9) den Oper ator | an, wobel V'V

Iz
F'W
=0im Falle v> [ vorauszusetzen ist. Mit Hille von (6) ergibt sich mit den in [1]
angesteliten Uberlegungen, aber weiterhin variablem ¥ die Transformations-
formel

Y VRN + YD) expinia(M(ZYFIN + YD - 2N'FYB — BY FYD')}

Nz=0O{modl)

= MICZHD1E Y PFEN & Y exp lnio (ZF[N + Y1) (14)

N = Hmad )
Nunmehr sel Y cine rationale Lésung von
FY=0(modl) und Mel(y).
Beachtet man, daB
B=0, D=E(modg), ¢¥=0(modl), gF ' gerade
ist, s0 bestitigl man leicht
c(N'FYB)=0(modl). c(BYFYD)=0(mod2), VD'=Yimodl).
Die Thetareihen (3) erweisen sich damit als Modulformen
A2, F.V, Y}e(f’{q) ---------- vy, ) e FY=0(modl). (15)
L )]

Lim die allgemeine Transformationsformel

(@MZFV.Y)= Y  WYLX)O(ZF VLX) (16)

X azod |
FX = Q{maod 1)
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[lr beliebige Substitutionen Me [ it gewissen A Y, X )= € zu beweisen, genligt ¢s,
wenn wir uns aol das Erzeugendensystem

¢ s )

b ;

von I” beschrinken. Das Verhalten gegentiber den Translationen wird durch die
Formel

@2+ T.F. V., Y)=explnic(TF[ YN O (Z.F. V. Y) (17)

beschricben, die sofort einzuschen ist. Im verbleibenden Fall bedicnen wir uns der
Transformationsformel (s, [1], Lemma 2)

n m

(727X Y)=1F| waiZEE(ﬁ)F.. Az, - Y, X}, {18}

vorldufig mit variablen X, ¥ Setzt man jetzt X =0 und Y= F
oIS
F

auf die entsichende dentitit wieder den Operator [V

an, $o ergibt sich mit

-
i

Hilfe von (6) identisch in Y die Transformationsformel

S VRNV expirio(—Z FIN+ YD)

N=Omodl)

—mF =iz VF NP exp tuio(ZF T [NT-2Y' N L (19)

Nzdimodl}

Im folgenden ser wieder FY=0{mod 1), Sctzt man N=FN und beachtet

Nz=0{modl) X mod1 Ny=Ximaedl) .
FX & Hmodl)
so resultiert schlielilich
m
R
—iZ| > O(—Z L F V.Y

7

=F 2 Y exp2mic(YFX)O (2, F.V.X) . (20)
!’.Xil;;;:i})d 1)
Damit ist (16), insbesondere auch (5) bewiesen.
Umdas Transformationsverhalien der Reihen {9)zu ermitteln, flihren wir i (14)
dic Substitution F-»hF, Y- G mit he N, G=0(mod 1) aus, Da ¢ in hg ibergeht, so
crgibt sich

Y §V'F‘33\"|chp{?: U(M<Z>F[NV])}

N=GD (modh)

e MICZ 4D Y VNP exp {7: HZFP [r\’})} (21)
N =G(modh) 3
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unter der Vorausselzung

A B .
M= (C D)el'o{hq), B=0(modh) . (22}

sSchlieBlich bringt die Substitution

I A B A hB
Z—hZ, M= - )
c pl\lc b,

die y,; nvariant 1iBt, den Nenner 7 in den Exponentialfunktionen i {21) zum
Verschwinden, wihrend

M= (ﬁ i)a [y )

an Stelle von (22) tritt. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich im Fall mi=n, v <1,
wenn V=F"% gewiihlt wird:

> INPexp{mic{M{Z)F[NI)}

N=GD (modh)

m .
—+v
2

=yt MYCZ + D] > INPexp{nic(ZF[NY)} (v=0,1). {24)

Multiplikation mit dem Charakterwert
HGD )= x(IGDxIDI)

und Summation itber Gmodh fihrt (24) in die behauptete Transformationsformel
der Thetareihe (9) iiber. (10) ist somit bewiesen.

Eine abschiieBende Betrachtung ist der Frage nach dem Nichtverschwinden der
Spitzenformen $,(Z,F,Y) und $¥(Z, F,y) gewidmet. Die Koeffizienten in der
Fourierentwickiung

SUZ,F. V)= Y (T F,Yiexp{nia(ZT)}, (25)

T=4

haben nach (7) die Gestalt

WTF.Y)= % [Nj, FY=0(modl). (26)

NzY(modl)
FIN]=T

Man bestitige leicht
(T F, Y)=|Ul{T, F[UL, U"'Y) fir UeGL(Z), (27)
damit auch

o T, F,0)=1Ul{T,F.0) fir Uel(F). (28)
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Ersichtlich ist

w(F F0)=0, falls I(F)CSL(7). (29)
Die letzien beiden Aussagen ergeben unmitielbar

INZ FNEO < F(F}CSLIZ) . (30)

Wegen — Ee T(F) kann F'(F)c SL (Z) nur fiir gerade n zutreffen. Dic auf n =24,
g=1 bezogene Aussage von Satz 1, a) lolgt aus (30). Wir bezeichnen mit 9, den
Bereich der positiven symmetrischen Matrizen P = PP die im Sinne von Minkows-
ki reduziertsind: R, seidas Innere und #R_der Rand von M, Wegen (27 kann ehne

Beschriinkung der Allgemeinheit Fe N, vorausgesetzt werden,

Satz 3. Wenn die gerade Matrix F in ‘.ﬁ” fiegt und n gerade ist, so ist

HZ F.01%0.
I Fall n=2 gilr hiervon die Umkehrung, sofern F iiberhaupt reduziert ist,
Beweis. 1. Ie *fi”, n=0(mod2) hat zur Folge, daB I'{F)={LFE} CSI(ZY st

Nunmehr ist (30) anzuwenden,
2. Bekanntlich ist

20 b
P e, 0<hgase,  dac b0,
Vb 2( -

Wenn Fed,, so st mindestens eine der Gleichungen
h=0,u=h a=¢

erfiillt. Intsprechend liegt mindestens cine der Matrizen
(’ l O‘} ('l ! ) (() 13
0 -1 =1y 0_)

mit negativer Determinante in T(F).
Der damit bewiesene Satz 3 gestattet beispiclsweise

;(z(? Zlh),o:)ato fir h23 (31)

zu schlieBen. Dies beweist die aufn=2 bezogene Aussage von Satz 1, a): denn die
Reihe (31) gehort zur Stufe y=8h—1,

Dic Bedingung FY =0(mod 1) wird nicht verletzt, wenn wir F durch hFthe IN)
ersetzen und ¥ = E withlen. g bezeichne nach wie vor die Stufe von F. so dal hy dic



Konstruktion von Spitzenformen belichigen Grades mit Hille von Thetareihen 282

Stufe von AF ist. Es ergibt sich

x(;! ol h [‘-? ; 12‘) — Z E*\"l el > “;\‘; = () .
N -ij{mc:d_l) N ff(l‘l'&(}f I}

Nl FIv]

sofern A3 ist. Aus den Summationsbedingungen folgt niimlich |N|= 41,
[N]== Limod ), mithin [N|=1, Wir formulieren das Ergebnis in

Satz 4. Fiir nz |, h=23 und jede positive gerade Matrix F" ist 3 (Z hF. P EY£0.
Damit ist auch Satz 1, b) bewiesen.
Fiir 532, F, vy lABt sich cin 20 (30} analoges Kriterium formulieren. Es lautet:

GHZ, F. )0 = AUNU|I=1 Mralle UesI(F) (32)

und folgtaus der Tatsache, dall einerseits 9312, I, yyden Taktor »{| U} L/ aulnimmt,
wenn man in (9) die Matrix N, iiber dic summiert wird, durch UN mit UeT(F)
ersetzt, wihrend sich die Reihe andererseits nicht dndert. Uberdies ist 7u beachten,
dafy

> AUyl
VeltF}

ein Fourierkoeflfizient der Spitzenform 3HZ F,y) ist. Wenn 1{F)VCSL(Z), so
unterliegt ¥ ein (32) keiner Beschrankung. Im Falle (i ¢ S (Z) indessen ist zu
fordern, daf} der eigentliche Charakter y modh ungerade ist. Fin solcher existiert
nur fiir h= 3.

Von Interesse wire die Kenntnis des Minimums

gF =min {g(FI(FYCSL(Z), F™ gerade =0} fiir n=0(mod2}, (33)
da wegen

JLFO=0KZ F.1) (h=1)
nach (10) und (30) sofort

dlm([ﬁ(qr\?} g + ].* x}")i >0
mit geelgnetem F geschlossen werden kann, Aus dem Bewels von Satz 1, a) geht
Jjedentalls hervor, dafl g3 =23 und ¢, =1 ist,
beweisen, daB die von r abhiingige Minimalstufe

min {g(F)F = F" gerade =1}
in Wirklichkeit nur von amod8 abhingt. Daraus ergibt sich die Minimalitit der

vonmir in Satz 2 genannien Stufenzahlen g, fiir alle # in einfacher Weise, wenn man
benutzt, duB 4, fiir h=1,2,4, 8 minimal ist.
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